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1. INTRODUCCION

Los sélidos viscoeldsticos presentan un comportamiento que es de
los més generales y complejos dentro de la Mecénica de los Medios Conti-
nuos. Se ha desarrollado principalmente siguiendo un proceso de extensién
y ampliacidn de otras disciplinas, en especial gracias al previo y fuerte avance
que se ha dado a los sélidos elésticos con la Teoria de la Elasticidad.

Ante el doble enfoque que inspiran el objeto de la jornada de hoy que
es también el general de estas jornadas: «Célculo de elementos estructura-
les con materiales polimeros» y el titulo mds especifico de la ponencia:
«Andlisis de la distribucién de tensiones con sélidos viscoeldsticos» se ha
optado por desarrollar primeramente, desde la perspectiva tedrica, la Me-
cénica de los sélidos viscoeldsticos introduciendo sus estados de tensién y
de deformacidn, sus ecuaciones constitutivas y su planteamiento de resolu-
cién; para pasar a continuacion a la visiéon més practica y aplicada del cél-
culo de los elementos estructurales con materiales polimeros analizando los
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métodos de resolucién y haciendo especial hincapié en aquellos que tengan
una aplicacién practica directa. Se pretende asi que las inevitables simplifi-
caciones del planteamiento préctico se vean debidamente justificadas y
sancionadas por la teoria.

Aunque el desarrollo tedrico es consistente consigo mismo, la dificul-
tad intrinseca de los conceptos que se manejan hacen especialmente reco-
mendable que los alumnos esten familiarizados con la Mecénica de los
Medios Continuos, en particular con la Elasticidad y Resistencia de
Materiales.

2. ESTADOS DE TENSION

Cuando un s6lido viscoeldstico se encuentra en equilibrio sometido a
la accion en el instante t de fuerzas de volumen Fj(x,t) y de fuerzas de
superficie Tj(x,t) en el contorno (Ver figura) se generan, al igual que en
cualquier otro medio continuo sélido, unos esfuerzos interiores entre partes
adyacentes de un mismo cuerpo, quedando este sometido a un estado de
tension.

Fix,)

T(x.t)

La tensién permite conocer la intensidad y direccién de los esfuer-
zos interiores entre particulas vecinas a través del vector tension, una vez
se defina el plano de aislamiento que separe las particulas vecinas de la
considerada (Ver figura siguiente).
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0 [

La tension es una magnitud tensorial que se puede representar por
una matriz, ; precisdndose por tanto 9 valores escalares:

O11 Onrz O13
Oij=0=(021 O2 O3
031 032 033

donde el simbolo G, utiliza la notacién indicial en la que cada subindice iy j
puede tomar los valores 1, 2 y 3 con referencia a un sistema de ejes
cartesianos ortogonales X, X, X,. El convenio de suma o sumatorio que se
aplica a esta notacién supone que si se repite en una expresion la letra
indicativa de un subindice se interpreta implicitamente que a dicha expre-
sién le antecede el signo de suma sobre ese subindice repetido:

0; =0,,tG, +0,;

O'ijnj =0,h, +G;,,n, +G;;n,4

También se utiliza frecuentemente en las expresiones el tensor uni-
dad o delta de Kronecker:
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Las relaciones entre las componentes del tensor de tensiones y las
componentes convencionales de la tensién es como sigue:

c .= 0, =T O =

11 nx 12 Xy 13 Xz
G22:6ny 621:Tyx 623=Tyz
633:—0“2 G3l: zX G32=sz

donde con el subindice n queremos indicar las tensiones normales y con T
las tensiones tangenciales.

Se verifican en los sé6lidos viscoeldsticos las mismas propiedades en
su tensor de tensién que en cualquier otro modelo de s6lido. Desarrollamos
aqui parte de la formulacién al objeto de evitar la duda en los matices y
definir una nomenclatura que mds tarde se va a necesitar.

En concreto la tensién normal media es un invariante y se puede
expresar como:

m

1 1
o =§Gkk =—3—(cs11 +0,, +0,;)

El tensor de tensién o, puede descomponerse en dos tensores; uno
de tipo hidrostatico de valor la tensién media G_ del tensor dado y otro de
desviacion respecto de la tensién media, s, que se denomina tensor desvia

G, =0,0; +s,
6, -6 G, G5
§; =0y — Gmsij = G, G, -0 G,;



ANALISIS DE LA DISTRIBUCION DE TENSIONES EN SOLIDOS VISCOELASTICOS 221

2.1 ECUACIONES DE EQUILIBRIO INTERNO

Formando un paralelepipedo elemental entorno a un punto del sélido
por aislamiento sucesivo mediante planos paralelos a los ejes coordenados;
y exigiendo que esta parte del sistema se encuentre en equilibrio de fuerzas
se obtienen las ecuaciones de equilibrio interno:

00. (X,t
i 7)+F.(x,t)=0
oX. !

1

Si se exige el equilibrio de momentos se obtiene la igualdad de las
componentes de la tensién tangencial:
Ty =T
con lo cual se reduce a 6 las componentes independientes que definen el
tensor de tensiones.

2.2 ECUACIONES DE EQUILIBRIO EN EL CONTORNO

No es posible el aislamiento realizado en el epigrafe anterior si el
punto se encuentra en el contorno, se utiliza en su lugar un tetraedro ele-
mental con tres de sus caras paralelas a los ejes coordenados y el cuarto en
direccién de la normal exterior al contorno en ese punto n, teniendo que
actuar sobre esa cara la fuerza de superficie Tj(x,t):

T,(x,0) =0, (x,On,(x,t)  VP(x)el

donde I representa la regién del contorno del sélido en la que se conocen
las fuerzas de superficie en el instante t.



222 1. HERRERA

3. ESTADO DE DEFORMACION Y VECTOR DESPLA-
ZAMIENTO

Consideremos una porcién de un medio continuo cuyo punto P re-
presentativo tiene definida su posicidn respecto de un sistema cartesiano
ortogonal por las coordenadas X. en su configuracion indeformada o de
partida. Consideremos también un punto préximo al P, P’ de coordenadas
X, +dX, donde i=1,2,3 (Ver figura).

Producida la deformacién por la accién de las fuerzas exteriores, en
el momento t los puntos P y P’ocupan otras posiciones cuyas coordenadas
son X, y x.+dx, con i=1,2,3 respectivamente. Si se admite que el proceso de
cambio desde la configuracién inicial a la final es continuo y que no produce
huecos ni concentracién de 1a materia, se verificard que la correspondencia
entre P y p es de caracter biunivoco:

X, =xi[Xq,t] X, =Xi[xq,t]

Los cuadrados de las longitudes de los segmentos PP’ y pp’ se pue-
den expresar como:

X, 0X,
(ds,)’ =dX,dX, = . ax. Jdx, .dx,
ox, Ox,
ds ) =dx.d .dX,.dX
(a5 )" =dxa, TOX, X !
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La diferencia entre los cuadrados de las longitudes puede escribirse
como:

(ds)” — (ds, )’ = (aa;i : g;i -3, ]kaXm = 2B, dX, dX,
k 1

(ds)* = (ds, )’ :—(gfi ?;f‘ - SMJd)(kd)(l =2e,dx, ¢ X,
k 1

donde E es el tensor de deformacién de Green que mide el cambio de la
forma respecto del estado indeformado; y e, es el tensor de deformacion
de Cauchy que mide el cambio de forma con respecto del estado deforma-
do o actual. Se definen como:

Ambos son, como se desprende de su definicién, tensores si-
métricos.

El vector desplazamiento u, de un punto P se puede definir facilmen-
te a partir de sus coordenadas inicial y del instante t:

u (X, 0)=x,(X,t) =X, 6 u,(x,t)=x, —X,(x,t)

Derivando las anteriores expresiones respecto de las coordenadas
se puede expresar los tensores de deformacién en funcién de las coordena-
das de los desplazamientos:
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_1 du, allj du, du,

— o

) -+
! BX X, BX BX
1] du, au i du, du,

— o

eij +
2| 0x, ax' ox; OX,

1 1

Si las componentes del desplazamiento son tales que sus derivadas
espaciales son infinitésimos, el término de productos de derivadas puede
despreciarse conociéndose el tensor de deformaciones resultante como tensor
de deformaciones infinitesimales de Cauchy:

1| ou, du;

,,,,,,,,, J

€. +
T2 ox; Ox,

1

cuyas componentes se definen convencionalmente por:

e = du e - 1 8u ov e
ox Y2 Vi = ay ox 7

e v o 1 (au awj .
y ay xz 2sz aZ aX zX

_ow 1 1fov, ow
82__ 8yz“—Fsz_ni 5;-'-_8; =82y

donde Y, es la deformacién angular de las direcciones definidas por los
subindiceiyj.

El tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy, en el que cen-
traremos nuestro estudio, admite una descomposicion parecida a la del tensor
de tensiones partiendo de la definicién de deformacién longitudinal media:
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1 1
€n = '3’(811 +&€, +833)=§8kk

1

g = ; ekkSij +d,;

donde dij se conoce como tensor de deformaciones desviadoras:

3.1 ECUACIONES DE COMPATIBILIDAD

225

Por razén de simetria el tensor de deformaciones cumple idénticas
propiedades que el tensor de tensiones. Queda definido por 6 componentes
escalares que estdn ligadas entre si para que se cumpla la condicién de
correspondencia biunivoca antes aludida. Esta condicidn se sintetiza en las

ecuaciones de compatibilidad:

2
de, _ 9 _8823+8813+a£,2

0x,0x, ox,\ 0x, 0x, OX,
9’5, __a_ _8813+a£12+a£23

ox,0x, 0X,\ 0x, OX, OX,
e, _ 0 ( e, de, ok,

ox,0x, O0x,\ 0x, O0X, OX,
d’e, _ 0%, 9%y,

0x,0x, 0x2 Ox’

9’5, — azg22 9%,

aX28X3 ax23 aX22

2 2 2
de, 0 833+8 €,

ox,0x, Oxh  Ox%
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3.2 ECUACIONES DE DESPLAZAMIENTO EN EL CONTORNO

Estan definidas en una regi6n del contorno del solido I en la que se
conocen los desplazamientos:

U (x,t) = u;(x,t) Vp(x)eT,

donde Uj representa a las componentes del desplazamiento de los puntos
conocidos.

4. ECUACIONES CONSTITUTIVAS
4.1 FORMA DIFERENCIAL PARA ESTADOS DE TENSION SIMPLES

La forma lineal més general que pueda relacionar la tensién simple
06=0(t) con la deformacién asociada e=¢(t) y sus derivadas se puede escri-
bir en forma mdas compacta haciendo uso de los denominados operadores
temporales Py Q:

Po =Q¢ [4.1]

donde P y Q son operadores diferenciales con respecto al tiempo de la
variable que se sitda a la derecha:

a ar b ar
P_gopr atr ’Q_—qu atr

r=0

donde p, y q, son constantes caracteristicas del material independientes de
la tension y de la deformacion y dependientes en general del tiempo; p,
puede tomarse igual a la unidad sin pérdida de generalidad.

La transformada de Laplace de [4.1] suponiendo condiciones inicia-
les nulas y tomando s como la variable de transformacion seré:

ag,
3
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7AN

N
Q(s) _ 0(s)
A A

P(s) ¢€(s)

En la tabla (paginas siguientes) se sumarizan las formas caracteristi-
cas de algunos modelos que se vienen adoptando de sélido viscoeldstico y
se especifican los coeficientes p, y q, de los operadores P 'y Q asi como
otros datos ttiles para poderlos aplicar.

4.2 FORMA DIFERENCIAL PARA ESTADOS DE TENSION MULTIAXIALES

Se ha observado que en algunos materiales viscoelasticos la presion
hidrostética, en el rango de valores inferiores a su resistencia a traccion,
produce un cambio de volumen eldstico lineal y dependiente del tiempo
mucho maés pequefio que el debido a las tensiones tangenciales, siendo esta
ultima la responsable de la distorsién dependiente del tiempo en el seno del
material.

Por la razén que se acaba de exponer es conveniente considerar
separadamenente los efectos de la deformacién transversal y los de la dila-
tacion:

P, s,(t) = Q, d,(t)
Pz Gii(t) = Qz gii(t)

donde P, Q,, P, y Q, son operadores temporales en general diferentes
(excepto cuando se modeliza un estado de tensién simple ya que entonces
P =P,y Q,=Q, por lo que convencionalmente se designan Py Q respecti-
vamente).

Teniendo en cuenta que las ecuaciones de Lamé de la elasticidad
reformuladas en funcién de las tensiones y de las deformaciones desviadoras
adopta la forma:

s; = 2G dij
con 6, = (2G + 3Meg, = 3K ¢,
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donde G y A son las constantes de Lamé y K el médulo de compresibilidad,;
es factible extender la relacion constitutiva considerando unas constantes
eldsticas equivalentes — G(t) y K(t) — a las ecuaciones viscoeldsticas plan-
teadas (estas constantes solo se distinguen de las eldsticas porque a conti-
nuacidn llevan la dependencia de t):

GH=Q,2P,; K =Q,/3P,

Como por otra parte las demds constantes eldsticas que se utilizan
estdn relacionadas con K y G, se puede definir también:

E(t)= 9K()G1)/(3 K(©)+2G(1) = 3Q,Q,/ (P,Q, + 2P ,Q,)
W(H=(3K-2G)(6K+2G) = (P,Q, - P,Q,) / (P,Q, + 2P,Q,)

que representan el médulo de Young viescoelastico y el coeficiente de Poisson
viscoeldstico.

Cuando las deformaciones volumétricas son despreciables (la defor-
macién volumétrica es 3 veces la deformacién longitudinal media) compa-
radas con las deformaciones desviadoras, el andlisis tensional se simplifica
notablemente.

4.3 FORMA INTEGRAL PARA ESTADOS MULTIAXIALES

La forma integral es especialmente 1til porque proporciona una re-
presentacion directa de las propiedades de los materiales correspondientes
a un instante dado; mostrando asf la evolucién de las propiedades con el
tiempo.

Se ha visto en la ponencia sobre Viscoelasticidad lineal como se pue-
de obtener informacién del comportamiento viscoeldstico mediante ensa-
yos en los que el estado de tensién es simple. En concreto se ha utilizado el
concepto de médulo, G(t) correspondiente a un ensayo de relajacion
(T(®) = v, G(1)) y posteriormente se ha extendido la relacién a una defor-
macion transversal de variacién temporal arbitraria (Y = y(t)) mediante la
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integral de convolucién. Recordemos que en la elasticidad la relacién equi-
valente entre la tension tangencial y la mitad de la deformacidn transversal
unitaria es una constante de valor 2G. La analogia de las ecuaciones cons-
titutivas elasticidad-viscoelasticidad nos conduciria a sustituir en aquellas:

J
S
J
d5

donde K(t) es el médulo hidrostético obtenido en un ensayo de relajacién
hidrostatico (o(t) = 3K(t) €, ). Resultando:

G por el operador jG(t —E)dE
0

K por el operador j K(t— E_,)d&_,
0

2jG(t ) %,
s,(0)= -
R ok

8ii

o= 3_[ K(t- E:,) aa§

De modo similar pueden obtenerse las ecuaciones viscoeldsticas de

dg
dg

las ecuaciones de Lamé expresandose éstas dltimas como:
o, = Ag, 0, +2Ge,

y de la inversa de la anterior para expresar las deformaciones en
funcién de las tensiones:

€. =— A 0.0+ I o
T 2G(RG+30) T oG Y
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La conversion a un estado dependiente del tiempo de esta dltima con-
duce a:

g;(t)= Si{aockk(t) + _[‘P1 (t-&)—== 9oy

a& d§:|+bocu(t)+'[(pz(t —‘7) & g

donde a =—A / [2G(2G + 3/1)] , b, = 1/2G son constantes eldsticas del
material, y ¢, y ¢, son funciones de fluencia pero no coinciden con el
moédulo pues se ha separado la respuesta instantdnea o término eldstico.
Estas ecuaciones tienen la ventaja de no necesitar unas ecuaciones inde-
pendientes para el comportamiento de las dilataciones.

Las 4 constantes anteriores se pueden determinar mediante dos en-
sayos de fluencia de diferente estado tensional. Por ejemplo, mediante un
ensayo de fluencia uniaxial y un ensayo de fluencia a cortadura pura. Del
ensayo de fluencia uniaxial, bajo el supuesto de que la curva experimental
obedece a la forma: ¢ ,(t) = €° © + £ t"c donde n, €° y €' son cons-
tantes conocidas, se obtiene € (). Particularizando la primera ecuacién
general para el estado uniaxial (6,, = o, H(t); G, =0siiy j son distintos de
1); se obtiene:

g, () = a0+ 6,0, +bo, + 6,0,

De la comparacién de las dos expresiones de €, ,(t) se obtienen dos
ecuaciones que ligan la 4 constantes.

Del ensayo de fluencia a cortadura pura, suponiendo que la curva
experimental obedece a la forma: € ,=¢€°, + €' t?donde g, €,y €',
son constantes, se obtiene - de modo similar al caso anterior - al sustituir en
la ecuacién general para i=1 y j=2; otras dos ecuaciones que permiten ha-
llar dichas 4 constantes:

Q) =€ t"- g th; @, () = gt
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5. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA VISCOELASTICO.
APLICACION DEL PRINCIPIO DE CORRESPONDENCIA

Para analizar las tensiones, los desplazamientos y la deformacién de
un s6lido viscoeldstico que se encuentra en equilibrio bajo acciones exterio-
res son necesarios tres grupos de ecuaciones: las ecuaciones de equilibrio
interno, las ecuaciones cinematicas y las ecuaciones constitutivas. Las con-
diciones particulares de las anteriores ecuaciones diferenciales derivan de
las ecuaciones de contorno en tensién y de las ecuaciones de contorno de
los desplazamientos.

Como se ha podido apreciar los dos primeros grupos de ecuaciones

-son idénticos a los que se formulan en un problema eléstico convencional
(en las cuales la accidén exterior es una constante respecto de las variables
independientes), salvo por la existencia de la variable t, que juega el papel
de un pardmetro. El cardcter de la viscoelasticidad sobreviene de su ecua-
cién constitutiva. En su globalidad, el conjunto de los grupos de ecuaciones
anteriormente apuntadas materializan el problema viscoeldstico.

El principio de correspondencia surge como consecuencia de com-
parar todas las ecuaciones de condicién transformadas mediante la trans-
formacién de Laplace y las ecuaciones que definen un problema eléstico.
Procedemos, por tanto, en primer lugar a hallar las transformadas de Laplace:

06, (X, A
—Gia(X—S)+Fj(x,s)=O

-

§ij(X’S) ~ Q0 aij(x, s)

§,(x,5) =25G(s)d (x,5) P (s)

o 0
6, (x,s) = 3sK(s)€, (x,5) & (x.5) = Q,(s) £ (x,9)

A

P, (s)
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o
2.9 s
r=0 r=0
P(s)=Yp,s5 P,(s)=Dp", s
r=0 r=0
1| o0, (x, ol (X, )
{&j(x, )= ) u‘aix S éx'
] 1
82811 _ 0 _8823 +ael3 +8812
ox,0x, ox,\ ox, OJx, Ox,

A

Tj(x,s) =0;(x,8)n; ;Vp(x) eIy
U,(x,8)=[,(x,5) ;Vp(x)eTl,

Al comparar con las ecuaciones del problema eldstico se desprende
que estas son formalmente idénticas si se aplica la correspondencia:

G ——> sG(s) 6 Q,(s)2P,(s)
K ———> s K(s) 6 Q,(s)/3P,(s)

que también se puede extender a todas las constantes eldsticas que se
expresen en funcién de G y K:

E —>s E(s) o 3Q,(9Q,(s)/(P,(9Q,(s) + 2P, (5Q,(s))
L —> (P (90,09 - P,(9Q,(5) / (P, (9Q, (5 + 2P, (5Q, (5)

Ademais, el sélido eldstico equivalente se debe encontrar sometido a
unas fuerzas de volumen Fj(s) (en lugar de Fj), a unas fuerzas de superficie
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Tj(s) (en lugar de Tj) enI'y a unos desplazamientos Uj(s) (en lugar de UJ.)
en T,

Al tener estas funciones una variable o pardmetro s, el problema se
materializa en una familia de ecuaciones diferenciales segtin dicho parametro.

Seria como resolver una infinidad de problemas elésticos por varia-
cién de las constantes eldsticas, de las condiciones de contorno e incluso de
las regiones donde deben aplicarse esas condiciones de contorno. Ahora
bien, si se llega o se conoce la solucién del problema eldstico equivalente la
consecuencia inmediata es que sin mds que aplicar la transformacién inver-
sa de Laplace conoceriamos:

Gij(x,t)
eij(x,t)
uj(x,t)

En resumen, la solucién a un problema viscoeléstico, se puede obte-
ner a partir de la solucién de un problema elastico equivalente de igual
geometria realizando los siguientes pasos:

1°) Efectuar la transformada de Laplace de la solucion elastica.

2°) Sustituir en las expresiones transformadas las constantes eldsticas
(G, K, etc.) por las funciones de correspondencia transformadas

(sG(s),sK(s), -
3°) Hallar la transformacion inversa de Laplace

Este ultimo paso de hallar la transformacién inversa de Laplace de
las funciones solucién, desgraciadamente no esta garantizada en todo caso,
lo cual limita también la aplicabilidad del método. No obstante se pueden
emplear férmulas de aproximacién y descomposicién funcional en las que
la familia de funciones base tengan inversa conocida.

El principio de correspondencia no puede aplicarse a cualesquiera
recintos I' y I' . Se ha de verificar que la forma y dimensiones de la linea
frontera entre los dos recintos permanezca invariable. Si bien, ambos recin-
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tos pueden variar en el tiempo de posicién y extension. Se ilustra a conti-
nuacion esta particularidad con el proceso de indentacion sobre un cuerpo
viscoeldstico de un punzén cilindrico al que si es aplicable el principio de

I. HERRERA

correspondencia y de un punzén esférico al que no lo es.

t=t2>1:

T

~
\__/

t=t2>1
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5.1 EJEMPLO DE APLICACION DEL PRINCIPIO DE CORRESPONDENCIA

Se considera un tubo viscoelastico de paredes gruesas con didmetro
exterior b y didmetro interior a sometido a una presién interior p. La solu-
cién eldstica puede encontrarse en los tratados clasicos de Resistencia de
Materiales (Ver por ejemplo: Pisarenko y otros, Manual de Resistencia de
Materiales, pag.408) es:

2 2
paa” [, _b"
Gr_bz__az 1 12 A
piaZ b2
Oo = 2_2| 1t 2
2 2
1—
Loopal Tey(bt 1oy

Puede apreciarse como las tensiones normal radial 6, y normal azimutal
0, no dependen de las constantes eldsticas del material, y por ello la aplica-
cién del principio de correspondencia conduce a que la solucién viscoeldstica
tenga la misma expresion formal, ahora bien la presion serd p = p (t) y en
consecuencia también variardn las tensiones con el tiempo pero sé6lo en la
medida que lo haga la presion.
Sin embargo en la expresion del desplazamiento radial u aparecen
las constantes E y |, por lo que aplicando el principio de correspondencia
se obtiene:

2

A a A
M(S)—bfjal?'p(s) Q,(s) | r BE P(S)Qz(s)

P(s) b LT 2P,(5)Q, () ,

Si consideramos por ejemplo que el tubo se comporta como eldstico
bajo presion hidrostatica y que sigue el modelo de Maxwell bajo tensiones
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desviadoras las funciones P y Q toman los valores (Ver la tabla de los
diferentes modelos de s6lidos):

~ n'
PI(S):1+ R' S

Q=n's  Q,(=3k

Si consideramos una presién interna p, que se aplica repentinamente
en el instante t=0:

P,(s)=1

p(®) =p, H(®) > p(s) = p,/s

sustituyendo lo anterior en la expresion del desplazamiento radial:

2 2 2
b® —a“\s S nir 3 R'\r 3) 9k

y aplicando la transformacién inversa:

2

L(t) = (Mt +N)

El término N describe el desplazamiento instantdneo producido por
el repentino salto de la presion y el término M describe el comportamiento
compatible con la velocidad de flujo constante del modelo de Maxwell.

6. METODOS DE RESOLUCION

Al igual que en la Elasticidad, la solucién exacta de las ecuaciones
diferenciales que caracterizan el problema viscoelastico a través del princi-
pio de correspondencia es s6lo abordable en casos muy particulares de
forma geométrica y de tipo de las cargas aplicadas. Cabe entonces plan-
tear los siguientes métodos:
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- Simplificados
- Numéricos
- Analiticos aproximados

- Experimentales

Los métodos numéricos merecen especial mencién ante la enorme
facilidad de aplicacién y materializacién que proporciona la potencia de
célculo de los ordenadores. Serdn tratados en la siguiente ponencia.

Los métodos experimentales estdn especialmente limitados por la
necesaria utilizacion y/o desarrollo de maquinas de ensayo. Los métodos
experimentales de la Elasticidad como la Extensometria y 1a Fotoelasticidad
pueden aplicarse aunque con ciertas precauciones.

Son métodos analiticos aproximados el de la tensién de referencia
(RSM) cuya idea bésica es la de que un sistema dado pueda ser analizado
con la informacién obtenida de un ensayo de fluencia uniaxial efectuado a
su tensién de referencia; y los métodos de acotacion de limite superior y del
limite inferior basados en el principio de los trabajos virtuales.

Y por dltimo, los métodos simplificados, caracterizados por la adop-
cién de hipétesis simplificativas sobre la distribucién de las tensiones basa-
das en la forma de los cuerpos o en la forma de las cargas aplicadas. En
definitiva, nos referimos a las técnicas que en su conjunto se encuadran
dentro de la disciplina de la Resistencia de Materiales.

Quiza4 la primera hipétesis global que deba enunciarse sea la de ad-
mitir el principio de rigidez relativa. Ello exigird a nivel prictico limitar las
deformaciones a no mas alld del 1%. Sin embargo la anterior restriccién no
debe preocuparnos en demasia para el disefio de elementos mecénicos con
polimeros, donde légicamente se pretende la estabilidad en el tiempo y la
duracién de la solucién adoptada. Si no es el caso, como por ejemplo en las
aplicaciones del caucho donde precisamente su funcién normal se efectia
a deformaciones mas elevadas, no podemos aplicar la teoria desarrollada y
tendriamos que considerar que los desplazamientos son finitos, 1o que supo-
ne replantear las relaciones cinemdticas del problema a partir del tensor de
Green o del tensor de Cauchy en lugar del tensor de deformacién infinitesimal
de Cauchy.
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Retomando la idea principal de los métodos simplificados, se puede
decir que el comportamiento de s6lidos viscoeldsticos sometidos a traccion-
compresién uniaxial es bien conocido gracias a la enorme cantidad de ensa-
yos experimentales que se han realizado. En efecto, la tensién normal y la
deformacién longitudinal se extraen directamente de los datos que propor-
cionan los ensayos de fluencia, relajacion, etc.; y el desplazamiento axial de
cualquier seccidn transversal es facilmente deducible de la deformacion
como se obtiene en la Resistencia de Materiales.

También aparecen en la bibliografia especializada andlisis de las ten-
siones en la flexion de vigas rectas, en la torsién y en la traccion biaxial
(teorfa de la membrana y cilindros de paredes gruesas). En todos estos
casos se parte de la solucién eldstica y se le aplica el principio de corres-
pondencia. A modo de ejemplo se trata a continuacién la flexion pura de
vigas.

Se considera una viga de un material viscoeldstico lineal de longitud
1 sometida a un momento M(t) en sus extremos (Ver figura adjunta). La
solucion eldstica es:

-

MYy T
e(t,y)=—" = —
E ® /N
Y S /W%
M(t ‘ |
IZ
res
d*vx,0) _ M(1) G-
dx? El

zZ

donde I es el momento de inercia de la seccidn transversal (que la conside-
raremos rectangular por ejemplo) respecto del eje neutro. Aplicamos la
transformada de Laplace y sustituimos E por sE(s) o mejor atin por
1/ sJ(s) (donde J(t) representa la capacitancia, 6 relacién deformaci6n-
tensién en un ensayo a tensién constante):
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A

y P(s) 1\7[(5)

) y M)y & -
. = - — =—=—sJ(s)M =- ~
(s, y) 1 sEGs) IZS(S) (8) L O
6(s,y) == M(
(_l_v_(%i) - L. NA[(S) = ij(s)sl\A/I(S) - L lj(s) - M(s)
dx I, sE(s) I, I, Q)

Invirtiendo las ecuaciones anteriores al dominio de t:

e(ty) == [J(-EME)E
z 0

o(ty) = —Ni(t) y

zZ

Ve _ Ly

dx’ I

Si el material de la viga se adaptara bien al modelo de Maxwell (ver

tabla):
t

1
Jt)y=—+
© R n

donde R es el factor de rigidez yn la viscosidad; y el momento aplicado de

tipo escalén en t=0 :
M(t) = M, H(t)
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siendo H(t) la funcién de Heaviside, obtenemos:

o e e

Este dltimo paso es posible gracias a que se verifica:

t

Jf(‘to) -8(E —a)d€ =1(a) : d=Delta de Dirac
0

finalmente se llega a:

y 1t
H=—2M,| _+
#® I ‘{R nj

2 2
dv(f,t)zMO 1+t :>V(x,t)=M° 1+t o Ix
dx I \R n I \R nn)j2 2

z z



