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ANEXO 1

DEDUCCION COMPLETA DE
LA INTEGRACION ANALITICA

En los apartados siguientes se presentan las deducciones completas de las
expresiones analiticas de las integrales Z{m} y J{m}, asi como todas las férmulas
intermedias que aparecen y los pardmetros auxiliares que es preciso definir. El
pardmetro m es el exponente del término potencial que aparece en las integrales
T{m}[a,b,c,d] y T{m}[a,b,c,d], en tanto que los pardmetros [a, b, c, d] contienen la
informacién geométrica de los electrodos cilindricos en el espacio. El procedimiento
seguido para la obtencién de las expresiones analiticas es el siguiente. En primer
lugar se deducen todas las funciones primitivas de forma recurrente, considerando
todos los posibles casos a que puedan lugar en funcién de las propiedades
geométricas de las dos rectas, contenidas en [a,b, ¢, d]. A continuacién, se realizan
todas las sustituciones de los cambios de variable que se hayan empleado, para
posteriormente evaluar las funciones primitivas entre los limites de integracion

correspondientes y, finalmente, compactar las expresiones resultantes.

Los paradmetros geométricos [a,b,¢,d], definidos anteriormente en (eV.57) y

(eV.64), vienen dados por las expresiones

1

a = iX - A
b=-b (eA1.1)
2 :C2+a2
d=D —aB3
ﬁ ~
A= %7 _ <£Xﬁ0y2> , B = Sy
/ (eAl.2)
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Al.l. INTEGRAL Z{m}[a,b,c,d]

Con el fin de simplificar la notacién se prescindird de indicar en todas

las expresiones la dependencia de las integrales con los parametros geométricos

[a, b, c,d].

z=1
I{m}:/ xmln(a—l-bx+\/x2+2dw+c2) dx
i

(eA1.3)

_ /::1 2" In <a—|—bﬂc—|—\/(:c—|—d)2—|—(c2——d2)> do

=1

Es interesante demostrar que el término (62 — d2) es siempre positivo. Este
hecho es muy importante para las demostraciones posteriores dado que permite
calcular la funcién primitiva con un tnico cambio de variable (éste se verd mas

adelante) evitando una proliferacién de casos distintos.

E—d> =%+ d® - (D-aB)?
(eA1.4)
= C% - D? 4 4% — 42B?% + 24BD

La sustitucién de los pardmetros por sus definiciones geométricas (eAl. 2)

permite su interpretacién, de modo que (¢ - d?) puede reescribirse como

-7 (?72) (560;2) %3+ d (1 - (gg)z) (eA1.5)

+ 20 (42 ) 45 + 20 (ﬁiﬁoﬁ) 30

Dado que las componentes del versor director 7 estan normalizadas,

F2+EN2+(E0)? =1,

sustituyendo en (eA1. 5) de forma conveniente la relacién (5% Sy s
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resulta

ot - d = <£X;0/2)2 (G2 +GED?) + (550'2 )2 (G +GD2) + 4

-2 (5579 < i )gﬁ’s‘f +a () + )

X0a X0z \ ~A~B
+ 2a (5/6/2) 3?35 + 2a <_z_2> sgsy
(eAl1.6)

y agrupando los términos que corresponden a desarrollos de cuadrados de binomios,

se obtiene

e (@) (B ()

(eAl1.7)

Como puede observarse, la diferencia (02 — d2) ser4 siempre positiva, y ademds
no nula ya que, ain en el caso de anularse los tres primeros binomios, el dltimo
sumando —correspondiente al término $ de los didmetros de los electrodos—
siempre es estrictamente positivo. En lo sucesivo (02 — d2) se denotard como
R

Subtituyendo este resultado en el célculo de la primitiva (eAl. 3), y efectuando

el cambio de variable (z + d = t), resulta

T{m) = /::1 2™ In (a—}—bx—l—\/(x—l—d)2+R2> do

(eA1.8)

t=d-+1
_ / (t = &)™ In ((a— bd) + bt + V2 + B2) dt
i

=d—1

La diferencia (a — bd) aparece muy a menudo en el desarrollo de la formulacién

y, para simplificar, se denota como f. Si se aplica la férmula de Newton al binomio
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(t —d)™ en (eAl. 8), la expresién final viene dada por

T{m} = /;:d+1 j:zm (m> (—dp 1™ 1o (F 4+ b4V ERE) dt (eAL9)

que puede reescribirse como

j=m

I{m} = ¥ (Z”’) (—d) T1{m — j} (eA1.10)

3=0

siendo Z1{n} la integral de reduccién

t=d+1
T1{n} = / t" In <f+bt+\/t2+R2) dt (eA1.11)

Con esta técnica de reduccién se transforma el problema de obtener
T{m}[a,b,c,d] a calcular la integral mds general Z1{n}[a,b,c,d] para distintos

valores de n.

A1.2. INTEGRAL Zi{n}]a,b,c,d]

La integral T1{n}[a, b, c, d] se puede determinar de forma recurrente mediante
el uso de una serie de funciones auxiliares. Para ello, integrando por partes, se

puede escribir en la forma

t=d+1
Ty{n} = /t tn 1n(f+bt+\/t2+R2) dt =

=d—1

n+1 t=d+1 t=d+1 +1
! In (f—|—bt+\/t2+R2> _ b / r dt
n+1 g1 Tl Jimd-1 f bt 4 /12 + R2
1 t=d+1 tn+2
_ dt
n—+1 /t

=d-1 (f+ b+ VE+R2) VI 4 R?
(cA1.12)
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Si se multiplican y dividen los sumandos integrales por el término del

denominador conjugado, (\/ 2+ R —(f + bt)),

t=d+1
Ti{n} = /t " 1n<f—l—bt+\/t2+R2> dt

=d-1

t=d+1

n -+ 1

= {tnﬂ In <f+bt+ \/t2+R2>}

t=d—1

bf t=d+1 tn—i—l
n+1 Ji=a—1 £+ R? = (f + bt)?

dt

B2 [t=dtl k2
/ 2 2 2 dt
n+1 Ji=d—1 t°4+ R* - (f + bt)

b /t:d+1 tn+3
- dt
n+1 Ji=d—1 (tQ + R (f+ bt)2> V12 + R2 (eA1.13)

_ / dt
i

AT i (PR () VE T R

1 t1=d+1 tn+2
- / IR 5 dt
n+1 Ji=d—1 t“+ R* — (f + bt)

t=d+1 tﬂ+2
T / gt
i

n+1 Jimao1 (t2+R2—(f+bt)2>\/t2+R2

b /t:d-l-l tﬂ+3
+ dt
1

n L Jimact (24 R2- (F40)?) VI 4 B2

v se evalian, en los limites de integracién indicados, el primer sumando y

simplificamos el cuarto y el octavo, los restantes términos se pueden agrupar
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definiendo unas integrales auxiliares K1{n} y Ko{n}, obteniéndose

_ @+t >
Ii{n} = ] In{a+b+4/(d+1)*+R
-yt e a2
1 In{a—>b+ (d 1) + R
(eA1.14)
bf 1—b?
+ n+1lcl{n+1} - T Ki{n + 2}
bR?
- )
n+1]C2{”+1} + n+1lCz{n+ }
t=d+1 t’fl
Kiin :/ dt
ek = ) (1—6%)t2 — 2bft + (R% — f?)
(eA1.15)

nt = 1
i) /tzd—l ((1 — v*)t? — 2bft + (R? — f2)) V12 + R?

Es particularmente interesante distinguir en la evaluacion de Z1{n} el caso
en que el valor de b2 = 1, que corresponde a una disposicién espacial de rectas
paralelas. El motivo de tratar este caso por separado es doble: en primer lugar es
una disposicién muy frecuente y, en segundo lugar, la expresién final —atin siendo
equivalente a (eAl. 14)— es mucho més simple dado que, como se presentara
més adelante, la evaluacién de K1{n} y Ko{n} es tremendamente compleja. Serd
preciso, no obstante, hacer uso de una tercera integral auxiliar, Kg{n}. Un
resultado muy ttil que debe demostrarse previamente es que si b2 = 1, entonces
el valor del pardmetro f es nulo: a partir de las definiciones (eAl. 1), f puede

escribirse como
f=a—bd=a+B(D—aB) = a(l —B?) +BD (eA1.16)

que es igual a cero (B = —b es una de las componentes del versor director
normalizado; s1 b? = 1, las demds componentes de dicho versor son nulas y también

lo es el pardmetro D en el cual intervienen —ecuacién (eAl. 2)—).
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Con este resultado, la integral Z1{n}, tras efectuar la integraciéon por partes

de (eAl. 13), queda reducida a dos sumandos,

t=d+1
Ti{n} = In (bt + V12 + R? -
|: < ) g1 n—l—l t=d—1 4/t2+<]%i )
eAl.17

v si se evalda la funcién primitiva en los limites de integracién indicados y se define

la integral auxiliar K3{n}, se obtiene

n+1
Ii{n} = (d—:;%)li In <b(d+1)+\/(d+1)2+R2>

_ (d_—l_)”_'*‘_l In (b(d — 1) +4/(d-1)2 + R2> (eA1.18)

n+1

b
— —+—1/C3{n+ 1}

t=d+1
Kaln —/ eAl1.19
3{n} L f——t2+R2 ( )

A1.3. INTEGRAL J{m}[a,b,c,d|

La evaluacién de J{m} es andloga a la efectuada en (eAl. 3) para Z{m}.
Sustituyendo (¢ — d?) = R? y el cambio de variable (z + d = t) resulta

z=1
j{m}:/ 2"\ 22 + 2dz + 2 dx
rz=—1

=1
_ / o™ \/(x + d)? + B2 de (eA1.20)
rx=—1

t=d+1
:/ (t —d)™ /12 + R2 dt
t=d—1

y aplicando la férmula de Newton al binomio,

t=d+1 I=m /.
T{m} = / Z ( > (=d) t™7 \/12 + R2 dt (eAl1.21)
t=d—1 =0 ]
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Del mismo modo que en (10), J{m} se puede reescribir como

j=m

J{m} =Y <Zn> (=d)Y T1{m—j} (eA1.22)

3=0

t=d+1
Ji{n} = / t" \/t2 + R? dt (eA1.23)
{

=d-1

A1l.4. INTEGRAL J{{n}[a,b,c,d]

La obtencién de una expresién para calcular de forma recurrente la integral
J1{n} es muy simple, dado que se puede expresar en términos de la funcion
auxiliar K3{n}, (eAl. 19), ya utilizada en el apartado A1.2., multiplicando y
dividiendo en (eAl. 23) por el factor V2 + R2. De este modo, resulta

t=d+1
T1{n} :/ t" /12 4+ R? dt

t=d—1
(eA1.24)
t=d+1 tn+2 t=d+1 "
= ————dt + R? ——dt
t=d—1 +/#2 + R2 t=d—1 +/t2 + R2
o la expresién equivalente en términos de K3{n},
J1{n} = Ks{n+2} + R*K3{n} (eA1.25)

Hasta este punto se ha transformado el problema de integrar las funciones

Z{n} y J{n} a evaluar otras integrales distintas, las funciones auxiliares K1{n},

Ko{n} y Kg{n}.
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A1.5. INTEGRAL K3{n}[a,b,c,d]

Esta funcién auxiliar es la mas sencilla de resolver de forma recurrente. Para
ello basta con efectuar unas pequefias modificaciones en el numerador de la fraccién
y descomponer de forma conveniente.

t=d+1 tn

——dt
t=d—1 +/t2 -+ R?

K3{n} =

{=d+1 t"2 <t2 + R? - R2>
_ / dt (eA1.26)
t=d—1 \/12 + R2
t=d+1 5 5 5 5 t=d+1 tn—Z
= " t{ + R4dt — R —dt
/t:d—l t=d—1 /12 + R2

El segundo sumando corresponde a la misma integral K3{n} pero de grado 2
unidades inferior, es decir, Kg{n — 2}; si, por otra parte, se efectiia la integracion

por partes del primer término se obtiene

t=d+1
Ka{n} = /t_d 1 =221 R2dt — R2K3{n — 2}

t=d+1

/t:d—{—l "
——dt
=gy T Ji=d1 /i R

n—1

{t”—l V12 + R2

(eA1.27)

— R? K3{n — 2}

t=d+1
1

n—1

Ks{n} — R? Kg{n —2}

n—1

B [t”“l V12 4+ R2

t=d—1

Esta tltima expresién es ciclica, es decir, tras realizar la integracién por partes,
reaparece como término a integrar la misma funcién del inicio del proceso Ks{n}.

En consecuencia, aislando ésta de la igualdad (eAl. 27),

n—1 9 9 t=d+1
(5w - [

— R? _
m—" R°K3{n -2} (eAl.28)

t=d—1
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evaluando el primer sumando entre los limites de integracién indicados y
despejando K3{n}, resulta la expresién final que permite obtener cada integral
K3{n} a partir de K3{n —2}.

@+ Jdr 12+ R (d-1) Tl (d-1)2 + B2

n

K3{n} =
(eA1.29)

_ .(”__7;1)_]?‘2;63{71_2}

Evidentemente para poder iniciar los cdlculos es preciso determinar los valores
de las integrales K3{0} y K3{1}, que corresponden a (n = 0) y (n =1), y que

vienen dados por

t=d+1 t=d+1
Ks{1} :/t [ t2+R2L

d—1 1/t2—|—R2

= \/(d+1)2+R2 — \/(d—1)2 + R?
(eA1.30)

o= [ (e VAR

d—1 q/t2_*_R2 t=d—1

d—l—l d—1

A1.6. INTEGRAL K;{n}[a,b,c,d|

La evaluacién de la integral auxiliar K1{n} es més compleja que en el caso
anterior, pero no deja de tratarse, al fin y al cabo, de la integral de una funcion
racional —con las ventajas que ello supone, dado que se trata de primitivas muy
habituales—. Sin embargo, y dado que se ha decidido adoptar una metodologia de
calculo recursivo es preciso mantenerlo también en este tipo de integrales que, como
se vera, da lugar a expresiones muy cémodas de manejar, sobre todo, teniendo en
cuenta que el objetivo es la implementacién final de toda la formulacion en un

entorno de disefio asistido por ordenador.
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En el apartado Al.2. se obtuvieron las expresiones para la integral Z1{n},
que interviene directamente en el célculo de Z{n}, para todos los valores del
exponente n y para todos los posibles pardmetros geométricos [a, b, ¢, d]. Ademas
se distingui6 el caso de la disposicién paralela de los electrodos, es decir b2 = 1.
Una ventaja adicional a las mencionadas de separar este caso de los demas es que
la integral resultante de Z1{n} sélo depende de la integral auxiliar K3{n}, y no
intervienen las integrales auxiliares K1{n} ni K9{n}. Esto se traduce en que en
la integracién analitica de estas integrales no entrafia ningtn tipo de problema si
aparecen fracciones cuyos denominadores contengan términos de la forma (1—1b%),
ya que el caso en que pudieran anularse fue excluido previamente.

t=d—+1 g

Ki{n} = /t:d—l (1-— 52)752 — 2bft + (R2 - f2) “

(eA1.31)

1 t=d+1 tn
_ dt
102 /t:d—l 0 2bf R? - f?
2 st | ——5
1—b 1—b

Si se efecttian una serie de manipulaciones en el numerador de la fraccién que

constituye la funcién a integrar, puede obtenerse

2b 2 f2
t=d+1 =2 <t2 + / t + R / )

ufn) 1 / 1— b2 1— b2 »
1y = 9
1-b t=d—1 42 2bf RQ_‘.ﬁ
7 — 5 t + 5
1-% 1—5
t=d+1
- 5 / "2
1 -0 Ji=d—1
(eA1.32)
b2 / it
(1—15%)? =d-l 2\, R? - 2
)t — 2
1—-5% 1—5
R2 . f2 t:d—I—l tn—Q
- — dt
m—w%2£

— 2 2
ity (12_?];2) - (———ﬁ_;;)
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e integrando la expresién anterior y evaluando en los limites indicados, pueden

identificarse las expresiones recurrentes K1{n — 1} y K1{n — 2}, es decir,

Ki{n} = + 2bf K1{n —1}

n—1

1 @+t = (@d—1nt
1— 52
(eA1.33)

- <R2—f2>ic1{n—2}1.

Esta expresién permite calcular las integrales auxiliares Kq{n} para los
distintos valores de n, pero al igual que en el caso de K3{n} se precisan los valores

de las integrales que inician los cdleulos K1{1} y K1{0}:

t=d+1 t d
Ki{l} = /t:d—l (1—69)t? — 2bft + (R? - f?) t

(eA1.34)

t=d+1 1 p
K110} = /t:d—l (1— b2t — 2bft + (R* — ?) '

La primera de las integrales se expresa en términos de la segunda, K1{0},

efectuando una serie de operaciones en el numerador de la fraccion.

1 t=d+1 <2t + 2622)
1 —
Ki{1} = ———— dt
2<1_b2)/t:d—1 t2_<2bf)t+ R? — f?
1— b2 1— b2
i=d+1 2t — be
_ 1 1 b?
= 5 < dt
2(1 0% t=d—1 42 _ < 2bf > t -+ R_i
1—-0? 1— b
2bf

t=d+1 5
N e S
t=d-1 2 _ ( 20f ) - (.R_*f_>

1—b? 1— b
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1 o R\
Ki{l} = ——— |In|¢* ~ 4 —— + K1{0

(eA1.35)

Si se evaltia el término logarftmico en los limites de integracién indicados y se

sustituye el pardmetro auxiliar f = a — bd, la expresién puede compactarse en la
forma

Hﬂ_ 2f o E fﬂ
1-5 1-b% t—d—1

2 f R2 - f?

d+1)* - d+1) + —5-
:m( ) 1—52( ) Y
2bf R2_#2

d—1)% — d—1) + —=
@=0" =T pld-D+ 7

(O ) - 2a—bd)(d 4 ) + R (o bd)?
- (1“bz>(d_1)2 — 2b(a —bd)(d—1) + RQ—(a—bd)Q

(@D~ (@t b)? + R
(d—1)? = (a—b)? + R?

(eA1.36)
Sustituyendo este resultado en (eAl. 35), resulta

2 (g2 2
Kql1) = ——2(11_62) [111 (Ejiiz - Eafga i ;) i 2bf161{0}}
(eA1.37)

Por otra parte, y con el fin de facilitar el desarrollo posterior es interesante

reescribir la integral 1{0} en términos de un binomio al cuadrado mas una
constante,

1 t=d-+1 1
K1{0} = dt
1 1- b2 \/t‘:dl -[;2 _ ( 2bf ) t + (M)

1—b? 1—b?
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1 t=d+1 1
Ki{0} = dt
1—62/7;d—1 t bf 2+R2_f2 b2 f2
1-02 (1—0b%)?

N 1 _p?
(eA1.38)

1 t=d+1 1
_ dt
12 2 201 12y g2
1 b/HH (t_ bf > L Rt

1-—5? (1—b%)?

Dependiendo del signo del término R2(1 — 62) — f2 la integral anterior puede
dar lugar a distintas soluciones ya que el cambio de variable a utilizar es distinto.
Sin embargo, si se realizan una serie de operaciones en este término y se sustituyen

por los valores de los pardmetros geométricos,

R2(1 - b)) — 2 = (2 — d®)(1 = b*) — (a — bd)?
= 2 @ — %6 — a® + 2abd
— 2 g - C%? — dPb® — d® + 2abd (eA1.39)
= C%(1—b%) — (d — ab)?
= (2 = a®)(1 = b?) — (d — ab)?

y éstos a su vez por sus definiciones (eAl. 2), la diferencia R%(1 - 62) — 12 puede

escribirse como

R*(1~b?) — f2 = C*(1 — B%) — (D — aB + aB)*
Roe (Ko=)
B ((c%z) " <Zﬁoﬁ> +$2> (27 + @) (cA1.40)

- (9 G304
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Ffectuando todos los productos en la expresién anterior y agrupando aquellos

que corresponden al desarrollo del cuadrado de un binomio, resulta

]#ua%%—fQ:<<§%%»£—<i%%)£>?+$(l—ﬁﬁa (eAl.41)

por lo que puede concluirse que R2(1 — 62) — f2 ger4 siempre estrictamente positivo,
y en lo sucesivo se denotard por w2, Este resultado es importante en tanto que

permite obtener un tinico valor para la integral £1{0} de (eAl. 38)

1 t=d+1 1
}Cl{o} = 1——62 [:d—l (t ~ bf >2 N ( w >2dt

1— 2 1— b
(eAl1.42)
bf t=d+1
= 1 arctan ————Llu——bQ-
w
1—v? t=d—1

y evaluando (eAl. 42) en los limites de integracién indicados resulta

2
Ki{0} = {arctan (d+1)( 1_6)_bf>

2
—arctan _1 1_6)_bf>}

(d+11—§y—wmd—mu_#y_w]

U)

= —arctan

= —arctan

(w+11#)w (d—1)(1—b%) — of

2w(1——62)
[(1—5%)d = bf]? — (1 — b?)?
(eA1.43)
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Esta tltima expresién puede simplificarse al sustituir el valor w? de (eAl. 39)
y efectuar todos los desarrollos de los binomios

20(1 - b?) )
(= a®)(1 = b) = (d— ab)’ +[(1 = B1)d — bf]* = (1= b%)”

1
K1{0} = Zu—arctan(

K140} = -éarctan( 22w 2) (eA1.44)

c —a

A1.7. INTEGRAL Ky{n}[a,b,¢,d]

La integral auxiliar Ko{n} es la mas compleja de obtener para los distintos
valores de los parédmetros [a, b, ¢, d] debido al término irracional v/ t2 + R2. Dado
que el caso correspondiente a una disposicién de barras paralelas, v = 1, ya ha
sido excluido en el apartado A1.6., el proceso que se sigue es el mismo que el
empleado en las integrales K1{n} y K3{n}.

Ko{n}

il

t=d+1 tn
dt
/t:d—l [(1 —02)e% — 2bft + (R — fQ)} V2 + R?

1— b 1— b

t=d+1
1 "
1— 52 / 2_ g2 o
- t=d—1 |:t2 . ( 2bf > t 4+ (]_%_;_f_>:| A/ 2 + R2

(eA1.45)

Si se suman y restan en el numerador de la fraccién los términos necesarios
con el fin de, posteriormente, descomponer la integral en suma de integrales mas
elementales o conocidas, puede obtenerse

_ 2bf R% _ #?
t—dt1 2 42 4 t+
" < - T 18

1
Ko{n} = /
1—62 t=d—1 |:t2 _ < 2bf >7f + <_fi—_.‘.};_2>i| 1/i2+R2

1— b2 1—b

dt




- 168 - Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

1 t=d+1 tﬂ"‘?

Y —dt
1-0% Ji=d-1 /121 R?

Ko{n} =

op t=d+1 tn——l
T —Jb;)2 / 2bf R% — f? /———dt
t=d—1 |:t2 _ < ) t -+ < 5 >] 12 +R2

1— b2 1—b

R?_ 1 /t—d“ =2
S dt
EVIV 2 2
e ) ()
(cA1.46)

e identificando estas tres integrales con las funciones auxiliares Kg{n—2}, Ko{n—1}
y Ko{n — 2}, resulta

1
1 — b2

Ko{n} = (eA1.47)

[’C3{”—2} +2bf Ko{n—1} — (R?— f*)Ko{n—2}

Esta expresién, que permite obtener el valor de la integral auxiliar Co{n} para
cualquier valor de los pardmetros geométricos [a, b, ¢, d] y del exponente n, precisa
de los valores iniciales de las integrales correspondientes a n = 0y n = 1, es decir,

o= [ t :
1} = i
i t=d-1 [(1 — p3)t2 — 2bft + (R — f2)} V2 + R

(eA1.48)

. } /t:d—i—l 1 .
0y = t
2{ —d—1 {(1 N b2>t2 —2bft + (R2 _ fQ)} /2 + R?

Ambas integrales pueden obtenerse convirtiéndolas, mediante los cambios de
variable oportunos, en integrales de funciones racionales. El procedimiento es
muy similar en ambas y se basa en manipular las funciones para poder efectuar
un cambio de variable en términos de funciones hiperbdlicas. Si se considera en
primer lugar el calculo de la integral auxiliar Ko{1},

© { /t:d—i—l 4 .
Ly = t
T i (1 )2 20t + (B = )] Vi 1 B2
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t=d+1 t
Kof{l} = /t dt

=d-1 {(ﬂ + R~ (f + bt)ﬂ V2 + R2

dt

t=d+1 ¢
- /t:d—l (V12 + R2 — (f + b)|[V12 + R2 + (f + bt)]V/ 12 + R?

(eA1.49)
el cambio t = R Sh z permite reescribir la integral y obtener
RShz
1} = d :
Aafl} /[RChz—f~bRShz][RChz+f+bRShz] ? (eA1.50)

Se ha obviado intencionadamente los limites de integracién para facilitar las
operaciones analiticas de las expresiones que siguen y, al final del proceso, se
considerardn de nuevo. Si ahora, en la integral (eAl. 50) se cambian las funciones
hiperbélicas por sus definiciones y se efectia el cambio en la variable €* = s, (el
diferencial es dz = ds/s), se obtiene la integral de una funcién racional aunque un
tanto més compleja que las aparecidas en los apartados anteriores.

1
Kofl} = = = —
R/ S2+1 f 32—1} Sl f 32—1} s

2 ——
- R/[(l_b)ﬁ—%sﬂwb)] [(1”)52*%3“1_6)] dS

2 s? -1 5
~ R(1-1%) [32_ 2f 3+1+b] [32+ 2f 3+1—b]
R(1—b)" " 1-b R(1+b) 1+

(eA1.51)

Para la obtencién de la funcién primitiva de esta tltima integral es interesante
reescribir los términos cuadraticos del denominador en forma de cuadrado de
binomios mds unas constantes. De este modo es posible identificar las raices
del denominador y, en consecuencia, determinar €l tipo de primitivas que van
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a resultar.

2 2f 1+06 f 2 w?
ST RO T b <5_R(1—b)> +R2<1_b>2

(eA1.52)

2, _2f 1 < 1 >2+ w?
S S = S
R(1+b)" 1+ R(1+b) R%*(1+b)?

Como puede observarse ambas expresiones cuadriticas dan lugar a raices
complejas, por lo que la descomposicién en fracciones simples de (eAl. 51) es
{nica, salvo en un caso: aquel en el que las dos expresiones cuadraticas coincidan,
es decir, cuando los coeficientes f y b sean simultdneamente nulos, ya que entonces
(eAl. 51) se reescribe como

2 2 1 1
Ko{l} = E/mds—% /52:_1ds—2/<—¥—:1—)7d3

-2 ( s >
R \s2 11
(eA1.53)

Recuperando los dos cambios de variable efectuados (t = RShz, e? = s), que
en una tinica expresién pueden escribirse como s = (t+V t2 + R?)/R, y sustituidos
en (eAl. 53), la integral K9{1} viene dada por

L[ R(E+VELR) = Ly

Ko{l} = — | —_—
A= g 2(t2+R2+t\/t2+R2> V2 + R?

1 1

Vd—1)2 + R? SR

Exceptuado este caso, en donde f = b = 0, la descomposicién en dos fracciones
de (eAl. 51) es tnica. Este proceso se realiza en dos fases, ya que posteriormente
en el cdlculo de K9{0} van a aparecer los mismos términos y va a ser interesante
disponer de resultados parciales. Si se multiplica y divide en el numerador por
(1 —b), se anaden y sustraen varios términos en (eAl. 51) y se opera, resulta

2 2f
(1—-10)s —(l—b)i-}?si(l—l—b)

2
K2{1} = /
E(1-1) [(1—b)32—%-s+(1+b)} [(1+b)s2+%s+(1—b)

t=d—1 t=d—1

Ko{l} = (eAl.54)

ds
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2 1

K:z{l} = / ds
R(l-—b) |:(1+b)82—|-—2-]§8-|—(1—b)]

Af s
T ds
R*(1- b)/ [(1 —b)s? - %3 (14 b)] [(1 +b)s® + %s +(1- b)]

4 1
B ds
R(l_b)/[(l—b) 2—%—s+(1+b)] [(Hb)s”%sﬂl—b)}
(eA1.55)

La descomposicién en fracciones simples del segundo y tercer sumando conduce
al conjunto de integrales racionales siguientes

2 1
162{1}_11(11)2)/[2+ 2f 8+1—b]d5
§ R(14+0b) 140

+ 4f ° ds
R*(1—1b)(1 - %) [ 2f 1—b} [ 2f 1+b]
St T |1 TR T T

4 1 .
R(l—b)(l—b2)/[52_ 2f +1—b} [32+ 2f +1+b] s

R1—0) T1+0 RA+b5) T 1-b

B 2 1 p
T R(1-10?) [82+ 2f +1—b}3

RI+6)° T 1+0b

f —bR*(1 - b%)s + fR(1+D)*
R2(1—b)(1 — b*)(R?? + f?) [2_ of  1-b N
ST RI-b0) T Txb
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. f bR*(1 —b%)s — fR(1—b)? p
R2(1—-b)(1 - 0*)(R*b* + f?) [Sz+ of . 1+b} s
R(1+b) " 1—-b

~ 1 —fR(1—b%)s + 2f%(1 +b) — R*(1 - b%) s
R(1 —b)(1 = b*)(R?** + f7) [32 o 2f ot 1—b]
R(1—1b) 14+b

B 1 FR(L=b%)s+2f%(1 —b) + R*(1 — b*) s
R(1 —b)(1 = b?)(R?0* + f) [ 2, 2f .t 1+b}
S TRO+L TI-0

(eA1.56)
v que, a su vez, agrupando todos los términos de igual denominador, el calculo
de K9{1} puede reducirse a la combinacién lineal de dos integrales

Ko{l} =

1 R2f(1—b%)s + R(1+b)(R% — %) 0
RQ(l_bQ)(RQb2+f2> 2 2f s 1-5
R(1—b) " 1+b

S

. 1 ~RY(1—tM)s — RA - DR+ )
R2(1 . b?)(RQbQ + f2 9 2f 5 1+5b s
) St R T 10

(eA1.57)

Teniendo en cuenta las expresiones cuadraticas de (eAl. 52), el calculo de las
dos primitivas corresponde a la integracién de dos funciones racionales con raices
complejas:

2.2 _ ) .
{1} = ——1 )m(R(l"b)S 2£(1+b) +R<1+b>>

(R?b% + f2 R(1 —%)s? + 2f(1 — b)s + R(1 — b)?

R2b R(1—b)s— f R(1+b)s+ f
+ w———(R262 n f2) {arctan ( ( w) > — arctan < ( w) )}
(eA1.58)

Esta expresién es la primitiva de la integral X9{1} para cualquier valor de los
coeficientes a, b, ¢, d, excepto en el caso de que los pardmetros b y f sean nulos,
que ya ha sido considerado en (eAl. 54). A continuacién, se realizard el mismo
desarrollo para la integral Ko{0}, y finalmente se aplicard el cambio de variable
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inverso para evaluar las dos integrales auxiliares en los limites de integracion
originales.

Ko{0} /t:dH L d
= A
’ t=d—1 [(1 — b2)t2 — 2bft + (R? - f2)] V12 + R2

dt

t=d+1 1
B /t=d—1 (2 + B = (f + )°| V2 + B2

= d
/tzd—l [Vt2 4+ R2 — (f + b)][Vt2 + R2 + (f + bt)] V12 + R? t

(eA1.59)

Al igual que en el desarrollo de la integral (eAl. 49), en lo sucesivo se omitiran
los limites de integracién, que se consideran al final del desarrollo junto con Ko{l};

efectuando en (eAl. 59) el cambio de variable ¢ = RShz, el término v t2 4+ R2 se
reduce a. R Ch z y se obtiene

1
Ko{0} = /[RChz_f—bRShz][RChz+f+bRShz]

dz (eA1.60)

El cambio en la variable € = s permite transformar la integral en términos

de funciones hiperbélicas por la integral de una expresién racional, semejante a la
obtenida en el caso de K9{1},

1 1 ds

Ko{0} = —
{0} R? [32—}—1_ _bsz—l] [52+1+i 32—1]

/
= b
2s R 2s 28 R + 2s

_ 4 . s
R [(1_(,)32_-2}%34-(14-6)] [(1+b)s2+27§s+(1—b)] d

. 4 / ] ds
~ RY(1-0%) 2f 14+ 2f 1—b
[52" Ri-5)"" 1—b] [SQJF Ri+0)° T 1+b]
(eA1.61)

Esta ecuacién es muy similar a la obtenida para K9{1} en (eAl. 51), y no
existen diferencias esenciales en cuanto a su integracién ya que el denominador es
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el mismo y da lugar al mismo tipo de funciones primitivas. También es equivalente
la discusién sobre la unicidad de la descomposicién en fracciones simples de (eAl.
61) salvo en el caso que las dos expresiones cuadréticas coinciden (cuando los
coeficientes f y b sean simultdneamente nulos), es decir,

4 S —2 1
Ko{fO = — | ——————=ds = — | 4 eAl.62
2{ } R2 (32_|_1>2 R2 (32—1—1> ( )

Los dos cambios de variable efectuados (t = RShz, €* = s), se resumen en
una tnica expresién s = (t + V2 + R%)/R, de tal forma que al sustituir en (eAl.
62) y evaluar en los limites de integracién, resulta

t=d+1 t=d+1

K4 {0} 1 " Vit2 4+ R2 —t

9 = — — A —
2+ R2+ V2 + R2|,_, 4 RAVE+R|,_y 4

1 d+1 d—1
K2{0} = =2 -
£/(d+1)2+ R? (d—1)2 4+ R?
(eA1.63)

Al separar este caso, la descomposicién en fracciones simples de (61) es dnica
v puede obtenerse la funcién primitiva de K9{0}. Al realizar este proceso en la
integral Ko{1}, (eAl. 55), ya se sugirié que iban a aparecer posteriormente los
mismos términos; si se comparan la tercera integral de (eAl. 55) y la segunda de
(eAl. 61) coinciden exactamente, por lo que de forma inmediata puede escribirse

4 S
]CQ{O} - / dS
R (1-0%) k1_m§-f%s+(y+m}k1+w¥4f%£+<l—m

- 1 —bR*(1—b)s + fR(1+b)* |

T OR*(1-0)(RAW + 1) 2 _2f o 1-b i
R(1—b)" " 1+b

+ 1 bRP(1— 1) = JRO—D) |
R2<1—b2)(R2b2+f2) 2f 1+56
St EaTet 1o

(eA1.64)

v, haciendo uso de las expresiones cuadraticas de (eAl. 52), pueden identificarse
las dos primitivas como la integracién de dos funciones racionales con raices
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complejas, que vienen dadas por

b (B~ 9)s? + 2£(1 — b)s + R(1 — b)?
(R26% + £2)  \ R(1 = b%)s® — 2f(1 + b)s + R(1 + b)*

e ton (BB ) (R4
(cA1.65)

Ko{0} = 5

Las férmulas (eAl. 58) y (eAl. 65) son las funciones primitivas de Ko{1} y
K9{0} para el caso mds general de valores de los pardmetros geométricos. Sin
embargo, es preciso deshacer los cambios de variable efectuados en su deduccién
y evaluar las funciones primitivas en los limites de integracién (t = d — 1) y
(t = d+ 1). Dado que las dos integrales dan lugar a primitivas con las mismas
funciones elementales, este desarrollo se realizard en dichas funciones por separado,
y finalmente se resumira todo el conjunto.

Los dos cambios de variable t = RShz y s = €” se pueden escribir en una
Gnica expresién s = (t + Vt2+ R2)/R. Las expresiones finales se obtienen de
la sustitucién de s en los términos logaritmicos y trigonométricos de (eAl. 58) y
(eAl. 65), y de operar convenientemente con los parametros a, b, ¢, d. Este proceso

se refleja en las férmulas (eAl. 66), (eAl. 67), (eAl. 63), (eAl. 69) y (eAl. 70)

que por su extensién se agrupan en las paginas siguientes.
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ANEXO 2

RESUMEN DE LA
INTEGRACION ANALITICA

A2.1. PARAMETROS UTILIZADOS

Los pardmetros definidos durante las deducciones de las expresiones integrales
analiticas presentadas en el anexo A1l se resumen en el siguiente cuadro:

RZ = &2 _ 42
f=a—bd
w? = (= a®)(1 = b?) — (d — ab)?
b2 = R22 4 f2

siendo los valores de los coeficientes a, b, ¢, d (apartado 6.3.), los términos

1
a—:l:X—A
b= -8B
20?42
d=1D — aB.

Estos pardmetros se determinan, a su vez, en funcién de las magnitudes
geométricas que definen la posicién de dos electrodos cualesquiera en el espacio
(apartado 6.2.) y que vienen dadas por las expresiones (eV.57):

_/:ﬂ %Oy ~3
A=ga A= (,cﬁ/z)’ B=s

2 .2
62:<X0x> <X0z>
£P/2 * £8/2 "

3

X0z \ ~B X0z \ 8
D= -—~— u _AVZ
’ <£/3/2)S * <£ﬁ/z> o
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A2.2. INTEGRALES I{n}, Z1{n}, J{n}, J1{n}

j=m

timy = 3 () (-0 Tem - 5)

7=0
I/si b2 =1
d+ 1)~
Iy{n} = L—%— In (b(d+ D4+ +/(d+ 1)2+R2)
_ n+1
- (i—j_)—l In (b(d— 1)+ +/(d—- 1)2+R2)
n
b

JII/si B2 £1

Ti{n} = @+ (a+ b+ @+ 17+ £?)

n+1

S CLE A WY PR TN Y o 2)

n+1

TN +1}—1_bzlc{ +2}
n+1 nw n+1 nmw

- szIC{ +1} Ka{n + 2}
n+1 2" +n+1 2nn

Ji{n} = Ka{n+2} + R*Ks{n}
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A2.3. INTEGRAL K1{n}

(d+ 1" — (d—1)"

n—1

Ky {n) = 1—1192 { +2bFKafn — 1}

— (R* = ) K1{n — 2}]

B 1 (d+1)2 = (a+b)*+ R
= 3 {1“<<d—1>2—<a—b>2+1z2> + 2”’“{0}}

K1{0} = %arctan( 22w 2)

T —

- 183 -
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A2.4. INTEGRAL Ky{n}

/Cz{’fb} ng{n - 2} + 2fb ICz{n e 1} - (R2 2) ng{n - 2}

I/si b=f=0

1 1

RV S VR A R

1 d+1 d—1

@+ 12+ 8  Jd- 1)+ R

K2{0} =

II/si b#0 o f#0

{1} = ArgTh

a—2b a+b
m) ‘Arg“<m>

w(a—b—l—b\/ —1)2+R2
(d—1—ab+b?) ( d—1++/(d- 12+ R?

+ — arctan

— arctan

W +(d+1—ab—b2 <d+1—|—\/d-|—1 +R2

]C2{0} = 1/_ AI‘g Th

—b
atb — ArgTh ¢
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A2.5. INTEGRAL K3{n}

Kafn) = @j.;_)f__l (d+1)2+R2_(i—_;ZLi\/m

- (—n—_nL)R—leg,{n—ﬂ

K1} = V{d+ 172 + B = V(d= 1) + B2

_ d+1 d—1
K3{0} = ArgSh( Tz ) - ArgSh( z )
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CAPITULO VI

EJEMPLOS DE APLICACION DE LA
FORMULACION DE ELEMENTOS
DE CONTORNO DESARROLLADA

La fisica no solamente nos ha dado la ocasion de resolver
problemas, (...) sino que también nos ha hecho presentir la
solucién. (H. Poincaré, 1854-1912)

1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se ha presentado el desarrollo completo de una
formulacién numérica en elementos de contorno para el cilculo de las mallas de
conductores que conforman una instalacién de toma de tierra. En este capitulo
de “presentacién de resultados” nos proponemos validar la formulaciéon propuesta,
comparar los resultados con los obtenidos mediante otros métodos tradicionales, e

ilustrar su eficacia como herramienta de calculo en problemas reales de aplicacion.

La validacién del modelo propuesto se realizard mediante la preparacién y
posterior resolucién de un problema de prueba. Los resultados obtenidos se
compararan con los célculos realizados con otros métodos numéricos, en concreto
los métodos de elementos finitos y elementos de contorno. Este problema de prueba
se ha disefiado especialmente para que su resolucion sea factible mediante este tipo
de técnicas, cuya aplicacién es inviable en general para cualquier otro problema

mas complejo.

El estudio comparativo con otros métodos y procedimientos tradicionales
recogidos en la bibliografia se efectuard mediante el cilculo de diferentes mallas
de electrodos con distintas formas y dimensiones. Los resultados obtenidos
haciendo uso de la formulacién de elementos de contorno se compararan con

los métodos semi-numéricos, férmulas y técnicas analiticas simplificadas que
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se encuentran en la gula para el cilculo de sistemas de puestas a tierra
del IEEE [ANSI/IEEE Std.80'%*®] y en el reglamento espafiol sobre seguridad
en instalaciones eléctricas [MIE-RAT!9%%].  Los ejemplos presentados son
geométricamente simples y en general contienen pocos conductores, debido a la
imposibilidad de calcular otras mallas més complejas, y en particular sistemas

reales de tomas de tierra, con estas técnicas tradicionales.

Finalmente se presentara una serie de aplicaciones del modelo numérico de
elementos de contorno al calculo de mallas de tomas de tierra reales. Los
dos primeros casos que se mostrardn corresponden a instalaciones existentes en
subestaciones eléctricas actualmente en servicio (Barbera y Balaidos II) y el tercero
es un ejemplo preparado a partir de una de las mallas anteriores (Balaidos II),
con el fin de poner de manifiesto la potencia de la formulacion propuesta y su
versatilidad y eficacia como herramienta avanzada para el analisis de los problemas

relacionados con la seguridad en las instalaciones eléctricas.

2. VALIDACION DE LA FORMULACION DE ELEMENTOS DE
CONTORNO

2.1. Planteamiento del problema de prueba

Como se ha explicado en los capitulos anteriores, el fenémeno fisico
de la disipacién de corriente eléctrica en un terreno se puede modelizar
mateméticamente en términos de un problema exterior de Dirichlet (ecuaciones
elll.22). En los casos reales de mallas de electrodos, la resolucién directa de este
problema es inviable mediante técnicas numéricas basadas en la subdivisién del
dominio, debido por una parte a que éste es semiinfinito y por otra a su gran
complejidad, ya que seria preciso discretizar todo el terreno a excepcion de la
parte del mismo que ocupa la malla de conductores de tierra. Sin embargo, con
el objetivo explicito de validar la formulaciéon de elementos de contorno que se
ha desarrollado, es posible preparar un problema de prueba que pueda resolverse

directamente mediante métodos numéricos convencionales.

La validacién que presentamos consistird en el calculo de la densidad de
corriente que emana de un electrodo cilindrico recto sometido a una diferencia
de potencial unidad respecto a un punto suficientemente alejado del electrodo, y

que se encuentra en un espacio infinito D. Este problema se caracteriza por poseer
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P
i

L/2

N

Fig. V1.1 — Representacién esquemética del problema de prueba (la linea
regruesada representa el contorno del electrodo).

simetria axial por lo que su resolucién puede plantearse en dos dimensiones, como
se muestra en la figura VI.1. La relacién entre las dimensiones del electrodo
cilindrico seleccionado es del mismo orden de magnitud que la existente en los
conductores de una toma de tierra en la practica: el radio a de la seccién
transversal del electrodo es relativamente pequefio comparado con su longitud

L (a/L ~ 107%).

Teniendo en cuenta las simetrias de este problema de prueba (figura VI.1),

podemos escribir las ecuaciones y condiciones de contorno del problema exterior
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de Dirichlet (elIl.22) en coordenadas cilindricas (r, z):

82V 18V 8%V

ozt T =0 e D
V=1 en C Vi1
oV (VL)
a—:O en Cq
z
V — 0 cuando r2 4 22 - 0.

Este problema puede resolverse mediante una técnica de elementos finitos
bidimensionales, obteniéndose como resultado el valor del potencial en los puntos
nodales de la discretizacién del dominio D. Con el fin de comparar los resultados
obtenidos con la formulacién numérica de elementos de contorno unidimensional,
es necesario calcular la densidad de corriente normal ¢ que emana del electrodo a
partir de los valores del potencial en los puntos nodales préximos a su contorno.
Obviamente, si deseamos una elevada precisién en el calculo de esta densidad de
corriente es preciso disefiar una malla de elementos finitos con una gran densidad de
elementos regulares en las zonas cercanas al contorno del electrodo. Asimismo, esta
malla deberd ser lo bastante extensa como para representar de forma conveniente la
condicién de contorno en el infinito, imponiendo potencial nulo en puntos nodales
suficientemente alejados. Este requisito se ha logrado con la generacién de una
malla que incorpora elementos triangulares y rectangulares de modo que su tamano
aumenta de forma exponencial con la distancia que los separa del contorno, tal y

como se muestra en la figura VI.2.

2.2. Modelo numérico

Una forma variacional equivalente al problema de prueba (eVI.1) se puede
plantear del modo siguiente: obtener la funciéon V tal que la ecuacién diferencial

de (eVI.1) se satisfaga en el sentido de residuos ponderados, es decir que se verifique

v av | 9V
//DW[T—BW—I_E:—*—T(%? dD = 0 (eVI.Q)

para todas las funciones de test W de una determinada clase definidas en D.

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno de (eVI.1) de tipo Neuwmann

(en Cq), la aplicacién de la identidad de Green a (eVI.2) [Colominas et al. 1992]
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Fig. V1.2 — Problema de Prueba: Malla de elementos finitos. (Detalle de
la zona préxima al punto A indicado en la figura VI.1).

permite obtener una forma débil de esta ecuacion:

oW oV ow oV
//D’“(EFE*Ea)dD"W (eVL3)

donde gy indica los términos correspondientes a las reacciones en los contornos en

que estan prescritos los valores del potencial:

V=1 en C,
(eVI4)

V — 0 cuando r2 + 22 - co.
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El potencial eléctrico V' en un punto (r,z) puede discretizarse ahora en la

forma
j=N

Vir,z) = ' Vi Nj(r, z), (eV1.5)

J=1

siendo V; los valores del potencial en los N puntos nodales de la malla y Nj(r,z)
las funciones de forma. Haciendo uso de la formulacién de Galerkin, la ecuaciéon

(eVI.3) y las condiciones de contorno (eVI1.4) conducen al sistema de ecuaciones:
=N
> KijVi=4q¢, i=1,.,N
j=1

Vi=1, Vjed (eVL6)
¢ =0, VigaQ

_— ON; ON;  ON; ON;
KZ_/AT(rar_I_az@z db

donde @ denota el conjunto de los puntos nodales del contorno C del cilindro.

Este sistema de ecuaciones lineales se caracteriza por poseer una matriz de

1992] " El tamaio de

coeficientes simétrica, definida positiva y en banda [Colominas
los problemas planteados (en algn caso, de hasta 80,000 grados de libertad) hace
prohibitivo el empleo de métodos directos de resolucién de sistemas de ecuaciones,
por lo que se han ensayado diversas técnicas iterativas: Jacobi, Gauss-Seidel
(con y sin sobrerrelajacién y precondicionadores) y gradientes conjugados. Los
mejores resultados se han obtenido con un algoritmo de gradientes conjugados
con precondicionamiento diagonal sin ensamblaje de la matriz de coeficientes
[Pini & Gambolati'®®®], que ha resultado ser extremadamente eficiente para la
resolucién de los problemas con mayor nimero de grados de libertad planteados.
En la figura VI.3 se ha representado graficamente la evolucién del error con el
nimero de iteraciones haciendo uso de este algoritmo. Como medida del error se
emplea la norma del méximo del vector de residuos del sistema de ecuaciones en

cada iteracidn.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (eV1.6), podemos obtener la densidad
de corriente que emana del electrodo cilindrico a partir de los valores del potencial

en los puntos nodales cercanos al contorno, mediante las expresiones

op = — oy = —_— (eVLT)
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Fig. V1.3 — Problema de Prueba: Evolucién del error (en escala loga-
ritmica) con el ndmero de iteraciones durante la resolucion
del sistema de ecuaciones en el modelo de elementos
finitos, empleando un algoritmo de gradientes conjugados con
precondicionamiento diagonal.

siendo o, la densidad de corriente que emana de los extremos del electrodo
cilindrico, y o la densidad de corriente que emana de la superficie lateral del
mismo. También es posible determinar estas densidades de corriente a partir de

los términos de flujo correspondientes a las reacciones ¢; del sistema de ecuaciones

(eVI.6).

Tal y como se ha comentado anteriormente, las mallas de elementos finitos
que se han empleado en la resolucién de este problema de prueba tienen la
mayoria de sus elementos (aproximadamente las tres cuartas partes del total)
en los alrededores de la superficie del electrodo. De este modo, concentramos el
esfuerzo computacional en conseguir una elevada exactitud y precisién en el célculo
de la densidad de corriente que emana del electrodo, a partir de los valores del

potencial en las inmediaciones de su contorno.
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2.3. Resultados numéricos

Las caracteristicas del problema de prueba que se ha preparado son las
siguientes:
e Longitud total del electrodo cilindrico: 2 m
¢ Radio de la seccion transversal: 0.005 m

o Resistividad del terreno: 1 - m

A continuacién presentaremos dos estudios comparativos de la resolucién de
este problema de prueba. En el primero se compararan los resultados obtenidos
con la formulacion de elementos finitos que se ha expuesto en el apartado anterior
(y que en lo sucesivo se denotard como FEM) y la de elementos de contorno
unidimensional que se ha desarrollado (BEMI1D), con objeto de verificar la
solucién que se obtiene con esta técnica. En el segundo estudio se presentard
una comparacién entre la formulacion de elementos de contorno unidimensional
aproximada BEM1D y una técnica bidimensional de elementos de contorno para
problemas con simetria axial (que en las tablas, figuras y comentarios se indicara
como BEMSA), con la finalidad de valorar los efectos de las aproximaciones
realizadas en el modelo numérico de la formulacién BEM1D propuesta en esta

tesis doctoral.

En la exposicidén siguiente se emplearan las siguientes abreviaturas para indicar
especificamente la clase de formulacién BEM1D empleada en cada caso, asi como
el tipo de elemento utilizado en la discretizacion:

G-D0 : formulacién de Galerkin con elementos de contorno de Densidad de
corriente Constante,

G-D1 : formulacién de Galerkin con elementos de contorno de Densidad de
corriente Lineal,

G-D2 : formulacién de Galerkin con elementos de contorno de Densidad de
corriente Parabdlica,

G-V1 : formulacién de Galerkin con elementos finitos de Potencial Lineal,

CP-D1 : formulacién de Colocacién Puntual con elementos de contorno de

Densidad de corriente Lineal.

Ademas se empleardn las siglas “gdl” para indicar los grados de libertad del

modelo numérico en cada ejemplo.
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2.3.1. Estudio comparativo con elementos finitos

En la figura V1.4 se presentan los resultados comparativos de la densidad de
corriente que emana a lo largo de la longitud del electrodo (o), obtenidos mediante
el método de elementos finitos (FEM) y mediante la formulacién numérica de
elementos de contorno BEM1D.

En los ejemplos que se muestran de la formulacion BEM1D, el electrodo
cilindrico del problema de prueba se ha discretizado en 100 elementos de contorno
de densidad de corriente constante (lo que en las figuras y tablas se indicara como
100 G-D0), 100 elementos de contorno de densidad de corriente lineal (100 G-D1)
y 50 elementos de contorno de densidad de corriente parabdlica (50 G-D2), lo que
implica la existencia de 100 grados de libertad (100 gdl) en el caso de elementos

de densidad constante y 101 en los otros dos casos.

La discretizacién del dominio del problema de prueba (ver figura VI.1) en
los casos resueltos mediante el método de elementos finitos FEM, se ha realizado
utilizando elementos bidimensionales de potencial lineal (G-P1). Los tres ejemplos
que presentamos corresponden a mallas como la que se muestra en la figura V1.2,
con 13410 elementos finitos (lo que implica un total de 12441 grados de libertad),
26914 elementos finitos (24987 gdl) y 84528 elementos finitos (80533 gdl).

En la tabla VI.1 se resumen los valores de la resistencia equivalente calculados
con la formulacién de elementos de contorno BEM1D y con el modelo de
elementos finitos (FEM). Como puede observarse, existe una gran concordancia
entre los resultados obtenidos mediante las dos técnicas numéricas; por ejemplo,
la resistencia equivalente calculada con 50 elementos de contorno de densidad de
corriente parabdlica (G-D2) y con 84528 elementos finitos (G-P1) difieren en menos
de un 0.7%.

Asimismo, si se comparan entre si los valores de la resistencia equivalente
obtenidos con la formulacién BEM1D, no se observan diferencias significativas
por el hecho de utilizar elementos de contorno de densidad de corriente de orden
mayor (G-D1 y G-D2). Este hecho parece indicar que para obtener primeras
aproximaciones de la resistencia equivalente del sistema en la préactica, sera
suficiente con discretizar la malla de electrodos mediante elementos de contorno

de densidad de corriente constante.

En lo que respecta a la distribucion de la densidad de corriente que emana

del electrodo cilindrico, ésta es muy suave en la zona central del conductor y
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Fig. VL4 — Problema de Prueba: Densidad de corriente que emana a lo largo
de la longitud del electrodo cilindrico. Resultados obtenidos con la
formulacién BEM1D y con elementos finitos FEM.
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RESISTENCIA EQUIVALENTE
METODO DISCRETIZACION Q)
BEM1D 100 G-D0 (100 gdl) 0.4478
BEM1D 100 G-D1 (101 gdl) 0.4473
BEM1D 50 G-D2 (101 gdl) 0.4473
FEM 13410 G-P1 (12441 gdl) 0.4397
FEM 26914 G-P1 (24987 gdl) 0.4549
FEM 84528 G-P1 (80533 gdl) 0.4442

Tabla VI.1 — Problema de Prueba: Valores de la Resistencia Equivalente del sistema
obtenidos con la formulacién de elementos de contorno BEM1D y con
elementos finitos (FEM).

varia fuertemente en los extremos del mismo (ver graficos FEM de la figura VI.4).
Obsérvese que el modelo numérico de elementos de contorno BEM1D proporciona
una distribucién de la densidad de corriente que, en promedio, se ajusta muy bien

a la solucién obtenida mediante elementos finitos.

Como puede verse, los resultados obtenidos para este problema de prueba entre
el modelo de elementos de contorno BEM1D y el método de elementos finitos
FEM no difieren significativamente ni en la densidad de corriente que emana del
electrodo ni en su resistencia equivalente. Sin embargo, ndtese que los calculos
realizados con BEM1D requieren un ntmero despreciable de grados de libertad
(101) en comparacién con los que precisa el método de elementos finitos (80533).
Cabe insistir en que ademds la resolucién por elementos finitos ha sido posible
porque se ha disefiado un problema especifico con simetria de revolucién, que ha
reducido el problema exterior de Dirichlet tridimensional (elIl.22) a otro en dos
dimensiones. De hecho, ante la falta de simetria axial en los casos reales de mallas
de tierra de instalaciones eléctricas, el cdlculo seria inabordable por elementos

finitos debido a su elevadisimo coste computacional.

Cabe atribuir las oscilaciones observadas en la densidad de corriente que emana
del electrodo cerca de los extremos (ver graficos BEM1D de la figura VI.4) a dos
posibles causas. La primera es el hecho de que en la formulacién de elementos de
contorno propuesta se desprecia la densidad de corriente que emana de los extremos

del conductor cilindrico, por lo que cabe esperar algin efecto local en esta zona y
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no es extrano que la condicién de contorno V = 1 se ajuste con mayor dificultad.
Sin embargo, en los ensayos que hemos realizado utilizando fuentes puntuales con
el fin de tener en cuenta de alguna forma la densidad de corriente que emana
por los extremos libres de un electrodo cilindrico, no se consiguié eliminar ni
disminuir estas perturbaciones en la distribucién de la densidad de corriente cerca
de los extremos. Por otra parte, se ha podido calcular la intensidad de corriente
que emana de los extremos libres del electrodo mediante la técnica de elementos
finitos mencionada anteriormente, resultando ser insignificante en comparacion

con la intensidad de corriente total que fluye del electrodo.

Estas observaciones nos conducen a pensar que las oscilaciones en la densidad
de corriente que emana del electrodo se deben a otra causa, directamente
relacionada con las aproximaciones realizadas en la formulacién de elementos de
contorno BEM1D. Como se ha expuesto en el capitulo anterior, en el tratamiento
numérico de la ecuacién integral (eV.4) se realizan una serie de aproximaciones en
el nicleo —atendiendo a las caracteristicas geométricas de los sistemas de puesta
a tierra en la practica—, a las que atribuimos estas oscilaciones en los valores de
la densidad de corriente, que se acentian cuando el tamaifio de los elementos en
la discretizacién del contorno del electrodo es del mismo orden de magnitud que
su didmetro. Con objeto de analizar el efecto de las aproximaciones realizadas en
el desarrollo de la formulacién numérica, a continuacién presentamos un estudio
comparativo entre los resultados obtenidos para el problema de prueba mediante la
formulacién numérica de elementos de contorno propuesta BEM1D y un modelo
numérico tradicional de elementos de contorno (BEMSA), en el que no se han
realizado simplificaciones en el niicleo integral de la ecuacién. Al igual que en el
caso de elementos finitos, la resolucién del problema de prueba mediante el método
de elementos de contorno BEMSA ha sido posible por tratarse de un ejemplo muy

sencillo con simetria axial.

2.3.2. Estudio comparativo con una formulacién bidimensional de

elementos de contorno para problemas axisimétricos

En el capitulo precedente hemos presentado el desarrollo completo de la
formulacién numeérica de elementos de contorno y, en particular, todos los pasos
e hipdtesis simplificativas que se han seguido para su deduccién. Como hemos
visto, las aproximaciones realizadas en el ntcleo de la ecuacién integral (eV.4)
—expresiones e¢V.29 y eV.33— evitan el célculo de las integrales elipticas que

resultan de la hipétesis de uniformidad circunferencial en la densidad de corriente
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que emana de la seccidn transversal del electrodo (eV.13 y eV.15).

Con objeto de estudiar los efectos de estas aproximaciones en la formulacién
BEMI1D, nos proponemos resolver el problema de prueba (figura VI.1) mediante un
programa de calculo basado en el método de elementos de contorno para problemas
con simetria de revolucién (BEMSA), en el que no se efectiian aproximaciones en el
ntcleo de la ecuacién y se evaliian explicitamente las integrales elipticas. El coste
computacional que supone la formulacion BEMSA no es excesivo en este caso,
debido a que el problema de prueba es axisimétrico; sin embargo, la aplicacién
de una formulacién bidimensional de elementos de contorno seria prohibitiva en
cualquier problema real, dado que implicaria unos requerimientos de computacion
inasequibles. El programa utilizado, desarrollado en el Wessex Institute of
Technology (Reino Unido) por [Brebbia & Wrobel ¥®¥] permite el analisis de
diversos problemas de ingenieria relacionados con la teoria del potencial y estd
basado en una formulacién numérica de elementos de contorno con “colocacién
puntual”. La formulacién unidimensional de elementos de contorno BEMI1D
propuesta permite utilizar también colocacién puntual, a pesar de que —como se
verd en los ejemplos que se presentan— se requiere un niimero considerablemente
mayor de discretizaciones del electrodo que mediante la formulacion de Galerkin,

lo que en definitiva implica un mayor coste computacional.

La figura VI.5 muestra los resultados de la distribucién de la densidad de
corriente que emana a lo largo de la longitud del electrodo del problema de prueba
calculada mediante las dos formulaciones de elementos de contorno: BEM1D y
BEMSA. Los graficos presentados corresponden a tres ejemplos de discretizaciones
del conductor cilindrico en 80, 200 y 300 elementos de contorno con densidades de
corriente lineales (CP-D1).

Como puede observarse en la figura VI.5, la densidad de corriente que
emana del electrodo en los ejemplos calculados con la formulacion de elementos
de contorno no simplificada (BEMSA) es la misma que la obtenida mediante
elementos finitos (FEM) —ver figura VI.4—. Asimismo, los resultados de la
formulacién numérica de elementos de contorno aproximada BEM1D, en promedio
concuerdan perfectamente con los calculados haciendo uso de la formulacién
BEMSA. Las oscilaciones producidas son tanto més importantes cuanto mayor es el
ntmero de elementos unidimensionales de la discretizacion, es decir, cuanto menor
es el tamafio del elemento. Tal y como se ha explicado en el capitulo anterior, las

aproximaciones —(eV.29) y (eV.33)— que se realizan en el nicleo de la ecuacién



- 200 - Colominas I. / Célculo y D.A.Q. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

§_IIIlIlIII|IIllIIIII||ll|lllll|l[||llll| §—IIIIIIIII|IIIIIII[I!EIIIIII]I|IIIIIIIII
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
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0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
BEMID (300 CP-D1) BEMSA (300 CP-DI)

Fig. VL.5 — Problema de Prueba: Densidad de corriente que emana a lo largo de
la, longitud del electrodo cilindrico. Resultados de la formulacién de
elementos de contorno unidimensionales BEM1D y de elementos de
contorno bidimensionales BEMSA.
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integral son satisfactorias en general, a menos que el tamano del elemento sea del

mismo orden de magnitud (o menor) que el didmetro del conductor cilindrico.

En todo caso, las magnitudes empleadas para caracterizar los sistemas de toma
de tierra asociadas a la densidad de corriente que emana de un electrodo, como
por ejemplo la intensidad total y la resistencia equivalente, calculadas mediante
la formulacién de elementos de contorno BEM1D, no difieren significativamente
de los resultados que se obtienen mediante el método de elementos finitos (FEM)
o el método de elementos de contorno sin realizar simplificaciones en el nicleo
integral (BEMSA). As{ mismo, no se observan variaciones significativas de estas
magnitudes al aumentar la discretizacién en la formulacién unidimensional de
elementos de contorno BEMI1D (ver tabla VI.1). Por otra parte, no se han
constatado perturbaciones ni oscilaciones en los valores del potencial calculados
en puntos del dominio, a pesar de las oscilaciones observadas en la densidad de
corriente que emana del electrodo, en el limite. Como hemos visto en los capitulos
precedentes, el potencial en un punto se obtiene de la integracién de la densidad de
corriente que emana del contorno del electrodo o, mediante las expresiones (eV.18)

v (eV.35).

Una vez mas, resaltamos que ha sido posible realizar esta comparacién entre
la formulacién BEM1D y otras técnicas més costosas basadas en la subdivisién
del dominio (elementos finitos) o del contorno, exclusivamente con un problema
preparado con simetria axial y formado por un tnico electrodo aislado. El calculo
de una malla de conductores de tierra como las que se emplean en la practica seria
inabordable mediante estas técnicas numéricas, por el elevado coste computacional
que requeririan. Como veremos a continuacién, el modelo numérico de elementos
de contorno BEM1D permitird analizar y caracterizar mallas reales de electrodos
de toma de tierra sin ninguna restriccién en cuanto a su geometria ni a la
disposicién espacial de sus conductores, con un coste computacional relativamente

bajo.
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3. COMPARACION CON OTROS METODOS TRADICIONALES

En este estudio, compararemos los valores de los principales parametros
caracteristicos de una instalacién de toma de tierra —la Resistencia Equivalente
del Sistema, la Tensién de Paso (T.P.) y la Tensién de Malla (T.M.)— calculados
mediante la formulacién de elementos de contorno BEM1D y mediante distintos

métodos, férmulas y programas existentes en la bibliografia técnica.

Como hemos explicado en los capitulos anteriores, la resistencia equivalente
es el cociente entre la Sobretensién de Tierra (Vy), o Ground Potential Rise, y la
Intensidad de Corriente Total (I;) que emana desde la toma de tierra al terreno
—ver ecuacién (elll.25)—. A su vez, esta intensidad se calcula integrando la
densidad de corriente normal o que emana del contorno de todos los electrodos
I' que conforman la malla —ecuacién (elll.24)—. La Tensién de Paso (T.P.) se
determina como la diferencia de potencial entre dos puntos de la superficie del
terreno, uno sobre la vertical de la toma de tierra en una esquina de la malla, y
el otro separado una distancia de un metro, medida en la diagonal de la esquina
dirigida hacia el exterior de la malla. En el caso de mallas irregulares se toma
como tensién de paso la mayor de las calculadas en todas las esquinas de la malla.
La Tensién de la Malla (T.M.) es la diferencia entre la Sobretension de Tierra y
el valor més pequefio del potencial eléctrico en la superficie del terreno en el que

estd situado la malla de tierra.

En los ejemplos que se presentardn a continuacion, denotaremos con las siglas
BEMI1D a los resultados obtenidos mediante la formulacién unidimensional de
elementos de contorno propuesta, en tanto que los resultados de otros autores
para los mismos problemas los indicaremos con la referencia bibliogréfica de la

que se han extraido.

En lo que respecta a los ejemplos calculados mediante BEM1D, todos ellos
se han realizado con una formulacién de Galerkin de elementos de contorno de
densidad de corriente lineal (G-D1), dado que para la resolucién de un mismo
problema, en general se precisa siempre un ntmero de grados de libertad menor
empleando este tipo de elementos, en comparacién con los de densidad de corriente
constante o parabdlica. Asi mismo, con el método de Galerkin, a diferencia de
las formulaciones de colocacién puntual, se obtienen resultados suficientemente
precisos sin necesidad de efectuar excesivas subdivisiones adicionales en cada uno

de los electrodos.
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3.1 Problema 1l

El primer ejemplo que presentamos es el célculo de los pardametros de una

malla de electrodos cuadrada (figura VI.6) con las caracteristicas siguientes:
¢ Malla cuadrada de 8 x 8 m2.
e Numero de electrodos: 4
e Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
¢ Resistividad del suelo (isétropo y homogéneo): 100 - m.
¢ Didmetro de los conductores: 14 - 1072 m.

o Profundidad de la malla: 0.5 m.

Fig. V1.6 — Problema 1: Malla de cuatro electrodos de 8 x 8 m?.

La tabla VI.2.a muestra los valores de la resistencia equivalente de la malla de
electrodos calculados mediante la formulacién BEM1D, el programa de ordenador
RESIS vy la férmula dada por Heppe para el cdlculo de la resistencia equivalente

de un conjunto de electrodos [Heppe 19797P].

RESIS es un programa de ordenador basado en técnicas de calculo matricial

1.1991-2] en la Uni-

desarrollado por Thapar B., Gerez V. y otros [Thapar et a
versidad de Montana (USA), en el que los electrodos que forman la malla
se subdividen en pequenios segmentos rectos, de modo que su resistencia
equivalente se calcula a partir de la resistencia propia de cada segmento y de las
resistencias mutuas entre ellos, que se determinan a partir de férmulas analiticas

fundamentadas en métodos de promediado del potencial.
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RESISTENCIA EQUIVALENTE (Q)

BEM1D

RESIS

He-79

6.42

6.42

6.42

RESIS: [Thapar et al.****~"], He-79: [Heppe *"~"]

Tabla VI.2.a — Problema 1: Resistencia Equivalente de la malla de electrodos.

TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)

T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
BEM1D RESIS SGSA BEMI1D RESIS SGSA
0.457 0.455 0.470 0.199 0.198 0.185

RESIS: [Thapar et al.’*~*], SGSA: [Joy et al.***?]

Tabla VI.2.b — Problema 1: Tensiones de Malla y de Paso del sistema de electrodos.

La tabla VI.2.b muestra los resultados de las tensiones de malla y de paso
calculadas mediante la formulacién BEM1D, el programa RESIS y el programa
SGSA (Substation Grounding System Analysis), desarrollado por el Electric Power
Research Institute (EPRI) en el marco del proyecto de investigacion EIL-2682
[Joy et al. 98]

Como puede observarse, existe una total coincidencia en los resultados de la
resistencia equivalente (tabla VI.2.a) obtenidos con las distintas técnicas, asi como

diferencias inferiores al 7% en las tensiones de paso y malla (tabla VI.2.b).

3.2 Problema 2

En este segundo ejemplo, se presenta el calculo de una malla de electrodos
cuadrada formada por 24 conductores (figura VI.7) y constituida por 9 submallas

cuadradas elementales de 8 x 8 m? cada una.

Las caracteristicas de este problema son:

e Malla cuadrada de 24 x 24 m?2 con 9 submallas cuadradas elementales en su

interior.
o Numero total de electrodos: 24

o Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
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o Resistividad del suelo: 100 Q2 - m.
e Diametro de los conductores: 14 - 1073 m.

e Profundidad de la malla: 0.5 m.

Fig. VL7 — Problema 2: Malla de electrodos cuadrada de 24 x 24 m? con 9
submallas cuadradas elementales en su interior de 8 x 8 m?.

Las tablas VI.3.a y VI.3.b muestran los valores de la resistencia equivalente y
de las tensiones de malla y de paso calculados con los mismos métodos y férmulas
que los empleados en el problema 1 (BEM1D, RESIS y la férmula de Heppe para
la resistencia equivalente, y BEM1D, RESIS y SGSA en el caso de las tensiones).

RESISTENCIA EQUIVALENTE (Q)

BEM1D RESIS He-79

2.056 2.08 2.06

RESIS: [Thapar et al.****="], He-79: [Heppe **"*~"]

Tabla VI.3.a — Problema 2: Resistencia Equivalente de la malla de electrodos.

Al igual que en el primer ejemplo presentado, podemos observar la gran
concordancia existente entre los resultados obtenidos con las distintas técnicas
y férmulas ensayadas (tablas VI.3.a y VI.3.b), aunque las mallas de electrodos que

se han podido calcular (figuras VI.6 y VI.7) son sencillas, muy regulares y tienen
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TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)

T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
BEM1D RESIS SGSA BEM1D RESIS SGSA
0.287 0.281 0.287 0.145 0.144 0.141

RESIS: [Thapar et al.*®**~*], SGSA: [Joy et al.***?]

Tabla V1.3.b — Problema 2: Tensiones de Malla y de Paso de la malla de electrodos.

pocos conductores, por lo que no pueden considerarse problemas de aplicacién

practica.

A continuacién, presentaremos cuatro ejemplos de problemas que implican el
céleulo de mallas con un nmero mayor de conductores. Como veremos no dejan de
ser ejemplos que podriamos considerar casi académicos, debido a las limitaciones
que tienen las técnicas tradicionales en lo referente a su aplicacién a problemas de
mayor envergadura. Todos los ejemplos han sido extraidos de diversos articulos y
monografias técnicas publicadas recientemente, en las que se exponen los métodos
y férmulas de calculo con los que compararemos los resultados obtenidos mediante
la, formulacién BEM1D.

3.3 Problema 3

En el presente ejemplo se muestran los resultados del célculo de seis mallas
reticulares cuadradas (como la de la figura VI.7), cada una de ellas constituida

por Ny, submallas cuadradas elementales.

Las caracteristicas de los ensayos realizados son las siguientes:
e Nimero total de ensayos (E) : 6.

2

e Malla cuadrada de Lx x Ly m? constituida por Ny, submallas cuadradas

elementales.
e Numero de electrodos en cada ensayo : N,
¢ Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
e Resistividad del suelo: 100 - m.
o Didmetro de los conductores: 10 - 1073 m.

e Profundidad de la malla: 0.5 m.
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En la tabla VI.4.a se resumen los valores de la resistencia equivalente calculados
con la formulacién de elementos de contorno unidimensional BEM1D, el programa
RESIS [Thapar et al. '%1="] y las férmulas de Sverak y Schwarz propuestas por la
guia [ANSI/IEEE Std.80'%*°], que bésicamente son las mismas que se utilizan
en la norma espafiola del “Reglamento de Seguridad en Centrales Eléctricas”
[MIE-RAT 93], As{ mismo, la tabla VI.4.b muestra los resultados de las tensiones
de paso v de malla en cada uno de los casos, obtenidos haciendo uso de las técnicas

y formulas mencionadas.

RESISTENCIA EQUIVALENTE ()

E Ny (Ne) Lx, Ly (m) BEM1D RESIS Svrk Schz
1 4 (12) 20., 20. 2.63 2.63 2.96 2.56
2 16 (40) 20., 20. 2.36 2.37 2.62 2.49
3 4 (12) 40., 40. 1.41 1.41 1.51 1.35
4 16 (40) 40., 40. 1.25 1.25 1.34 1.29
5 64 (144) 40., 40. 1.15 1.15 1.23 1.22
6 16 (40) 60., 60. 0.86 0.86 0.90 0.88

RESIS: [Thapar et al. "' ~"],
Svrk, Schz: férmulas de Sverak y Schwarz [ANSI/TEEE Std.80'%*]

Tabla VI.4.a — Problema 3: Resistencia Equivalente de seis mallas de electrodos cuadra-
das de las dimensiones y caracteristicas que se indican.

Como podemos observar de la tabla VI.4.a, existe una gran coincidencia en los
valores de la resistencia equivalente entre la formulacién BEMI1D y el programa
RESIS. Los resultados proporcionados por las férmulas de la guia IEEFE presentan
diferencias que como méximo son del 8%. No obstante, en la tabla VI.4.b podemos
observar que se producen mayores discrepancias —sobre todo con las férmulas de
la IEEE— en los valores de las tensiones de malla y de paso. Concretamente, las
diferencias en las tensiones de malla se sittian entre el 15-26% por exceso, y en
las tensiones de paso entre un 9-29% por defecto, lo cual significa que el valor
proporcionado por la guia estd del lado de la seguridad en el caso de las tensiones

de malla, en tanto que, en todos los casos, las tensiones de paso obtenidas han sido
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TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)
T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
E BEM1D RESIS IEEE BEM1D RESIS IEEL
1 0.944 0.943 1.098 0.435 0.420 0.356
2 0.565 0.576 0.670 0.367 0.342 0.327
3 0.566 0.564 0.653 0.212 0.206 0.167
4 0.348 0.349 0.411 0.172 0.166 0.143
5 0.219 0.224 0.251 0.148 0.137 0.135
6 0.257 0.255 0.326 0.111 0.107 0.090
RESIS: [Thapar et al.**®*~*], IEEE: [ANSI/IEEE Std.80'%*]

Tabla VI.4.b — Problema 3: Tensiones de Malla y de Paso de las seis mallas de electrodos.

inferiores y por tanto, las férmulas empleadas en su determinacién no garantizan

la seguridad de la instalacién.

3.4 Problema 4

Los tres ejemplos que se han expuesto anteriormente han consistido en el
cilculo de mallas de electrodos de forma cuadrada, constituidas cada una de ellas
por un ntimero variable de conductores. A continuacién, se presentan los resultados
comparativos obtenidos del calculo de los parametros caracteristicos de seis mallas

rectangulares, formadas por Ny, submallas cuadradas elementales.

Aligual que en el ejemplo anterior, la resistencia equivalente (tabla VL.5.a) y las
tensiones de malla y de paso (tabla VI.5.b) se han determinado con la formulacién
de elementos de contorno BEM1D, el programa RESIS y las férmulas propuestas
por la guia IFEE.

Las caracteristicas de los ensayos realizados son las siguientes:

e Ntmero total de ensayos (E) : 6.

2 constituida por Ny, submallas cuadradas

e Malla rectangular de Lx X Ly m
elementales.
o Numero de electrodos en cada ensayo : Ne

¢ Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
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o Resistividad del suelo: 100 Q - m.
e Didmetro de los conductores: 10 - 1073 m.
e Profundidad de la malla: 0.5 m.

RESISTENCIA EQUIVALENTE (Q)

E Ny (N2 Ly, Ly (m) | BEMID | RESIS | Svwik | Schz
1 16 (40) 80., 5. 1.51 1.64 2.53 1.42
2 4 (12) 80.,20. 1.21 1.28 1.47 1.14
3 16 (40) 80.,20. 1.09 1.13 1.33 1.11
4 16 (40) 160.,10. 0.79 0.87 1.29 0.75
5 16 (40) 120.,30. 0.75 0.78 0.89 0.76
6 16 (40) 240.,15. 0.54 0.60 0.87 0.52

Svrk, Schz: férmulas de Sverak y Schwarz [ANSI/IEEE Std.80 '**°]

RESIS: [Thapar et al. ****~"],

Tabla VI.5.a — Problema 4: Resistencia Equivalente de seis mallas rectangulares de las
dimensiones y caracteristicas que se indican.

TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)
T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
E BEM1D RESIS IEEE BEM1D RESIS IEEE
1 0.444 0.476 0.587 0.215 0.257 0.257
2 0.407 0.543 0.615 0.174 0.189 0.203
3 0.251 0.332 0.471 0.144 0.154 0.199
4 0.202 0.290 0.363 0.093 0.125 0.278
5 0.188 0.245 0.297 0.092 0.100 0.126
6 0.134 0.214 0.270 0.058 0.082 0.175
RESIS: [Thapar et al.1**=*], IEEE: [ANSI/IEEE Std.80 "]

Tabla VI.5.b — Problema 4: Tensiones de Malla y de Paso de las seis mallas rectangulares
de electrodos.



- 210 - Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

En estos ejemplos podemos observar (tabla VI.5.a) que relativamente existe
una buena concordancia entre los valores de la resistencia equivalente obtenidos
con la formulacién BEM1D y el programa RESIS, aunque se observan diferencias
algo mayores en el caso de los valores proporcionados por las expresiones de la
gufa IEEE. Sin embargo, como vemos en la tabla VI.5.b se obtienen valores
muy dispares de las tensiones de paso y de malla con las férmulas de la IEEE;
las diferencias (siempre por exceso) se sitian entre el 16-201% y el 51-101%,
respectivamente, lo que significa una caracterizacién de las tensiones de paso y de

malla muy del lado de la seguridad.

3.5 Problema 5

En este ejemplo presentamos los resultados del célculo de seis mallas de
electrodos distintas con forma de L. (como muestra la figura VI.8), constituidas
por N, submallas cuadradas elementales. Las dimensiones de cada una de las

mallas (Bg, Ly, By, Lp) se indican sobre esta figura y en la tabla VI.6.a.

Bg

—

Fig. V1.8 — Problema 5: Geometria de la malla de electrodos.
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Las caracteristicas de los ensayos que se han realizado son:

Nimero total de ensayos (E) : 6.

Malla en forma de L cuyas dimensiones vienen dadas por los pardmetros
Bg, L, Br, Lp, (figura VI.8) formada por Ny, submallas elementales

cuadradas.

Ntdmero de electrodos en cada ensayo : Ng

Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
Resistividad del suelo: 100 €2 - m.

Disdmetro de los conductores: 10 - 1073

Profundidad de la malla: 0.5 m.

Las tablas VI.6.a y V1.6.b resumen los valores de la resistencia equivalente y

las tensiones de malla y de paso obtenidas al aplicar las formulaciones BEM1D, el

programa RESIS y las féormulas propuestas por la IEEE para el calculo de cada

una de las seis mallas de electrodos indicadas.

RESISTENCIA EQUIVALENTE ()

E | Num(Ns) | Bs, Ly, By, Lp (m) | BEMID | RESIS Svik | Schz
1 32 (82) 10., 70., 20., 10. 1.36 1.36 1.77 1.55
2 48 (76) 20., 40., 40., 20. 1.29 1.29 1.43 1.42
3 20 (56) 20., 60.,100., 10. 0.88 0.88 1.16 1.11
4 32 (82) 20.,140., 40., 20. 0.71 0.71 0.90 0.80
5 1 (6) 80.,140.,200., 20. 0.49 0.48 0.53 0.50
6 34 (85) 80.,140.,200., 20. 0.38 0.38 0.44 0.44

RESIS: [Thapar et al. ***'7°],
Svrk, Schz: férmulas de Sverak y Schwarz [ANSI/IEEE Std.80'**]

Tabla VI.6.a — Problema 5: Resistencia Equivalente de seis mallas en forma de L (figura

VI.8) de las dimensiones y caracteristicas que se indican.

Como observamos en la tabla VI.6.a, existe de nuevo una gran coincidencia en

los valores de la resistencia equivalente entre la formulacion BEM1D y el programa

RESIS, mientras que las formulas de la guia IEEFE presentan diferencias que llegan

hasta el 22%. Al igual que en los ejemplos anteriormente presentados, las tensiones



- 212 - Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)
T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
B BEM1D RESIS IEEE BEM1D RESIS IEEE
1 0.318 0.320 0.432 0.201 0.187 0.347
2 0.262 0.266 0.282 0.174 0.162 0.173
3 0.287 0.286 0.396 0.126 0.114 0.173
4 0.193 0.194 0.269 0.094 0.090 0.150
5 0.273 0.271 0.306 0.066 0.066 0.056
6 0.133 0.133 0.164 0.048 0.041 0.052
RESIS: [Thapar et al.***~*] TEEE: [ANSI/IEEE Std.80"%*]

Tabla V1.6.b — Problema 5: Tensiones de Malla y de Paso de las seis mallas de electrodos.

de malla calculadas con las férmulas del JEEE (tabla VI.6.b) discrepan mucho de
las obtenidas con la formulacién BEM1D (entre el 7-40%), asi como también las

tensiones de paso (se observan diferencias entre el 1-73%, por exceso).

3.6 Problema 6

El dltimo de estos ejemplos comparativos que presentamos es el calculo de la
resistencia equivalente y las tensiones de malla y paso de seis mallas de electrodos
distintas con forma de T (figura VI.9), constituidas por Ny, submallas elementales
cuadradas. Las dimensiones de las mallas se indican sobre esta figura y en la tabla

VI.7.a.

Las caracteristicas de los ensayos realizados son:

e Ntmero total de ensayos (E) : 6.

e Malla en forma de T, cuyas dimensiones vienen dadas por los pardmetros
Bg, Lg, L, By (figura VI.9), constituida por N, submallas cuadradas
elementales.

e Numero de electrodos en cada ensayo : N

e Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR): 1 V.
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o Resistividad del suelo: 100 £ - m.
o Diimetro de los conductores: 10 - 1075 m.

o Profundidad de la malla: 0.5 m.

—

By

Fig. V1.9 — Problema 6: Geometria de la malla de electrodos.

Al igual que en los ejemplos anteriores, los pardmetros caracteristicos de
cada malla de electrodos —resistencia equivalente (tabla VI.7.a) y tensiones
de malla y paso (tabla VI.7.b)— se han calculado mediante la formulacién de
elementos de contorno unidimensional desarrollada BEM1D, el programa RESIS

de la Universidad de Montana y las férmulas propuestas en la guia de la IEEE.

En la tabla VI.7.a podemos observar la concordancia de los valores de la
resistencia equivalente obtenidos con la formulacién BEM1D y el programa RESIS.
Las férmulas de la guia IEEE presentan diferencias que, en este caso, llegan hasta el
25%. Las tensiones de malla calculadas con las férmulas IFEE difieren por exceso
de las obtenidas con la formulacién BEM1D entre un 27-59% y las tensiones de
paso entre un 5-66% (tabla V1.7.b). De nuevo, los resultados proporcionados por

la, guia IEEE en estos ejemplos se sitian muy del lado de la seguridad.
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RESISTENCIA EQUIVALENTE ()

E | N, (N.) | Bs,Ls, Ly, By (m) | BEMID | RESIS | Svrk | Schz
1 10 (31) 45., 5., 5., b. 2.40 2.41 3.30 2.58
2 10 (31) 50., 10., 50., 10. 1.31 1.31 1.69 1.59
3 1 (8) | 100., 20., 60., 20. 0.89 0.90 1.05 0.97
4 8 (25) | 100., 20., 60., 20. 0.82 0.82 0.98 0.93
5 8 (25) | 500.,100.,300.,100. 0.19 0.18 0.24 0.25
6 | 40(102) | 100., 20.,100., 20. 0.63 0.63 0.79 0.79

RESIS: [Thapar et al. "' 7°],
Svrk, Schz: férmulas de Sverak y Schwarz [ANSI/IEEE Std.80 '**°]

Tabla VI.7.a — Problema 6: Resistencia Equivalente de seis mallas en forma de T (figura
VI1.9) de las dimensiones y caracteristicas que se indican.

TENSIONES DE MALLA (T.M.) Y TENSIONES DE PASO (T.P.), (V)

T.M. T.M. T.M. T.P. T.P. T.P.
E BEM1D RESIS IEEE BEMI1D RESIS IEEE
1 0.717 0.723 0.923 0.405 0.391 0.674
2 0.450 0.447 0.606 0.196 0.193 0.249
3 0.386 0.385 0.492 0.126 0.127 0.129
4 0.313 0.311 0.412 0.112 0.111 0.118
5 0.085 0.091 0.115 0.021 0.020 0.022
6 0.164 0.197 0.262 0.080 0.077 0.107

RESIS: [Thapar et al.**=*] IEEE: [ANSI/IEEE Std.80""*"]

Tabla VI.7.b — Problema 6: Tensiones de Malla y de Paso de las seis mallas de electrodos.
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3.7 Recapitulacién sobre los ensayos realizados

En los apartados anteriores se han presentado seis ejemplos comparativos
del célculo de distintas mallas de electrodos mediante la formulacién numérica
de elementos de contorno BEMI1D y diversos métodos y féormulas tradicionales
que se recogen en la bibliografia y en la guia IEEE. Las técnicas referenciadas

en los problemas presentados —férmula de Heppe ([Heppe°7°7*])

RESIS ([Thapar et al.'®*'72] [Thapar et al. 1991-P)) v SGSA ([Joy et al.'®%?%)
v las férmulas de Sverak y Schwarz ([ANSI/IEEE Std.80'%*°))— son, a

nuestro juicio, las més importantes y més utilizadas en el andlisis de mallas

, programas

de conductores de tierra. Ademés de estos métodos, merecen destacarse
los estudios de [Kouteynikoff'%8%] [Guven & Sebo!?%], [Joy & Wilson %%,
[Villas et al1%%7] [Meliopoulos et al 2%*%], [Yamashita et al *%], [Machias et al %],

[Kurtovic & Vujevic 199! y [Joy et al1¥%%].

Todos los ejemplos mostrados han sido extraidos de diversos articulos
de revistas del IEEE, y corresponden a los casos de mallas de electrodos
més complicados que se han encontrado en la bibliograffa técnica consultada.
Asimismo, con el fin de evidenciar las diferencias entre los distintos métodos de
cilculo, en los problemas 3, 4, 5 y 6 se han presentado los resultados obtenidos
variando las dimensiones geométricas de las mallas y el ntimero de electrodos de

cada una de ellas.

En general, los métodos tradicionales de cdlculo de electrodos de tierra
unicamente permiten el andlisis de mallas de conductores con geometrias sencillas
(cuadradas o rectangulares) o que estén formadas por submallas cuadradas
elementales. Como se puede observar de los ejemplos anteriores, en todos los
casos se han tratado mallas geométricamente muy regulares dispuestas siempre en

un plano paralelo a la superficie del terreno.

El analisis de los valores de la resistencia equivalente obtenidos para las
distintas mallas calculadas es satisfactorio: tal y como puede verse en las tablas
VI.2.a, VI.3.a, VI.4.a, VI.5.a, VI.6.a y VI.7.a, no existen practicamente diferencias
significativas entre los resultados de la formulacién BEMI1D y los programas
basados en técnicas de célculo matricial (RESIS). Los valores de la resistencia
equivalente obtenidos con las férmulas propuestas por la guia IEEE, en general,
difieren por exceso de los anteriores, lo cual significa que se obtienen disefios de
mallas de electrodos que se encuentran ligeramente sobredimensionadas del lado

de la seguridad mediante la aplicacién de estas férmulas.
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En cuanto a las tensiones de malla y de paso, las conclusiones que podemos
obtener son parecidas a las anteriores. Por una parte existe una buena
concordancia entre los valores que proporcionan la formulacién de elementos de
contorno unidimensional BEM1D y los programas RESIS y SGSA, como podemos
ver en las tablas VI.2.b, V1.3.b, VI.4.b, VL.5.b, V1.6.b y VI.7.b. Sin embargo, los
resultados que se obtienen con las férmulas de la guia JEEE son en todos los casos
bastantes dispares (se han observado diferencias superiores al 200%), e incluso
en uno de los ejemplos se han obtenido valores por defecto, lo que significa una

caracterizacién de la malla de electrodos de lado de la inseguridad.

Como hemos podido comprobar en esta presentacién, las expresiones empiricas
y férmulas analiticas simplificadas de los métodos tradicionales existentes permiten
caracterizar mallas de electrodos de geometrias sencillas. Desde un punto de
vista practico, con estas técnicas es posible estimar el orden de magnitud de los
distintos pardmetros caracteristicos de una malla de conductores de tierra en fases

preliminares del disefio de una instalacion.

Sin embargo, como ya se ha insistido anteriormente las mallas de toma de
tierra en instalaciones eléctricas reales estédn formadas por complicados entramados
de conductores —de diferentes longitudes y didmetros— que se disponen en
cualquier orientacién espacial y a distintas profundidades (por ejemplo, es muy
frecuente el empleo de picas hincadas verticalmente en el terreno). Con las técnicas
tradicionales existentes no es posible analizar de una forma rigurosa y fiable ni
calcular de un modo eficaz, un sistema de tales caracteristicas. A continuacién
presentaremos varios ejemplos de tomas de tierra reales y demostraremos la
viabilidad y eficacia de la formulacién unidimensional de elementos de contorno

que hemos desarrollado.

4. APLICACION DE LA FORMULACION A CASOS REALES

4.1. Subestacién E.R. Barbera

El primero de los ejemplos de aplicacién de la formulacién BEM1D al célculo
de sistemas reales de tomas de tierra que presentamos en esta tesis lo constituye
la malla de electrodos de la subestacién eléctrica E.R. Barberd, situada en una

poblacién cercana a la ciudad de Barcelona.
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El sistema de tomas de tierra de esta subestacién estd formada por 408
electrodos cilindricos rectos de didmetro constante (12.85 mm), constituyendo
una malla paralela a la superficie del terreno, enterrada a una profundidad de
80 ¢cm. No existen electrodos hincados verticalmente en el suelo. El conjunto del
sistema tiene una forma précticamente triangular con una longitud de 140 m y
una anchura de 90 m, cubriendo una superficie de mas de 6500 m?2. La disposicién
de los conductores de esta malla de puesta a tierra se presenta a escala en la
figura VI.10. Como puede observarse casi todos los electrodos tienen diferentes
longitudes y la malla que forman no es completamente ortogonal, dado que existen

barras que entre si se encuentran en disposicién oblicua.

La resistividad escalar aparente del terreno en el que se asienta la subestacion
se estima, en funcién de su composicién principal, en 60 {) - m; por otra parte, su
superficie puede considerarse horizontal, debido a la regularizacion que se realiza
previamente a la instalacién del sistema de tomas de tierra durante el proceso de

construccién de la subestacion.

Teniendo en cuenta las intensidades y tensiones de operacién normales en una
subestacién eléctrica de tamafio medio como la que presentamos, consideraremos
que la derivacién de corriente eléctrica a la toma de tierra produce una
Sobretensién de Tierra de 10 kV en condiciones de fallo [Wildi '%%].

Al igual que en los ejemplos mostrados en el apartado anterior, el modelo
numeérico elegido para la resolucién de este problema ha consistido en una
formulacién de Galerkin de elementos de contorno de densidad de corriente lineal.
El nimero total de elementos de contorno es 408 y el de nodos (que coincide con

el nimero de grados de libertad del modelo) es 238.

La figura VI.11 muestra la distribucién de los niveles de potencial en la
superficie del terreno en el que se encuentra el sistema de tomas de tierra y en las
zonas cercanas al mismo. El drea total sometida a estudio es la de un rectangulo
de 117 m por 186 m, lo que supone una superficie de mas de 21000 m?. (En
este grafico se han dibujado regruesadas las lineas de isopotencial cada 1 kV y los
niveles intermedios correspondientes a intervalos de 0.2 kV). La “tensién de malla”
(T.M.) de este sistema es 1.8 kV en un punto situado en las proximidades de la zona
inferior derecha de la malla. La méxima “tensién de paso” (T.P.) que se produce
en este sistema de tierras es 1.0 kV y tiene lugar a 1 m de distancia del punto
situado en el extremo superior de la malla. Esta tensién de paso es muy elevada y

sumamente peligrosa para cualquier persona que se encuentre transitando por esa
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zona de la instalacién. Como se puede observar en el mapa de lineas de isopotencial
de la figura VI.11, los mayores gradientes se originan en las zonas perimetrales
de la subestacién, en tanto que se produce una importante homogeneizacién de
los niveles de potencial (por tanto las tensiones de paso son considerablemente
inferiores) en las zonas centrales de la malla en las que existe un nimero elevado
de electrodos conductores, como podemos ver en la figura VI.10. En la préctica, las
zonas perimetrales con elevados gradientes de potencial (como son las proximidades
de las vallas y los linderos de la subestacién eléctrica) se aislan especialmente, de
forma que se restringe su acceso directo y se impide el transito de personas o seres

vivos por sus inmediaciones.

Ademés de los niveles de potencial en la superficie del terreno, se ha obtenido
la resistencia equivalente del sistema de tierras (0.315 ) y la intensidad total
de corriente que emana del conjunto de la malla de electrodos (31.8 kA). Desde
el punto de vista de la resistencia equivalente, esta malla de toma de tierra
se considera de calidad “excelente”, dado que su resistencia es inferior a 1.

[Ramirez Vézquez 7).

Este mismo problema se ha calculado aumentando el nimero de elementos
de contorno del modelo numeérico, mediante la subdividisién de cada uno de los
electrodos de la malla. Al nivel del conjunto de la toma de tierra no se han
apreciado diferencias ni en la distribucién de los potenciales en la superfice del
terreno, ni en los valores de la resistencia equivalente e intensidad total de la
malla, por lo que en general, no se considerard necesaria la subdivision adicional

de los conductores que forman la malla de toma de tierra.

Los cédlculos de la toma de tierra de la subestacién E.R. Barberd se han
realizado en un VAX-4300 con 64 Mb de memoria central requiriendo un tiempo
de computacién de 205 segundos. Con las caracteristicas actuales de un ordenador
personal (por ejemplo, un PC-486 de 66 MHz con 16 Mb de memoria), este calculo

se puede efectuar en menos de siete minutos [Casteleiro et al. %%4].

Como puede verse, la formulacién unidimensional de elementos de contorno
propuesta permite caracterizar completamente, y de un modo riguroso y fiable, una
toma de tierra de una instalacién eléctrica con unos requirimientos de computacion
muy aceptables. La incorporacién de esta formulacién en un sistema de disefio
asistido por ordenador permite con toda facilidad la realizacién de calculos mas
detallados en zonas concretas de la malla de electrodos y facilita el disefio de una

toma de tierra real de un modo practicamente interactivo.
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1 Unidad = 10 m
T eaeeaas e

Fig. VI.10 — E.R. Barberd: Malla de electrodos que constituyen el sistema
de tomas de tierra de la subestacion.
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1 Unidad = 10 m

Fig. VI.11 - E.R. Barber4: Distribucién de los niveles de potencial (en kV)
sobre la superficie del terreno. (Se han dibujado las lineas con
incrementos de 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).
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4.2. Subestacién E. Balaidos 11

El segundo ejemplo de aplicacién de la formulacion BEM1D que presentamos
es el calculo del sistema de tomas de tierra de la subestacién E. Balaidos II,

emplazada en la ciudad de Vigo (Pontevedra).

Este sistema de puesta a tierra estd formado por un total de 174 electrodos
cilindricos rectos. De éstos, 107 conductores con un didmetro de 11.28 mm
constituyen una malla paralela a la superficie del terreno, enterrada a una
profundidad de 80 cm. Los restantes 67 electrodos tienen un didmetro de 14.0 mm
y estan hincados en el terreno perpendicularmente a la malla horizontal. FEstas
picas tienen todas la misma longitud (2.5 m) y se encuentran entre la cota —0.8 my

—3.3 m respecto de la superficie del terreno, considerado perfectamente horizontal.

El conjunto del sistema de tierras tiene una forma rectangular con una longitud
de 60 m y una anchura de 80 m, cubriendo una superficie de 4300 m?, tal como
se muestra a escala en la figura VI.12. Como podemos observar, la malla de
tierra que forman los electrodos es ortogonal (en esta figura, las picas se indican
mediante puntos negros). En la figura VI.13 se presenta una vista tridimensional
del conjunto de conductores de la toma de tierra, en la que pueden verse claramente

la disposicién de las barras verticales.

Aligual que en el caso de la subestacién E.R. Barberd analizada anteriormente,
consideraremos que la Sobretensién de Tierra producida durante una derivacién
de corriente a la toma de tierra es 10 kV. Asi mismo, estimamos el valor de la

resistividad escalar aparente del terreno en 60 {2 - m.

Este sistema de toma de tierra se ha resuelto mediante la formulacién BEM1D,
con un modelo numérico basado en el método de Galerkin con elementos de
contorno de densidad de corriente parabdlica. El ndmero total de elementos es
174, el de nodos es 141 y el ntimero total de grados de libertad del modelo es 315
(uno por nodo més uno por elemento dado que se emplean elementos de densidad

de corriente parabdlica).

La figura VI.14 muestra la distribucién de los niveles de potencial en la
superficie del terreno en el que se encuentra la toma de tierra y sus inmediaciones
(la zona total estudiada es un rectdangulo de 121 m por 108 m, lo que supone una

superficie de algo méas de 13000 m?).
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1 Unidad =10 m
|~ e BEE—

Fig. V.12 — E. Balaidos II: Vista en planta de la malla de electrodos del
sistema de tomas de tierra. (Se indica con puntos negros la
situacién de las barras verticales).

Fig. V113 — E. Balaidos II: Vista tridimensional de la malla de electrodos
del sistema de tomas de tierra.
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1 Unidad =10m

Fig. V1.14 — E.R. Balaidos II: Distribucién de los niveles de potencial (en
kV) en la superficie del terreno. (Se han dibujado las lineas
con incrementos de 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).

La figura VI.15 es una vista tridimensional de la distribucién de los niveles
de potencial que se produce en la superficie del terreno cuando tiene lugar una
descarga eléctrica en el sistema de tomas de tierra de la subestacién E. Balaidos
I1. Sobre la misma imagen se ha superpuesto la malla de electrodos con objeto de

facilitar la identificacién de cada zona de la malla.

Como puede observarse de las figuras VI1.14 y VI.15, la zona de la superficie
del terreno protegida por la toma de tierra presenta evidentemente unos niveles

de potencial elevados, aunque con una distribucién considerablemente homogénea.
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Fig. V115 — E.R. Balaidos II: Vista tridimensional de los niveles de
potencial sobre la superficie del terreno.

Obsérvese que, al igual que en la subestacién E.R. Barber4, los mayores gradientes
de potencial en la superficie del terreno se originan en las esquinas de la malla de

clectrodos: la méxima “tensién de paso” (T.P.) que se produce en este sistema es
0.86 kV, v la “tensién de malla” (T.M.) es 2.4 kV.

La caracterizacién de esta puesta a tierra se completa con el cédlculo de su
resistencia equivalente (0.40 ) cuyo valor permite calificar como “excelente” esta
instalacién de tierras, y con la determinacién de la intensidad total que emana del
conjunto de los electrodos (25 kA).

El tiempo de computacién requerido en el cdlculo de esta toma de tierra ha
sido de 95 segundos (en un VAX-4300 con 64 MB de memoria central), lo cual
permite su disefio y caracterizacién de un modo completamente interactivo con los
medios de computacién de que se dispone en la actualidad. A pesar de que en este
ejemplo se han empleado elementos de densidad de corriente de orden mayor que
en el caso anterior, este tiempo es inferior al precisado en el célculo de la malla
E.R. Barberd dado que el modelo tiene un nimero menor de grados de libertad.
Razonablemente, la utilizacién de elementos de densidad de corriente de mayor

orden permite obtener resultados mas precisos, por lo que es recomendable si se



Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas - 225 -

desea realizar los calculos con mayor precisién en zonas concretas de un sistema

de tomas de tierra.

5. EXISTENCIA DE VARIOS SISTEMAS DE TOMAS DE TIERRA

Este tercer ejemplo de aplicacién de la formulacién BEMI1D es un caso ficticio
que nos permitird estudiar los efectos e influencias que pueden originarse entre dos
o més sistemas de tomas de tierra que se encuentren préximos, cuando en uno
de ellos se produce una condicién de fallo y en consecuencia, una derivacién de

corriente al terreno.

Fl estudio que presentamos es el calculo de dos sistemas de tomas de tierra
iguales, separados entre s{ una distancia de 20 m. Como malla de electrodos hemos
tomado la misma del sistema de tierras de la subestaciéon E. Balaidos II presentada
en el subapartado anterior, formada por 107 conductores cilindricos rectos, de un
didmetro igual a 11.28 mm, y 67 picas de una longitud de 2.5 m y un diametro de
14.0 mm. Las dos mallas estdn enterradas a 80 cm de la superficie del terreno. La
figura VI.16 muestra a escala una vista en planta de las dos mallas de electrodos
y en la misma se indica con puntos negros la situacién de las picas. El area total
considerada (32000 m2) es la de un rectdngulo que contiene las dos instalaciones
de toma de tierra y sus alrededores con una longitud de 200 m y una anchura de
160 m.

Por otra parte, consideraremos que la Sobretensién de Tierra que se produce
durante una derivacién de corriente a la puesta a tierra en condiciones de fallo

es 10 kV. Asi mismo, estimamos la resistividad escalar aparente del terreno en

60 Q2 - m.

Este sistema de tierras se ha calculado mediante la formulacién BEM1D,
haciendo uso de un modelo numérico basado en el método de Galerkin con
elementos de contorno de densidad de corriente lineal. Por tanto, el nimero total
de elementos de la modelizacién es 348 y el de nodos, que coincide con el ntdmero
de grados de libertad, es 282.
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1 Unidad = 10 m
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Fig. V1.16 — Existencia de dos tomas de tierra: Vista en planta de las
mallas de electrodos de los dos sistemas de tierras separados
entre si una distancia de 20 m. (Se indican con puntos negros
la situacién de las barras verticales).



)

Fig. V1.17 — Existencia de dos tomas de tierra: Lineas de isopotencial (kV)
sobre la superficie del terreno cuando se produce una descarga
en una malla y las dos tierras estdn conectadas entre si. (Se
han dibujado lineas cada 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).
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5.1. Conexién eléctrica de las dos mallas

En primer lugar, consideraremos el sistema de tierras formado por las dos
mallas conectadas entre si mediante un conductor aislado, de modo que ambas
adquieren en el momento de la descarga la misma sobretensién de tierra (desde
el punto de vista de la disipacién de corriente, el sistema se comporta como s
hubiera una Gnica malla de electrodos). La distribucién de los niveles de potencial
en la superficie del terreno cuando se produce una derivacién de corriente en un

punto del sistema de tierras se muestra en la figura VL.17.

La resistencia equivalente de este sistema es 0.26 (2, inferior al ejemplo de E.
Balaidos II del apartado anterior —que presentaba una resistencia de 0.40 {)—
ya que ahora el conjunto de electrodos que disipan corriente es considerablemente
mayor, y la intensidad total que fluye al terreno es 38.5 kA. Las “tensiones de paso”
(T.P.) y “de malla” (T.M.) varfan muy poco respecto al ejemplo de E. Balaidos II
y son 0.840 kV y 2.2 kV respectivamente.

5.2. Desconexidén eléctrica de las dos mallas

Consideremos, a continuacién, el sistema de tierras formado unicamente por
una de las dos mallas de electrodos de la figura VI.16, de modo que no se establece
unién eléctrica directa entre las dos mallas. Denominaremos “malla activa” a la
que estd conectada a la instalacién eléctrica en fallo y adquiere la sobretensién de
tierra en el momento de la descarga, y a través de la cual se produce la derivacién
y disipacién de la corriente de falta en el terreno. La pregunta que inmediatamente
podemos formularnos es: jafecta de algin modo a la distribucion de la corriente en
el terreno, la presencia de un sistema conductor (como es otra malla de electrodos)
en las proximidades de una malla de tierra activa?, o lo que es lo mismo, jpuede
ignorarse este segundo sistema cuando se estudia el fenémeno de la disipacién en

la malla de electrodos activa?

Tal y como se ha indicado, el sistema de tomas de tierra “activo” adquiere un
valor del potencial igual a la sobretensién de tierra cuando tiene lugar una descarga.
Sin embargo, la existencia de un sistema conductor préximo a esta malla activa
origina una distribucién de la corriente en el terreno distinta, aunque no haya
conexiéon eléctrica entre ambas, dado que las propiedades conductoras del terreno
cambian de una forma importante en la zona del mismo ocupada por la malla de
electrodos en la que no se produce descarga eléctrica (“malla pasiva”). Al tratarse

de un sistema muy conductor (una de las hipdtesis de la descripcién del fendmeno



Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas - 229 -

fisico es que los electrodos son conductores perfectos, como ya comentamos en
capitulos anteriores), esta segunda malla adquirird un mismo valor del potencial
(inferior a la sobretensién de tierra) creando un efecto de homogeneizacién de la

distribucién del potencial en las inmediaciones de la malla pasiva.

Con objeto de verificar estas aseveraciones calcularemos el sistema de tomas
de tierra de la malla activa en dos casos: a) si no existe una segunda malla de
electrodos cercana a la primera, y b) si existe una malla conductora préxima a la

activa, pero sin conexién eléctrica directa entre ambas.

El primer caso es exactamente el mismo ejemplo de la subestacion E. Balaidos
I1. Sin embargo, la distribucién de potenciales en la superficie del terreno se ha
recalculado para poder comparar dicha distribucién en la misma area sometida a
estudio. El resultado se muestra en la figura VI.18. La resistencia equivalente del
sistema es 0.40 ©, la intensidad total 25 kA, la “tensién de paso” (T.P.) 0.86 kV
v la “tensién de malla” (T.M.) es 2.4 kV.

El caso b) es més complicado de calcular dado que inicialmente la malla activa
adquiere una sobretensién de tierra fija y conocida (10 kV), pero en la malla pasiva
—que también adquiere un valor del potencial constante— éste es desconocido. El
analisis de este tipo de problemas en el que existen varias mallas de toma de tierra
desconectadas entre si, puede realizarse por superposicién de estados elementales
(véase capitulo IT). Los mas sencillos son aquellos casos en los que unicamente
haya dos mallas de puesta a tierra. El estado final es el siguiente: la malla activa
con una sobretensién de tierra igual a 10 kV y la malla pasiva con una sobretensién
desconocida (igual a una fraccién A del aumento de tensién de la malla activa).
Los dos estados elementales en que se puede descomponer éste son: estado 1) la
malla activa con una sobretensién de tierra igual a 1 V y la malla pasiva a 0 V;
estado 2) la malla activa con una sobretensién de tierra igual a 0 V y la malla
pasiva a 1 V. Dado que en los dos estados elementales se conocen las sobretensiones
de tierra, las intensidades totales que fluyen por unidad de voltaje de cada una de
las mallas (A: activa, P: pasiva) pueden determinarse mediante la formulacion de
elementos de contorno desarrollada en cada estado elemental (1 y 2): 2a1, 2A2, tP1
e ipy. El estado final se obtiene de la suma de los estados elementales, ponderando
el estado 1) por 104 y el estado 2) por el factor 10%\. Finalmente, este valor \ y

la intensidad total que fluye del sistema de tierras () se obtienen sin mas que
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imponer que la descarga eléctrica se produce en la malla activa y, por tanto,
I = 10%ia1 + 10" Xiag
0 = 10%ip; + 10% Nips.

Aplicando la formulacién BEM1D en el célculo de los dos estados elementales en
que se descompone el estado final de la derivacién de corriente eléctrica a través
de las mallas de tierra desconectadas de la figura VI.16, se obtienen los siguientes

resultados:
e Sobretensién de tierra de la malla activa: 10 kV.
e Sobretensién de tierra de la malla pasiva: 3.1 kV.
e Intensidad total que fluye del sistema de electrodos de tierra: 25.2 kA.
e Resistencia equivalente del sistema: 0.396 Q.
Tensién de Paso (T.P.) : 0.95 kV.
o Tensién de Malla (T.M.): 2.5 kV.

Fs de destacar que la resistencia equivalente y la intensidad total que fluye
(0.396 © y 25.2 kA) practicamente son iguales a los del caso en que tinicamente
hay una malla de conductores (0.40  y 25.0 kA), dado que la derivacién de

corriente eléctrica se produce en una sola toma de tierra.

La figura VI.19 muestra la distribucién de los niveles de potencial en la
superficie del terreno en el que se encuentran las dos mallas y en las zonas
adyacentes. Tal y como preveiamos, la presencia de una malla pasiva origina
una homogeneizacién de los valores del potencial en la superficie del terreno. Sin
embargo, si se comparan las figuras VI.18 y VI.19 pueden observarse también
zonas de gradientes de potencial mucho mayores en determinadas regiones del
terreno donde no eran esperados: en el ejemplo de la figura VI.19 la maxima
tensién de paso que se produce en la regién de la superficie del terreno sobre la
malla pasiva es 0.165 kV, frente a la tensién de paso de 0.016 kV que se produce
en el mismo punto en ausencia de la malla no conectada (figura VI.18). Si tal
y como hemos visto en los capitulos anteriores, consideramos que la resistencia
eléctrica del cuerpo humano es 1,000 Q, esta tensién de paso de 165 V originaria
una circulacién de corriente por el cuerpo de una persona que se encontrase en
ese punto igual a 0.165 A. Como se recordaréd (capitulo IT), esta intensidad de
corriente es sumamente peligrosa, dado que para valores superiores a 0.100 A

existe un riesgo potencialmente elevado de que la persona sufra un paro cardiaco

[ANSI/IEEE Std.80'%%¢].
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Fig. VL.18 — Existencia de dos tomas de tierra: Lineas de isopotencial (kV)
sobre la superficie del terreno cuando se produce una descarga
y solamente existe un sistema de tomas de tierra. (Se han
dibujado lineas cada 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).
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1 Unidad = 10 m
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Fig. V1.19 — Existencia de dos tomas de tierra: Lineas de isopotencial (kV)
sobre la superficie del terreno cuando se produce una descarga
en una malla y no existe conexién entre las dos tomas de tierra.

(Se han dibujado lineas cada 0.2 kV y, en negrita, cada 1 kV).
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En resumen, la presencia de un sistema de conductores no conectado a una
malla de toma de tierra en condiciones de fallo no modifica sustancialmente la
resistencia equivalente de la malla, ni la intensidad total que fluye de ésta hacia el
terreno ni tampoco la “tensién de malla”. Esta misma conclusién ya la obtuvimos
en el capitulo IT al explicar el funcionamiento de una toma de tierra en el caso de un
contacto accidental de una persona con una parte de una instalacién en fallo (como
vimos, la resistencia equivalente de un sistema de tomas de tierra no se modifica de
forma, significativa con la presencia de una persona o cualquier elemento conductor
préximo). Sin embargo, la existencia de tomas de tierra no conectadas afecta de
una forma importante a la distribucién de los niveles de potencial en la superficie
del terreno, generdndose gradientes de potencial que pueden ser muy importantes
en determinadas zonas de la superficie del terreno, donde en un principio no se

prevelan.

Tal y como se ha puesto de manifiesto con este ejemplo, el estudio de la
conexién o no-conexién eléctrica entre si de tomas de tierra es fundamental
si éstas se encuentran préximas, debido a las graves consecuencias que puede
originar el efecto de homogeneizacién de los niveles de potencial en la superficie
del terreno. Este efecto puede tener mucha importancia en las inmediaciones
de las instalaciones eléctricas con grandes tomas de tierra en las que se opera
con intensidades de corriente elevadas, por la existencia de otros elementos muy
conductores tales como cercas metalicas, tuberias, canalizaciones subterraneas,
railes, etc. que acttian como “mallas pasivas” y modifican la distribucién de los

niveles de potencial en la superficie del terreno.

6. DISCRETIZACION Y ELECCION DEL TIPO DE ELEMENTO
EN PROBLEMAS REALES

En cuanto a la discretizacién de un problema real de toma de tierra y a
la eleccién del tipo de elemento del modelo numérico, podemos resumir en los
siguientes puntos la experiencia acumulada durante la realizaciéon de esta tesis

doctoral.

En primera aproximacién, parece razonable para los fines practicos discretizar
una malla de tierra utilizando un elemento de densidad de corriente constante por
electrodo. Esta discretizacién puede ser insuficiente si la relacién entre el radio a de
los electrodos y la longitud L de los elementos es relativamente pequefia (digamos,

a/L << 10_3), y en casos extremos podrian obtenerse resultados evidentemente
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erréneos, tales como potenciales negativos o superiores a la Sobretensién de
Tierra en puntos de la superficie del terreno. Para evitar efectos andémalos y
obtener resultados satifactorios es recomendable subdividir los electrodos hasta
lograr que la relacién radio/longitud de los elementos sea adecuada (por ejemplo,
a/L ~ 1073).

Si se desea obtener resultados con elevada precision, la estrategia mas razonable
parece ser utilizar elementos de densidad de corriente parabdlica, antes de recurrir
a subdividir nuevamente los elementos. En todo caso, es importante tener en
cuenta que subdividir en exceso podria conducir a relaciones radio/longitud de
los elementos excesivamente elevadas (digamos, a/L > 1072) para las cuales las
aproximaciones realizadas en el modelo introducen errores de truncamiento de
importancia creciente a medida que la longitud del elemento se aproxima al orden

de magnitud del radio de los electrodos.

Por todo ello, y con caracter general, tal vez la mejor estrategia consista en
utilizar inicialmente un elemento de densidad de corriente lineal por electrodo,
subdividiendo los elementos si es necesario hasta que su relacién radio/longitud sea
adecuada. Si se desea obtener resultados mas precisos, una alternativa razonable
es mantener la misma discretizacién y utilizar elementos de densidad de corriente
parabdlica. En todo caso se podria subdividir de nuevo los elementos si se requiere

aumentar la precision.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES Y LfNEAS’
FUTURAS DE INVESTIGACION

Los cientificos estudian la naturaleza no porque sea util, sino
porque encuentran placer en ello, y encuentran placer porque
es hermosa. Si no lo fuera, no mereceria la pena conocerla,
y st la naturaleza no mereciera la pena, la vida tampoco.
No me refiero, claro estd, a la hermosura que estimula los
sentidos sino a esa hermosura mds profunda que emana del
orden armonioso de las partes, susceptible de ser captada

por una inteligencia pura. (H. Poincaré, 185/-1912)

1. CONCLUSIONES

Tradicionalmente, los estudios sobre el cdlculo de tomas de tierra se han
planteado con el fin de obtener férmulas sencillas y répidas que permitan
la estimacién de los principales parametros caracteristicos de este tipo de
instalaciones. En la mayor parte de los casos, estas técnicas y férmulas
tradicionales, obtenidas frecuentemente a partir de mediciones experimentales en
modelos de laboratorio, han sido el resultado de la experiencia acumulada por los

técnicos y profesionales que han trabajado en su proyecto y diseno.

Desde mediados de los afos setenta se han desarrollado nuevos métodos,
propiciados por el importante avance de la microinformatica, que se han
materializado en programas de ordenador cuyo objetivo es el célculo de las mallas
de conductores que conforman una toma de tierra. Todos los programas de
aplicacién practica estdn basados en la utilizacién directa de férmulas intuitivas y
expresiones empiricas tradicionales, o en técnicas de célculo matricial que intentan

ponderar el efecto de los segmentos en que se subdividen los electrodos de la toma
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de tierra, a partir de algunas hipétesis bésicas y simplificaciones poco justificadas,

cuando no cuestionables.

Estas féormulas intuitivas y métodos de célculo tradicionales han resultado ser
insuficientes para el andlisis de tomas de tierra de instalaciones eléctricas reales. En
muchos casos, los errores derivados de la aplicacién de estas técnicas son evidentes e
inadmisibles, y en general la insuficiente fundamentacién teérica de estos métodos
impide realizar un estudio minimamente riguroso de las posibles fuentes de error,

asi como garantizar la validez de los resultados obtenidos.

En este estudio se ha desarrollado una formulacién general para el célculo y
disefio asistido por ordenador de tomas de tierra, aplicable a un amplio rango de
instalaciones eléctricas reales. En la préctica, estos sistemas de puesta a tierra
consisten en entramados de conductores cilindricos rectos con distintas longitudes
v didmetros, situados en cualquier disposicién espacial y que se entierran a partir

de una determinada profundidad bajo la superficie del terreno.

El desarrollo de esta formulacién general se ha realizado de la siguiente forma:

e Se ha efectuado un andlisis riguroso del funcionamiento de un sistema de
toma de tierra como elemento que deriva al terreno la corriente eléctrica en
condiciones de fallo. En primer lugar se han revisado los distintos tipos de
toma de tierra, su funcionalidad y los pardmetros y magnitudes empleados
en su caracterizacién; en segundo lugar se ha estudiado detalladamente
el funcionamiento de una toma de tierra cuando se produce un contacto
accidental de una persona con una parte de una instalaciéon puesta bajo
tensién debido a un cortocircuito. Como resultado de este estudio se
ha podido identificar claramente tanto la naturaleza del fenémeno fisico
subyacente como las hipétesis fundamentales de trabajo y los distintos
parametros que definen un sistema de toma de tierra desde el punto de
vista de la seguridad. Todo ello nos permite concluir que el analisis de una
instalacién de toma de tierra puede centrarse exclusivamente en la disipacién
de corriente en el terreno, sin que sea preciso contemplar a prior: todos los

posibles tipos y modos de contacto accidental que se pueden producir.

o A partir de la ecuaciones generales del electromagnetismo se ha desarrollado
un modelo matemaético de la disipacién de corriente eléctrica en el terreno.
La introduccién razonada de una serie de hipdtesis, plenamente justificadas

si se tienen en cuenta las caracteristicas de los sistemas de puesta a tierra en
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la practica, nos ha permitido reescribir el modelo en términos de un problema
exterior de Dirichlet, cuya resolucién completa deberia permitir el analisis de
cualquier sistema de toma de tierra, y determinar todos los parametros que

se emplean en su caracterizacion.

Se ha estudiado la resolucién de este problema en el marco general de la
Teoria del Potencial. Debido a que las caracteristicas propias de los sistemas
de toma de tierra en la practica (el dominio semiinfinito en el que se produce
la. disipacién de corriente y la complejidad del entramado que constituye
la malla de tierra) imposibilitan la resolucién directa de este problema, se
ha replanteado en términos de una ecuacién integral lineal de primera clase
definida sobre el contorno de los electrodos que forman la toma de tierra.
As{ mismo, se ha puesto de manifiesto que la resolucién de esta ecuacion
integral permitiria realizar el andlisis y determinar todos los parametros y

magnitudes que definen un sistema de toma de tierra.

Expresado el modelo matematico en términos de una ecuacién integral
definida sobre el contorno de los conductores de la toma de tierra, y una vez
analizadas las diferentes alternativas, la mejor estrategia para el desarrollo de
una formulacién numérica eficaz en el tratamiento de este tipo de problemas

parece ser el Método de Elementos de Contorno.

Para ello, se ha planteado una formulacién variacional débil de la ecuacién
integral. La discretizacién de la superficie de los electrodos en elementos
de contorno bidimensionales permite reducir el problema a la resolucién de
un sistema algebraico de ecuaciones lineales. No obstante, el elevado coste
computacional involucrado en el célculo de cada uno de los elementos de
la matriz de coeficientes (que requiere integrar dos veces sobre la superficie
de todos los electrodos de la toma de tierra) obliga a realizar forzosamente

simplificaciones adicionales en el modelo.

En este sentido, y teniendo en cuenta las particulares caracteristicas
geométricas de los sistemas reales de toma de tierra (mallas de electrodos
cilindricos de gran longitud en relacién con su didmetro), se justifica la
introduccién de una nueva aproximacién en el modelo numérico: considerar
que la densidad de corriente que emana de la seccién transversal de un
clectrodo es uniforme circunferencialmente. Asi, las ecuaciones del modelo

se pueden expresar en términos de integrales de linea definidas sobre
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los ejes de los electrodos. La discretizacién de éstos en elementos de
contorno unidimensionales permite obtener un sistema de ecuaciones lineales,
cuyos coeficientes matriciales se calculan ahora integrando dos veces sobre
la. linea de los ejes de los conductores y dos veces circunferencialmente
en cada seccién. En comparacién con la formulacién bidimensional de
elementos de contorno, en esta formulacién unidimensional el volumen
de trabajo computacional es drasticamente menor. Sin embargo, debido
fundamentalmente al coste de la integracién circunferencial, es necesario
introducir ciertas simplificaciones adicionales para reducir los tiempos de

calculo bajo niveles aceptables.

e A pesar de estas simplificaciones, el cdlculo de las restantes integrales no es
obvio. Debido al malcondicionamiento de las funciones subintegrando no es
posible utilizar las técnicas habituales de integraciéon numérica, que arrojan
resultados muy imprecisos a menos que se recurra a cuadraturas de coste
inadmisible. Por todo ello se ha desarrollado una formulacién completamente
analitica para el célculo de todas las integrales que intervienen en la
discretizacién en elementos de contorno unidimensionales. Este proceso se

ha realizado en dos fases:

— En primer lugar se han obtenido las expresiones analiticas del potencial
generado por un electrodo cilindrico en un punto cualquiera del
espacio. Las férmulas resultantes inicamente dependen de los parametros
geométricos del electrodo, de las coordenadas del punto y de la resistividad

eléctrica del terreno.

— A continuacién se han obtenido las expresiones analiticas para el célculo de
los coeficientes de la matriz del sistema de ecuaciones lineales, que pueden
interpretarse fisicamente como los valores ponderados de los potenciales
inducidos por cada uno de los electrodos sobre cualquier electrodo de
la malla. Las expresiones finales solamente dependen de los pardmetros

geométricos de ambos electrodos y de la resistividad eléctrica del terreno.

Las expresiones analiticas correspondientes a los coeficientes del sistema
de ecuaciones lineales se han desarrollado de forma que su evaluacién sea
recursiva, con el objetivo de automatizar el calculo y optimizar el nimero de
operaciones requeridas cuando se incorpora esta formulacién a un programa

de ordenador.
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¢ Finalmente, la seleccién de distintos tipos de funciones de prueba y de
test en la formulacién unidimensional de elementos de contorno conduce a
formulaciones especificas (por ejemplo Colocacién Puntual o de Galerkin) en
las que los métodos intuitivos y técnicas tradicionales se pueden identificar
como casos particulares. Asi, las dificultades encontradas con la aplicacion
de estos métodos por diversos investigadores se pueden explicar ahora desde
un punto de vista matematicamente riguroso; estos problemas son debidos a
la pérdida de validez de las simplificaciones realizadas para reducir el coste
de la integracién circunferencial, que no son satisfactorias cuando el tamartio
de los elementos en la discretizacién es comparable al radio de los electrodos

cilindricos.

La formulacién numérica propuesta se ha implementado en un sistema de
disefio asistido por ordenador para el célculo y disefio de tomas de ftierra en
instalaciones eléctricas, con el que se han resuelto varios ejemplos de aplicacion,

de cuyo anélisis podemos concluir que:

e La formulacién numérica es valida y proporciona resultados suficientemente
precisos para los fines practicos, sin que sea necesario recurrir a
discretizaciones muy finas, y por tanto muy costosas, para las que
eventualmente las simplificaciones realizadas pierden validez a medida que el

tamafio de los elementos se hace comparable al radio de los electrodos.

e En todo caso, la formulacién numérica permite obtener resultados méas
precisos mediante la utilizacién de elementos de densidad de corriente de
orden superior, sin que sea necesario aumentar indefinidamente el nimero de

elementos.

e La formulacién numérica propuesta constituye una metodologia que —
por primera vez— permite obtener resultados de gran precisién en
el analisis de tomas de tierra de subestaciones eléctricas de tamano
medio/grande, préacticamente en tiempo real y utilizando un ordenador
personal convencional (PC-486) de bajo coste y amplia disponibilidad en
el momento en que se presenta esta tesis doctoral. Obviamente, los
requerimientos de célculo aumentan en el caso de instalaciones de mayor
tamafio, para cuyo estudio seria preciso utilizar ordenadores mas potentes,
aunque siempre dentro de unos limites computacionales y costes operativos

razonables. Con el avance de la tecnologia informética en los proximos anos se
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podréan resolver —sin duda— problemas mucho mayores, siempre utilizando
la. formulacién numérica propuesta, aunque probablemente replanteando la
) P

organizacion de los céalculos.

e Los resultados obtenidos mediante la formulacién numérica desarrollada y
otros métodos, técnicas tradicionales y férmulas de la guia IEEE y de la
norma espafiola coinciden en el orden de magnitud en los casos de mallas de
electrodos con pocos conductores y geometrias muy sencillas. En mallas mas
complicadas se ha observado que los resultados proporcionados por la guia
IEEE y la norma espafola son notablemente conservadores dando lugar a
valores caracteristicos de las tomas de tierra muy del lado de la seguridad. Sin
ninguna duda, la existencia de esta nueva herramienta de célculo que se pone
a disposicién de los técnicos especialistas, permitird tomar decisiones mas

racionales en el disefio de instalaciones mas seguras, y con costes menores.

2. LINEAS DE INVESTIGACION ABIERTAS

A partir de la realizacién de esta tesis doctoral se han abierto nuevas lineas de

investigacién, entre las que destacamos las siguientes:

e Desde el punto de vista de la generalizacién de la formulacién numérica
propuesta, consideramos prioritario contemplar el calculo de sistemas de
tomas de tierra con modelos de terreno de varias capas. Aunque este reto
estd formalmente resuelto mediante la aplicacién del método de las imagenes,
parece razonable investigar hasta qué punto es posible reducir el coste
computacional que ello conlleva. En la misma linea consideramos importante
estudiar la forma de relajar la hipétesis de superficie del terreno horizontal,
para poder analizar problemas tales como la influencia de la proximidad
de un terraplén en el comportamiento de una toma de tierra. Y -—aunque
presumiblemente el analisis involucrard una extraordinaria dificultad— tal
vez la introduccién de una componente estocdstica en la modelizaciéon del

suelo sea la linea més fructifera a largo plazo.

e En la actualidad, se dispone de férmulas muy aproximadas (guia IEEE) para
la, estimacién de los valores méximos de pardmetros fundamentales en la
evaluacién de la seguridad de una instalacién (como por ejemplo, la tension

de paso y la tensién de contacto), sin que sea posible conocer las zonas de
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mayor peligrosidad de ésta. Por ello, consideramos importante el desarrollo
—a partir de la formulacién propuesta— de una metodologia que permita
determinar automaticamente estos pardmetros, con el fin de disponer de una
herramienta de céalculo que posibilite la localizacién rapida de las zonas de
una instalacién de toma de tierra en que se producen las circunstancias de

riesgo mas desfavorables.

En todo caso, y una vez establecido formalmente un método de célculo
satisfactorio, parece razonable abordar el andlisis de sensibilidad de los
resultados obtenidos respecto a los datos, con el objetivo de plantear y

resolver los problemas de estimacién de pardmetros y optimizacién de disetio.

Y por tltimo, y todavia desde el punto de vista de la completitud del modelo,
consideramos importante estudiar la incorporacién de otros posibles efectos
acoplados a la disipacién de corriente eléctrica en un terreno (por ejemplo, la
corrosién de los electrodos que forman la malla de la toma de tierra), de modo
que sea posible cuantificar la disminucién de la eficacia de la instalacién a lo

largo del tiempo, y a ser posible evitarla.

En otro orden de cosas, y desde el punto de vista del disefio de este tipo
de instalaciones, es evidente que la presentacién de esta formulacién deberia
promover, con caracter inmediato, el andlisis por parte de los especialistas de
los numerosos problemas abiertos y sobre los que se ha trabajado hasta este
momento con conjeturas, tales como la conveniencia de conectar o no conectar
eléctricamente a la toma de tierra los elementos conductores enterrados en el
suelo y situados en sus inmediaciones, vallas perimetrales, etc. Este andlisis
podria tener importantes repercusiones en el desarrollo de otros sistemas de
proteccién complementarios a los existentes, por las posibles ventajas que
conlleva la homogeneizacién de los niveles de potencial en la superficie del

terreno.
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