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RESUMEN

La puesta a tierra de una instalacién eléctrica es imprescindible para garantizar
su seguridad. Sin embargo, a pesar de su gran importancia y del elevado coste que
tiene —sobre todo en las grandes instalaciones industriales, centrales productoras
y subestaciones transformadoras de energia eléctrica—, su comportamiento en
condiciones de fallo, su andlisis y su disefio constituyen aspectos relativamente
poco conocidos en el d&mbito del uso controlado de la electricidad.

En esta tesis doctoral se presenta una formulacién numérica general para el
cdleculo y el disefio asistido por ordenador de tomas de tierra en instalaciones
eléctricas. En primer lugar, se identifica la naturaleza de los fenémenos fisicos
subyacentes en la disipacién de corriente eléctrica en un terreno a través de
una puesta a tierra, y se realiza el andlisis detallado del funcionamiento de
estos sistemas en condiciones de fallo. Asi mismo, se discuten los pardmetros
y magnitudes que deben de calcularse para caracterizar una toma de tierra y
se identifican con los utilizados en la practica. A continuacién se desarrolla un
modelo matemético a partir de las ecuaciones generales que rigen los fenémenos
electromagnéticos, se introducen razonadamente distintas hipétesis simplificativas
atendiendo a las caracteristicas especificas del tipo de problemas que se desea
resolver, y se analiza la viabilidad de la resolucién directa de las ecuaciones
obtenidas.

Con el fin de desarrollar una formulacién numérica viable y eficaz, se reescribe
el modelo matematico en términos de una ecuacién integral lineal de primera clase,
explorando las distintas estrategias para su tratamiento efectivo en problemas
reales de tomas de tierra. El modelo numérico se desarrolla partiendo de
una formulacién variacional de la ecuacién integral y aplicando el Método de
Elementos de Contorno. Debido al elevado coste computacional que implica esta
formulacién es imprescindible introducir algunas simplificaciones importantes, ast
como desarrollar completamente una técnica de integracién analitica especifica de
gran eficacia.

Finalmente, la formulacién numérica obtenida se incorpora a un sistema
de disefio asistido por ordenador de tomas de tierra, mediante el cual se
resuelven diversos problemas de aplicacién, se contrasta la validez de los resultados
obtenidos, y se evidencia la viabilidad y eficacia de esta técnica como herramienta
de célculo en el disefio y proyecto de instalaciones de puesta a tierra.
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CAPITULO I

INTRODUCCION

Una ciencia estd formada por hechos, como una casa estd construida
de piedras; pero una coleccion de hechos no es una ciencia, como

un montén de piedras no es una casa. (H. Poincaré, 1854-1912)

1. ANTECEDENTES

El espectacular aumento de la demanda energética en los paises desarrollados
desde finales del siglo pasado, ha ido acompafiado del disefio y construccién de
grandes centrales productoras y transformadoras de energfa, que en la mayor parte
de los casos —7y con independencia de la fuente empleada— tienen la finalidad de

producir electricidad.

Un aspecto esencial a tener en cuenta en las instalaciones eléctricas —y en
particular en las centrales eléctricas, subestaciones y centros de transformacion
que operan con intensidades de corriente elevadas— es la seguridad, que entendida
en su sentido més amplio incluye no solamente la proteccién de las personas que
se encuentren en las inmediaciones de la instalacién sometida a tension, con la que
pueden sufrir un contacto accidental, sino también la integridad de los equipos y
de su funcionalidad cuando se produce una situacién de fallo, y el mantenimiento

de la regularidad del suministro eléctrico en la medida de lo posible.

Los “sistemnas de puesta a tierra”, “tomas de tierra” o simplemente “tierras”
son los dispositivos que se establecen con los objetivos de limitar la tensién a
la que pueden estar sometidos los equipos en una situacién de fallo, asegurar el
correcto funcionamiento de los mecanismos activos de proteccién (por ejemplo,
los interruptores automéaticos) e intentar evitar o minimizar las averias que
eventualmente puedan producirse. Desde el punto de vista funcional, las puestas

a tierra actian como elementos derivadores de la corriente eléctrica producida
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durante un cortocircuito o un fallo en el aislamiento para su disipacién en el
interior del terreno. Y en general, las tomas de tierra de la mayor parte de
las instalaciones eléctricas de corriente alterna estdn formadas por conductores
cilindricos, que conforman una malla de electrodos enterrada a una profundidad

minima de cincuenta centimetros.

Los primeros estudios sobre la conduccion de la corriente eléctrica en el terreno
datan de finales del siglo pasado, aunque estaban orientados a la determinacion
de sus propiedades eléctricas —en particular la resistividad— y se planteaban
con fines muy distintos a los de esta tesis doctoral: principalmente la obtencién
de informacién sobre la composicién de un subsuelo o la localizacién de objetos
enterrados. De hecho, hasta mediados de los afios treinta no se publicaron articulos
ni otros trabajos cientificos sobre la derivacién de corriente eléctrica a través de
una instalacién de toma de tierra, ni se realizaron estudios con el objetivo de

disefiar y analizar el comportamiento de este tipo de sistemas.

Durante la década de los cuarenta, se realizaron en Estados Unidos un ntimero
importante de ensayos experimentales sobre los efectos del paso de la corriente
en seres humanos, con el objetivo de determinar las caracteristicas eléctricas del
cuerpo y las magnitudes méximas tolerables, y se publicaron varios estudios sobre
la disipacién de la corriente en el terreno y los factores que influyen en este
fenémeno. A partir de los resultados de algunos de estos trabajos se elaboraron
férmulas y recomendaciones para la determinacion o la estimacién de la resistencia
de los electrodos que constituyen la toma de tierra, las tensiones maximas que se
producen, o los gradientes de potencial originados en la superficie del terreno
cuando tiene lugar una descarga eléctrica en la instalacién de tierra. De la
recopilacién de las principales conclusiones de estos primeros estudios y de las
técnicas utilizadas en la practica, surgié en 1954 un primer documento que contenia
un conjunto de normas, especificaciones minimas y recomendaciones a tener en

cuenta en el momento de disenar un sistema de tomas de tierra.

A principios de los afios sesenta se publicd en Estados Unidos la primera guia
para el cilculo y disenio de sistemas de puestas a tierra de instalaciones eléctricas,
constituyendo una referencia obligada para la mayoria de las normativas que fueron
surgiendo en los demés paises del mundo. Posteriores ediciones de esta guia han
ido incorporando las sucesivas novedades y mejoras de las técnicas y férmulas
propuestas en el documento original, incluyendo ademés la recopilacién de los

principales trabajos publicados sobre el tema.
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En Espafa, las normativas vigentes que contienen las normas bésicas de
obligado cumplimiento para el calculo de los pardmetros caracteristicos de
una toma de tierra se recogen en dos documentos: la Instruccién Técnica
Complementaria ntimero 13 del Real Decreto 3275/1982 sobre Condiciones
Técnicas y Garantias de Seguridad en Centrales Eléctricas, Subestaciones
y Centros de Transformacién (también conocido como MIE-RAT) para las
instalaciones de alta tensién, y la Instruccién Técnica Complementaria nimero
39 del Reglamento de Baja Tensién (MIE-BT). En lineas generales, podemos
considerar que tanto ambas normativas como sus posteriores revisiones constituyen

una sintesis de la edicién de la guia americana de 1986.

2. ESTADO DEL CONOCIMIENTO DE LOS SISTEMAS DE
PUESTA A TIERRA DE INSTALACIONES ELECTRICAS

Antes de presentar el planteamiento y los objetivos del presente trabajo,
es esencial situar en un contexto histérico el problema del calculo de los
sistemas de puesta a tierra de instalaciones eléctricas. En su sentido més
amplio, denominaremos “instalacion eléctrica” a cualquier conjunto de elementos
conectados, susceptible de conducir la corriente eléctrica por su propia concepcién
o por causa accidental y de una forma permanente u ocasional. Los ejemplos de
estas instalaciones abarcan desde las placas de circuitos impresos a las centrales

transformadoras de alto voltaje.

El desarrollo de sistemas de seguridad que permitan una répida disipacién
de la corriente eléctrica en el caso de producirse un defecto en el aislamiento,
es particularmente critico en las centrales y subestaciones transformadoras,
debido a las eclevadas intensidades de corriente con que operan. Kl primer
intento de establecer unas normas y especificaciones minimas de diseno de
instalaciones de tomas de tierra fue realizado por el American Institute of Electrical
Engineers, AIEE (precursor del actual Institute of Electrical and Electronics
Engineers, IEEE) en 1954, con la publicacion del articulo “Application Guide
on Methods of Substation Grounding” [AIEE'%1]. En este trabajo, de apenas
siete paginas, se resumian las principales técnicas utilizadas hasta ese momento en
los sistemas industriales de puesta a tierra y se exponian algunas recomendaciones
(fundamentalmente de tipo préctico) sobre aspectos tales como las dimensiones
de los electrodos y picas, los valores admisibles de la resistencia equivalente

de un sistema, la situacién de las puestas a tierra de equipos especificos o los
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métodos de medicién experimental de pardmetros eléctricos (como la resistencia
de los electrodos o la resistividad del terreno). Sin embargo, esta primera
recopilacién no incluia, o solamente citaba de forma muy superficial, muchos
aspectos importantes relacionados con las tomas de tierra (el efecto de los
gradientes de potencial, por ejemplo). Todo ello, junto con la enorme cantidad de
informacién disponible —en su mayor parte procedente de trabajos y experimentos
realizados de forma independiente desde mediados de los aflos treinta— suscito la
necesidad de preparar un documento de sintesis y divulgacién del conocimiento

técnico acumulado. Este trabajo se inicié en 1956 y se publicé como una Guia (la

AIEE 5td.80) en 1961 [AIEE 1%51].

2.1 Antecedentes de la Guia AIEE 5td.80

Uno de los primeros articulos publicados sobre sistemas de puesta a tierra

t1936] y se recoge, en parte, en la primera

fue escrito por Dwight en 1936 [Dwigh
edicién de la AIEE Std.80. En este articulo se presentan las primeras férmulas
para el célculo de la resistencia equivalente de los electrodos de tierra en distintas

disposiciones y formas, junto con ejemplos de aplicacién practica.

Una recopilacién importante de trabajos anteriores sobre las caracteristicas
eléctricas del suelo (resistividad, influencia de las condiciones de humedad y
temperatura, etc) y sus técnicas de medicién (como el “método de las cuatro
picas” de Wenner) fue publicado por Eaton en 1941 en la primera parte del
articulo “Grounding electric circuits effectively” [Eaton'*!]. Las otras dos partes
estdn dedicadas a presentar variantes de las férmulas de Dwight para el célculo
de la resistencia de los electrodos de una puesta a tierra y a introducir el
concepto de “Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR)” aplicado
a una instalacién, asi como a explicar los efectos de los gradientes de potencial

sobre la superficie del terreno.

2.2 Los fundamentos de la AIEE 5td.80

Los trabajos de Dwight, Eaton y otros autores propiciaron la organizacién por
parte de la AIEE de una serie de conferencias sobre los sistemas de tomas de tierra
de instalaciones eléctricas entre los afos 1943 y 1944. Los principales resultados y
conclusiones de estas reuniones técnicas se publicaron en varios articulos en 1945.
El primero de los mismos ( “Fundamental considerations on ground currents”,

[Rudenberg 1°#°]) se convertiria unos afios més tarde en uno de los tres trabajos que
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més contribuyeron a la primera edicién de la AIEE Std.80. Rudenberg se planted
desde un punto de vista cientifico los problemas relacionados con la disipacion de la
corriente eléctrica en el terreno a través de una instalacidén de toma de tierra. Fue,
en definitiva, el primer autor que se propuso obtener expresiones de validez general
para calcular la resistencia equivalente de las tomas de tierra. También apunté
la. posible existencia de otros fendmenos de segundo orden, como el transporte
de la corriente eléctrica por induccién sobre elementos conductores enterrados en
el suelo y no conectados al sistema de tierras (tuberias o railes por ejemplo), la
desigual distribucién de corriente en una malla de electrodos interconectados, la
disminucién del valor del potencial a lo largo de conductores de gran longitud
debido a las pérdidas reactivas, y la eventual importancia de otros fendmenos
colaterales de distinta naturaleza, como la corrosién. Asi mismo, Rudenberg
sugirié que al disminuir la resistencia equivalente del sistema de electrodos, los
efectos de induccién magnética en la transmisién de corriente alterna podrian tener
importancia en zonas localizadas en la superficie de los electrodos de la toma de

tierra, aunque el fendémeno seria inapreciable en otros puntos del sistema.

Seis afios despés Laurent publicé su articulo “General fundamentals of electric
grounding technique” [Laurent 1°°!] que fue incorporado integramente a uno de los
apéndices de la primera edicién de la AIEE S5td.80. En este articulo, Laurent se
planteé en detalle el estudio de la resistencia y los gradientes de potencial de un
conjunto de electrodos en cualquier disposicién geométrica, proponiendo una serie
de expresiones para el calculo de la resistencia equivalente en las que se intentaba
cuantificar tanto la influencia de la longitud de los conductores como la de su
seccién transversal. Laurent fue el primer autor que presenté una teoria sobre la
estimacién de los pardmetros caracteristicos de una toma de tierra, considerando el
terreno formado por un conjunto de estratos horizontales con distintas propiedades

eléctricas.

Probablemente el articulo més controvertido entre los incorporados a la Guia
AIEE Std.80, fue el publicado por Koch en 1950 con el titulo “Grounding methods
for high-voltage stations with grounded neutrals” [Koch 9], En su articulo, Koch
propuso la inclusién de una serie de “factores de no-uniformidad” en las férmulas
y expresiones del calculo de la resistencia equivalente, de la tensién de paso y
de la tensién de malla, como resultado de los ensayos experimentales realizados
en modelos de laboratorio de sistemas de puesta a tierra. Estos factores, que
dependian de la geometria de la malla de electrodos (ntimero de conductores,

longitud total, etc.) contenian unos pardmetros empiricos que debian ser ajustados
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y que el autor no reporté en su totalidad, por lo que fue dificil reproducir las

correlaciones presentadas.

Ademads de estos articulos de Rudenberg, Laurent y Koch, cabe destacar los
trabajos de los investigadores Armstrong, Gross, Sunde, Tagg y Zaborszky (entre
otros) en las disciplinas relacionadas con la transmisién y disipacién de la corriente
eléctrica en el suelo [Garrett!?®¢]; de Schwarz en la obtencién de expresiones
analiticas para el cdlculo de la resistencia equivalente de mallas formadas por

1954]: v las investigaciones de Dalziel sobre

electrodos horizontales y picas [Schwarz
el comportamiento del cuerpo humano frente a descargas eléctricas y la estimacion
de sus caracteristicas eléctricas, tales como las tensiones méaximas admisibles o la

resistencia eléctrica [Dalziel 1946].

Estos articulos y trabajos constituyeron el nicleo fundamental de la primera
edicién de la guia AIEE Std.80 publicada en 1961. Sin embargo, algunos de estos
puntos suscitaron criticas y desacuerdos desde la presentacién del primer borrador
del texto, como quedé de manifiesto en el Winter Power Engineering Society
Meeting de 1958. A pesar de ello, esta guia se convirtié desde ese momento —y
hasta nuestros dias— en la primera fuente de informacién mundial sobre el calculo
y disefio de tomas de tierra de instalaciones eléctricas, siendo ademds la base de
la préactica totalidad de las normativas elaboradas en lo sucesivo, atin vigentes en

todo el mundo.

2.3 Aspectos no resueltos en la guia de 1961

La aparicién de la guia y sus primeros intentos de puesta en practica
provocaron nuevas cuestiones, relacionadas principalmente con los “factores de
no-uniformidad” sugeridos por Koch para la determinacién de las tensiones de
malla, contacto y paso de una instalacién de tomas de tierra. Haciendo uso de las
expresiones propuestas en la AIEE Std.80, el desarrollo de los primeros programas
de ordenador permitié el cdlculo de mallas con un ntimero mayor de electrodos,
aunque sélo en ejemplos académicos de geometria muy simple que —atn asi—
requerian tiempos de computacién de varias horas en los ordenadores de la época.
Con frecuencia, los valores obtenidos en zonas especificas de las mallas (por ejemplo
en las esquinas) resultaban ser contradictorios o absurdos, obteniéndose potenciales
negativos y otro tipo de soluciones sin sentido fisico. Por otra parte, los disefiadores
observaron dificultades para satisfacer simultdneamente los requerimientos de

tensiones de paso y de contacto méximas admisibles debido al efecto combinado
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de los factores de no-uniformidad. Otro punto importante a destacar era de indole
econdmica: la intensidad de corriente de pérdida recomendada en la guia era entre
un 30 y un 100 % mayor que la observada en la practica, lo que representaba la
instalacién de un niimero mayor de conductores en la malla y —en consecuencia—

un aumento notable y aparentemente innecesario en el coste total.

En otro orden de cosas, la guia de 1961 (a diferencia del articulo del afio 1954,
[AIEE '9%%]) hacia muy poco énfasis en el empleo de picas (electrodos conductores
hincados verticalmente en el suelo), a pesar de los importantes trabajos realizados
por Eaton y Schwarz que demostraban la reduccién de la resistencia equivalente de
la toma de tierra y la modificacién de los perfiles de potencial con su uso. En cuanto
a las propiedades eléctricas del terreno (su resistividad, principalmente) la guia se
remitia a la hipétesis de suelo homogéneo e isétropo, facilitando poca informacion
sobre la obtencién de los valores que debian de utilizarse en las férmulas. Todo
ello dio lugar a la adopcién por parte de los ingenieros de valores excesivamente
conservadores de estos parametros, dando lugar a disefios muy sobredimensionados

en la mayoria de los casos.

A principios de la década de los setenta las criticas se acentuaron, no solamente
sobre las expresiones y férmulas sugeridas por la AIEE S5td.80 sino también sobre
las teorias desarrolladas en la misma. A pesar de ello, la revisiéon del texto en
1976 no presentd diferencias conceptualmente importantes respecto al documento
original. Las numerosas cuestiones planteadas que habian quedado sin respuesta
en esta segunda edicién propiciaron la formacién de un grupo de trabajo por parte
de un subcomité de la IEEE, con el objetivo de clarificar el tema y efectuar una
puesta al dia con las nuevas técnicas que se estaban estudiando. Los puntos clave
de la guia que eran motivo de discusiones y criticas pueden resumirse en:

o la confusién que generaban los factores de no-uniformidad de Koch;

o los valores de los pardmetros eléctricos del cuerpo humano —intensidades de
corriente maximas admisibles, principalmente—, y los efectos de la colocacion
de capas de materiales pedregosos (grava, por ejemplo) en la superficie del

terreno;

e el desconocimiento de los valores de la intensidad de corriente de pérdida a

emplear en las formulas;

e el uso exclusivo de modelos de terreno homogéneo e isétropo sin posibilidad

de generalizacion a modelos mas sofisticados;

o la ausencia de instrucciones sobre la utilizacién de picas;
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e laindefinicién sobre el tamafio 6ptimo de las mallas de electrodos conductores

a instalar; y por encima de todo,

e LA AUSENCIA DE UNA FORMULACION SISTEMATICA COMPLETA
PARA EL ANALISIS DE SISTEMAS DE PUESTA A TIERRA[Garrett 19%°].

En efecto, la evolucién de los trabajos relacionados con el calculo y diseio
de tomas de tierra de instalaciones eléctricas ha seguido histéricamente dos
tendencias claramente diferenciadas. Por un lado se han propuesto diferentes
modelos matematicos, normalmente a partir de ideas intuitivas sobre la circulaciéon
de corriente en un medio conductor y no a partir de un andlisis riguroso de
los fenémenos fisicos subyacentes. En todo caso, los intentos de aplicar estos
métodos a problemas reales han obligado tradicionalmente a realizar numerosas
simplificaciones —algunas en absoluto evidentes, como la sustitucién de los
electrodos conductores cilindricos por esferas— cuyos efectos ha sido imposible
cuantificar hasta este momento debido a la insuficiente fundamentacién tedrica
de los modelos propuestos y a la ausencia de una metodologia de cdlculo lo
suficientemente precisa como para poder establecer una comparacién. Por otro
lado, se han propuesto numerosas expresiones empiricas, ajustadas a partir
de mediciones experimentales realizadas en condiciones ideales y en casos muy

sencillos.

Obviamente, el objetivo fundamental en el desarrollo de estos métodos
tradicionales —tanto en uno como en otro caso— ha sido la obtencién de férmulas
répidas y expresiones analiticas simplificadas para la caracterizacién de las tomas
de tierra. Y aunque este tipo de técnicas pueden tener utilidad durante las
fases iniciales del disefio, su utilizacién durante el andlisis y la definicién final
del sistema de tomas de tierra deberia ser absolutamente cuestionable, debido a la

incertidumbre sobre la validez de los resultados obtenidos mediante su aplicacién.

Asi, en el articulo “Problems encountered with the Average Potential Method
of analyzing substation grounding systems” [Garrett & Pruitt'®®®], se pone de
manifiesto que uno de los métodos cldsicos —probablemente el més sofisticado y
mejor fundamentando de todos ellos— proporciona resultados tanto més absurdos
e imprecisos cuanto mayor es la exactitud que se intenta conseguir. Para explicar
esta paradoja los autores admiten multiples conjeturas, aunque reconocen su
impotencia para resolver el problema en ausencia de un estudio razonado y
coherente de la fundamentacién matemética del método y de las posibles fuentes

de error.
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Una parte no desdefiable de los trabajos se han orientado tradicionalmente
hacia un aspecto que en este estudio se considera de interés secundario, como es la
modelizacién del terreno mediante varias capas o estratos horizontales de diferente
resistividad eléctrica. Por los motivos anteriormente expuestos, los métodos
propuestos conducen en general a expresiones complicadas en series de funciones,
que en muchos casos no son convergentes o dan resultados evidentemente erréneos
(distribuciones de potencial que alcanzan valores més elevados en la superficie
del terreno que en la propia toma de tierra, o incluso inferiores al potencial de

referencia en un punto remoto).

Como se verd a continuacién, este principal punto no resuelto de la guia de
1961 —“la ausencia de una formulacién sistemdtica completa para el anélisis de
sistemas de puesta a tierra”, en palabras de Garrett en 1986— sigue siendo el
principal problema abierto en la actualidad, ya que hasta la presentacion de esta
tesis doctoral no se conoce una técnica general de calculo que permita acometer
con garantias la caracterizacién de un sistema real de toma de tierra formado
por un numero muy elevado de conductores, con picas, electrodos situados a
distintos niveles y en cualquier disposicién espacial. Los métodos y modelos
desarrollados por otros autores hasta el momento presente tan sélo permiten
resolver problemas académicos con mallas extremadamente sencillas, todo ello con
inaceptables requerimientos computacionales, y con una practicamente absoluta

incertidumbre sobre la exactitud e incluso la validez de los resultados obtenidos.

2.4 Las posteriores revisiones y la edicién de 1986

El grupo de trabajo que recibié en 1978 el encargo de investigar las objeciones
planteadas a la AIEE Std.80 se denominé Grupo 78.1 y estaba dirigido por J.G.
Sverak de la Gibbs & Hill Inc. de Nueva York. El primer proyecto que acometid
el grupo fue el de intentar reproducir los resultados presentados por distintos
autores ([Armstrong & Simpkin'%%], [Thapar & Puri'?®"], etc.) con el objetivo
de verificar los trabajos anteriores, recabar informacién proveniente de ensayos
experimentales y contrastar los datos medidos con los obtenidos mediante las

férmulas y ecuaciones de la guia.

A raiz de la incorporacién del Electric Power Research Institute (EPRI) al
grupo de trabajo, se fij6 también como objetivo del proyecto desarrollar un
programa de ordenador que pudiera ser empleado para el célculo de sistemas

de puestas a tierras de subestaciones y equipamientos industriales. Uno de
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los convenios de cooperacién se firmé en 1980 entre el EPRI y la Ohio State
University para la realizacién de los ensayos de verificacién y la introduccién de
nuevas técnicas basadas en modelos de terreno de “doble capa”, publicandose
los resultados en sendos informes: “Substation grounding scale model test”
[Kasten & Caldecott '%%%] y  “Soil resistivity tests using modelling techniques”
[Kasten & Caldecott '%5]. El segundo convenio se suscribié (también en 1980)
entre el EPRIy el Georgia Institute of Technology con el compromiso de preparar
programas de ordenador para el calculo de las intensidades de corriente de pérdida
y los disefios de las mallas de tierra. El informe final (conteniendo el fundamento

teérico v el manual del usuario) fue publicado dos afios mas tarde [Joy et al.'%%?]

;
y el resumen del anélisis (haciendo uso de la formulacién desarrollada) de mallas
de electrodos con distintas configuraciones e hipdtesis fue presentado —en forma
de graficos y tablas— en una reunién técnica en Nueva York al afio siguiente
[Joy et al. 19%%]. No obstante, estos calculos se realizaron en mallas de conductores
muy simples, y en los casos en que se emplearon electrodos de gran longitud
los resultados obtenidos por los programas eran contradictorios (como lo muestra
el hecho de que se obtuvieran valores del potencial en la superficie del terreno

superiores a los aplicados en las mallas de tierra) [Garrett & Pruitt 19857,

Antes de la aparicién del texto definitivo de la AIEE Std.80 de 1986, sus
contenidos se publicaron en un articulo titulado “Safe substation grounding”

1.1%81] se presenté en el

dividido en dos partes. La primera [Sverak et a
Summer Power Engineering Society Meeting de 1980, celebrado en Minneapolis
(Minnesota). En la misma se establecen, como criterios de disefio, los valores
méximos admisibles de las diferencias de tensién que pueden existir en una
subestacién eléctrica en condiciones de fallo, y se exponen los distintos factores
que deben ser considerados en toda instalacién de tomas de tierra. Por otra parte,
se hace especial énfasis en los métodos y férmulas para la determinacién de los
pardmetros eléctricos del cuerpo humano, en los tipos de circuitos accidentales que
se producen con la intervencién de seres vivos y en los efectos de la colocacion de
capas de material pedregoso en la superficie del terreno en el cual se encuentra
la malla de electrodos. Se realiza ademds una puesta al dia de las expresiones
para el calculo de los voltajes de paso y de contacto de una instalacién eléctrica.
La segunda parte del articulo [Sverak et al. '*®?] se present6 en el Winter Power
Engineering Society Meeting celebrado en Nueva York durante el mes de Febrero
de 1982. Esta parte contiene una extensa informacién sobre el disefio de mallas

de toma de tierra formadas tanto por electrodos horizontales como por picas, e
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instrucciones sobre el modo de efectuar las conexiones del sistema. Un capitulo esta
exclusivamente dedicado a las subestaciones con aislamientos por gas comprimido
(Gas Insulated Substation, GIS) y sus particulares caracteristicas de seguridad.
También se incluye un apartado especial destinado a la eleccién del tipo de
material de los electrodos conductores, a sus dimensiones minimas admisibles y a
los problemas derivados de la corrosién. Cabe mencionar la inclusién de una breve
introduccién a la teoria del modelo de terreno de “doble capa” y sus repercusiones
de tipo practico, asi como la revisién y actualizacién de las distintas expresiones

para el cédlculo de la resistencia equivalente de un sistema.

Las correcciones en los factores de no-uniformidad fueron presentadas por
J.G. Sverak en 1983, junto con nuevas férmulas simplificadas desarrolladas para
el célculo de las magnitudes de disefio de las instalaciones de puestas a tierra

[Sverak 19%4].

Estos trabajos constituyeron el nicleo fundamental de las modificaciones que
se realizaron en la edicién de la guia de 1986. Ademds se incorporaron (en forma
de apéndices) los articulos méas relevantes, asi como programas de ordenador para
el calculo de mallas de conductores con las férmulas propuestas, ejemplos de
aplicacién y las referencias de las principales publicaciones relacionadas con el
cdleulo y disefio de tomas de tierra de instalaciones eléctricas existentes hasta

aquel momento.

2.5 La evolucién de los trabajos a partir de los anos ochenta

El desarrollo de la investigacién en la modelizacién del fendmeno fisico (la
disipacién de corriente eléctrica en el terreno) se ha visto fuertemente influenciada
desde el inicio de la década de los ochenta por la importante expansién de
la informética. Hasta ese momento todos los esfuerzos de la guia habian ido
encaminados a presentar férmulas, expresiones o graficos sencillos en la medida
de lo posible, con el objetivo de facilitar la labor de los disefiadores de mallas de

conductores de tierra.

A partir del afio 1979, aproximadamente, se empezaron a desarrollar con
mayor generalidad programas de ordenador para el calculo de los parametros
que caracterizan las tomas de tierra, haciendo uso de las férmulas y métodos ya
existentes. Una parte importante de los algoritmos propuestos estan basados en
técnicas de cdlculo matricial. En este tipo de andlisis los electrodos conductores se

subdivididen en pequenos segmentos rectilineos, cuyo comportamiento se supone
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equivalente —de forma totalmente arbitraria— al de un conjunto finito o infinito
de esferas o fuentes puntuales de corriente, para las que existe solucién analitica. A
su vez, los pardmetros libres que determinan el comportamiento de las esferas (las
intensidades de corriente que emanan de cada una de ellas) se ajustan imponiendo
algin criterio de verificacién aproximada de las condiciones de contorno (potencial
constante y conocido en los electrodos). Las magnitudes eléctricas se obtienen
finalmente teniendo en cuenta la accién de cada segmento individualmente
v los efectos combinados de todos ellos [Kouteynikoff'?®°], [Joy et al.'®®?,
[Joy & Wilson %%, [Villas et al.!%7], [Meliopoulos et al.'#*%], [Joy et al.’®**]. Un

resumen de estas técnicas y su aplicacién puede encontrarse en [Nagar et al. '9%].

Asi

ximadamente) en un ntmero suficientemente elevado de puntos arbitrariamente

, en algunos métodos se impone el valor del potencial (calculado apro-
seleccionados, normalmente un punto en cada esfera. En métodos mas sofisticados,
como el “método de promediado del potencial” (Awverage Potential Method,
APM), la distribucién de la corriente que emana del conjunto de electrodos
de la puesta a tierra se obtiene de forma que el potencial medio —también
calculado aproximadamente— sea constante en cada uno de los segmentos en
que se fragmentan los conductores [Garrett 1°78], [Heppe 7] [Garret & Pruitt 19%°].
Como ya se ha indicado anteriormente, la aplicacién indiscriminada de estos
métodos conduce a resultados inverosimiles y claramente erréneos. Ademéas,
no es posible en general ni garantizar la validez de los resultados ni mejorar
razonadamente la precisién y la eficacia de estas técnicas, debido —en esencia—
a su insuficiente fundamentacién y a la ausencia de un modelo matematico

consistente.

En otro orden de cosas, se ha propuesto reiteradamente la utilizacién de
métodos basados en la discretizacién de todo el dominio en elementos finitos
(incorporando elementos infinitos para modelizar el contorno exterior) y/o en la
discretizacién de la superficie de los electrodos mediante elementos de contorno

1, 1988] 19911 Aunque la fundamentacién

[Yamashita et a [Kurtovic & Vujevic
matematica de este tipo de técnicas queda fuera de toda duda, su coste
computacional es inaceptable cuando se aplican a los problemas que estamos
considerando. De hecho, mediante los programas de célculo desarrollados hasta
el momento presente tan sélo se han podido analizar mallas extraordinariamente
sencillas, con muy pocos conductores o con simetria de revoluciéon. Para ello,
ademés, es necesario utilizar supercomputadores de muy elevado coste, y no parece

posible que mediante esta linea de desarrollo se puedan tratar problemas reales de
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aplicacién préactica en un futuro inmediato.

A raiz de la publicacién de los articulos de Sverak de 1981 y 1982
[Sverak et al. 1%%1] [Sverak et al. '"®?], una parte importante de las lineas de
investigacién se dirigié no solamente a desarrollar formulaciones numéricas y
programas de célculo por ordenador, sino también a validar las férmulas y
expresiones sugeridas en la Guia y a eliminar en lo posible sus restricciones
y limitaciones. La principal razén para seguir estudiando este tipo de
métodos es la de disponer de férmulas rédpidas y faciles de evaluar que
permitan estimar los pardmetros de una instalacién de puestas a tierra en
las fases iniciales del disefio. Entre estos trabajos merecen destacarse las
expresiones analiticas para el célculo de la resistencia equivalente obtenidas por
[Dawalibi & Mukhedkar '*""] basadas en métodos de promediado del potencial,

1984,1986]

las sugeridas por [Nahman & Salamon extendidas a modelos de terreno

de “doble capa’, y las variantes de la férmula de Schwarz de la AIEE Std.80

1.1991-b] " Fste tltimo articulo contiene ademds una

propuestas por [Thapar et a
interesante comparacién entre los resultados de la resistencia equivalente obtenidos
mediante férmulas analiticas y programas basados en técnicas de elementos finitos,
aunque —como es habitual— tanto unas como otras se emplean exclusivamente en
ejemplos muy sencillos y de tipo académico, sin aplicacién practica en instalaciones

reales de toma de tierra.

A diferencia de lo que ocurre con la determinacién de la resistencia eléctrica de
un sistema de conductores, la deduccién de férmulas para las tensiones de malla
y de contacto es mucho menos frecuente. Las mas simples son las de Sverak y se
encuentran publicadas en la Guia de 1986. No obstante, es interesante destacar
la referencia [Thapar et al. '**'72] en la que se propone modificar los factores de
no-uniformidad para permitir la aplicacién de las férmulas analiticas a tomas de
tierra de distintas formas y tamafios (aunque restingidas a mallas formadas por

submallas cuadradas).

Como ya se ha mencionado anteriormente, otra de las lineas de estudio
tradicionales relacionadas con las tomas de tierra de instalaciones eléctricas es
el desarrollo de formulaciones generales que representen el terreno mediante
modelos més sofisticados. Dadas las caracteristicas particulares de este tipo
de instalaciones, en las cuales se procede a regularizar el terreno antes de
enterrar la malla de electrodos, los modelos méas estudiados son aquellos que

representan el suelo mediante un conjunto de capas horizontales de materiales
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distintos y, por consiguiente, con propiedades eléctricas diferentes, de manera
que en el interior de cada capa éstas se consideran constantes. El mas sencillo
de estos modelos es el denominado de “doble capa”, cuya aplicacién al estudio
ideal de una fuente puntual de corriente puede encontrarse en el texto FEarth

1964]  Uno de los primeros articulos en que se presentd

resistances de [Tagg
el desarrollo de unas férmulas (junto con un programa de ordenador y una
comparacién con datos experimentales) para el cdlculo del potencial y la resistencia
equivalente de un conjunto de conductores de tierra con un modelo de “doble
capa” fue publicado en 1975 [Dawalibi & Mukhedkar'*"®]. En este trabajo se
presentan expresiones analiticas (basadas en considerar cada electrodo como una
fuente puntual de corriente) y empiricas para la estimacién de los pardmetros
de una instalacién de tomas de tierra, incluyendo el efecto de la presencia de
dos estratos horizontales de terreno mediante el método de las iméagenes. Una
interesante interpretacién grafica de este método aplicado a la modelizacién de
“doble capa” puede encontrarse en [Ewy & Smolleck **¥]. Entre los trabajos
recientes relacionados con este tipo de modelos cabe citar [Seedher et al.'®*],
[Sato & Zaengl '%%], [Lazzara & Barbeito '*®] y [Kostic & Shirkoohi '], donde
se exponen férmulas y expresiones mejoradas o técnicas numéricas mas o mMenos

sofisticadas para los cdlculos del potencial y la resistencia equivalente.

A finales de la década de los ochenta, el estudio de los modelos de terreno
se extendié al desarrollo de formulaciones que admiten un ndmero mayor de
capas de materiales distintos: los denominados modelos “multi capa”. En
estos casos, los requerimientos computacionales para el cdlculo de los pardmetros
que caracterizan una toma de tierra son considerablemente mas elevados que
en los de “doble capa’, aunque a nivel conceptual tanto el andlisis como las
modificaciones que es preciso introducir en los procedimientos de célculo son
idénticos. En definitiva, se utilizan variantes del método de las imdagenes, que
obligan a simular un ntimero importante de reflexiones de los electrodos para tener

en cuenta los efectos de la presencia de varios estratos de terreno [Lagacé et al. 1988]

[Dawalibi & Barbeito°®!], [Takahashi & Kawase'™]. En [Lagacé et al. ] se
presenta una interesante aplicacién del método de las imdagenes a suelos
modelizados con estratos verticales para representar discontinuidades del terreno
tales como fallas geolégicas. Al igual que en el caso de los modelos “multi capa”
convencionales, se precisa simular un nimero muy elevado de imégenes de los
conductores para garantizar la imposicién de las condiciones de contorno entre las

interfases de los estratos. Asi, en el caso particular presentado por los autores para
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el calculo de un electrodo con simetria de revolucién, haciendo uso de un modelo
de terreno con cinco estratos horizontales y verticales se necesitaron cerca de cien
mil imégenes (y por tanto, un tiempo de computacién cien mil veces mayor que
en un modelo de una capa) para conseguir un error inferior al uno por ciento en

el valor del potencial.

Tal y como se ha comentado anteriormente, en Espana los procedimientos de
célculo y disefio de instalaciones de toma de tierra se recogen casi en su totalidad
en los Reglamentos de Alta y Baja Tensién [MIE-RBT'9?], [MIE-RAT '*%°], y
en publicaciones (patrocinadas por organismos publicos y empresas eléctricas

1989], [ 1991])

[Unesa Moreno Clemente que desarrollan y estructuran las férmulas que

aparecen en las normativas existentes para facilitar su aplicacién en la practica.

2.6 Resumen del estado del conocimiento anterior a esta tesis doctoral

Histéricamente, la mayor parte de los trabajos y estudios sobre el calculo
y disefio de tomas de tierra de instalaciones eléctricas se han planteado con
el objetivo de obtener férmulas répidas y sencillas para la estimacién de los
pardmetros y magnitudes que intervienen en un sistema de puesta a tierra,
principalmente la resistencia equivalente de los electrodos y las tensiones de paso,

de contacto y de malla.

Por otro lado, a pesar de que se conoce bien el fendmeno de la disipacién de
la corriente eléctrica en el interior de un terreno y su modelizacién matematica
a partir de las ecuaciones del electromagnetismo, no se dispone de un método
general que permita abordar el andlisis de un sistema real de tomas de tierra. Los
desarrollados hasta este momento inicamente permiten el célculo de instalaciones
de toma de tierra muy sencillas (mallas cuadradas o rectangulares) y con un
numero pequeflo de conductores. Ademas, en muchos casos, las hipétesis de
partida de estos métodos son més que cuestionables, por ejemplo la sustitucién de
cada electrodo conductor de una toma de tierra (que suele ser una barra cilindrica
de varios metros de longitud y de unos pocos milimetros de didmetro) por una
fuente puntual de corriente. La mayoria de los programas de ordenador existentes
se basan o bien en aplicar las férmulas intuitivas o expresiones semiempiricas, o
en métodos basados en técnicas de calculo matricial que analizan y ponderan el
efecto de los segmentos en que se pueden dividir los electrodos que forman la malla.
En ninguno de los casos se dispone de un estudio de los errores que se cometen

con el empleo de estos métodos, ni una justificacion de los motivos por los cuales
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se producen resultados erréneos en muchos de los célculos. Sin una metodologia
completa, razonada y general es imposible el andlisis detallado de las hipdtesis y
simplificaciones que se realizan, asi como la valoracién de los resultados obtenidos

y la mejora de los métodos de calculo.

A su vez, las dificultades encontradas por los investigadores que han intentado
desarrollar formulaciones fundamentadas en métodos de subdivisién del dominio
(por ejemplo, el método de elementos finitos) para la resolucién de este
problema, estédn intrinsecamente relacionadas con las caracteristicas propias de
una instalacién de puesta a tierra: el dominio (el terreno) es semiinfinito y su
discretizaciéon geométrica es extraordinariamente complicada, ya que es preciso
subdividir todo el dominio no ocupado por la toma de tierra, que suele estar
constituida por un ntumero elevado de conductores cilindricos entrelazados, de
gran longitud con respecto a su didmetro, no necesariamente iguales y situados
en cualquier disposicién y orientacién espacial. Ademés, es relativamente sencillo
comprobar (por ejemplo, utilizando un modelo ideal de una esfera en un dominio
infinito) que en este tipo de problemas la solucién varia fuertemente con el didmetro
de los conductores y es singular cuando el didmetro tiende a cero, lo que impide
“concentrar” el efecto de los conductores en su eje, y simplificar consiguientemente

la, discretizacién.

En 1989 se inicié en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos de Barcelona —en particular en el seno del Departamento
de Matemadtica Aplicada III de la Universitat Politécnica de Catalunye—
una linea de investigacién cuyo objetivo era desarrollar un método para el
cilculo de las magnitudes y pardmetros que intervienen en una instalacién
de toma de tierra. Las técnicas generales existentes en la bibliografia hasta
ese momento, asi como una introduccién al modelo matematico que rige el
fenémeno fisico de la disipacién de corriente en un terreno y su modelo numeérico
correspondiente (basado en el método de elementos de contorno) se resumieron en

1989] v en sendos articulos [Moreno et al. "%,

una Tesina de Especialidad [Moreno
[Navarrina et al.'?®!].  Con esta formulacién sélo pudieron resolverse algunos
problemas académicos muy sencillos, debido a su elevadisimo coste computacional.
No obstante, el planteamiento general sugeria la posibilidad de identificar los
cuellos de botella computacionales, y desarrollar otros métodos de mayor eficacia.
Ademés, se observaron anomalias similares a las senaladas por otros autores
en los métodos tradicionales [Garrett & Pruitt'%®°], que aunque no pudieron

explicarse adecuadamente sugerfan de alguna forma que su origen se encontraba
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especificamente en algunas simplificaciones realizadas en el desarrollo de la
formulacién. Estos prometedores trabajos, realizados durante los anos 1989, 1990

y 1991 en Barcelona, constituyen el punto de partida de la presente tesis doctoral.

3. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El proyecto de los sistemas de puesta a tierra en instalaciones eléctricas
experimentaria un avance cualitativo de extraordinaria importancia si los técnicos
tuviesen acceso a una herramienta integrada de “disenio asistido por ordenador
de tomas de tierra”, en esencia: un programa que permita la definicién, célculo,
visualizacién y representacion de las tomas de tierra y de su comportamiento en

condiciones de fallo, y la verificacidén de las normativas de seguridad.

Hace décadas que la evolucién de la tecnologia permite concebir una
herramienta informética que facilite la definicidén, el célculo y la modificacién
interactiva del disefio en los proyectos de ingenierfa, incluyendo su visualizacién
y representacién en forma de planos. De hecho, desde hace poco menos de
veinte afos es posible desarrollar este tipo de herramientas para el tratamiento
de diferentes problemas (calculo de estructuras, analisis de circuitos, etcétera). Y
el espectacular y continuo descenso en el coste de los sistemas informaticos facilita
—desde hace relativamente poco tiempo— su implementacién en estaciones de

trabajo y ordenadores personales de bajo coste.

Sin embargo, tal y como se ha puesto de manifiesto en la exposicién anterior,
hasta el momento en que se presenta esta tesis doctoral no se dispone en
las oficinas de proyectos —ni tampoco en los centros de investigacion— de
una metodologia consistente y eficaz —ni siquiera viable— para el calculo de
los sistemas de puesta a tierra en instalaciones eléctricas. En consecuencia,
el proyecto de este tipo de sistemas de proteccién se realiza de acuerdo con
algunas recomendaciones sancionadas por la experiencia acumulada y la tradicién,
y algunas férmulas simplificadas de célculo —razonables, obviamente, aunque
insuficientemente fundamentadas— que en ningin caso permiten analizar el
comportamiento efectivo de los disefios propuestos en la préactica, y cuya fiabilidad

se desconoce.

Por todo ello, el objetivo fundamental de esta tesis doctoral es el desarrollo de
una formulacién para el calculo y disefio asistido por ordenador de tomas de tierra

en instalaciones eléctricas. La formulacion debera permitir el analisis de sistemas
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de puesta a tierra reales, esto es: mallas con un numero elevado de conductores
cilindricos de distintos materiales, con distintas longitudes y didmetros, y en
cualquier disposicién espacial (incluyendo los casos mas frecuentes: barras
enterradas horizontalmente y picas clavadas verticalmente). La caracterizaciéon
de la instalacién de toma de tierra deberd incluir la determinaciéon de todas
las magnitudes necesarias para verificar el cumplimiento de las condiciones de
seguridad de la instalacién, tanto en lo referente a la proteccién de los seres vivos

como de los equipos que se encuentran en la instalacion.

4. OBJETIVOS ESPECIFICOS DE ESTA TESIS DOCTORAL

A pesar de la gran importancia y el elevado coste que tienen los sistemas
de puesta a tierra, y de su generalizada presencia en la mayor parte de las
instalaciones eléctricas realizadas durante las tltimas tres décadas (desde las
unidades domésticas de consumo hasta las industriales, incluyendo las estaciones
de produccién, transformacién y distribucién de energia), no existe en la actualidad
— hasta donde nosotros sabemos— ningdn texto cientifico o técnico donde se
encuentre correctamente analizado y explicado el funcionamiento de una toma

de tierra, con todas sus implicaciones.

Por esta razén, el primer objetivo de esta tesis ha sido presentar de una forma
clara y rigurosa el funcionamiento de una toma de tierra cuando tiene lugar el
contacto accidental de una persona con una instalacién sometida a tensién durante
un cortocircuito. Este estudio permitiréd identificar perfectamente la naturaleza de
los fenémenos fisicos involucrados —en esencia la derivacién de corriente eléctrica
hacia la toma de tierra y su disipacién en el terreno— asi como las hipdtesis de
trabajo que es razonable asumir, y las distintas magnitudes y pardmetros que
seré necesario calcular para caracterizar el comportamiento de la toma de tierra
en condiciones de fallo y la verificacién de las normativas de seguridad. El buen
entendimiento de todo ello es ademés —y en tltima instancia— un requerimiento
imprescindible para plantear razonada y justificadamente la metodologia de calculo

que se propone en esta tesis doctoral.

Una vez identificado el fenémeno fisico esencial, las hipétesis de trabajo y
los resultados esperados del anélisis, el segundo objetivo de esta tesis ha sido
deducir un modelo matematico adecuado a partir de las ecuaciones generales que
rigen los fenémenos electromagnéticos. Este modelo matematico se ha desarrollado

con la intencién de que reproduzca con la méxima fidelidad los fenémenos fisicos
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relevantes para el andlisis que nos proponemos efectuar, obviando el cdlculo de
lo innecesario, y teniendo en cuenta los datos de los que presumiblemente se

dispondré en el momento de ralizar el proyecto de la instalacién de toma de tierra.

Una vez establecido el modelo matematico propuesto, €l tercer objetivo de
esta tesis ha sido estudiar las posibles estrategias para su resolucién efectiva
en problemas de aplicacién practica al andlisis de sistemas de tomas de tierra
reales. Este estudio se ha abordado desde umna perspectiva general, aunque
posibilista, para lo que se han tenido en cuenta las caracteristicas especificas de
los problemas en cuestién. En todo caso, nuestro propésito ha sido seleccionar,
entre las posibles, la estrategia méas prometedora, para desarrollar finalmente
una formulacién numérica viable, robusta y eficaz, que permita la resolucién de
este tipo de problemas en la practica con unos requerimientos computacionales

aceptables.

Una vez establecida la modelizacién matemdtica que rige el fenémeno fisico del
problema sometido a estudio, y una vez identificada la estrategia més prometedora
para su tratamiento, el cuarto objetivo de esta tesis ha sido el desarrollo completo
de una formulacién numérica para su resolucién, atendiendo especialmente a
las particulares caracteristicas geométricas de los sistemas de tomas de tierra
utilizados en la practica. En esta fase de la investigacién es imprescindible conjugar
el maximo rigor con la btsqueda de la simplicidad, con el fin de obtener finalmente
un modelo numérico consistente y matematicamente bien fundamentado que pueda
ser implementado en un sistema de disenio asistido por ordenador de tomas de

tierra.

Y por tltimo, el quinto objetivo de esta tesis doctoral ha sido contrastar la
validez de la formulacién desarrollada, y mostrar su potencia como herramienta
efectiva para el andlisis de grandes mallas de electrodos de tomas de tierra. Con
el fin de validar la formulacién se plantean diversos problemas académicos, y
se comparan los resultados obtenidos con los que proporcionan otras técnicas
numéricas y los métodos tradicionales de cdlculo comtinmente empleados en la
practica. Con el fin de mostrar la eficacia de la formulacién propuesta se resuelven
diversos problemas de aplicacién de una gran complejidad, en los que se analiza
el comportamiento de varias mallas de tomas de tierra de gran tamano que se

encuentran actualmente en servicio en subestaciones eléctricas.
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5. CONTENIDO DE ESTA TESIS DOCTORAL

En el capitulo IT se presentan y estudian las caracteristicas generales de los
sistemas de puesta a tierra de una instalacién eléctrica. En primer lugar se definen
las distintas magnitudes y pardmetros empleados en estos sistemas desde el punto
de vista de la seguridad, y las circunstancias y factores de riesgo que pueden influir
en los mismos cuando se produce una derivacidén de corriente al terreno. Con
objeto de estudiar el funcionamiento de una toma de tierra, clarificar las distintas
magnitudes que se emplean en su caracterizacién y justificar la metodologia de
cdlculo que se propone posteriormente, se presenta un andlisis completo de la
circulacién de corriente y disipacién de cargas en el terreno cuando se produce
el contacto accidental de una persona con una parte de una instalacién eléctrica
sometida a tensién debido a un defecto en el aislamiento. Por tltimo, se describen
las principales caracteristicas y propiedades eléctricas del terreno, asi como los
modelos propuestos en la bibliografia técnica para representar el suelo como medio

conductor.

En el capitulo III se desarrolla en detalle el modelo matematico del problema
fisico sometido a estudio, esto es: la disipacién en el interior del terreno de la
corriente eléctrica derivada a través de la toma de tierra. El punto de partida para
la descripcién matematica de este fendmeno son las ecuaciones de conservacion de
la carga eléctrica, las ecuaciones generales de Maxwell del electromagnetismo y la
ecuacién constitutiva del medio conductor. A continuacién, se exponen y justifican
las distintas hipétesis simplificadoras que se pueden introducir razonablemente en
la formulacién y en la modelizacién del terreno, teniendo en cuenta las peculiares
caracteristicas de los problemas que nos proponemos abordar y resolver. KEstas
hipétesis permiten plantear el comportamiento de la toma de tierra durante una
condicién de fallo en términos de un problema exterior de Dirichlet. Finalmente, se
analiza la inviabilidad de la resolucién directa de este problema, consistente en una
ecuacién en derivadas parciales de segundo orden en un dominio tridimensional e

infinito, cuyo contorno es geométricamente muy complicado.

En el capitulo IV se presentan conceptos importantes de la “teoria del
potencial”, necesarios para transformar el problema anterior en una ecuacién
integral de Fredholm de primera especie en un dominio bidimensional (la superficie
de los electrodos que conforman la toma de tierra). A pesar de que mediante
esta estrategia el problema tridimensional se ha sustituido por un problema

bidimensional equivalente —y por tanto tedricamente més sencillo— cuya solucién
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es viable, su tratamiento numérico constituye un problema en absoluto trivial.
Por ello, se efectia también una breve revisién de los métodos numéricos
histéricamente planteados para la resolucién de este tipo de ecuaciones integrales,
y se selecciona razonadamente la estrategia més prometedora para la solucién del

tipo de problemas que nos proponemos abordar.

En el capitulo V se desarrolla completamente el modelo numérico propuesto
para la resolucién de la ecuacién integral. El primer paso es la obtencién
de una formulacién variacional de tipo general mediante la aplicacién de
residuos ponderados, y su posterior discretizacién mediante elementos de contorno
bidimensionales. El adn excesivo coste computacional de esta formulacién
de elementos de contorno bidimensionales requiere la introduccién de algunas
simplificaciones adicionales, que se explican y justifican razonadamente con el
fin de obtener una nueva formulacién en términos de elementos de contorno
unidimensionales.  Finalmente se discute su implementacién practica, y se
desarrollan técnicas de integracién analitica especialmente concebidas para
la incorporacién de la formulacién simplificada de elementos de contorno
unidimensionales en un sistema de disefio asistido por ordenador. Estas técnicas
de integracién analitica son esenciales para la viabilidad y el buen funcionamiento
de la formulacién, como es frecuente en las aplicaciones del método de elementos
de contorno, debido al fuerte malcondicionamiento numérico de los subintegrandos
de los distintos términos que aparecen en el desarrollo. La deduccién completa de
esta formulacién, caracterizada por la estructura recursiva de los célculos, y un

resumen de la misma se presentan en sendos anexos a este capitulo.

El capitulo VI estd dedicado a la presentacién y analisis de resultados. En
primer lugar, se realiza una validacién del modelo numérico propuesto mediante
la resolucién de un problema académico y la comparacién de los resultados que
se obtienen al resolverlo con distintos métodos (elementos finitos y elementos de
contorno). Para permitir la aplicacién de estos métodos es obligado plantear
un problema ideal, con una geometria muy sencilla. En la segunda parte
de este capitulo se efectiia una comparacién entre los resultados obtenidos
mediante la formulacién numérica desarrollada con los obtenidos mediante algunos
métodos tradicionales recogidos en la bibliograffa. Obviamente, en este estudio
comparativo se analizan también problemas de tipo académico (mallas cuadradas
o rectangulares con pocos electrodos) que no corresponden a ninguna instalacién
real, dadas las limitaciones que tienen las técnicas tradicionales de calculo.

Finalmente, se presentan tres ejemplos de aplicacién de la formulacién numérica
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propuesta que demuestran su viabilidad para el célculo de mallas reales de tomas
de tierra de subestaciones eléctricas. La primera es la malla Barberd situada en
una poblacién cercana a Barcelona. Esta toma de tierra estd constituida por mas
de 400 electrodos cilindricos que conforman un entramado plano enterrado a 80 cm
de profundidad de la superficie del terreno, y que cubre una extensién de més de
6500 m?. En segundo lugar se presenta la toma de tierra de la subestacion Balaidos
IT (cercana a la ciudad de Vigo) constituida por 107 conductores que conforman
una malla paralela a la superficie del terreno, y por 67 picas de 2.5 m de longitud
clavadas verticalmente en el suelo, y que cubre un area total de 4800 m?2. El tercer
ejemplo que se muestra es un caso de gran complejidad, en el que se comparan los
efectos de la conexién o no-conexion eléctrica de tomas de tierra préximas cuando
en una de ellas tiene lugar una derivacién de corriente. El estudio se realiza con
dos mallas de toma de tierra iguales (se utiliza arbitrariamente la malla de la
subestacién Balaidos IT) con 174 conductores cada una (incluyendo las picas), ¥

que cubren una superficie total de 32000 m?.

Finalmente, en el capitulo VII se exponen las conclusiones de este estudio y

las perspectivas abiertas para futuras lineas de investigacion.

Y por dltimo, se recogen las referencias mencionadas a lo largo de todo el

documento y la bibliografia consultada.
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CAPITULO II

GENERALIDADES SOBRE LAS
INSTALACIONES DE PUESTA A TIERRA

Si al pasar por un terreno cercano a un poste eléctrico
notas corriente eléctrica en las piernas, sepdrate rdpido
en sentido contrario; si pretendes apoyarte en el poste,
eres muerto. (“Manual de Conservacion de Lineas de Alta
Tension y Lineas de Contacto”. RENFE, 1970)

1. INTRODUCCION

Una de las mayores preocupaciones de los ingenieros eléctricos desde los inicios
del uso controlado de la electricidad por el hombre ha sido garantizar la seguridad
de las instalaciones eléctricas. Se denomina “instalacién eléctrica” al conjunto
de aparatos y circuitos asociados previstos para un fin determinado: produccion,
conversién, rectificacién, transformacién, transmisién, distribucién o utilizacién de

la energia eléctrica.

Los problemas relacionados con la seguridad estdn presentes en todo tipo de
instalaciones eléctricas: desde las redes de distribucién, centrales, subestaciones y
centros de transformacién de alta tensién (tensién nominal superior a 1 kV) a los
equipos y circuitos electrénicos de baja tensién. El calculo y disefio de sistemas
de proteccién (entre los que se incluyen las instalaciones de puesta a tierra) es
particularmente importante en centros y subestaciones transformadoras, ya que las
intensidades de las “corrientes de falta o de defecto” (fault currents) que pueden
circular por la instalacién (y debidas a eventuales defectos en su aislamiento) son
muy elevadas. Los aspectos relativos a la seguridad abarcan, en su sentido mas
amplio, no solamente la seguridad de las personas sino también la del equipamiento
(en definitiva, garantizar la integridad de la instalacién eléctrica cuando tiene lugar

una derivacién de corriente) y la continuidad del suministro eléctrico.
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2. DEFINICION DE “SISTEMA DE PUESTA A TIERRA”

El Reglamento Electrotécnico de Baja Tensién del Ministerio de Industria
y Energia [MIE-RBT *%%] en la Instrucciéon Técnica Complementaria numero 39
define los “sistemas de puesta a tierra” como “toda ligazén metalica directa sin
fusible ni proteccién alguna, de seccién suficiente, entre determinados elementos
o partes de una instalacién y un electrodo, o conjunto de electrodos, enterrados
en el suelo, con objeto de conseguir que en el conjunto de instalaciones, edificios
y superficies préximas del terreno no existan diferencias de potencial peligrosas,
v que al mismo tiempo, permita el paso a tierra de las corrientes de falta o las
corrientes procedentes de cortocircuitos y de descargas de origen atmosférico”. Los
sistemas de puesta a tierra (figura II.1) estan formados por la toma de tierra, las
lineas principales de tierra, sus derivaciones y los conductores de proteccién que

se conectan a las masas y equipos que se desean preservar.

Se denomina “toma de tierra” a la instalacién que tiene como fin establecer la
unién eléctrica de una parte del circuito (o una parte conductora no perteneciente
al mismo) con el terreno y que en general estd formada por un conjunto de
electrodos, lineas de enlace y puntos de puesta a tierra, tal como se indica en

la figura IL.1.

De una forma genérica, se habla de “electrodo” para referirse al conductor
o malla de conductores que se encuentra permanentemente en buen contacto
eléctrico con el terreno y que sirve para facilitar el paso a éste de las corrientes de
falta que puedan originarse. Las “lineas de enlace con tierra” son el conjunto de
conductores que unen los electrodos enterrados con los puntos de puesta a tierra.
Estos conductores pueden encontrarse fuera del terreno o en el seno del mismo
pero, en todo caso, convenientemente aislados. Un “punto de puesta a tierra” es
un punto equipado con dispositivos de conexién de conductores situado fuera del
terreno que sirve de unién entre la linea de enlace con tierra y la linea principal de
tierra de la instalacién eléctrica. Las “lineas principales de tierra” unen, a través
de derivaciones y de conductores de proteccién, los puntos de puesta a tierra con

las masas que se desean proteger (figura II.1).
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Fig. 1.1 — Esquema de los distintos elementos que constituyen un sistema
de puesta a tierra. (Fuente: [MIE-RBT **?]).

3. SEGURIDAD DE LAS INSTALACIONES DE TOMA DE TIERRA

3.1 Objetivos de una instalacién de toma de tierra

Sin duda alguna, la parte méas importante de un sistema de puesta a tierra
—objeto del presente estudio— es la toma de tierra, y concretamente el conjunto
de electrodos que constituyen la unién eléctrica con el terreno. Los dos objetivos

del disefio e instalacién de una toma de tierra son:

o ¢l tramsporte y disipacién por el subsuelo de las corrientes eléctricas
producidas, tanto en condiciones de funcionamiento normales —sin exceder
ninguno de los limites operativos de los equipos que puedan afectar a la
continuidad del servicio—, como en condiciones de fallo —de modo que se
garantice la integridad de los equipos—; y

e la proteccién a las personas que trabajan o caminan por los alrededores de
una instalacién eléctrica, evitando que queden expuestas a sufrir shocks o

descargas de importancia.
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3.2 Clasificacién de las tomas de tierra segiin su funcién

Las tomas de tierra de una instalacién eléctrica pueden clasificarse de acuerdo

con su funcionalidad en dos tipos: de proteccién y de servicio (ver figura I1.2).

~ 1 R
1 S
T T
N
| Colector
de Tierra
I I
[ )
Toma de Tierra Toma de Tierra
de Servicio de Proteccion

Fig. I1.2 — Esquema de los dos tipos de tomas de tierra segin su
funcionalidad.

3.2.1 Toma de tierra de protecciéon

Es la conexién directa de partes conductoras de una instalacién no sometidas
(normalmente) a tensién eléctrica pero que lo pudieran estar debido a una averia,
un contacto accidental, una descarga atmosférica o una sobretension. Estas tomas
de tierra tienen dos funciones bésicas: 1) favorecer un circuito de retorno a tierra
entre la parte conductora del equipo afectado y la entrada de la alimentacion, y

2) aproximar el potencial de la parte conductora al de la superficie del terreno
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cercano a la misma, de forma que se proteja a las personas contra diferencias de

tension peligrosas.

El Reglamento de Centrales Eléctricas, Subestaciones y Centros de
Transformacién del Ministerio de Industria y Energia [MIE-RAT '%%°] establece

la obligatoriedad de instalar tomas de tierra de proteccién en:
e los chasis y bastidores de aparatos de maniobra;
e las envolventes de los conjuntos de armarios metalicos;

e los elementos metdlicos de la estructura de los edificios (columnas, soportes,
pérticos, armaduras del hormigén armado), puertas, ventanas, escaleras,

barandillas, registros y tapas;
o las vallas y cercas metalicas;

e los elementos metdlicos que salen fuera del recinto de la instalacién tales

como railes, tuberfas y blindajes y conductos metalicos;
e las carcasas de transformadores, generadores, motores y otras maquinas; y

e los hilos de guarda y cables de tierra de las lineas aéreas de conduccién.

3.2.2 Toma de tierra de servicio

Una toma de tierra de servicio tiene por objeto la derivacién de corrientes
elevadas al terreno, uniendo a tierra de forma temporal parte de las instalaciones
que estén normalmente bajo tensién, o de forma permanente ciertos puntos de los

circuitos eléctricos de servicio. Este tipo de toma de tierra se encuentra en:
e los neutros de los transformadores, alternadores y otros aparatos;
e los circuitos de baja tensién de los transformadores de medida,

e los limitadores, descargadores, autovalvulas, pararrayos, centros de estrella

de motores trifasicos;
e uno de los polos de una bateria de acumuladores;
o la entrada de las subestaciones; y

e los elementos de derivacién a tierra de los seccionadores de puesta a tierra.
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3.3 Circunstancias y factores de riesgo que influyen en una instalacién

de toma de tierra

La corriente eléctrica que fluye al terreno cuando se produce una situacién de
fallo origina una distribucién de potenciales eléctricos en la superficie del terreno en
el que esta enterrada la toma de tierra (figuras I1.3.a y I1.3.b). Como consecuencia
de ello, en determinadas zonas de la superficie, se crean regiones con gradientes de

potencial importantes que pueden afectar a las personas que se encuentren en los

@

alrededores de la instalacion.

Fig. I1.3.a — Toma de tierra de Fig. 11.3.b — Lineas de isopoten-

16 m x 16 m for- cial en la superficie
mada por 12 con- del terreno al produ-
ductores (de didme- cirse una corriente
tro 1 cm) enterrada de fallo en la malla.
a 80 cm de profun-

didad.

Los principales condicionantes que deben tenerse en cuenta en el momento
de evaluar la seguridad de un sistema de puesta a tierra son: 1) el tamafio de
la instalacién de toma de tierra y el estado de conservacién en que se encuentra,
2) el valor de la resistividad del terreno, y 3) la ausencia de resistencias u otros
sistemas de proteccién que limiten la intensidad de la corriente de fallo si se produce

el contacto fortuito de una persona con la instalacién eléctrica.

Los factores més destacados que condicionan la importancia de un shock

eléctrico y de sus efectos sobre una persona que toca una parte de la instalacién
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cuando tiene lugar una descarga son:

e la elevada intensidad de corriente que puede fluir al conjunto de electrodos
de la toma de tierra, en comparacién con el tamaifio y resistencia del sistema
disefiado;

o la distribucién de potencial en la superficie del terreno, originada por el flujo
de corriente, que puede dar lugar a elevadas diferencias de potencial entre

puntos cercanos de la superficie;
e el valor de la frecuencia de la corriente eléctrica; y

o la duracién de la descarga eléctrica.

A estos factores deben afadirse dos circunstancias relacionadas directamente
con las personas que se encuentran en la instalacién eléctrica cuando tiene lugar
la descarga: 1) la presencia del individuo en un lugar, en un momento y en una
postura tal que esté en contacto simultdneamente con dos puntos entre los que
existe una elevada diferencia de potencial; y 2) el tiempo que dura el contacto del

individuo con la instalacién eléctrica durante la derivacién de corriente.

Obviamente, desde un punto de vista practico, establecer sistemas de
prevencién absolutamente fiables no es posible, o no es econdémicamente viable.
Sin embargo, el nimero de accidentes observados en la vida real es bajo. En la
actualidad las normativas sobre disefio de instalaciones de puesta a tierra, como
por ejemplo la alemana DIN-57141 (edicién de 1977) o la espafiola ([MIE-RAT 193]
ITC ntdmero 13), permiten, en determinadas instalaciones, reducciones de los
pardmetros utilizados para el dimensionamiento de las tomas de tierra al tener
en cuenta la escasa probabilidad de que se produzcan las condiciones més

desfavorables [Rudenberg 1°*°], [Sverak '%*!], [Garrett 1%%°].

3.4 Seguridad humana

Los pardmetros eléctricos mas importantes que caracterizan el cuerpo humano
son su resistencia eléctrica, la intensidad maxima tolerable (generalmente es la
intensidad a partir de la cual se produce la fibrilacién ventricular del corazén)
y las diferencias de potencial méximas permisibles. La determinacion de estas
magnitudes y sus mdargenes de variacién han sido profusamente estudiados
desde los afios cuarenta, existiendo una amplia documentacién al respecto
[Dalziel & Lee %], [Dalziel '%691972] " [Elek '°%], [Ferris et al. 1936 [Kiseliev '9%°],
19591 [Lee 1966], [Osypka'?%®], [TIT Research Institute 19771 Una

recopilacién de parte de estos trabajos se recoge en la normativa americana

[Kouwenhoven ,
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ANSI/IEEE 80-1986, y un resumen de las misma puede encontrarse en

[Garrett 19%%] y [Sverak et al. '**'].

Los efectos que produce el paso de la corriente eléctrica por un ser humano y
cémo afecta a los drganos vitales dependen de la duracién, magnitud y frecuencia
de la corriente de descarga, siendo la fibrilacién ventricular del corazén una de
las consecuencias mas peligrosas que acarrea. En lo referente a la frecuencia de
la corriente, una persona es capaz de tolerar intensidades elevadas a frecuencias
grandes (3,000-10,000 Hz), pero es extremadamente vulnerable a las frecuencias
normales de 50 6 60 Hz (se ha constatado que pueden ser mortales intensidades
de corriente superiores a 0.1 A). La tabla IL.1 resume los efectos fisiolégicos mas
comunes, resultantes del paso de corriente eléctrica (de frecuencia entre 50 y 60

Hz) por el cuerpo humano dependiendo de la magnitud de ésta.

Intensidad (A) Efectos Fisiolégicos

0.001 Limite de percepcidn.
La corriente se nota sensiblemente

en las yemas de los dedos.

0.001-0.009 Se percibe perfectamente el paso de la corriente,

pero no afecta la coordinacién muscular.

0.009-0.025 Intensidad de corriente molesta; es dificil

sujetar el objeto sometido a tensién.

0.025-0.060 Intensidad de corriente peligrosa, que provoca

contracciones musculares y dificulta la respiracion.

0.060-0.100 Intensidad de corriente muy peligrosa.

Se produce fibrilacién ventricular, parada

cardfaca y colapso respiratorio.

Tabla I1.1 — Efectos fisioldgicos del paso de corriente eléctrica (de frecuencia entre 50 y
60 Hz) por el cuerpo humano.
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En cuanto a la duracién de la descarga eléctrica, Dalziel estableci en 1941 una
correlacién entre la intensidad de corriente que un individuo es capaz de soportar
(Iy7) v el tiempo durante el cual circula la corriente (tp) (en el rango de 0.3 a3
segundos). La relacién (obtenida empiricamente) es Iy = kg /\/tD, siendo kp una
constante dependiente de la constitucién fisica de la persona, fundamentalmente
de su peso (los valores usuales son de kry = 0.116 para 50 kg y de ky = 0.157
para 70 kg) [ANSI/IEEE Std.80'**]. En definitiva, la intensidad de corriente que
el cuerpo puede absorber es mayor cuanto menor sea el tiempo de exposicién (una
persona de 70 kg es capaz de soportar una corriente de hasta 0.222 A sila descarga

dura 0.5 s y solamente la mitad si ésta es de 2 s).

Un pardmetro importante que interviene en el calculo y dimensionamiento de
una toma de tierra (por ejemplo, para establecer las tensiones maximas permisibles
en una instalacién) es la resistencia eléctrica del cuerpo humano. En la, mayoria
de los casos, esta resistencia se considera medida entre las extremidades de una
persona: de una mano al pie del lado contrario, entre ambas manos, entre una
mano v los dos pies, entre los dos pies, etc. La gran variabilidad observada en
mediciones de la resistencia eléctrica de seres humanos (entre los 300 € y 3,000 €2
[ANSI/IEEE Std.80 '*]) hace muy dificil fijar un tnico valor de la misma, dado
que depende de miltiples factores como por ejemplo la existencia de heridas sobre
la piel en el punto donde se produce la descarga, el tipo de contacto con la superficie
del terreno y su grado de aislamiento, etc. En la préctica, el valor cominmente
asignado a la resistencia eléctrica del cuerpo humano es de 1,000 © [MIE-RAT 1993,

3.4.1 Tipos de contactos accidentales

Las dos circunstancias més frecuentes en las que se puede producir una
circulacién de corriente eléctrica de cierta intensidad a través del cuerpo humano
som:

e ¢l paso de corriente de un pie a otro (circuito “pie-pie”), sin ningtn otro
contacto con la instalacién eléctrica. En este tipo de contacto accidental
cabe incluir el flujo de corriente en el caso de que una persona se encuentre
tendida en el suelo en el momento de la descarga, o la corriente circulante
entre las extremidades delanteras y traseras de un cuadripedo que, en el caso
de animales grandes, pueden conectar puntos de la superficie del terreno con
una elevada diferencia de potencial. Esta diferencia, denominada “tensién de

paso” v que depende de la distancia que separa ambos pies (dp), genera una
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intensidad de corriente (Iy) inversamente proporcional a la resistencia que el
individuo ofrezca al paso de la corriente eléctrica [ANSI/IEEE Std.80'**°).

La figura II.4.a muestra de forma simplificada esta situacién de fallo.
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Fig. IL.4.a — Esquema del contacto accidental de “tension de paso”.

o ¢l paso de corriente de una mano a los pies al tocar una parte de una
instalacién (circuito “mano-pie”), tal como muestra la figura I1.4.b. En este
tipo de accidente estan incluidos los contactos que se puedan producir con
otras partes del cuerpo o en otras posturas. La diferencia existente entre el
potencial a que estd sometida la parte de la instalacién que toca el individuo
v el potencial en la superficie del terreno se denomina “tensién de contacto”
y genera una circulacién de corriente (If) a través de la persona proporcional
a su resistencia eléctrica total [ANSI/TEEE Std.80 '%*].

La determinacién de las méximas tensiones de paso y de contacto admisibles
en una instalacién eléctrica (que se obtienen a partir de la resistencia eléctrica
del cuerpo humano y de la intensidad maxima tolerable, entre otras magnitudes)

11981 v también se

pueden verse en [Sunde'®®®], [Garrett!'?®¢] y [Sverak et a
recogen en la mayor parte de las normativas sobre sistemas de puesta a tierra
de los distintos paises, como por ejemplo RAT en Espafia [MIE-RAT '], VDE

en Alemania [Spitta 7] o CIE en Italia [Bossi & Coppi'™].
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Fig. [1.4.b — Esquema del contacto accidental de “tension de
contacto”.

3.4.2 Parametros caracteristicos de una instalacién de toma de tierra

Los principales pardmetros utilizados para la caracterizacién de una instalacion
de toma de tierra desde el punto de vista de la seguridad son los siguientes:

e Sobretensién de Tierra (Ground Potential Rise, GPR).
En circunstancias normales, la instalacién de toma de tierra debe estar
sometida a una diferencia de potencial nula, es decir, al mismo potencial
de referencia que el adoptado en un punto suficientemente alejado de la
instalacién. FEn circunstancias de fallo, la “Sobretension de Tierra” es la
diferencia entre el potencial de la toma de tierra y el potencial de referencia,
debida a la intensidad de corriente de fallo que circula y a la resistencia
equivalente del conjunto de los electrodos.

o Tensién de Paso (Step Voltage).
Es la diferencia de potencial entre dos puntos de la superficie del terreno
separados la distancia de un paso, —en la préctica, ésta se considera igual a
1 m—.

e Tensién de Contacto (Touch Voltage).
Es la diferencia entre la sobretensién de tierra (GPR) en un punto de la
instalacién y el potencial en el mismo punto sobre la superficie del terreno.

o Tensién de Malla (Mesh Voltage).
Es la mayor tensién de contacto que puede encontarse en la instalacién de

toma de tierra.
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e Tensién Transferida (Transferred Voltage).
Es la tensién de contacto en los casos en que una persona dentro de una
instalacién eléctrica toca un conductor conectado a tierra en otro sistema
distinto, o bien cuando una persona en un punto remoto toca un conductor
conectado a la toma de tierra de la instalacién. En ambos casos, y en
circunstancia de fallo, la tensién transferida es la maxima tension de contacto,
dado que es practicamente igual a la sobretensién de tierra GPR.

o Intensidad Total del Sistema (Ground Current).
Es la intensidad eléctrica total que fluye de la instalacién de toma de tierra

cuando tiene lugar una derivacién de corriente a través de la misma.

¢ Resistencia Equivalente del Sistema (Ground Resistance).
Es la resistencia que ofrece la instalacién de toma de tierra al paso de la
corriente eléctrica. Se calcula como el cociente entre la sobretension de tierra
(GPR) y la intensidad total del sistema.

3.5 Funcionamiento de una toma de tierra

En los apartados anteriores se han presentado los aspectos generales que
intervienen en una instalacién de toma de tierra desde el punto de vista de la
seguridad. En el estudio que sigue a continuacién se analizard el funcionamiento
de una malla de electrodos de tierra tomando como ejemplo el circuito accidental

de contacto “mano-pie” (figura II.4.b).

La figura IL.5 muestra de una forma esquematica el circuito eléctrico que se
origina cuando una persona toca parte de una instalacién (por ejemplo la carcasa
de un motor) que se encuentra sometida a tensién debida a un cortocircuito. Las
magnitudes que se indican en la figura son:

Vp : Potencial de referencia (considerado nulo) en un punto alejado de la
instalacion.

V1 : Potencial generado por el elemento electromotor E.

V5 : Potencial en la entrada del equipo, en la carcasa cuando se produce un
cortocircuito y en la toma de tierra.

V3 : Potencial en el punto de la superficie del terreno en el que se encuentra
la persona.

I : Intensidad de corriente debida a la diferencia de potencial del elemento

electromotor y a la resistencia eléctrica del conjunto del circuito.

Iy : Intensidad de corriente que circula por el motor.
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Iy : Intensidad que fluye a la toma de tierra.
Iy : Intensidad que circula por la persona.
R¢ : Resistencia eléctrica del cable.
Rjs : Resistencia eléctrica del motor.

Ry : Resistencia eléctrica de la persona.

Vl
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/77 L — 1
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Fig. 1.5 — Esquema del circuito eléctrico cuando se produce el contacto
accidental de una persona con una parte de la instalacién puesta
bajo tensién por un cortocircuito.

En este sistema cabe destacar la existencia de dos tomas de tierra: la propia
del conjunto de la instalacién eléctrica y los pies de la persona que también actuan

de elementos derivadores de la corriente al terreno.
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3.5.1 Circuito eléctrico exterior

El circuito eléctrico exterior tiene lugar a través de los cables, del motor y de

la persona, y su modelizacién matematica puede realizarse en la forma:

e FEcuacién de continuidad:

I:IM+IT—I—IH (eH.l)
e Ley de Ohm:
E=Vi-1
IRy =V —Vy (eIL.2)

Iy (Ry +Re) =Vo — W
Iy Ry =Vo—V3

Las incégnitas son Vi, Vo, V3, I, Iys, It y Iy, en tanto que se conocen el

potencial de referencia (Vy = 0), la fuerza electromotriz E y las resistencias R,

Ry v Ry.
3.5.2 Circuito subterraneo

La circulacién de corriente que tiene lugar en el terreno se muestra
esqueméaticamente en la figura I1.6. Al tratarse de un medio continuo, se puede
modelizar matemdticamente —con las hipétesis de terreno isétropo, homogéneo
v de superficie horizontal— en términos de un problema exterior de Dirichlet
tridimensional (se demostrara en el capitulo siguiente), consistente en obtener el
potencial V (que verifica la ecuacién de Laplace) en cualquier punto del terreno
si se conocen los valores del potencial en la superficie de la toma de tierra y se
cumple la hipétesis de que el potencial de referencia Vj en un punto suficientemente

alejado sea cero.

Este circuito subterrdneo se puede resolver mediante una superposiciéon de
estados elementales [Durand '%%°]. Esta técnica, fundamentada en el “principio de
superposicién” de resolucién de ecuaciones diferenciales lineales en problemas de
frontera [Stakgold 7], consiste en la sustitucién del estado final (representado
en la figura I1.6, y del cual no se conocen los valores de Vo, V3, It e Iy) por la
combinacién lineal de dos estados elementales, de modo que sea posible obtener

una relacién entre las variables.
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Fig. I11.6 — Esquema del circuito subterraneo.

El estado elemental 1) se muestra en la figura I1.7.a. En él se fijan los
valores del potencial igual a 1 en los puntos de la toma de tierra de la instalacién

eléctrica, e igual a 0 en la unién a tierra que se produce en los pies de la persona.
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Fig. I1.7.a — Esquema del estado elemental 1) en que puede descomponerse
el circuito subterraneo.

Las magnitudes ¢ e i1 son las intensidades de corriente por unidad de
voltaje (ya que se ha impuesto un potencial unitario en el sistema) que fluyen de
las dos tomas de tierra (la instalacién y el individuo) en este estado elemental 1.
Los valores de estas dos intensidades por unidad de voltaje se podrian determinar

resolviendo el problema de Dirichlet, por ejemplo, mediante una técnica numérica



- 38 - Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

basada en subdividisiones del dominio de solucién (métodos de elementos finitos

o de elementos de contorno).

El estado elemental 2) se muestra en la figura I1.7.b. Esta caracterizado
por la imposicién de los valores del potencial igual a 0 en la toma de tierra de la
instalacién, e igual a 1 en la conexién a tierra que tiene lugar a través de los pies

de la persona.
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Fig. I1.7.b — Esquema del estado elemental 2) en que puede descomponerse
el circuito subterraneo.

ip9 e 179 indican las intensidades de corriente por unidad de voltaje que fluyen
de las dos tomas de tierra (instalacién y persona) en el estado elemental 2 y, al
igual que en el estado 1, también se pueden calcular resolviendo el problema de

Dirichlet.

El estado final (figura I1.6) es la combinacién lineal de los dos elementales: el
estado 1 ponderado por el valor del potencial V5 maés el estado 2 ponderado
por el valor del potencial V3. Teniendo en cuenta que las intensidades de corriente
de este estado final son I (en la instalacién) e Iy (en los pies de la persona), se

verifican las relaciones

Ip =i Vo + 19 V3 (eIL3)
ell.

Ig=1g1Vo+i1go Vs

1965]’ [ 1990] se

y por el teorema de reciprocidad de Maxwell [Fung Lorrain & Corson

cumple también la igualdad:

iT9 = i1 (eI1.4)
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3.5.3 Ecuaciones del modelo del circuito accidental

Las ecuaciones del modelo de circuito accidental que tiene lugar cuando una
persona toca una instalacién eléctrica durante un cortocircuito presentadas en las

subapartados anteriores se pueden resumir en:

IZIM—I—IT—I—IH

E=V1-VW
IR;=V1 -V
Iy (Ryr + Re) =Va =W (eIL.5)

Iy Ry =Vo— V3
It =i Vo + 19 V3

Ig=1g1Vo+igoVs.

La resolucién de estas siete ecuaciones, correspondientes a la unién del circuito
eléctrico exterior con el subterrdneo, proporciona los valores de las incégnitas V7,

Vo, V3, I, Ipg, IT y Iy

3.5.4 Circuito eléctrico equivalente al circuito subterraneo

El estudio del circuito subterrdaneo —presentado en el subapartado 3.5.2
y en la figura I1.6— implica la resolucién de un problema diferencial en un
dominio continuo. Con el fin de poder sacar conclusiones rapidas e identificar
los pardmetros que intervienen en su andlisis (i, i79, 271 € ty2) con variables
cléctricas, se sustituye esta circulacién de corriente en el terreno por un circuito
eléctrico equivalente (figura I1.8). Las nuevas magnitudes que se han introducido
son:
R% : Resistencia al paso de la corriente de la toma de tierra de la
instalacién eléctrica (es la “Resistencia equivalente del sistema” o
Ground Resistance definida en el apartado 3.4.2).
Rg . Resistencia eléctrica que ofrece la unién a tierra a través de los pies de
la persona.
R% g Resistencia a la circulacion de corriente existente entre las dos tomas

de tierra: la instalacién y el individuo.
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Fig. 11.8 — Circuito eléctrico equivalente al circuito subterraneo.

La resolucién de este circuito eléetrico (introduciendo unas intensidades de

corriente internas) proporciona las siguientes dos relaciones:

(ell.6)
—1 1 1
IH:<-—-—E )Vz—l-(—ET 5 >V3
Rry Ry  Rrg

Obsérvese que si se comparan las dos ecuaciones de (ell.3) —correspondientes
a la circulacién de corriente en el continuo— y las dos expresiones de (ell.6) —del
circuito equivalente— se concluye que la relacién existente entre las resistencias
del circuito equivalente y las intensidades por unidad de voltaje de los estados

elementales viene dada por:

1
RE——— (eIL.7)
1+ rH
RE = —* (eI1.8)
B g + g9
B -1

tH1
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De las equivalencias (eI1.7), (eI.8) y (eIL.9) se deducen los siguientes resultados
importantes:

e 17y e iy son las intensidades de corriente por unidad de voltaje que emanan
de la toma de tierra de la instalacién eléctrica y de la unién a tierra de
la persona en el estado elemental 1 (caracterizado por imponer potencial
1 en la instalacién y 0 en los pies del individuo). Habitualmente, la toma
de tierra presenta una extensa superficie de contacto con el terreno para la
disipacién de corriente, por lo que la intensidad que emana de ella (i71)
serd relativamente importante (la intensidad se calcula como la integral de
superficie de la densidad de corriente que emana del contorno de la union a
tierra, que a su vez es directamente proporcional al potencial impuesto). Asi,
la intensidad de corriente 77 que fluye por la unién a tierra de la persona,
debida a la circulacién de cargas provocada por la intensidad 71, va a ser
muy pequefia en relacién con ésta, dado que la unién a tierra de la persona

tiene una superficie total infima, en comparacién con la toma de tierra.

e ipy eipo son las intensidades de corriente por unidad de voltaje que emanan
de la toma de tierra de la instalacién y de la unién a tierra de la persona en el
estado elemental 2 (caracterizado por imponer potencial 0 en la instalacién
eléctrica y 1 en los pies del individuo). Dado que la superficie de la unién
a tierra de la persona es muy pequefia (solamente los pies), la intensidad
de corriente que emana (if9) también es pequefla, en comparacién con la
intensidad que emana de la instalacién en el estado elemental 1 (i71). La
intensidad i79 que fluye por la toma de tierra de la instalacion debido a la
circulacién de cargas provocada por ig9 va a ser también muy reducida, en
relacién con las anteriores.

También es posible verificar esta afirmacién a partir del principio de
reciprocidad de Maxwell dado que, por (ell.4), ip7q y i79 deben ser iguales y
la intensidad por unidad de voltaje i1 es relativamente pequefia, tal como

se ha comentado anteriormente.

En consecuencia, y teniendo presente las relaciones (ell.7), (eIl.8) y (eIl.9), la
resistencia mutua (R%H) entre las dos tomas de tierra (la instalacién y la persona)
serd muy elevada, y dado que los dos sumandos del cociente de (ell.8) seran
pequefios, la resistencia equivalente de la unién a tierra de la persona (R%) también
seré elevada. Por otra parte, debido a que la intensidad que emana de la toma de
tierra de la instalacién (i1 ) es relativamente importante, su resistencia equivalente

(R%) serd muy pequefia comparada con las otras dos del circuito equivalente.
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Obviamente, estas aseveraciones se pueden confirmar resolviendo el problema
de la circulacién de corriente en el medio continuo subterrdneo, mediante una
técnica numérica basada en la subdivisién del dominio (por ejemplo, el método de
elementos de contorno), y determinando las intensidades por unidad de voltaje en

los dos estados elementales (271, 11, i79 € tf2).

Las resultados anteriores relativos a los valores de las resistencias equivalentes
R%H y R%, junto con el anélisis detallado del circuito de la figura I1.5 y del circuito
eléctrico equivalente IL.8, permiten la deduccién de una serie de conclusiones muy
interesantes:

e Para valores muy elevados de las resistencias R% gV Rg, la intensidad
de corriente que circulard por la toma de tierra (Ir) fundamentalmente
dependerd del valor de la resistencia eléctrica equivalente de sus electrodos
(R%), y ésta seréd practicamente independiente de las intensidades 71, 179
e ¢ 9 por ser relativamente pequeflas en comparacion con 7.

e Ademdis, la resistencia equivalente de la toma de tierra (R%) no se modificaré
de forma apreciable por la presencia de una persona en las inmediaciones de
la instalacién, ni dependerd de la posicidn en que se encuentre si se produce

un contacto accidental con ésta durante una situacién de fallo.

e Por el mismo motivo, los valores de los potenciales en la carcasa (Vo) y en
los pies del individuo (V3) no variardn apreciablemente con la resistencia
de la persona (Rp), de modo que permaneceran practicamente constantes,
independientemente de que alguien se encuentre efectivamente en contacto

con la instalacién en un determinado punto.

De las conclusiones anteriores se deduce algo muy importante desde el punto de
vista practico para el cdlculo de una instalacién de toma de tierra: la intensidad Iy
que se disipa a través de la toma de tierra se puede calcular con suficiente precision
considerando exclusivamente la malla de tierra, sin tener en cuenta ni dénde ni
cémo se produce el contacto accidental de la persona; ademas la intensidad Iy
que pasa por el cuerpo de la persona se podrd obtener con bastante exactitud si
se conoce la diferencia de potencial (Vo — V3), existente entre la instalacién y el
terreno en el punto donde esté situado el individuo, y su resistencia eléctrica Rpy.
Este resultado acota considerablemente el problema a estudiar, ya que éste queda
ceniido al estudio exclusivamente de la instalacién de toma de tierra: su resistencia
equivalente y la distribucién de los niveles de potencial en la superficie del terreno

cuando tiene lugar una derivacién de corriente (de intensidad I7) sin considerar
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contacto accidental alguno (ver figura I1.9). Por lo tanto este problema, que es mas
sencillo de resolver ya que no es necesario contemplar todas las posibles situaciones
de contacto con la instalacién en fallo, requiere analizar no solamente la malla de
electrodos que forman la toma de tierra, sino también poder determinar los valores

del potencial en cualquier punto de la superficie del terreno.
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Fig. I1.9 — Esquema del problema de la disipacién de corriente eléctrica en
un terreno cuando se produce una derivacién a través de un
sistema de toma de tierra.

3.5.5 Efectos de la existencia de toma de tierra en condiciones de fallo.

El efecto de la existencia de una toma de tierra en una instalacién eléctrica
cuando tiene lugar un cortocircuito se puede evaluar solucionando el sistema de

ecuaciones (ell.5) y las equivalencias establecidas para el circuito subterraneo

(eIL.7), (ell.8) y (ell.9).

La resolucién de todas estas ecuaciones es muy laboriosa por lo que tan solo
se presentaran algunas de las expresiones resultantes. Con objeto de poder sacar
conclusiones de las mismas, éstas se han normalizado en funcién de una serie de
pardmetros relacionados con las magnitudes definidas en el apartado 3.5 y que se
muestran en la figura I1.5: R (vesistencia eléctrica del cable), Ry (resistencia

eléctrica del motor) y Ry (resistencia eléctrica de la persona) y las resistencias
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equivalentes RE , RE RE. Los pardmetros definidos son:
! H> g Y AT p

E B E
oot g _Bpo_FBrg o _Bmo, Br (eI1.10)
Reo Reo R¢ R¢ R¢
a+2 1 1 1/8 1 [(a+2 1 1/8
do =~ 4 -4 = — E ) g == Y (14—
2 a+1+9+ﬂ<1+1/5+1/r>’ 3 5+<a+1+9>< +1/5+1/r
(ell.11)

El pardmetro # es una medida de la resistencia equivalente de una toma de
tierra (referida a la resistencia de los conductores). Como se vera mas adelante,
una malla de tierra es tanto mejor cuanto menor sea su resistencia equivalente, es

decir, para valores de 6 bajos.

El primer anélisis que se presenta es el estudio de la fraccién de intensidad que
circula por la persona (I ) sobre la intensidad total (I), en funcién de los distintos
valores de la resistencia equivalente de la toma de tierra R%. Teniendo en cuenta
(ell.10) y (ell.11), esta relacién se expresa como

Iy 1/1—dy/dy
S o (2225 12
T 5( o1 (ell.12)

La figura I1.10 muestra graficamente la fraccién (ell.12) en funcién de la
variable # para distintos valores del pardmetro «. Los valores de 8 y 7 que se
han considerado en este estudio son ambos de 20,000, y se han obtenido a partir
de los cdlculos realizados de las intensidades por unidad de voltaje (i71, t73, tpr1 €
if79) para un problema de una malla real de toma de tierra, resolviendo el circuito
subterraneo en el continuo mediante una técnica numérica basada en el método
de elementos de contorno. Por otra parte, teniendo presente los valores de la
resistencia eléctrica de un ser humano, el valor del pardmetro § considerado ha
sido de 2,000. Los valores de o que se han empleado en los distintos calculos
corresponden a elementos de transformacién que se encuentran habitualmente

instalados en subestaciones eléctricas modernas [Wildi '#%%].

Como se observa en la figura I1.10, cuanto més pequenia sea la resistencia
equivalente de la toma de tierra de la instalacién (R%) tanto menor serd la fraccién
de intensidad de corriente (If7) que circula por el cuerpo humano en relacién con
la intensidad total durante un cortocircuito. Por otra parte, del andlisis de la
expresién de Iy en funcién de la resistencia equivalente RQE que se obtiene de
las ecuaciones del circuito (ell.5) y (ell.6), podemos concluir que esta intensidad
que circula por la persona en condiciones de fallo serd menor cuanto menor sea la

resistencia ij:.
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Fig. I1.10 — Fraccién de la intensidad de corriente que circula por la persona
(Ig) sobre la intensidad total (I) en funcién del pardmetro 6
(medida de la resistencia de la toma de tierra de la instalacién).
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En lo que respecta a la instalacién de toma de tierra, es interesante estudiar
qué intensidad de corriente circula por la misma (I7) durante una derivacién de
corriente y cémo varia con su resistencia equivalente R%. La fraccion de intensidad
que circula por la toma de tierra I sobre la intensidad total se expresa en términos

de los mismos pardmetros de (eIl.10) y (eIl.11) en la forma:

]
~
D =
N
TN
—

|
&8
S

td A ) (eIl.13)

La figura I1.11 muestra graficamente la variacién de esta fraccion en funcion de
la resistencia equivalente (6) para distintos valores del pardmetro o (los valores de
8, 7y & son los mismos que los considerados en el caso precedente). Como puede
observarse, casi la totalidad de la corriente de pérdida circula por la instalacién
de toma de tierra durante una descarga si su resistencia equivalente R% es baja.
A medida que ésta va aumentando la fraccién de corriente eléctrica que va al
terreno por la malla de electrodos de tierra es cada vez menor, siendo este descenso

practicamente lineal.

Desde el punto de vista de la seguridad humana, en la figura I1.10 se ha
presentado la variacién de la fraccidén de intensidad de corriente que circula por
una persona que toca la instalacién respecto de la intensidad total en funcién de la
resistencia equivalente, observdndose una variacién casi lineal. Una cuestiéon que
se suscita con frecuencia es la siguiente: una toma de tierra deriva mas corriente
al terreno cuanto menor sea su resistencia equivalente y, de este modo, por el
individuo que ha establecido el contacto accidental circula menos intensidad de
corriente. Sin embargo, jqué fraccién de intensidad circula por la persona si existe
toma de tierra respecto de la intensidad que circula si no existe esta instalacién 7
La resolucién del sistema de ecuaciones planteado para modelizar el circuito de la
figura I1.5 —y que se resumen en (eIl.5)— puede realizarse segin exista o no toma
de tierra en la instalacién eléctrica. Obteniendo las expresiones de la intensidad
(Ig) en ambos casos, su cociente resulta en términos de los parametros (eIl.10) v
(ell.11) en la forma:

1
Iy (con t.t.) _ do dg (eI1.14)
Iy (sin t.t.) 1 1 )

at2 1+9/8 B 1, (e+2)A+8/p)
a+1 f B a+1
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funcién del parametro 6 (medida de la resistencia de la toma

de tierra de la instalacién).
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persona (Ig) si existe toma de tierra en la instalacién y la
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del pardmetro 8 (medida de la resistencia de la toma de tierra).
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La representacién grafica de (eIl.14) en funcién de la variable 6 se muestra
en la figura I1.12 para distintos valores del pardmetro . Como puede observarse,
la relacién existente entre el cociente Iy (con t.t.)/Ig (sin t.t.) y 6 es una curva
muy acusada, lo cual reafirma la conclusién ya obtenida anteriormente de que
una instalacién de toma de tierra serd tanto mejor, desde el punto de vista de la
seguridad humana, cuanto menor sea su resistencia equivalente. Es importante
insistir en este hecho: o la resistencia de la toma de tierra es muy baja o de poco
va a servir, ya que la intensidad de corriente que circulara por la persona sera una

parte importante de la que circularia si no hubiese toma de tierra.

Para finalizar este estudio sobre el funcionamiento de una toma de tierra de
una instalacién es interesante analizar qué ocurre en el equipo eléctrico durante
un cortocircuito como el que se muestra en la figura I1.5. Los sistemas de puesta
a tierra son sistemas pasivos en el sentido de que no evitan que se produzcan los
cortocircuitos sino que actiian de elementos derivadores al terreno de las corrientes
de fallo que se puedan producir. Sin embargo, una toma de tierra tiene un papel
esencial combinado con otros elementos de la instalacién eléctrica que si son activos
ya que, si bien no evitan el cortocircuito, al menos cortan el suministro de corriente

en el sistema (interruptores automaticos, fusibles, relés, etc).

La relacién entre la intensidad que circula por el motor cuando tiene lugar una
derivacién de corriente a la toma de tierra de la instalacién, y la intensidad que
circula por el equipo en condiciones normales se puede expresar, en términos de
las variables normalizadas de (eII.10) y (eIl.11), en la forma:

Iy (fallo) o+ 2

— 1.1
Iy (normal) (o + 1)dy (elL.15)

Los gréaficos de la figura I1.13 muestran la variacién de esta relacién (ell.15)
en funcién de la variable # para distintos valores del pardmetro « (§, 6 y 7 son los
mismos de los ejemplos anteriores). Tal como es posible observar, cuanto menor es
la resistencia equivalente de la toma de tierra de la instalacién més pequena es la
fraccién de intensidad de corriente que pasa por el equipo durante el cortocircuito
(es importante precisar el hecho de que éste se produce en la entrada del motor
tal como muestra la figura I1.5). En consecuencia, circula mucha menos corriente

por el equipo durante la derivacién si la resistencia de la malla de tierra es baja.

Esta variacién brusca en el valor de la intensidad que circula por el equipo

cuando se produce la derivacién de corriente, se puede analizar también en la



- 50 - Colominas I. / Céleulo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

relacién existente entre la intensidad que circula por el circuito I en condiciones
de fallo y la que circula en condiciones normales. Esta relacién, expresada segin

los pardmetros definidos en (ell.10) y (ell.11), viene dada por

I(fallo) 1
— = - . II.
I(normal) (e+2) 1 dy (eIL.16)

En la figura I1.14 se muestra graficamente la variacién de esta relacién con la
variable § para distintos valores de «. Los pardmetros #, ¢ y 7 son los mismos
que en los casos ya presentados. Obsérvese que cuanto menor es la resistencia
equivalente, mayor es la variacién que se produce en la intensidad de corriente
que circula durante un cortocircuito respecto de la intensidad en condiciones de

funcionamiento normal.

Los aumentos significativos de la intensidad de corriente eléctrica que circula
cuando se produce un incremento en el consumo de potencia en una instalacion se
detectan mediante elementos activos (magnetotérmicos y cortacircuitos fusibles),
que son sensibles al aumento de temperatura producido por la circulacién de
mayor intensidad de corriente. Dado que en condicién de fallo se produce un
notable incremento de la intensidad que circula por la instalacién (figura 11.14),
que es tanto mayor cuanto mas baja es la resistencia equivalente de la toma de
tierra, podria parecer que la mera existencia de estos elementos y de una toma de
tierra de resistencia equivalente suficientemente baja, garantiza automaticamente
la desconexién de la instalacidn si se produce una derivacién a tierra. No obstante,
debido precisamente a que la variable de medida de estos elementos activos es la
temperatura, el tiempo que transcurrirfa antes de cortar el suministro eléctrico en
el sistema seria demasiado largo. Entretanto, por la instalaciéon —y eventualmente
por una persona que esté en contacto accidentalmente con ella en ese instante—

circularia una elevada intensidad de corriente.

Por ello se colocan en el circuito eléctrico interruptores “diferenciales” que
tienen una gran sensibilidad para la deteccién de pequehas variaciones en la
intensidad de corriente e interrumpen répidamente el suministro eléctrico. El
principio béasico del funcionamiento de estos equipos es el siguiente: en condiciones
normales, las intensidades que circulan por los conductores (de “ida” I y de
“retorno” Ips en el esquema de la figura I1.5) son iguales y por tanto, la corriente
neta (|7 — Iys]) es nula [Wildi '%); sin embargo, cuando se produce una derivacion

de corriente al terreno (bien por la toma de tierra, o directamente a través de un
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ser humano), la intensidad de corriente neta (|1 — Ijs|) ya no es nula, sino que
es igual a la que se deriva al terreno. Los “diferenciales” miden esta variacion
de la intensidad, disparando un interruptor que corta el suministro de corriente
cuando la diferencia de intensidades supera un determinado valor limite. Esta
corriente neta (|I — Ips]) en condiciones de fallo se puede evaluar perfectamente
con el circuito de la figura I1.5 para distintos valores de la resistencia equivalente de
la toma de tierra R%. Dado que en condiciones de fallo la intensidad de corriente
Iy que circula por el equipo es muy inferior a la intensidad total I (figuras I1.13
y 11.14), la representacién de la corriente neta en funcién del pardmetro 6 coincide
sensiblemente con la de la intensidad total, dada en la figura I1.14. En definitiva,
cuanto mas pequefia sea la resistencia equivalente, mayor seréd la variacién de la
corriente neta; por lo tanto el error relativo en la medida del detector diferencial

instalado serd menor y en consecuencia, actuara de un modo maés eficaz.

Para finalizar, cabe mencionar que el estudio que se ha presentado es ampliable
a otros supuestos de cortocircuito, por ejemplo el caso en que una persona se
encuentre caminando cerca de la instalacién eléctrica y se produzca un circuito
accidental “de paso”, como los comentados anteriormente. La conclusién, en
definitiva, serd la misma: el estudio de la seguridad de una instalacién de toma de
tierra se podra cefiir exclusivamente a la caracterizacién de la toma de tierra (su
resistencia equivalente R% ) y al célculo de los valores del potencial en la superficie
del terreno (figura I1.9), sin necesidad de considerar los distintos tipos de contactos

accidentales.

En todo caso, un sistema de puesta a tierra convencional, como el presentado,
serd tanto méas eficaz desde el punto de vista de la seguridad humana y de la
integridad de los equipos cuanto menor sea la resistencia que ofrezca el sistema de
tierras al paso de la corriente eléctrica. Esta resistencia R% se puede identificar
con uno de los pardmetros caracteristicos de una toma de tierra anteriormente
definidos (ver apartado 3.4.2): la Resistencia Equivalente del Sistema. Por otra
parte, para garantizar la seguridad de las personas es esencial que las diferencias
de potencial existentes entre la instalacién eléctrica y los puntos de la superficie
del terreno cercanos a ésta —(V3 — V5) en el esquema de la figura I1.5— se
encuentren por debajo de un determinado umbral (“tensién de contacto”), asi
como que las diferencias de potencial entre puntos de la superficie del terreno
préximos (separados entre si un metro) sean inferiores a un determinado valor

limite (“tensién de paso” méxima admisible).
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Fig. I1.13 — Relacién entre la intensidad de corriente que circula por el
motor (I3r) cuando se produce una derivacién de corriente a
la toma de tierra, y la intensidad que circula en condiciones
normales en funcién del pardmetro 6 (medida de la resistencia
de la toma de tierra de la instalacién).
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de la toma de tierra de la instalacion).
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4. CARACTERISTICAS DEL TERRENO

4.1 La resistividad y su medida

Uno de los pardmetros criticos que intervienen en el disefio de los sistemas
de puesta a tierra es la resistividad eléctrica del terreno donde se encuentra
situada la toma de tierra. Esta resistividad se define como la resistencia que
ofrece al paso de la corriente eléctrica una muestra de suelo (supuesto homogéneo
e isétropo) de longitud y de seccién transversal unitarias. La forma rigurosa de
representar mateméaticamente la resistividad es mediante un tensor que incorpora
la variabilidad de esta propiedad en los distintos puntos y direcciones del terreno,
aunque en la mayoria de casos, y debido a la poca informacién disponible de las

propiedades del medio, ésta se reduce a un parametro escalar.

La resistividad del suelo influye directamente en la resistencia del electrodo de
tierra y en la distribucién de los gradientes de potencial en la superficie del terreno.
Como en la mayoria de problemas de ingenieria en que interviene el suelo de una
forma u otra (hidrologfa, geotecnia, dindmica sismica, etc), uno de los problemas
fundamentales es la caracterizacién de alguna propiedad escalar, en este caso, la

resistividad.

En disefios preliminares de instalaciones de tomas de tierra o en célculos de
instalaciones pequefias suele emplearse una estimacién del valor de la resistividad
en base al tipo de terreno que se trata. La clasificacién mas sencilla se debe a

[Rudenberg'?*] y se reproduce en la tabla II.2.

Tipo de Terreno Resistividad Media ({2m)
Suelo Orgdnico Mojado 10
Suelo Mojado 100
Suelo Seco 1,000
Suelo Rocoso 10,000

Tabla 1.2 — Resistividades medias segtin el tipo de terreno. (Fuente: [Sverak et al.’**?]).

La normativa espafiola [MIE-RAT '9%%] [MIE-RBT '#%?], al igual que las normas

alemana e italiana es un poco més explicita y da una serie de valores orientativos
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de la resistividad dependiendo de la naturaleza del terreno, tal como se muestran

en la tabla IL3. Otras clasificaciones pueden encontrarse en [Biddle Co.'%?],

[Kinyon1959] y [Tagg 1964].

Naturaleza del Terreno Resistividad (£2m)
Terrenos pantanosos 1a 30
Limo 20 a 100
Humus 10 a 150
Turba himeda 5 a 100
Arcilla plastica 50
Margas y arcillas compactas 100 a 200
Margas del Jurésico 30 a 40
Arena arcillosa 50 a 500
Arena silicea 200 a 3,000
Suelo pedregoso cubierto de césped 300 a 500
Suelo pedregoso desnudo 1,500 a 3,000
Calizas blandas 100 a 300
Calizas compactas 1,000 a 5,000
Calizas agrietadas 500 a 1,000
Pizarras 50 a 300
Rocas de mica y cuarzo 800
Granitos y Gres procedentes de alteracién 1,500 a 10,000
Granitos y Gres muy alterados 100 a 600
Hormigén 2,000 a 3,000
Balasto o grava 3,000 a 5,000

Tabla II.3 — Resistividades segtn la naturaleza del terreno. (Fuente: [MIE-RAT ***°]).

Sin embargo, si se desean realizar calculos mas precisos es necesario efectuar
mediciones experimentales de la resistividad en distintos puntos y a distintas
profundidades, sobre todo si el terreno estd formado por miltiples estratos,
obteniéndose un perfil de “resistividades aparentes del suelo” [Tagg'®®']. Las

técnicas v procedimientos de medida de la resistividad se detallan en la Guide for
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measuring earth resistivity de [IEEE Std.81'%°'] y un resumen de la misma puede
verse en [Sverak et al. 1%%?]. Una de las més utilizadas en la prictica es el “método
de las cuatro picas” [Wenner'?'] consistente en clavar cuatro electrodos en el
terreno (verticalmente y alineados de forma equiespaciada) y medir la intensidad
de corriente que circula entre las picas de los extremos cuando se aplica una
diferencia de potencial en las dos picas centrales. A partir de estos datos, es
posible calcular la resistencia mutua de los electrodos y, en base a su profundidad
de enterramiento y a la distancia que los separa, obtener la resistividad. Existen
multiples variantes de este método, como la de Schlumberger-Palmer de situar

1955] 1 1986] y

las picas no equiespaciadas [Palmer , que estan descritas en [Garret

[IEEE Std.81 1],

La determinacién del perfil de resistividades de un terreno, asi como
su interpretacién con el fin de poderlo emplear en los célculos de una
instalacién de toma de tierra, han dado lugar a un numero importante
de publicaciones, en su mayor parte recogidas en articulos y monografias
del Institute of Electrical and Electronics Engineers, (IEEE), entre los que
cabe mencionar: |Baishiki et al. *®7], [Blattner 1%%'%2] " [Dawalibi et al. '%*%],
[Dawalibi & Blattner %], [Gagnon & Mukhedkar "], [Meliopoulos et al. 1984]

[Meliopoulos & Papalexopoulos %%

4.2 Factores que influyen en la resistividad del suelo

Los principales factores que pueden influir en las propiedades eléctricas del

terreno, y en particular en su resistividad, se relacionan a continuacion.

o Humedad.
La conduccién eléctrica en el seno del terreno es fundamentalmente de
naturaleza electrolitica. Por lo tanto, un aumento del grado de humedad
en el suelo origina una disminucién importante del valor de la resistividad.
e Temperatura.
El efecto de la temperatura es importante en aquellas zonas en que pueda ser
inferior a 0°C, ya que el agua presente en el suelo es mucho menos conductora
en estado sélido. En el caso de temperaturas superiores a los 0°C, el efecto
térmico sobre la resistividad es précticamente despreciable.
o Composicién quimica del suelo.
La presencia de sales iénicas en el terreno provoca disminuciones importantes

de la resistividad debido al cardcter electrolitico de la conduccién eléctrica
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en el suelo [Sverak et al.’?®?] [Towne'?*?]. Esta propiedad suele utilizarse en
el acondicionamiento previo del terreno donde se desea instalar una toma
de tierra, afiadiendo en las inmediaciones de los electrodos sales idnicas
(cloruros calcico y sédico, sulfatos de magnesio y cobre) o arcillas de origen
volcénico (bentonita) que aumenten la conductividad del medio y sean
duraderas e inertes desde el punto de vista de la corrosién de los conductores

1980] © Por otra parte, una préactica habitual es la de extender en

[Jones
la superficie del terreno una capa de unos 20 cm de grava que retrasa la
evaporacién de la humedad y limita el secado de la capa superficial del
suelo [ANSI/IEEE Std.80 '"*°] creando ademas una capa de material de alta

resistividad [Garrett 19%¢] [Rudenberg'®*°], [Sverak et al. 1982,

Ademés, la existencia de una malla de electrodos de tierra de una instalacion
eléctrica (en condiciones de fallo) puede influir en la resistividad del terreno de la
siguiente forma:

e Gradientes de potencial.
Si en las inmediaciones de la toma de tierra se producen fuertes gradientes
de potencial, existe el riesgo de que el terreno pueda sufrir una “perforacion
de dieléctrico” y se transforme en un conductor casi perfecto con el grave
peligro que ello supone [Flanagan'?*?]. No obstante, estos valores limite de
los gradientes son muy superiores a los maximos permitidos en los sistemas

de puesta a tierra (“tensién de paso” y “tensién de contacto”).

e Magnitud de la corriente de descarga.
La resistividad puede variar de forma importante en zonas muy localizadas
préximas a la toma de tierra, debido principalmente al aumento de
temperatura producido por efecto Joule en el momento de producirse la

descarga eléctrica.

4.3 Hipdtesis de suelo uniforme

La mayoria de las férmulas y expresiones utilizadas en la practica para el
céleulo de los pardmetros caracteristicos de una instalacién de toma de tierra
se basan en la hipdtesis de considerar el terreno isétropo y homogéneo y, por
tanto, con un tnico valor de la resistividad [Garrett '%*°], [IEEE Std. 81 19611 Fl
método experimental més empleado para su determinacién es el de Wenner de las

1916] 1964] .

cuatro picas [Wenner o alguna de sus variantes [Tagg Si los ensayos

muestran una poca variabilidad en las propiedades eléctricas del terreno, una
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aproximacién suficiente en muchos casos es la de considerar la resistividad media
a una profundidad h como el valor medido cuando los electrodos se encuentran

], 1082],

separados una distancia h [Sverak et a En este contexto, se entiende por

“poca variabilidad” la obtencién de diferencias méximas iguales o inferiores al 30%

entre las medidas efectuadas en puntos extremos de la instalacién [Garrett '7°],

4.4 Modelo de terreno de “doble capa”

En las situaciones en que se observan variaciones importantes de la resistividad
con la profundidad, podria parecer necesario inicialmente representar el terreno
con modelos més sofisticados que incorporen diferencias en la conductividad del
medio. El mas simple de los propuestos es el denominado de “doble capa” (two
layer model) consistente en considerar el suelo formado por dos estratos de terreno
paralelos: uno superior de grosor h y otro inferior de espesor infinito, y asignar
a cada estrato un valor constante de la resistividad (ésta se supone invariante en

todas direcciones en el interior de cada estrato).

En un ndmero importante de publicaciones cientificas y técnicas sobre
los modelos de “doble capa” se recogen métodos y expresiones que
permiten estimar las resistividades de los estratos de suelo a partir
de las mediciones experimentales [Blattner 1%%%%8?)  [Dawalibi & Blattner '**],
[Dawalibi & Mukhedkar 7], [Dawalibi19%?], [Kasten & Caldecott 7],
[Garrett 1986, [Meliopoulos & Papalexopoulos'®*], [Sunde 1968]  Por otra parte, se
han derivado férmulas para la obtencién de la denominada “resistencia aparente
entre electrodos”, que depende de las resistividades de las capas y de las
distancias entre los conductores, empleada en la practica para el calculo de la
resistencia equivalente y las tensiones de paso y contacto de la instalacién de toma
de tierra [Alamo %], [Blattner 1], [Dawalibi & Mukhedkar '*7°], [Heppe 177972,

[Llaverias et al.1%®], [Meliopoulos et al.'**%], [Tagg 19647,

Las expresiones mateméticas que rigen el fenémeno fisico de la disipacion
de la corriente eléctrica en un modelo de terreno de “doble capa” se obtienen
del planteamiento de las ecuaciones de la teorfa electromagnética de Maxwell en
las dos capas de terreno por separado, imponiendo una serie de condiciones de
compatibilidad en la interfase entre los dos estratos [Silvester & Ferrari 19801 Si
se circunscribe el problema a la obtencién de la respuesta estacionaria y no se
consideran posibles efectos electromagnéticos, estas condiciones establecen:

e la continuidad en las componentes tangenciales del campo eléctrico, y
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o la continuidad en las componentes normales de la densidad de corriente.

Con estos condicionantes, se observa que el comportamiento de las lineas
de flujo eléctricas en las inmediaciones de la frontera entre los dos medios es
equivalente al de los rayos de luz en 6ptica [Silvester & Ferrari'?®9], por lo
que es posible definir un pardmetro andlogo al coeficiente de refraccion optico

(caracteristico de la interfase) que viene dado por la relacion

PL — P2
kg = B—L= ell.17
P11+ P2 ( )

siendo p; la resistividad de la capa superior y pg la de la inferior (figura
I1.15). Dado que ambos valores son siempre positivos, este factor estd siempre
comprendido entre —1 y +1, y es igual a cero en la hipétesis de terreno

completamente uniforme.

Superficie del Terreno

Fig. 11.15 — Representacion esquematica de un modelo de “doble capa’.

La equivalencia existente entre el fenédmeno del flujo de la corriente eléctrica
a través de un terreno dividido en estratos horizontales de distintos materiales
y los fenémenos épticos ha motivado que a las lineas de flujo generadas tras las
refracciones en la interfase se las denomine “imagenes eléctricas” [Kellog '%°7]. A la
aplicacién de esta analogia se la conoce también como “método de las imagenes”, y

su desarrollo en el 4mbito de las instalaciones de toma de tierra puede encontrarse

en las referencias [Dawalibi & Mukhedkar "], [IEEE Std.81 19611 v [Tagg *9%4].

Los modelos de “doble capa” suponen una representacion ligeramente mas

precisa frente al modelo de suelo isétropo y homogéneo (“simple capa”), dado
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que las variaciones de la resistividad del terreno pueden influir en la resistencia
equivalente de una toma de tierra y en la distribucién de los niveles de potencial

en la superficie del terreno.

En comparacién con el modelo de “simple capa”, si se considera que el conjunto
de electrodos de una toma de tierra se encuentra enterrada en el estrato superior
(resistividad p1) de un terreno, se observa que:

o Para valores negativos del coeficiente k19 (p1 < p2), la resistencia equivalente
v las tensiones de paso y contacto son menores que en la hipdtesis de suelo
uniforme con resistividad py. Si el factor kig es positivo, las magnitudes
obtenidas (resistencia y diferencias de potencial) son mayores que en el caso
de considerar uniformidad total.

e La existencia de electrodos clavados verticalmente en el suelo (picas) en una
instalacién de toma de tierra contribuye, de forma significativa, a disminuir
la resistencia y las tensiones de paso y contacto en los casos en que p1 > p2
(k19 > 0). Este efecto se acentiia si el espesor o de la capa superior es
pequeflo en comparacién con la longitud de las picas ya que la mayor parte
de la corriente que circula por las mismas se descarga en la capa inferior del
terreno. Si, por el contrario, el terreno presenta una relacién de resistividades
tal que p; < p9, los efectos dependeran mucho de las longitudes de los
conductores y el espesor de los estratos pero, en general, la existencia de
picas no contribuye a mejorar las caracteristicas de la instalacion de toma de

tierra en cuanto a su resistencia equivalente y tensiones de paso y contacto
[Garrett 19%5].

El método de las imdgenes, aplicado a la determinacién del potencial en un
punto debido a una fuente de corriente puntual, fue propuesto originalmente por
Maxwell en su “A Treatise on BElectricity and Magnetism” [Maxwell **°] como
un procedimiento de resolucién del problema en un modelo de “doble capa” de
forma que se satisfacen autométicamente las condiciones de compatibilidad en las

interfases entre estratos.

El ejemplo més simple que puede plantearse es el de un terreno de resistividad
constante con una interfase con la atmésfera (la superficie del terreno). La
existencia de una fuente puntual de corriente en el interior del terreno origina una
circulacién de cargas en el seno del mismo. La hipétesis de considerar la atmoéstera
como un aislante perfecto implica que no hay paso de cargas a la misma, es decir,

no existe flujo de electrones en la direccién normal a la superficie del terreno. Dado
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que el objetivo basico es el de obtener un modelo matematico de este fendémeno
fisico de la disipacién de corriente en un medio, es interesante poder representar
de una forma mas sencilla esta condicién de “no circulacién de cargas a través de
una interfase”. Una formulacién alternativa (y perfectamente equivalente a esta
condicién en el contorno) que simplifica notablemente la modelizacién consiste
en reproducir el semiespacio del terreno por la parte superior del plano de la
superficie y situar en él una fuente puntual —andloga a la ya existente— a la
misma distancia de la superficie (como si ésta actuase de espejo y reflejase los
objetos en el semiespacio opuesto). Esta nueva fuente puntual recibe el nombre
de “imagen”. Si existe solo una interfase, inicamente se produce una “reflexién”
y por tanto cada punto de la toma de tierra (que puede pensarse como el lugar
geométrico de un conjunto de fuentes puntuales de corriente) tiene una unica
imagen en el semiespacio opuesto respecto del plano de la superficie del terreno.
Cabe afiadir ademds que en este caso la reflexién es perfecta (la fuente puntual
imagen es exactamente igual a la original) ya que se ha supuesto que la atmosfera
es un aislante perfecto. Con esta técnica de generacién de imégenes, la superficie
de la interfase entre los dos medios se puede ignorar por completo en el calculo del
potencial en un punto cualquiera del terreno: por superposicién, éste se calculara
como la suma del potencial generado por la fuente puntual de corriente que
existe realmente, més el potencial generado por una fuente puntual de corriente
inexistente pero que se ha afiadido al sistema para eliminar la condicién de contorno

impuesta en la interfase (la fuente puntual “imagen”) [Kellogg '*°"], [Stakgold 19797,

Antes de presentar este método de las imagenes aplicado al modelo de “doble
capa” es interesante estudiar un caso ficticio mas simple. Considérese un estrato
de material de resistividad constante limitado por dos planos paralelos que lo
separan de un aislante perfecto (los planos se extienden hasta el infinito y se
supone que no hay variaciones de la resistividad) como muestra la figura I1.16.a.
La aplicacién del método de las imagenes a una fuente puntual de corriente situada
entre los dos planos paralelos consiste en reproducir el mismo efecto que tiene lugar
cuando un observador se coloca entre dos espejos paralelos y observa las infinitas
reflexiones perfectas que se producen. En la figura I1.16.b se ha representado
esquematicamente este fendémeno (para visualizar mejor las imagenes superpuestas,
la propagacién de las mismas se ha dibujado linealmente y se indica la posicion
geométrica de cada una de ellas). El célculo del potencial en un punto del terreno
se realiza, por el principio de superposicién, como la suma de los potenciales

generados por todas las fuentes puntuales de corriente: la que existe en el terreno
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y las fuentes ficticias (“imégenes”) afiadidas y equivalentes a las condiciones de
contorno impuestas sobre el valor del flujo de cargas en las dos interfases entre los
medios. A diferencia del ejemplo presentado anteriormente, el calculo del potencial
en cada punto se obtendré de la suma de una serie ya que la generacién de imagenes

es infinita.

II,

II,

Fig. I1.16.a — Esquema de un estrato de material de resistividad constante
separado del aislante perfecto por dos planos paralelos.

+(2h—d) .72
I
Py Py [15]
0 \
—d A / WX p
L L
P74 ) 2 e
—(Zh - d) n P”1
—(2h+ d) ] P>>2

Fig. I1.16.b — Situacién de una fuente puntual de corriente entre los dos
planos y esquema de las fuentes puntuales “imagenes” que
se obtienen tras las primeras “reflexiones”.

El ejemplo precedente es una simplificacién de un modelo de “doble capa”

en el que se ha sustituido el estrato inferior de terreno por un material aislante.
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Considérese el modelo formado por dos estratos horizontales de terreno y dos
planos paralelos: uno limitando la capa superior (de espesor k) con la atmoéstera,
y el segundo situado en la interfase de las dos capas. Ambos estratos se extienden
lateralmente hasta el infinito y sus resistividades son constantes en el interior de

los mismos e iguales a py v pa, (figura IL.15).

En este modelo, el estrato inferior no es un aislante perfecto como en el caso
presentado anteriormente. Las lineas de flujo eléctricas generadas por una fuente
puntual de corriente no se reflejan totalmente en la interfase de los dos estratos
sino solamente en parte, segin la relacién existente entre las resistividades de los

estratos y determinada por el “coeficiente de imagen” k1o (eIl.17).

Tal y como se ha comentado, este coeficiente es equivalente en el estudio de
los fenémenos de éptica al factor de refraccién: por cada unidad de intensidad de
corriente emitida por la fuente puntual e incidente en la interfase entre los estratos
1y 2, una fraccién k19 no cruza la interfase y se propaga en el mismo estrato (1),
en tanto que la parte restante 1 — k19 si la cruza y se propaga en el estrato (2)
[Silvester & Ferrari'®*°]. Esta técnica de generacién de iméagenes en modelos de
varios estratos puede encontrarse en [Maxwell *%8%], [Durand '**°] y [Kellogg 19671 'y

una interesante interpretacién grafica en [Ewy & Smolleck '%%4].

Al igual que en los ejemplos presentados anteriormente, las condiciones de
contorno impuestas sobre los flujos de cargas en la interfase entre los distintos
medios de un modelo de “doble capa” se sustituirdan por un conjunto de fuentes
puntuales ficticias situadas en unos puntos determinados mediante la aplicacién
del método de las imégenes. Como se verd a continuacién, la generacién de
estas imdagenes es distinta segin en qué estrato se encuentre la fuente puntual

de corriente.

Consideremos, en primer lugar, la fuente puntual de corriente situada en el
estrato inferior 2) a una distancia d de la superficie del terreno: coordenada vertical
2z = —d (en todo el andlisis siguiente se supondra que el origen de coordenadas
es el punto de la superficie del suelo sobre la vertical del punto en el que esta la
fuente puntual). El “coeficiente de imagen” entre la interfase del estrato 2)yell)
segtin la expresién (ell.17) es kg) = —k19. La figura IL17 muestra la generacion
de las distintas fuentes puntuales ficticias o iméagenes que equivalen a imponer
condiciones sobre el flujo de cargas en la interfase entre los dos medios. La fuente
puntual se “refleja” en la interfase segin el factor ky; y permanece en el estrato

2) (el lugar geométrico de esta imagen es el punto P! de coordenada vertical
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z = —(2h —d)), en tanto que la parte restante (1 — kg1) pasa al estrato superior 1)
y se “refleja”, de nuevo, de forma total en la interfase entre 1) y la atméstera (esta
nueva imagen es el punto Pll de la figura I11.17 de coordenada vertical z = -+d).
Esta imagen se vuelve a “reflejar” en la interfase entre 1) y 2) con un factor kg,
es decir, la propagacién en el estrato 1) es (1 — kg1)k12 ¥ cruza la interfase la parte
restante (1 — k91)(1 — k12) (esta imagen es el punto Pj, de coordenada vertical
z = —(2h+d)). Este proceso se repite de forma indefinida generandose un ntmero
infinito de imagenes eléctricas, cada una de ellas ponderada por el “coeficiente de
imagen” de la interfase entre los estratos. El calculo del potencial en un punto
del terreno puede efectuarse por el principio de superposicién como la suma de
los potenciales generados por todas las fuentes puntuales: la existente y todas las
ficticias afiadidas (el generado por cada imagen estard ponderado por el factor

correspondiente tras las “reflexiones” producidas).

Si la fuente puntual de corriente se encuentra situada en el estrato superior 1)a
una distancia d de la superficie del terreno (punto de la figura I1.18 de coordenada
vertical z = —d), la generacién de las imdgenes eléctricas es muy parecida al caso
precedente. La diferencia estd en que inicialmente se producen dos “reflexiones
distintas”: una en la interfase con el aislante perfecto (la imagen corresponde al
punto Pll de la figura I1.18 de coordenada vertical z = -+d) y otra imagen se produce
en la interfase del estrato inferior (punto P de la figura I1.18 de coordenada
vertical z = —(2h — d)), aunque ésta con un “coeficiente de imagen” k19, de modo
que la parte restante cruza la interfase. A partir de este punto, las sucesivas
reflexiones con las dos interfases generan infinitas imdagenes, tal como muestra
esquematicamente la figura I1.18. Del mismo modo que en los casos anteriores, el
potencial en un punto se obtiene de la superposicién de los potenciales generados
por todas las fuentes puntuales y sus imagenes, ponderados por los “coeficientes

de imagen” correspondientes.

Estos modelos de “doble capa” y sus extensiones a modelos “multi capa”
han sido estudiados en profundidad desde finales de los afios cincuenta. Su
fundamentacién, desarrollo e implementacién practica pueden encontrarse en
las referencias [Dawalibi & Mukhedkar 7], [Ewy & Smolleck '***], [Garrett '%%°],
[Heppe '°7°7%] [IEEE Std.81'%], [Lagacé et al. 1987)  [Lazzara & Barbeito 9],
[Sato & Zaengl '%%], [Sunde?%¥), [Sverak et al.'®*?] y [Tagg'**].
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Fig. I1.17 — Generacién y lugar geométrico de las “imagenes eléctricas” de
una fuente puntual de corriente situada en el estrato inferior
2) a una distancia d de la superficie del terreno.
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Fig. I1.18 — Generacién y lugar geométrico de las “imégenes eléctricas” de

una fuente puntual de corriente situada en el estrato superior
1) a una distancia d de la superficie del terreno.
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A la vista del estudio realizado de los modelos de “doble capa’, éstos
implican siempre un aumento considerable del coste computacional frente a los
modelos de “simple capa” y no aportan nada nuevo desde el punto de vista
conceptual. Ademés, dado que el terreno sobre el que se asienta la toma de
tierra es regularizado previamente a la construccién de las instalaciones eléctricas,
existen serias dudas sobre si este incremento computacional estd justificado
con la obtencién de mejores resultados. A este punto cabe afladir también
la incertidumbre que existe en los valores de la resistividad, que se estima

generalmente en funcién de la composicién mayoritaria del terreno.

Como extensién natural de los modelos de “doble capa” se han propuesto en la
P P
bibliografia los “multi capa”, consistentes en aumentar el niumero de estratos del
pa-,
modelo de terreno. Estos modelos, que se presentaran brevemente a continuacion,
precisan unos elevadisimos requerimientos de célculo lo que limita sus aplicaciones

a meros ejercicios académicos.

Por estas razones y fundamentalmente porque hasta la presentacién de esta
tesis doctoral no se dispone de una técnica general que permita abordar el célculo
de una malla real de toma de tierra con un modelo de terreno de “simple capa”,
en esta tesis se considerard que el estudio de modelos més sofisticados (con dos o

mas capas) tiene un interés secundario.

4.5 Modelo de terreno “multi capa”

Los modelos “multi capa” estdn basados en la hipdtesis de considerar
el terreno constituido por estratos horizontales de diferentes espesores y
resistividades, aunque constantes en una misma capa. Estos modelos se
aplicaron por primera vez en el d4mbito de la disipacién de corriente eléctrica
en el suelo para problemas sencillos (fuentes puntuales, esferas, etc) por

1930]

[Stefanescu & Schlumberger mediante técnicas basadas en la generaciéon de

imégenes eléctricas [Dawalibi & Barbeito '9%1].

La generacién de las imégenes en estos modelos “multi capa” se realiza del
mismo modo que en los de “doble capa”, definiendo unos “coeficientes de imagen”
distintos en cada una de las interfases. Como en los casos anteriores, se obtienen
también infinitas imagenes. La figura I1.19 muestra un ejemplo de las primeras
imagenes de una fuente puntual de corriente en un modelo de terreno con tres capas
El potencial en un punto cualquiera del terreno se calcularia por superposicion del

potencial que generan la fuente puntual y sus imagenes.
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Fig. I1.19 — Generacién de “imégenes eléctricas” de una fuente puntual de
corriente en un modelo de suelo de tres capas.
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En general, los objetivos de los estudios y trabajos que incorporan modelos
de terreno més complejos (incluidos los de “doble capa”) en la determinacién de
los pardmetros caracteristicos de una instalacién de toma de tierra (resistencia
equivalente, tensiones de paso y de contacto, etc) estan dirigidos a obtener
expresiones analiticas o empiricas y férmulas rdpidas para estimar dichas
magnitudes [Lagacé et al.1%%%], [Seedher et al. '%*7].  En fechas muy recientes,
en que se ha dispuesto de herramientas de cdlculo intensivo, se ha intentado
abordar el calculo de tomas de tierra con geometrias extremadamente sencillas

mediante técnicas de calculo matricial y de subdivisién del dominio de solucién
[Takahashi & Kawase 1999191 [Kostic & Shirkoohi '*].

A pesar de que en los modelos “multi capa” se representa el terreno como
un conjunto de distintos estratos horizontales y paralelos, ultimamente se han
realizado también estudios del fenémeno de la disipacién de corriente a través de
una toma de tierra en terrenos con una distribucién vertical de estratos como
los que existen en determinadas formaciones geoldgicas, tales como plegamientos
o fallas [Lagacé et al. '**°]. Un problema particularmente interesante relacionado
con estas nuevas aplicaciones del método de las imdgenes no es tanto la presencia
de capas verticales de terreno (dado que en la practica se regulariza previamente la
zona donde va a ubicarse la instalacién de tierra), sino el estudio de la distribucién
de los niveles de potencial en la superficie de instalaciones eléctricas situadas en
terrenos a distintos niveles, como por ejemplo aquéllas que pueden encontrarse en

1a ladera de una montana.

5. RESUMEN

Los sistemas de puesta a tierra de instalaciones eléctricas estdn formados
genéricamente por una red colectora convenientemente aislada (lineas principales,
de enlace, conductores de proteccién, puntos de puesta a tierra, etc) y por un
electrodo de tierra que es el elemento principal (une eléctricamente la instalacion
con el terreno). En la mayor parte de los casos, este electrodo es una malla de
conductores cilindricos. El objetivo principal de una toma de tierra es la disipacién
en el interior del terreno de las corrientes de fallo o de retorno que se puedan
producir. Con cardcter general, un buen sistema de puesta a tierra sera aquel
cuya toma de tierra ofrezca la menor resistencia al paso de la corriente eléctrica,
lo cual significa que uno de los objetivos basicos de disefio es el de conseguir que

la resistencia equivalente del conjunto de electrodos que la componen se reduzca
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al minimo.

Por otra parte, la existencia de una toma de tierra en una zona determinada
origina una distribucién de potenciales en la superficie del terreno en el momento
en que se produce una derivacién de corriente al mismo. Esta distribucion, que
no se altera significativamente por la presencia de personas en las inmediaciones
de la instalacién eléctrica, puede afectar seriamente a la seguridad de aquéllas que
se encuentren trabajando o transitando por la zona. La existencia de gradientes
de potencial elevados entre puntos cercanos de la superficie o entre puntos de
la instalacién eléctrica y la superficie del terreno puede originar la circulacion
de grandes intensidades de corriente a través de las personas. Por tanto, es
muy importante el estudio de las distribuciones de potencial en la superficie del
terreno debidas a la energizacién de la instalacién de toma de tierra, asi como la
localizacién y minimizacién de las diferencias de potencial entre puntos cercanos
(tensién de paso) o entre puntos de la instalacién y de la superficie (tensiéon de

contacto y tensién de malla).

Como se ha mostrado, la resistencia equivalente del sistema de toma de
tierra y la distribucién de potenciales en la superficie del terreno se pueden
calcular sin necesidad de considerar todas las circunstancias en las que se podria
producir un contacto accidental de una persona con la parte de la instalacion
puesta bajo tensién debido a un cortocircuito. La presencia de un individuo en
las inmediaciones de la instalacién no modifica sustancialmente ni la resistencia
eléctrica del sistema ni la distribucién de los niveles de potencial. De este modo, el
problema sometido a estudio se reduce exclusivamente al analisis de la circulacion
de corriente eléctrica en un terreno cuando tiene lugar una derivacién a través de

una toma de tierra (figura I1.9).

Para efectuar este analisis de la disipacién de corriente en un terreno es preciso
determinar la resistividad eléctrica de éste. El modelo de suelo més simple que
ple q
puede considerarse (isétropo y homogéneo) caracteriza el medio con un valor de la
resistividad constante. Este es el modelo més utilizado en la practica debido a que
el terreno en el que se asienta una instalacién de toma de tierra es regularizado
previamente a la construccién de ésta. Otro modelo propuesto con frecuencia es el
de “doble capa” consistente en representar el suelo por dos estratos horizontales de
P p p
distinta resistividad eléctrica entre si pero constante en el interior de cada estrato.
b
En este tipo de modelos, la aplicacién del método de las imégenes permite el
p ) p

calculo del potencial en un punto cualquiera del terreno como la superposicion
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de los potenciales generados por cada fuente puntual y todas sus infinitas fuentes
“imagen” equivalentes a “reflexiones” de las fuentes puntuales en las interfases
entre los medios. La extensién a modelos de terreno con un ntmero mayor de
estratos no supone ninguna novedad conceptual, ya que simplemente implica la

generacién de més imagenes eléctricas con distintos factores entre las interfases.

Desde los afios cuarenta se han desarrollado férmulas analiticas y expresiones
empiricas que intentan estimar los valores de los pardmetros propios de una toma
de tierra. Sin embargo, tal y como se ha comentado en el capitulo anterior, hasta
la presentacién de esta tesis no se disponia de ningin procedimiento general que
permitiera abordar el célculo de una instalacién de toma de tierra real: con un
ntmero elevado de conductores, con picas hincadas en el suelo y con una forma
completamente irregular (los conductores que forman la malla suelen tener todos
distintas longitudes y, en ocasiones, también distintos didmetros). Las técnicas
existentes en la actualidad permiten tinicamente la caracterizacién de tomas de
tierra con geometrias extremadamente simples (mallas cuadradas o rectangulares)

y con pocos conductores.

En todo el estudio que se ha presentado en este capitulo, no se ha efectuado
ninguna restriccién respecto al punto en el que se produce esta derivacién de
corriente a la toma de tierra. Obviamente, existe una caida Shmica en los
electrodos que forman la toma de tierra y, por tanto, se origina una variacién
de potencial en ella. Sin embargo, la elevadisima conductividad de la instalacién
de toma de tierra (formada por conductores metdlicos), comparada con la
conductividad del medio que la rodea (el terreno), nos hace pensar que esta
diferencia de potencial en la toma de tierra serd practicamente insignificante y
tendrd una importancia secundaria, por lo que en la practica podremos considerar
que el potencial es constante en la toma de tierra, tal y como se verd en el
capitulo siguiente. En éste se presentard un modelo matematico del fenémeno fisico
sometido a estudio que se ha indicado en la figura I1.9: la disipacién de corriente
eléctrica en un terreno a través de un sistema de toma de tierra. Esta modelizacion
se llevard a cabo mediante las ecuaciones generales del electromagnetismo, la

ecuacién de conservacién de la carga eléctrica y la ecuacién constitutiva del terreno.
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CAPITULO III

MODELO MATEMA’TICO
DEL PROBLEMA FISICO

1. INTRODUCCION

Confrontando con los hallazgos experimentales de Faraday,
Ampére y otros, el gran fisico y matemdtico escocés James
Clerk Mazwell se interrogo sobre la forma matemdtica de
las ecuaciones que surgian de aquellos hallazgos. Con
un notable golpe de intuicion propuso un cambio en las
ecuaciones —pequenio en apariencia, pero fundamental
en sus conclusiones. Este cambio no era sugerido en
absoluto por los hechos ezperimentales conocidos (aunque
era consistente con ellos); fue un resultado de las propias
exigencias tedricas de Maxwell, en parte fisicas, en parte

matemdticas y en parte estéticas. (R. Penrose, 1989)

En el capitulo anterior se ha presentado un ejemplo del funcionamiento de

una toma de tierra, cuando tiene lugar el contacto accidental de una persona con

una parte de una instalacién eléctrica sometida a tension debido a un defecto

en el aislamiento. Con este estudio se ha puesto de manifiesto que el analisis y

caracterizacién de una toma de tierra se puede realizar, desde el punto de vista

de la seguridad, analizando el fenémeno de la disipacién de corriente eléctrica en

el terreno a través de la malla de electrodos que conforman la puesta a tierra, sin

que sea preciso particularizar el estudio a los distintos tipos y modos de contacto

accidental que se puedan producir.

El objetivo de este capitulo es presentar un modelo matematico del fenémeno

fisico de la circulacidén de corriente en un terreno debido a la derivacién de corriente

producida en una toma de tierra de una instalacién eléctrica (ver figura I1.9).
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Para el modelo geométrico del problema sometido a estudio (ver figura III.1)
se establece la notacion siguiente:

C = Dominio (3D) del medio conductor en el que tiene lugar la disipacién de

la corriente eléctrica (el terreno).

G = Dominio (3D) del medio generador de la corriente eléctrica (la toma de
tierra).
A = Dominio (3D) correspondiente al medio aislante (la atmosfera exterior).
I'y = Contorno que separa los medios conductor y aislante (la superficie del
terreno).
' = Contorno que separa los medios conductor y generador (la superficie de

los electrodos que forman la toma de tierra).

Fig. 1II.1 — Esquema del fendémeno fisico de la disipacién de corriente en
un terreno a través de una toma de tierra.
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Para representar las magnitudes fisicas que se utilizaran en todo el desarrollo

se empleara la siguiente notacion:

E

Eq =
Ey =

oG =
o4 =

S

Campo eléctrico en el medio conductor (V/m).
Campo eléctrico en el medio generador (V/m).
Campo eléctrico en el medio aislante (V/m).
Induccién magnética (T).

Densidad de corriente en el medio conductor (A/m?).
Densidad de corriente en el medio generador (A /m?).
Densidad de corriente en el medio aislante (A/m?).

Densidad lineal de corriente (A /m).

= Versor normal exterior a una superficie.

Potencial (V).

Potencial en el punto del medio generador en que se produce la descarga,
eléctrica (V).

Potencial de referencia en un punto alejado de la toma de tierra (V).

= Intensidad total de corriente que emana de la toma de tierra (A).

Densidad de corriente normal que emana de una superficie (A/m2).
Densidad volumétrica de carga en el medio conductor (C/m?).

Densidad volumétrica de carga en el medio generador (C/m?).

= Densidad volumétrica de carga en el medio aislante (C/m?).

= Densidad superficial de carga en I'y (C/m?).

= Densidad superficial de carga en T' 4 (C/m?).

= Tensor de conductividad del medio conductor (mhos/m).

Tensor de conductividad del medio aislante (mhos/m).
Tensor de conductividad del medio generador (mhos/m).

Tensor identidad.

Conductividad escalar del medio conductor correspondiente a un modelo

de terreno isétropo (mhos/m).

Conductividad escalar de un medio generador isétropo (mhos/m).
Conductividad escalar de un medio aislante isétropo (mhos/m).
Conductividad escalar del medio conductor en un modelo de terreno
isétropo y homogéneo (mhos/m).

Constante dieléctrica o “permitividad” del medio (F'/m).
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¢yp = Constante dieléctrica o “permitividad” en el vacio (8.8452- 10712 F/m).
p = Permeabilidad magnética (H/m).
1o = Permeabilidad magnética en el vacio (47 - 10~7 H/m).

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Tal como se ha expuesto detalladamente en el capitulo anterior, para
caracterizar los dispositivos de seguridad (las tomas de tierra) empleados en la
disipacién de las corrientes de pérdida que se generan en las instalaciones eléctricas,
es preciso determinar una serie de parametros fundamentales. Los principales son,
sin duda alguna, la resistencia equivalente del sistema Req (R%, en la notacién del
capitulo anterior) y los valores del potencial eléctrico generado en la superficie del
terreno en el que se encuentra la instalacién cuando tiene lugar una corriente de
falta. A partir de éstos se pueden determinar de forma inmediata las tensiones de

paso, de malla y de contacto de la puesta a tierra.

Conceptualmente, diremos que la toma de tierra actia de medio generador
(G) con una fuerza electromotriz constante (Viz — V). Por otra parte, el terreno
donde se produce la disipacién de la corriente eléctrica actia como un medio
conductor (C) de conductividad 7, mucho més pequefia que la del generador
7., que se supondrd formado po? electrodos perfectos y por tanto, con una
conductividad infinita. La atmdsfera (A) se considerard como un “aislante
perfecto” (conductividad nula) y en consecuencia, no existird flujo de corriente
del terreno a la atmodsfera (la componente de la densidad de corriente normal a la

superficie del terreno es nula).

En conclusién, el planteamiento general del problema puede resumirse en los
siguientes datos:
e La geometria del medio generador G, que incluye la disposicién espacial de
los electrodos que conforman una toma de tierra y sus dimensiones.
o La geometria del medio conductor (el terreno) y de su frontera (I'4) con el

medio aislante (la atmosfera).

e La conductividad del medio conductor (7).

e La fuerza electromotriz (Vi — Vp) del medio generador.
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Por otra parte, las hipdtesis generales del modelo son:
o El medio generador esta formado por conductores perfectos.

e La atmoésfera es un aislante perfecto.

Las magnitudes que deseamos calcular en nuestro problema de la disipacién

de corriente en un terreno a través de un sistema de toma de tierra son:

e La densidad de corriente normal (o) que emana del contorno de la toma de
tierra hacia el terreno, como consecuencia de la fuerza electromotriz aplicada
por el medio generador.

e El potencial eléctrico (V') en cualquier punto del medio conductor, resultado

del movimiento de cargas en su seno.

3. ECUACIONES DEL MODELO FiSICO

A continuacién se presentan las distintas expresiones de la modelizacién
matematica del fenémeno fisico sometido a estudio. En primer lugar, se relacionan
las ecuaciones generales que rigen la circulaciéon de corriente en un dominio
tridimensional genérico V, y las condiciones que se verifican en el contorno
0V que separa este medio de otro con distinta conductividad. En segundo
lugar, estas ecuaciones generales y sus condiciones de contorno en un dominio
genérico se reescribirdn para el estudio del estado estacionario del fenémeno
fisico. Seguidamente, las expresiones obtenidas se aplicaran en el planteamiento
del modelo de nuestro problema concreto (ver figura IIL.1) para los tres medios

presentes en el mismo: la toma de tierra, el terreno y la atmosfera.

3.1. Ecuaciones generales

La circulacién de corriente eléctrica en un dominio conductor tridimensional

V se rige por las ecuaciones generales del electromagnetismo o “ecuaciones de
1990]

Maxwell-Faraday” [Lorrain & Corson

div(E) = e V,

€0
div(B) =0 en V,
elll.1.a
rot(E) = _88_? en V, ( )

rot(B) = pyg [a+ 60%_?] en V.
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La aplicacién de las expresiones anteriores a cualquier contorno ) que separe
este medio conductor de otro con distinta conductividad permite obtener ademas

las ecuaciones siguientes:

n-(Ey—E) = Z—S en 0V,
0

n-(By—By) =0 en 0V,
nx(Ey—E;) =0 en 0V,
n X (By —By) = pgk en 0V,

(elll.1.b)

donde los subindices 1 y 2 indican el campo eléctrico E y el campo magnético B

en cada uno de los dos medios separados por el contorno dV.

Por otra parte, la ecuacién de continuidad o “de conservacién de la carga
eléctrica” se puede escribir, en el caso mds general en que exista variacién de la

densidad volumétrica de cargas a lo largo del tiempo, como

)

div(e) + 9

=0 en V, (elll.2.a)
y en el contorno Y que separe dos medios (1 y 2) de distinta conductividad, se

verifica

n-(og —oy) + % =0 en OV. (elll.2.5)

siendo o1 y 09 las densidades de corriente en los dos medios.

La ecuacién constitutiva de este medio tridimensional conductor V, que
relaciona la densidad de corriente o con el campo eléctrico E a través del tensor
de conductividad +, viene dada por la expresion

g =

E en V. (eIIL.3)

[
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3.2. Ecuaciones generales en la hipdtesis de modelo estacionario

La modelizacién del fenémeno fisico de la disipacidén de corriente eléctrica
en un terreno mediante una toma de tierra se va a limitar al estudio del
estado estacionario, dado que el periodo transitorio es extremadamente corto

(aproximadamente unos 15 érdenes de magnitud menor) respecto de la duracién

de la corriente de fuga o de cortocircuito [ANSI/IEEE Std.80'°%¢] [Moreno 959].

Con esta consideracién, las ecuaciones generales expuestas en el apartado

anterior se reducen a las ecuaciones de Coulomb

div(E) = — en V,
€0 (elll.4.q)
rot(E) =0 en V,

con las condiciones adicionales en el contorno entre dos medios

n-(Ey—E)) =L en oy,
€0 (eIIL.4.b)

nXx(Ey—E|) =0 en 0V
v a las leyes de Ampere del magnetismo:

div(B) = 0 en V,
(elll.4.c)
rot(B) = pgo en V,

junto con las ecuaciones que se verifican en la interfase entre dos medios

conductores 1 y 2:

n-(By—By) =0 en 0V,

(elll.4.d)
n x (By — By) = ugk en 0V.

Por otra parte, la ecuacién de continuidad o de conservacién de la carga

eléctrica en estado estacionario se reduce a
div(e) = 0 en V, (elll.5.a)

valida para cualquier punto del medio conductor V; en los puntos situados en la

frontera de este dominio se verifica

n-(og —o1) =0 en OV. (elll.5.0)
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Este hipdtesis de estado estacionario permite desacoplar las ecuaciones del
electromagnetismo permitiendo el estudio por una parte de los fenémenos eléctricos
(elll.4.a) v (elll.4.b), y por otra de los magnéticos (elll.4.c) y (elll.4.d). Dado
que el objetivo concreto de nuestro problema es la obtencién de la densidad de
corriente ¢ que emana de los electrodos de la toma de tierra hacia el terreno y
el potencial eléctrico V' en cualquier punto de éste, podemos prescindir de las

ecuaciones que involucran magnetismo.

Una vez presentadas las ecuaciones generales que rigen el fenémeno
fisico del estado estacionario de la circulacién de corriente eléctrica —
(ell1.3),(elll.4.a),(elll.4.b),(elll.5.a) y (eIIl.5.b)—en un medio conductor genérico
V con frontera OV, vamos a aplicarlas en la resolucién de nuestro problema (ver

figura II1.1).

3.3. Ecuaciones del modelo matematico del problema

Tal como se ha indicado anteriormente, en el fenémeno fisico sometido a estudio
se pueden distinguir tres dominios con distintas conductividades: la toma de tierra,
el terreno y la atmosfera, y dos fronteras entre éstos: el contorno de la toma
de tierra (I'¢y) v la superficie del terreno (I'4). La aplicacién de las ecuaciones
generales del modelo estacionario a estos tres dominios y sus fronteras permite

obtener las sigulentes expresiones:

e En el medio conductor C (el terreno):

div(E) = — en C,
€0
t(E) =0 C
rot() o (eI1L.6.4)
div(e) = 0 en C,
o=9E en C.
¢ En el medio generador G (la toma de tierra):
div(Eg) = D6 o G,
€0
t(Eg) =0 G
rot(E¢) o (IIL.6.b)

div(eg) = 0 en G,

g = lGEG en G.
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e En el medio aislante A (la atmdsfera):

div(E4) = 24 en A,
€0

rot(E4) =0 en A,

(elll.6.c)
div(e4) =0 en A,
o4 = ZAEA en A.
e En el contorno de la toma de tierra:
n-(Eqg—FE) = e o IVeR
€0
n-(og—0) =0 en Tg.
e En la superficie del terreno:
s 4
n- (Ey—E)=—% en I'y,
€0
X (EA — E) =0 en FA) (61:[:[66)

n-(og—0)=0 en Ty

Centrando nuestra atencién en el estudio de la circulacién de corriente en el
medio conductor (dado que deseamos caracterizar las magnitudes eléctricas de este
dominio), y teniendo presente las hipdtesis relativas a las conductividades de los

medios generador y aislante, podemos afirmar que:

e la componente de la densidad de corriente ¢ normal a la superficie del terreno
' 4 es nula, ya que la conductividad del medio aislante es cero al tratarse de
un aislante perfecto (en un medio isétropo 2, =94 L,y 44 = 0). En
consecuencia, no existe flujo de corriente electrlca a través de la superficie

del terreno [Silvester & Ferrari'®?].

e la componente del campo eléctrico E tangencial al contorno de la toma
de tierra T'; es nula, como consecuencia de que ésta estd formada por

conductores perfectos (en un medio generador isétropo A, = Yo L,y

4G — oo) [Silvester & Ferrari'®%].

Con estas consideraciones, se pueden desacoplar las expresiones que rigen el

estado estacionario del fenémeno de la disipacién de corriente eléctrica en el terreno
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de las expresiones correspondientes a los medios generador y aislante. De este
modo, con las hipdtesis de que la atmdsfera es un aislante perfecto y la toma de
tierra un conductor perfecto, las ecuaciones que gobiernan el fenémeno en el medio

conductor somn:

div(E) = & e ©,
€0

rot(E) =0 en C,
div(e) =0 en C,

(eIll.7.q)
o =9E en C

validas en cualquier punto del medio C, y en la frontera de este dominio se verifican

las condiciones:

n-g=0 en Iy,
(elIl.7.0)
nxFE =0 en I'g.

La primera de las ecuaciones de (elll.7.a) permite obtener la densidad
volumétrica de cargas en el medio conductor a partir del campo eléctrico E.
Dado que se trata de un resultado secundario, en el que en principio no estamos
interesados podemos prescindir de esa expresién. Por otra parte, el campo eléctrico
E es irrotacional —segunda ecuacién de (elIl.7.a)—, y por lo tanto admite un
potencial escalar V tal que E = —grad(V). De este modo, las ecuaciones (elIl.7.a)

se pueden reescribir en la forma:

div(e) = 0 en C,

(elll.8.qa)
o = —ygrad(V) en C;
y las condiciones en la frontera de este dominio C":
n-og=0 en [y,
(elll.8.D)

nxgrad(V) =0 en Tg.

Es posible escribir la condicién de contorno anterior en la toma de tierra 'y de
forma alternativa, teniendo presente que n x grad(V') = 0 implica que los vectores
n y grad(V) son paralelos, y por tanto el valor del potencial V' es constante en
el contorno I'; e igual al potencial en el punto en que se produce la descarga

(V = Vg en T'). Esta condicién de potencial constante en todo el contorno
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de la toma de tierra I'; ya se comentd en el resumen del capitulo precedente al
apuntar la importancia secundaria que tendria el saber en qué punto exacto de la
toma de tierra se produce la derivacion de corriente. Esta constante es uno de los
datos de nuestro problema, ya que conocemos la fuerza electromotriz (Vi — Vp)
del medio generador (la toma de tierra). Concretamente, esta fuerza electromotriz
es el aumento de tensién producido en la toma de tierra debido a la derivacion de
corriente eléctrica en ella, y se corresponde con la Sobretensiéon de Tierra definida
en el capitulo anterior. En definitiva, con esta hipétesis de que los electrodos de
tierra estan formados por conductores perfectos, toda la instalacién de toma de
tierra adquiere un mismo potencial V7, independientemente del punto en que tiene
lugar la descarga eléctrica. Teniendo en cuenta estas consideraciones, si tomamos
el potencial de referencia V|j igual a cero en un punto suficientemente alejado de
la toma de tierra, es posible escribir las expresiones (elll.8.a) y (elIl.8.b) en la

forma

div(e) = 0 en C, (elll.9.a)
o = —ygrad(V) en C, (ellL.9.0)
n-c=0 en Ty (eIIL.10.a)
V=Vsg en Iqg. (eII1.10.5)

Estas ecuaciones y condiciones en la frontera del dominio del medio conductor
(el terreno) son las expresiones basicas del modelo matematico de nuestro problema
con las hipdtesis y consideraciones indicadas en los apartados anteriores. A
continuacién se presentard una modelizacién simplificada de (elI.9) y (elIII.10)

basada en la introduccién de modelos de terreno especificos.

4. MODELO DE TERRENO

4.1. Medio conductor isétropo

Una nueva simplificacion que puede efectuarse es considerar el terreno como
un medio isétropo, de modo que el tensor de conductividad del terreno 7 se
sustituye por una conductividad escalar 4 que varia unicamente con la posicién
(v = 4 I). Esta aproximacién permite formular de un modo mas sencillo la

condicién (elIl.10.a) sobre la superficie del terreno I'4. Asi, si se sustituye la
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expresion (elll.9.b) de la densidad de corriente o en (elll.10.a) y se tiene en cuenta
la hipdtesis de terreno isétropo indicada, la condicién (elll.10.a) puede escribirse

en términos de la derivada direccional respecto de la normal n en el contorno I 4:

n - <'ygrad(V)> = 4n-grad(V) = gchZl_V = 0. (elll.11)
— T

Por otra parte, la ecuacién diferencial (elll.9.a) en el dominio del medio

conductor C se reduce a la expresion

div(lgrad(V)) = div(§ grad(V)) = 0. (elll.12)

En resumen, la propiedad de isotropia del medio conductor (el terreno) permite

simplificar nuevamente las ecuaciones del modelo, que se reducen a

div(e) = 0 en C, (elll.13.a)
o = —jgrad(V) en C, (elll.13.b)

dv
E =0 en PA) (eIIIl4a)
V=Vsg en I'g. (elll.14.5)

4.2. Medio conductor isétropo y homogéneo

En el modelo de terreno del apartado anterior (medio isétropo) se puede
introducir una simplificacién adicional, afiadiendo la hipétesis de homogeneidad
en todo el medio (es decir, el terreno estd formado por una tnica capa de material
conductor con las mismas propiedades eléctricas en todos los puntos y en todas las
direcciones). De este modo, sustituyendo la conductividad escalar variable punto
a punto (%) por una “conductividad escalar aparente” (), constante en todo el
medio conductor (que se determinaria o estimaria experimentalmente), se obtiene

una formulacién matematica mas sencilla del problema:

div(e) =0 en C, (elll.15.a)

o= —ygrad(V) en C, (elll.15.5)

dv =0 en Iy, (elll.16.a)
dn

V=Vsg en Ig, (elll.16.0)
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dado que la ecuacién diferencial en el dominio C queda reducida a la ecuacién de

Laplace,
div(ygrad(V)) = yAV = 0. (elll.17)

En resumen, las ecuaciones que rigen el fenémeno fisico con este modelo de

terreno isétropo y homogéneo vienen dadas por el problema eliptico mixto

AV =0 en C,
d
dn

V=Vs en I'g.

Por otra parte, dado que todas las fuentes de intensidad de corriente estdn
acotadas en una regién del espacio (en la toma de tierra) el potencial V' cumple
las “condiciones normales en el infinito” que, bésicamente, significan que el valor
del potencial en puntos lejanos de la toma de tierra es como minimo un infinitésimo
de primer orden y el gradiente del potencial como minimo de segundo orden
[Durand '%%], [Moreno1?®°]. Mateméticamente, se dice que una funcién V' cumple
“condiciones normales en co” si existen los valores de K > 0y M > 0 tales que,

para todo punto P, se verifican las desigualdades

V)<,

(eII1.19)
jgrad(V(P)| < 7,

siendo r = d(OP) > K la distancia al origen [Kellog*"].

4.3. Superficie del terreno horizontal

En la practica profesional, el terreno en el que se construye una instalaciéon
eléctrica y sus alrededores se regularizan previamente a la colocacién de los equipos
v ejecucién de los viales y zonas de servicios. Por esta razén, una aproximacion
que se realiza muy frecuentemente es considerar que la superficie del terreno es

horizontal.

Desde el punto de vista de las ecuaciones (eII.18) del modelo del fenémeno

fisico, esta simplificacién permite aplicar el “método de las imagenes” consistente
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en convertir el problema de la determinacién del campo eléctrico en otro problema

1990]

equivalente més sencillo de calcular [Durand '*%°], [Lorrain & Corson , tal como

se ha comentado en el capitulo anterior. Concretamente, si la superficie del terreno
es horizontal, la condicién de contorno CCZZ—K = 0 en la superficie I' 4 entre el medio
conductor (el terreno) y el aislante (la atmdsfera) se puede sustituir por otra
condicién mediante un problema “imagen” equivalente: reproducir el terreno junto
con la toma de tierra por encima del plano de la superficie —como si de un espejo
se tratara— e imponer una nueva condicién sobre el valor del potencial no en el

plano sino en la nueva toma de tierra “imagen” F,G'

Teniendo presente esta hipdtesis de superficie del terreno horizontal, las
ecuaciones y condiciones de contorno de (elIl.15) y (elI.16) se pueden escribir

en la forma:

div(ie) = 0 en C, (elll.20.a)

o = —ygrad(V) en C, (ell1.20.b)
V=Vsg en I'gy I, (elll.21.a)

V cumple condiciones normales en oo, (ellI.21.b)

v las ecuaciones y condiciones de (eIll.18) se reducen al problema exterior de

Dirichlet:

AV =0 en C
V=Vg en I'g y I' (elIl.22)

V cumple condiciones normales en co
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5. RELACION ENTRE LAS MAGNITUDES DEL MODELO
MATEMATICO Y DEL FENOMENO FIiSICO

El modelo matematico del estado estacionario de la disipacién de corriente
eléctrica en un terreno isétropo, homogéneo y con superficie horizontal a través de
una toma de tierra viene dado por el problema exterior de Dirichlet (eIII.22). Sin
embargo, en nuestro problema no solamente deseamos calcular el potencial V' en
cada punto del dominio del medio conductor C sino que, tal como se ha indicado
en el apartado 2 de este capitulo, es esencial determinar la densidad de corriente
normal o que emana del contorno de la toma de tierra. Como a continuacién
veremos, a partir de esta densidad de corriente, se puede obtener la intensidad

total que fluye de la puesta a tierra y la resistencia equivalente.

La solucién del problema de Dirichlet (eIlIl.22) es el potencial en cualquier
punto del terreno. Una vez obtenido éste, se puede determinar la densidad de
corriente ¢ en el medio conductor (el terreno) a partir de la ecuacién (eII1.20.b).
La densidad de corriente normal o0 que emana del contorno de la puesta a tierra

I'; se obtendra entonces mediante la relacién
c=n-0 en [g, (elll.23)

siendo n el versor unitario normal a dicho contorno.

Una vez que se conoce la densidad de corriente normal o se puede calcular
inmediatamente la intensidad de corriente total Iy que fluye de los electrodos que
forman la toma de tierra y la resistencia equivalente del sistema de tierras Reg.
Concretamente, la intensidad I se obtiene integrando la densidad de corriente

normal o en el contorno I'; de la toma de tierra:

Ig = / / odlg, (eIII.24)
e

v la resistencia equivalente Ry, definida en el capitulo anterior como la relacién
entre el voltaje de la malla Vi (la sobretensién de tierra) y la intensidad total que

fluye de los electrodos Iy, viene dada consecuentemente por el cociente

(eIII.25)
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Por otra parte, las tensiones de malla, de paso y de contacto se pueden obtener
a partir de la distribucién de los niveles de potencial en la superficie del terreno
resolviendo el problema de Dirichlet (elll.22). Especificamente, la tensién de paso
se obtiene de la diferencia entre los valores del potencial calculados en dos puntos
de la superficie separados una distancia de un metro; la tensién de contacto en un
punto de la misma es la diferencia entre la sobretensién de tierra Vi y el potencial
en dicho punto, y la tensién de malla es el mayor valor de tensiéon de contacto que
se puede producir en el sistema de tierras. En definitiva, a partir de la densidad
de corriente normal o que emana del contorno I'¢y y de los valores del potencial V
en la superficie del terreno es posible calcular todas las magnitudes y pardmetros

que caracterizan una instalacién de toma de tierra.

6. RESUMEN

El analisis de la disipacién de corriente eléctrica en el interior de un terreno
a través de una toma de tierra se ha modelizado matematicamente a partir de
las ecuaciones generales del electromagnetismo, la ecuacién de conservacién de la
carga eléctrica y la ecuacién constitutiva del medio conductor, introduciendo unas
hipétesis simplificativas perfectamente aceptables teniendo en cuenta la naturaleza
del fenémeno sometido a estudio. Este modelo se escribe matemaéaticamente en

términos de un problema exterior de Dirichlet (eIII.22).

Las hipétesis basicas que se han introducido en este modelo son: 1) el estudio
se restringe al estado estacionario del fenémeno de la disipacién de corriente
en el suelo (por lo que se desacoplan las ecuaciones de la electricidad de las
que involucran fenémenos de magnetismo), 2) el terreno se considera isétropo
y homogéneo (caracterizado por una resistividad escalar constante en todo el
medio), 3) la superficie del terreno es horizontal, y 4) el potencial que adquiere
la instalacién de toma de tierra cuando tiene lugar la descarga eléctrica (Vg) es el

mismo en todos los puntos de su contorno.

Para la resolucién de este problema se conoce: a) la geometria de la toma
de tierra y por tanto, su contorno (I'y), y b) el valor del potencial Vi; en este
contorno ya que, cuando tiene lugar la descarga eléctrica, el conjunto de todos
los electrodos de la toma de tierra adquieren un potencial correspondiente a la
sobretensién de tierra (Ground Potential Rise, GPR). Lo que se pretende calcular

es el valor del potencial V en cada punto del terreno, y en particular en aquellos
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situados en su superficie (concretamente en la zona abarcada por la instalacion de

tierra y sus inmediaciones donde los efectos de la descarga van a ser mas notorios).

Una vez determinado el potencial V' se puede obtener la densidad de corriente
del medio conductor a partir de la expresién (elll.20.b): ¢ = —vygrad(V).
Ademis, dado que la caracterizacién de una toma de tierra exige el calculo de una
magnitud intermedia importante: la densidad de corriente normal o que emana
del contorno de la puesta de tierra, ésta se puede determinar a partir de la anterior
mediante la ecuacién (ell1.23), o bien, directamente de los valores del potencial en
el contorno del medio generador: ¢ = —v CCZZ—‘T{ en I';. La intensidad de la malla y
la resistencia equivalente se calculan posteriormente haciendo uso de esta densidad

de corriente normal o —(elll.24) y (eIll.25)—.

En conclusién, la resolucién del problema de Dirichlet (elIl.22) es la clave para
la determinacién de los principales pardmetros que nos permiten caracterizar una
instalacién de toma de tierra: las tensiones de malla, de paso y de contacto son
magnitudes que se obtienen directamente a partir de los valores del potencial en
determinados puntos de la superficie del terreno; la intensidad total de la malla y la
resistencia equivalente del sistema se calculan a partir de la densidad de corriente
normal que fluye del contorno de la toma de tierra (que a su vez, se obtiene de los

valores del potencial en determinados puntos del terreno).

No obstante, la resolucién de este problema exterior de Dirichlet no es en
absoluto trivial, dadas la geometria y caracteristicas propias de un sistema de
tomas de tierra en la préactica. En el capitulo siguiente se presentard una
introduccién a la teoria del potencial centrando nuestro objetivo en resolver el
problema exterior tridimensional (elIl.22) en el caso de una instalacién real de

toma de tierra.
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CAPITULO IV

ELEMENTOS DE LA
TEORIA DEL POTENCIAL

As Henri Poincaré once remarked, “solution of a ma-
thematical problem” is a phrase of indefinite meaning.
Pure mathematicians sometimes are satisfied with showing
that the mnon-existence of a solution implies o logical
contradiction, while engineers might consider a numerical
result as the only reasonable goal.  Such one sided
views seem to reflect human lLmitations rather than
objective values. In itself mathematics is an indivisible
organism uniting theoretical contemplation and active appli-
cation. (R. Courant, 1941)

1. INTRODUCCION

En el capitulo IT se han presentado los principales aspectos generales
relacionados con la seguridad en las instalaciones de puesta a tierra y entre ellos,
las magnitudes y pardmetros que caracterizan un sistema de toma de tierra. Asi
mismo se ha estudiado en profundidad el funcionamiento de estas instalaciones de
tierra cuando tiene lugar una derivacién de corriente, poniéndose de manifiesto que
el problema objeto de nuestro estudio queda centrado en el analisis de la disipacion
de corriente eléctrica al terreno a través de la malla de electrodos que forman
la toma de tierra. En el capitulo anterior se ha presentado una modelizacién
matematica de este fendmeno fisico de la disipacién de corriente en el seno de
un medio conductor. Este modelo, fundamentado en las ecuaciones generales de
Maxwell del electromagnetismo, se ha reducido mediante una serie de hipotesis
perfectamente aceptables teniendo presente la naturaleza misma del problema que

deseamos estudiar, y que se pueden resumir en: a) analizar inicamente el estado
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estacionario, b) representar el terreno por un unico estrato de material isétropo
y homogéneo y con una superficie horizontal, y c¢) suponer que el potencial es
constante en todo el contorno de la toma de tierra cuando se produce una corriente
de fallo. De este modo, el problema de determinar el potencial generado por
la circulacién de corriente eléctrica en un terreno se puede reducir al problema
exterior de Dirichlet (elll.22).

La incégnita de este problema exterior es el valor del potencial V en cualquier
punto del medio conductor C (el terreno), que debe de verificar la ecuaciéon de
Laplace. Tal y como se ha expuesto en el capitulo anterior, las condiciones de
contorno son, por una parte, el valor del potencial en el contorno de la toma
de tierra 'y (la sobretension de tierra Vi) y, por otra parte, las condiciones de
normalidad (elII.19) del potencial V en el infinito. Este problema exterior de
Dirichlet también se conoce por “primer problema de contorno de la teoria del
potencial” y genéricamente consiste en la resolucién de la ecuacién de Laplace
cuando estdn prescritos los valores de la funcién (en este caso el potencial eléctrico

V') en la frontera del dominio.

Los problemas estudiados cldsicamente en la teoria del potencial se caracterizan
por poseer geometrias relativamente sencillas (poliedros o esferas, por ejemplo) con
condiciones de contorno complicadas, para los cuales se han desarrollado métodos
de resolucién especificos, como los basados en la funcién de Green. En este punto,
nuestro problema presenta una diferencia importante: la condicién de contorno es
muy simple (el valor del potencial es constante en todos los puntos del contorno de
la toma de tierra), pero el dominio de solucién es geométricamente muy complejo,
dado que se trata del dominio del medio conductor (el terreno) no ocupado por
la toma de tierra. Como se ha comentado en el capitulo II, en general éstas
estdn formadas por entramados de conductores cilindricos de una gran longitud

con relacién a su didmetro, conectados entre si en cualquier disposicién espacial.

Esta caracteristica que presentan los sistemas reales de toma de tierra hace que
sea inviable en la préctica la resolucién directa del problema exterior de Dirichlet
(el11.22). El dominio de solucién no solamente es semiinfinito, sino que ademés
es muy complicado dado que se trata de todo el medio conductor (el terreno), a
excepcién de la parte del mismo ocupada por la malla de electrodos de la toma
de tierra. Dado que nuestro objetivo fundamental es el desarrollo de una técnica
numérica eficiente y rdpida para el cdlculo y caracterizacién de un sistema real de

tomas de tierra, en este capitulo se presentard la transformacién de este problema
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exterior tridimensional en otro problema equivalente que permita salvar, en la
medida de lo posible, estos inconvenientes. La funcién incégnita de este nuevo
problema (como se verd més adelante, éste estd tipificado por una ecuacién integral
de Fredholm de primera clase definida sobre el contorno de la toma de tierra I'3)
se demostrard que fisicamente se corresponde con la densidad de corriente normal

o que emana del contorno de la toma de tierra.

Antes de presentar todo este desarrollo, veamos a continuacién una breve

introduccién del desarrollo histérico de la teoria del potencial.

2. BREVE APUNTE HISTORICO

“.lo mismo que en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, los
matematicos no crearon de una manera consciente la disciplina de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Continuaron explorando los mismos problemas
fisicos que condujeron a aquéllas, y a medida que fueron adquiriendo una mejor
comprensién de los principios fisicos subyacentes a los fenémenos estudiados,
formularon proposiciones matematicas que hoy pertenecen al campo de las
ecuaciones en derivadas parciales...” [Kline '°"?]. Este parrafo resume de una forma
clara, en opinién de Morris Kline, el origen de las ecuaciones diferenciales en

derivadas parciales a principios del siglo XVIIL

Las primeras ecuaciones en derivadas parciales como tales aparecieron en
escritos de Leonhard Euler (1734) y en el “Traité de dynamique” de Jean le
Rond D’Alembert (1743). Los problemas que se plantearon inicialmente estuvieron
relacionados con la cuerda vibrante, caracterizada en la cuerda de violin, a la que
siguieron los estudios de propagacién del sonido en otros instrumentos (érgano,
tambor, etc). Estos junto con las leyes del movimiento de los fluidos, los problemas
de elasticidad y de la atraccién gravitatoria ejercida por los cuerpos fueron,

probablemente, los temas de la fisica-matematica mas estudiados a lo largo del

siglo XVIIL

El estudio de la cuerda vibrante fue tratado a finales de los afios veinte del siglo
XVIII por Jean Bernoulli. Sin embargo, el establecimiento de la ecuacion de ondas
tal como se conoce en la actualidad se debe a D’Alembert, asi como también un
ingenioso procedimiento de resolucién. El estudio de los modos de vibraciéon y sus
diferentes interpretaciones suscitaron la controversia entre Euler y D’Alembert,

a la que se afiadieron posteriormente Daniel Bernoulli (hijo de Jean) y Joseph
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Lagrange. Como resultado de los trabajos y articulos de estos matematicos, no sélo
se inicid el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales, sino que aparecieron
conceptos nuevos como son el de la analicidad de funciones, o la construcciéon de

funciones de determinadas clases como suma infinita de funciones seno y coseno.

Los problemas sobre atraccién gravitatoria de cuerpos, planteados y resueltos
por Newton (finales del siglo XVII) o Maclaurin (principios del siglo XVIII),
estaban limitados a casos muy particulares de posiciones de los mismos y con
formas geométricas simples. Con objeto de extender el estudio de los fenémenos de
gravitacién a la mecdnica celeste, se desarrollaron procedimientos analiticos mas
generales basados en considerar la fuerza de gravitaciéon ejercida por un cuerpo
sobre una masa unitaria (supuesta concentrada en la particula P) igual a la suma
de las fuerzas ejercidas por todas las pequetias masas de las particulas que forman
el cuerpo. A partir de la ley de gravitacién de Newton puede determinarse cada
una de las componentes de la fuerza de atraccién (Fy, Fy, F,) que se ejerce sobre
la. masa unitaria en el punto P. Para evitar el trabajar con las tres componentes
de la fuerza, se definié una nueva funcién V(z,y, z) con la propiedad de que sus
derivadas parciales respecto a las variables z,y, z coincidieran con cada una de
las componentes de la fuerza. Daniel Bernouilli sugirié en 1738 denominar a esta
funcién como “funcién potencial”. Una propiedad adicional que verificaba esta
nueva funcién es que para puntos situados fuera del cuerpo, se cumple la ecuacién

diferencial en derivadas parciales

o*v v 9tV
7t 53
Oz Oy 0z

conocida como “ecuacién del potencial” o “ecuacién de Laplace” (AV = 0).
Los primeros escritos en los cuales aparece esta funcidn son los estudios sobre
el movimiento de fluidos de Euler en 1752. (En el siglo XIX, Helmholtz denominé
a la funcién como “potencial de velocidades” en sus articulos sobre fluidos

incompresibles).

La resolucién de la ecuacidén del potencial, no obstante, se limité en un
principio a problemas muy especificos sin que se lograra obtener un procedimiento
general. Legendre y Laplace, interesados en problemas de atraccién gravitatoria
entre cuerpos de revolucion, reescribieron la ecuacién del potencial en coordenadas
esféricas (p, 0, ¢) para transformar la ecuacién diferencial en derivadas parciales
mediante la técnica de separacién de variables en dos ecuaciones diferenciales

ordinarias. Una de ellas es la conocida “ecuacién diferencial de Legendre”, de cuya
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solucién en serie de potencias se deducen los “polinomios ortogonales de Legendre”.
Laplace aplicé estos resultados en la obtencién de la funcién potencial de la fuerza
gravitatoria que un cuerpo (con una forma geométrica arbitraria) ejerce sobre un
punto exterior y demostré en 1782 que se puede expresar en coordenadas esféricas

en la forma

Up(6.9) |, U1(09) | Ta6,d) |

Vip,0,¢) = . ) ,

siendo Up(6, ¢) unas funciones que denominé “esféricas”y que se pueden obtener

a partir de los polinomios ortogonales de Legendre.

Estos trabajos de Legendre y Laplace durante el siglo XVIII fueron el origen
de muchos otros sobre la resolucién de ecuaciones diferenciales mediante series de
funciones pero aplicada siempre a problemas fisicos especificos y no desarrollaron

una teoria general sobre la resolucién de las ecuaciones en derivadas parciales.

Fourier y Poisson, a pricipios del siglo XIX, se centraron en el estudio de
la “ecuacién del calor” y en su resolucién en serie de funciones trigonométricas,
siendo éste dltimo uno de los primeros autores en sugerir que la teoria del potencial
se podia extender a problemas de electricidad v magnetismo. Poisson precisé la
validez de la ecuacién de Laplace segiin que el punto considerado a estudio esté

contenido o no en el cuerpo que ejerce la fuerza (“ecuacién de Poisson”).

El principal impulsor de la teoria del potencial en el siglo XIX fue George
Green, interesado en diversos problemas de electricidad estatica y magnetismo.
Contribuyé de forma importante con varios teoremas sobre las funciones armonicas
y, fundamentalmente, en el desarrollo de un procedimiento general para la
resolucién de la ecuacién del potencial basado en la representacién de la funcion
V en el interior del cuerpo que ejerce la fuerza en términos de su valor conocido en
la frontera. Para ello, es preciso obtener en cada punto P del dominio una nueva
funcién G (posteriormente denominada “funcién de Green”) con las propiedades

de que
e es nula en la superficie del cuerpo,

e se hace infinita en un punto P en la forma 1/r, siendo r la distancia de un

punto cualquiera a P, y,
e verifica la ecuacién de Laplace en el interior del cuerpo.

A los trabajos de Green siguieron los estudios de Gauss, Thompson, Rayleigh,

Stokes y Maxwell, entre otros, que obtuvieron importantes resultados sobre las
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propiedades de la funcién potencial y su existencia. Uno de estos resultados
demostrado por Gauss sobre la funcién V' —solucién a la ecuacién del potencial—
es que el valor de dicha funcién en el centro de una bola es igual al promedio de los
valores de la funcién sobre la superficie de la misma, resultado que se conoce como
“teorema del valor medio” de las funciones armonicas. Como ejemplo intuitivo,
puede considarse la ecuacién del potencial en una dimesién y” = 0, cuya solucién es
la recta y = ax + B: el valor de esta funcién en el centro de un intervalo cualquiera
viene dado por el promedio de los valores en sus extremos. Thompson, a mediados
del siglo XIX, enuncié un procedimiento aproximado (“principio de Thompson o
de Dirichlet”) para solucionar el problema de Dirichlet, basado en transformar éste
en uno de célculo de variaciones sobre la funcién de Green. Como es sabido, a la
resolucién de la ecuacién de Laplace se la denomina “problema de Dirichlet” —o
primer problema de contorno de la teoria del potencial— cuando estan prescritos
los valores de la funcién en la frontera del dominio, y se la denomina “problema de

Neumann” cuando estén prescritos los valores de la derivada normal en el contorno.

A partir de la teoria de funciones complejas desarrollada por Riemann, se dio
un nuevo enfoque al problema de Dirichlet en el que se enmarca, por ejemplo, el

tratamiento que hizo Helmholtz de la ecuacién del potencial en sus estudios sobre

fluidos.

A medida que se profundizaba mas en el estudio de las ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales, se hacian patente las clases de ecuaciones en las que se
agrupaban (elipticas, parabdlicas, hiperbdlicas, etc). De ahi el hecho de que, desde
finales del siglo XIX, el estudio de la ecuacién del potencial sea la parte basica
del andlisis de las ecuaciones diferenciales elipticas. Como decia Kline, “...hoy
en dia estamos acostumbrados a clasificar las ecuaciones diferenciales en tipos.
Al inicio del siglo XIX, se sabfa tan poco de la materia que no se podia haber
tenido la idea de distinguir los distintos tipos. Los problemas fisicos dictaban
qué ecuaciones debian ser atacadas y los matemdticos pasaban libremente de un
tipo a otro sin reconocer diferencias entre ellos, que hoy en dia consideramos

fundamentales...” [Kline'*™].
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3. CONCEPTOS PREVIOS

En este apartado se exponen una serie de conceptos importantes de la teoria del
potencial, o relacionados con la misma, que nos serdn utiles en todo el desarrollo
siguiente para la transformacién del problema exterior de Dirichlet tridimensional
en un problema integral bidimensional equivalente. En primer lugar se revisaran
algunas definiciones fundamentales, y a continuacién se presentaran las identidades

de Green, que seran el fundamento del analisis posterior.

3.1. Funciones de clase C*(Q)

Una funcién f : © — IR es k veces difenciable con continuidad —es decir, de
clase Ck(Q)— si todas sus derivadas hasta orden k existen y son continuas. cY
indica la clase de las funciones continuas y C la clase de funciones que tienen
derivadas continuas de cualquier orden. Las funciones de clase C* que ademéas
estdan acotadas en el dominio ) se denotan como de clase Cg“ y verifican que

z)| < «, siendo « una constante real, en todos los puntos = € {2.
iend tant 1, todos los punt Q

Un concepto muy utilizado y un tanto ambiguo, por no tener una definicién
universal aceptada por la comunidad cientifica, es el de funcién suficientemente
regular o funcién smooth [Hughes!'¥®"]. Generalmente, se consideran como tales

aquellas funciones con, al menos, una derivada continua (de clase C e g)

Por otra parte, en el caso de que el dominio {2 sea cerrado, no hay diferencias

entre las clases CF y C'If por lo que, frecuentemente, se relaja la notacidon a ck.

3.2. Funciones armdnicas

Una funcién real U se dice que es “armodnica en un punto ¢ € IR3” si existen
y son continuas sus segundas derivadas (U € C’Q) y verifica la ecuacién de Laplace
AU =0 en el entorno de dicho punto. Por otra parte, la funcién U se dice que
es “armonica en un abierto” si es arménica en todos sus puntos, y “armonica en
un cerrado” si es continua en toda la regién (incluyendo el contorno) y armonica
en todos sus puntos interiores. En el caso de dominios infinitos es preciso anadir
condiciones adicionales, denominadas “condiciones normales en el infinito”, que

posteriormente analizaremos.

Las funciones arménicas intervienen en muchos campos de la fisica-

matemética, como por ejemplo en la modelizacién de fendémenos electrostaticos
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y magnetostaticos, en el analisis de la distribucién de temperaturas en sistemas
estacionarios, en el estudio de los campos de velocidades en fluidos incompresibles

e irrotacionales, etc.

3.3. Solucién fundamental

Se denomina “solucién fundamental” de la ecuacién de Laplace a la funcién u

que verifica la ecuacién simbolica

Au = §(z — §); z,¢ € R3.

Esta funcién v que depende de z y € viene dada en IR? por la expresién

\I/(xvg) = 4—3”47 r= ]27 —€l7 (GIV].)

siendo |z — €| la distancia euclidea entre los puntos z y £.

Esta solucién fundamental se puede interpretar en el &mbito de la electrostatica

como el campo generado por una carga unitaria concentrada que actia en el punto

z=E£.
3.4. Teorema de la Divergencia

El teorema de la divergencia de Gauss relaciona una integral sobre un dominio
cerrado con la integral sobre la regién contenida en dicho dominio. En IR3, si
denominamos V a una regién cerrada y 0V a su frontera, el campo vectorial

suficientemente regular v definido en el dominio V verifica

///Vdiv(v)dv - //av(nm)dé‘ (eIV.2)

siendo n el versor unitario normal exterior al contorno V.
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3.5. Primera Identidad de Green

La aplicacién del teorema de la divergencia (eIV.2) al campo vectorial regular

v = Vgrad(U) permite obtener la “Primera Identidad de Green”:

///V (VAU + grad(U) - grad(V))dY = //av V—a—ﬁ- ds (eIV.3)

siendo U y V funciones reales en el dominio cerrado ¥V con contorno 9V tales que
UeC?yV el Porotro lado, %% es la derivada direccional en la direccion
del versor normal unitario n exterior al contorno 9V, y dado que la funcién U es

diferenciable podemos escribir %U n-grad(U).

Un resultado interesante que se deduce de esta primera identidad es que toda

funcién arménica W en la region cerrada V verifica

//ava_nds = 0. (eIV.4)

Por otra parte, a partir de esta primera identidad de Green también puede
demostrarse [Kellog1%57], [Kress 1989, [Stakgold '%°®] una serie de propiedades sobre

funciones armonicas entre las que se destacan las siguientes:

e si una funcién arménica en un dominio cerrado V se anula en todos los
puntos del contorno, entonces la funcién es nula en todos los puntos del
dominio;

e una funcién armonica en un dominio cerrado V esta 1unicamente

determinada por los valores de la funcion en el contorno;

e si una funcién armédnica U toma un unico valor en el contorno de un
dominio cerrado V y la derivada normal al contorno es nula en cada punto

del mismo, entonces U es constante en todos los puntos del dominio.
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3.6. Segunda Identidad de Green

La “Segunda Identidad de Green” se deduce a partir de la primera (eIV.3),
permutando entre si las funciones U y V' y restando. Si denominamos V a una

regién cerrada de IR3, AV a su contorno y consideramos las funciones U, V de clase

C’Q(V), se verifica

///V (UAV — VAU //@V (U%—vgb ds (cIV.5)

que en el caso de que ambas sean armodnicas se reduce a
// (U——V8U> ds = 0.
oY on on

3.7. Imtegracién impropia multiple

Una integral se dice que es “impropia” cuando en uno o mas puntos de un
recinto de integracién ) el valor del integrando toma valores infinitos. Para
abordar su estudio, es preciso aislar el punto £ donde la funcién integrando f
se hace infinita mediante una region abierta {2z que contiene al punto £ y cuyo
radio € se hace tender a cero. Si la integral de la funcién f en el dominio £ — €2,
conduce a un valor finito F', se dice que la integral impropia “converge” al valor

limite, es decir

lim fdQ:/fdQ:F
Q

e—=0 Ja-Q.

Dado que en principio no se establece restricciéon alguna en la eleccion
de la regién g, el calculo practico de este limite se puede simplificar
eligiendo por conveniencia regiones geométricamente sencillas, por ejemplo
bolas abiertas centradas en el punto y de radio ¢ arbitrariamente pequefio.
Sin embargo, es preciso demostrar que se obtiene siempre el mismo valor
limite, independientemente de la sucesiéon de abiertos §2¢ de radios decrecientes

considerada.

Si la funcién f es positiva en Q — {z} y el limite existe cuando se elige como
dominio ¢ una bola abierta centrada en el punto z y de radio &, entonces el limite

también existe y tiene el mismo valor cualquiera que sea el recinto {¢. Se dice que
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la integral impropia de la funcién f en el dominio 2 es absolutamente convergente,

/Q £l ds

es convergente. Obviamente, si una integral es absolutamente convergente también

si la integral

es convergente, por lo que en este caso la existencia del limite, utilizando bolas
abiertas centradas en el punto y de radio ¢ arbitrariamente pequeflo, garantiza la

convergencia de la integral impropia [Sokolnikoff & Redheffer %]

En los apartados que siguen a continuacién se analizaran diversas expresiones
que contienen integrales impropias. Este analisis se realizard en la mayor parte de
los casos aislando mediante esferas el punto (o los puntos) en el que la funcién del
integrando se hace infinita. Por otra parte, y dado que el dominio de solucién de
nuestro problema es infinito y se requiere la introduccién de unas condiciones de

normalizacién, es interesante resolver la integral impropia

I(n,x):///&ﬂm—jﬂﬁc&, ncIN

siendo ) una esfera de radio R centrada en el punto z. En el punto £ = z la integral
es impropia por lo que debe de aislarse mediante una esfera B(z,¢) centrada en

v de radio €, y evaluarse la integral como el limite

. 1
I(n,z) = ;ir(l) Ie(n,z); Ifn,z) = ///e(Q—B(:c,e)) Wdﬂ, n € IN.

La transformacién de la integral Iz(n,) en coordenadas esféricas resulta en

la forma
¢=2m g=r p=R A [ 1 1 } : .
0o = — — 3|, sin#3;
I(n,R) = / / / S0 2 pdedg—{ > LR "
p
=0 0=0 p=¢ 47 [Iln R —1ne], sin = 3.

Del resultado anterior se puede concluir que el limite, cuando ¢ — 0, existe si

v solo si n < 3 y la integral I(n, R) converge al valor

47 i

I(n,R) =
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Si se considera, a continuacién, una funcién f continua en el dominio cerrado

Q (a excepcién de un entorno del punto z en que toma valor infinito) tal que
If] < < , KelR, K>0 (elV.6)

siendo r la distancia euclidea entre dos puntos z e &, se verifica que

///&Q\f|d9<1&///&gr ﬁ)fé—n_@, n<3. (eIV.7)

3.8. Tercera Identidad de Green

La “Tercera Identidad de Green” tiene una importante repercusion en la teoria
del potencial, dado que se trata de una expresién que liga de forma explicita el
valor de una funcién V en un punto de un dominio cerrado con los valores de las
segundas derivadas de V en el dominio y los valores de V' y sus derivadas normales

sobre el contorno del dominio.

Su deduccién puede realizarse a partir de la segunda identidad de Green
(eIV.5). Para ello, consideremos el dominio cerrado £ con frontera 92, un punto
z en el interior del dominio y una funcién V € 02(9). Dado que la funcién 1/r
(siendo r = |z — €] la distancia entre dos puntos del dominio ,£) es una funcién
caracteristica en las soluciones de la ecuacién de Laplace, sustituyamos 1/r por la
funcién U en la expresién (eIV.5). La singularidad de esta funcién en el punto del
dominio £ = £ se puede aislar mediante una esfera B(z,¢) centrada en el punto
z v de radio €, de modo que la aplicacién de la segunda identidad de Green la
realizamos en el dominio ) — B(z,¢) que estd limitado por los contornos 9§ y

dB(z,¢) (la superficie de la esfera B(z,¢)):

TS e 727 = ] L G775 20
) fi (5 750) 2

siendo n el versor normal unitario exterior al contorno de  — B(z,¢).

(elV.8)

La integral sobre la superficie de la esfera B(z,¢) se puede expresar en funcién

del dngulo sdlido w en la forma

//83(9;,5) (%?‘BZ v (;T/ZT ) a5 = //@B(a}e —dw — 4rV(B(z,2))
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siendo V(B(w,e)) el valor de la funcién V en algin punto del contorno de la
esfera B(z,¢e) (resultado de aplicar el teorema del valor medio de una integral de
superficie). Si se toman valores cada vez més pequenos del radio ¢ de la esfera,
TA/'(B(:I:, ¢)) tiende al valor gifla funcién V en el punto z y el primer sumando es

nulo dado que €l término Oe estéd acotado al ser la funcién V de clase C2. De

este modo, la integral en la superficie de la esfera en el limite resulta

. 19V 8(1/r) B
611_1%//%(“) <7« Pl ) dS = — 47 V(z).

La tercera identidad de Green se obtiene de la sustitucién de este resultado en

(eIV.8):

1 oV V o(1/r)
y=-—1 ——A d —_— ds
Vie 5%///52 B(x,€) VV—I_//aQilﬂ'T’an //69471' on

(elV.9)

Las condiciones que debe de cumplir la funcién V que verifica la tercera
identidad de Green son: continuidad de la funcién y de sus derivadas parciales de
primer orden en el dominio §2, y continuidad de las segundas derivadas parciales en
los puntos interiores de dicho dominio [Kellog'?*’]. Por otra parte, en el problema
sometido a estudio de la disipacién de corriente a través de una toma de tierra,
el medio conductor (y por tanto, el dominio {) es semiinfinito. Si la funcién
potencial V verifica las condiciones de regularidad en el infinito (eIIl.19), entonces
las integrales de superficie involucradas en la tercera identidad de Green (eIV.9) se

anulan cuando se extiende la integracién sobre todo el espacio  [Sokolnikoff*97!].

La tercera identidad de Green ha dado lugar a miltiples trabajos en la extensa
bibliografia sobre la teoria del potencial [Courant & Hilbert 96?], [Kellog'?®"],
[Kress 98], [Sokolnikoff & Redheffer °%¢], [Sokolnikoff'*™'], [Stakgold '**®]. Para
comprender mejor este resultado, se ilustra el significado de (eIV.9) con una
interpretacién fisica en el dmbito de la electrostdtica: si consideramos la funcion
V como el potencial en un punto = del dominio generado por una distribucién de

cargas, entonces

o la integral de volumen representa la contribucién al potencial de una

distribucién volumétrica de cargas de densidad AV/4mwr;

e el primer término de integral de superficie representa el potencial en el
punto  debido a una distribucién superficial de cargas sobre el contorno

del dominio;
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e cl tercer sumando puede interpretarse considerando una carga positiva q(+)
situada en un punto del contorno del dominio D, y una carga igual pero de
signo contrario g(-) situada a una distancia An del punto sobre la linea de
accién del versor unitario normal exterior a la superficie. La distancia del
punto z a la carga negativa se denomina r( y la distancia a la carga positiva
r1. Sila carga q se expresa como ¢ = p/An, siendo p una constante, el

potencial en el punto z se obtiene de

1 1 1 A(l
g— — ¢g— = ¢A— = ,U,-—M (eIV.10)
r1 ro T An

que en el limite (An — 0) resulta #anlnﬁl, —que es la definiciéon de

derivada direccional de una funcién—. Esta configuracién recibe el nombre
de “dipolo”, y la constante . “momento dipolar”. De este modo la segunda
integral sobre el contorno representa el potencial en el punto z debido a

Vds

una distribucién superficial de dipolos de momento dipolar igual a —=7=

Esta disposicion se denomina de “capa doble”.

En conclusién, el potencial en un punto del dominio se puede expresar como
la suma de tres términos (eIV.9): la contribucién proveniente de una distribucién
volumétrica de cargas, de una distribucién superficial de cargas (“capa simple”) y

de una distribucién de dipolos en la superficie del dominio (“capa doble”).

La tercera identidad de Green permite obtener directamente algunos resultados

interesantes, y en particular, cabe destacar que

o toda funcién arménica V definida en un dominio cerrado 2 se puede
representar como la suma de las contribuciones al potencial de una

distribucién de “capa simple” y de una de “capa doble” sobre el contorno

de €2, es decir,

V(z) ://3941?2_‘;(18_//39%8(;/:) ds. (eIV.11)

o si el dominio Q en el que estd definido la funcién arménica de (eIV.11)

estd limitado por una esfera B(z, R), centrada en el punto z, radio R y
contorno OB(z, R), entonces teniendo en cuenta (eIV.4) el primer sumando

de (eIV.11) es nulo y se obtiene

1
% = V ds. V.12
(=) 47 R? //f)B(a:,R) (e )
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Este resultado se conoce como “teorema del valor medio” o “teorema de
Gauss de la media aritmética” [Kellog'%®"]. Una consecuencia de este
teorema es el “principio del méximo y minimo de una funcién arménica”
que puede enunciarse como: toda funcién arménica (no constante) definida
en un dominio cerrado toma siempre sus valores maximos y minimos en el

contorno del mismo [Kress 19%9).

4. PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET

En el capitulo anterior, se ha expuesto en detalle la modelizacién mateméatica
del fenémeno fisico de la disipacién de corriente eléctrica en un terreno, a través de
una toma de tierra. El modelo obtenido se ha reducido finalmente a la resolucién
de un problema exterior de Dirichlet. Con objeto de centrar nuestra atenciéon en
el estudio de este problema, a continuacién se presenta la notacién de la geometria
general que se va a emplear en todo el desarrollo que sigue a continuacién, asi

como el planteamiento de este problema exterior.

4.1. Notacién de la geometria del problema

La notacién de la geometria general del problema sometido a estudio es la
siguiente:

) = Dominio tridimensional del medio conductor en el que tiene lugar la

disipacién de la corriente eléctrica que emana de los electrodos que

forman la toma de tierra.

I~ = Contorno del medio generador (la superficie de los electrodos de la toma
G g P
de tierra.
I'w = Contorno de la toma de tierra imagen de I'g.
PQ(R) = Contorno del terreno en puntos suficientemente alejados (a una

distancia R) de la toma de tierra y de su imagen.

09 = Contorno del dominio  formado por I'g U T, U Lor)-



— 106 - Colominas I. / Célculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas

4.2. Planteamiento del problema

Como es sabido, el problema de determinar la funcién armoénica V en un
dominio  a partir de los valores especificados de la funcién V en el contorno
se denomina “problema de Dirichlet”. Si el dominio es finito, el problema es
“Interior”, mientras que si el dominio es infinito y la frontera es una superficie

cerrada el problema es “exterior”.

El fenémeno fisico de la disipacién de corriente en un terreno (modelizado en
el capitulo anterior a partir de las ecuaciones generales del electromagnetismo) se
resume en términos matematicos en el problema exterior de Dirichlet consistente

en determinar la funciéon V' que verifica

Vel? en Q
Vvecl en I'g yen 11IG
V =Vg (constante) en T' v I'g

V'  cumple las “condiciones normales en co”.

Un resultado interesante, que se deduce de forma trivial a partir del principio
del maximo y minimo de una funcién arménica, es que el problema exterior de
Dirichlet tiene, a lo sumo, una tnica solucién. (Si consideramos la existencia de
dos soluciones V4 y V5, la diferencia de ambas V' = Vj — V5 es también una funcién
armonica y debe verificar la condicién sobre el contorno V. = 0. Si los valores
méximos y minimos de una funcién armoénica estdn en el contorno y el potencial

V en el infinito es nulo, la tnica solucién es V = 0, es decir, V] = V3).

4.3. Planteamiento del problema de Dirichlet mediante la funcién de

Green

Histéricamente, la forma cldsica de resolver este tipo de problemas de Dirichlet
en teoria del potencial es mediante la introduccién de una “funcién caracteristica”
del problema comuinmente denominada “funcién de Green”. A continuacién se
presenta una breve sintesis de su fundamento y se analiza su viabilidad en la
resolucién de nuestro problema. (En [Stakgold*®®] y [Sokolnikoff'*™] puede

encontrarse un desarrollo amplio de este método).
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Si consideramos un punto fijo £ y uno variable € en el dominio 2, se
denomina “funcién de Green” G(z, ) a aquella funcién que cumple las siguientes
propiedades:

o G(z,¢) = r(zl, 3 + w(x, ) siendo r(z,€) = |z — €] y w(=,£) una funcién

armonica en {2,

e G(z,€) = 0 en el contorno 0L2.

La aplicacién del segundo teorema de Green (elV.3), considerando como
funcién U la funcién de Green G(z, £), requiere aislar la singularidad en el punto

£ = z mediante una esfera B(z,¢) centrada en z y de radio € en la forma

/ (GAV —VAG)dY = / (Ga_v — V€> ds.
O—B(z ) 8(Q—B(z.e) \ On n

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién de Green y el hecho de que en
el problema exterior de Dirichlet planteado (eIV.13) la condicién sobre el contorno
de la toma de tierra es que el valor del potencial es una constante (V(;), la expresion

anterior se puede reducir a

W 9G(z,€)
Via) = —C /§ L ptas (eIV.14)

siendo 9N la superficie de la toma de tierra y su imagen (8Q : I U I'z) en las

que esté prescrito el valor del potencial constante V.

Este método no es facilmente aplicable al problema del célculo del potencial
generado por la derivacién de corriente eléctrica en un sistema real de toma de
tierra, aunque la condicién de contorno sea sencilla. La razén de ello estriba en que
el dominio de solucién ) es muy complicado, dado que se trata de todo el medio
conductor semiinfinito (el terreno) excepto la parte ocupada por la malla de tierra,
que tal y como se ha comentado anteriormente, esta formada por un gran ndmero
de electrodos entrelazados de distintas dimensiones. Para poder hacer uso de la
expresién (eIV.14), se precisaria la funcién de Green obtenida de la resolucién —en

cada punto z del dominio 2— del problema de Dirichlet
Agw(a:,f) =0, VE €

1
U)(.'II,&) = _Ix_ﬂa

vE € 09.
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5. EL. PROBLEMA EXTERIOR DE DIRICHLET EN TERMINOS
DE UNA ECUACION INTEGRAL LINEAL

Las particulares caracteristicas del problema exterior de Dirichlet (eIV.13)
en lo referente a la complejidad del dominio de solucién (el medio conductor no
ocupado por la toma de tierra) y a la simplicidad de la condicién a imponer sobre
su contorno (valor del potencial V(7 constante) sugieren transformar el problema
diferencial en otro, en términos de una ecuacién integral lineal que relacione

tnicamente los valores de la incégnita en el contorno.

Una “ecuacién integral” es aquella cuya funcién incégnita aparece en el
integrando de una determinada expresién. La modelizacién de algunos problemas
de la fisica-matematica conducen directamente a ecuaciones integrales, en tanto
que otros, que dan lugar a ecuaciones diferenciales, se pueden analizar mejor
transformados en ecuaciones integrales. El primer caso de planteamiento explicito
y consciente de una ecuacién integral se debe a Niels H. Abel en 1823 en
el que se denomina “problema mecénico de Abel” [Kline'®"®], consistente en
determinar la forma de la curva que tiene que tener un hilo, para que una cuenta,
partiendo del reposo desde una altura h, deslice sin rozamiento en un tiempo
fijado T(h) [Simmons'®!], —es el cldsico problema de la tautdcrona cuando se
considera el tiempo independiente de la altura h y constante—. Unos ahos més
tarde (en 1832), Joseph Liouville demostré que se podia obtener la solucion
de determinadas ecuaciones diferenciales previa transformacién en ecuaciones

integrales, que resolvié por un método de iteraciones sucesivas.

Las ecuaciones integrales lineales de nuestro interés son de dos tipos
basicamente: .
ofa) = [ Kot 1(t)
a

xr

fla) =of@) + [ Ko sy
donde g(z) y K(z,t) son funciones conocidas y f(¢) la funcién incégnita. K(x,t)
recibe el nombre de “niicleo” de la ecuacién integral. Estos dos tipos se denominan
ecuaciones de Volterra de primera clase y de segunda clase respectivamente, en
honor a Vito Volterra que inicié el estudio general de las ecuaciones integrales
ideando un método de resolucién para las de segunda clase. En los casos en que el

limite superior de integracién es un valor fijo b se denominan ecuaciones integrales

de Fredholm.
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David Hilbert interesado en diversos problemas de fisica-matematica (como
el del potencial o el calculo de variaciones) desarrollé rigurosamente buena parte
del fundamento tedrico de las ecuaciones integrales y su resolucion tipificada en
el niicleo de la ecuacién integral, estableciendo la teoria espectral general para el
caso de nicleos simétricos. Demostrd, asimismo, que el desarrollo de una funcién
en las autofunciones pertenecientes a una ecuacién integral de segunda clase
depende de la resolubilidad de su correspondiente ecuacién integral de primera
clase. Su contribucién més importante en este campo es la conversién de problemas
planteados en ecuaciones diferenciales en ecuaciones integrales, y la demostracién
de que éstas son el punto de partida para el planteamiento de muchos problemas

fisicos [Kline 9]

Las primeras aplicaciones de las ecuaciones integrales para la resolucién
de problemas en teoria del potencial las realizé Fredholm a principios de este
siglo, demostrando la existencia de soluciones a partir de métodos basados en
la discretizacién del dominio. Sin embargo, las dificultades para la obtencién
de soluciones analiticas de este tipo de ecuaciones, excepto en los casos de
geometrias sencillas, ha limitado considerablemente su uso hasta fechas muy

1963] 7[ 1963].

recientes [Jaswon Symm

Centrando de nuevo nuestra atencién en la obtencién de una ecuacion integral
equivalente al problema exterior de Dirichlet (eIV.13), a continuacién se presenta la
deduccién, a partir de la segunda identidad de Green, de la expresién del potencial
generado por una toma de tierra en un punto cualquiera del dominio 2. Con el
fin de facilitar esta deduccién, ésta se presentard dividida en dos partes segin que
el punto del dominio esté en el terreno o en el contorno de la toma de tierra, en

cuyo caso deberemos estudiar la singularidad que se produce.

5.1. Expresion del potencial en un punto del terreno

El punto de partida es la aplicacién del segundo teorema de Green (eIV.5) a
un punto de referencia  situado en el terreno (dominio 2), considerando como
funcién U la funcién 1/r (r = |z —§€|). La singularidad en el punto £ = z se puede
aislar mediante una esfera B(z,<) centrada en «, de radio € y contorno PB($,€)7

de modo que la expresién (eIV.5) resulta

/// <VA1 - —1—AV> v = // <V—a(1/r) - la_v> ds
O—B(z,¢) roor d(Q—B(z ) on r on

(elV.15)
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donde 9(§) — B(z,€)) indica el contorno del problema: I' U FIG UTlqry U L'B(z.e)-

La figura IV.1 muestra de una forma esquemdtica los diferentes dominios y la

notacién empleada.

Fig. IV.1 — Esquema, del andlisis de las distancias desde un punto z (aislado
por una esfera de radio ¢ y situado en el interior del terreno) a
un punto ¢ de la superficie de la toma de tierra I'¢ y al punto
simétrico respecto de la superficie del terreno & en la imagen
ry.

A continuacién se analizardn los distintos sumandos de (eIV.15) teniendo en
cuenta que la integral de superficie puede descomponerse en cuatro términos, uno

por cada tipo de contorno del problema.
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5.1.1. Integral en el volumen  — B(z,¢)

I(z,6) = / / /E s, (V({)Ar(zl, 6)_7"(:01, 5 AV(£)> Ay (cIV.16)

En esta integral de volumen hay que destacar dos aspectos importantes:
s FEl potencial V esté definido en todo el dominio Q — B(z,¢) y es una funcién
armoénica (elV.13).
e La funcién 1/r(z,€) también estd definida en todo el dominio Q — B(x,¢) y

es la solucién fundamental de la ecuaciéon de Laplace.

En consecuencia, la funcién integrando de (eIV.16) es nula en todo el dominio
Q — B(z,e). Puesto que sea cual sea el valor de esta funcién en la singularidad
en todos los puntos donde estd definida vale cero —I(z,e) = 0, Ve # 0—, la

integral impropia es nula:

lirrb I(z,e) =0 (eIV.17)
E—

5.1.2. Integral en el contorno FQ(R)

. o/r(z.€) 1 oV(E) )
I(z,R) = / /‘5 o <V(§) = o >d$ (eIV.18)

Para analizar esta integral es importante tener en cuenta que, tal y como
se ha mencionado anteriormente, en nuestro problema el potencial V' cumple las
condiciones de normalidad en el infinito (elII.19). Si consideramos una esfera
centrada en el punto ¢ y de radio R de modo que las funciones V(§) y 1/r(z,§)
estén definidas en todos los puntos del contorno FQ(R)7 siendo n el versor unitario

normal exterior a dicha esfera, (eIV.18) resulta

_ 1 1 ov(g)
IaR) = - [ /&FQR veyas - [ /&FQR s,
(R) (R)
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expresién que puede acotarse superiormente haciendo uso de (elIl.19), obteniendo

[I(z,R)| < RQ//&FQ £)d5+—//€e - avig) ds
= RQ//gerQ |d5+“//€EFQ - at;(f s

AN

R? //&FQ(R r(z 6 R//§€FQ(R) r2 )dS

SaM

<
- R

En consecuencia la integral en el contorno de Q(R), cuando R tiende a infinito,
es nula:

lim I(.’D,R) =90 (eIV.lQ)
R—oo

5.1.3. Integral en el contorno PB($,6)

. o1/r(e.8) 1 _avie e
I(z,e) = / /(5 . <V(£) - o o )ds (eIV.20)

La funcién potencial V verifica las condiciones del problema exterior de

Dirichlet (eIV.13) y, a su vez, tanto la funcién como su derivada verifican las
hipétesis del teorema del valor medio (eIV.12). Dado que el dominio es una esfera

centrada en el punto z, por simetria se cumple

B //geere ©) r’(z E //{erB(m 9 zlﬁ) agq(f) ’

v haciendo tender a cero el radio de la esfera ¢,

lim I(z,e) = — lim —// €)dS — lim — // aV(f
g—0 e—0 ¢ EFB T.e) e—0 € EFB(a: 9 on

= — 47 [ lim // V(€)dS + hm // 5V dS
e—0 471'5 {eI‘B T,c) e—0 471'8 EEFB

~ OV (z¢)
~—47T<V(m)+€l£rb5 o )

= —4n V(=z),
(eIV.21)
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donde Q%%l denota un valor promedio limite de la derivada normal en un punto

de la superficie de la esfera B(z,¢).

En consecuencia, la integral en la superficie de la esfera centrada en el punto

z v de radio &, es proporcional al valor del potencial en el punto, cuando ¢ — 0.

5.1.4. Integral en los contornos I'g y PIG

. o1/, 1 V(e e
Loy = / /6 - (V({) 5 o o )dS (eIV.22)

En el problema exterior de Dirichlet (eIV.13), el valor del potencial en los
contornos de la toma de tierra (I' y I‘/G) es constante (V7). Teniendo presente

esta condicién de contorno, la integral Iy vendra dada por

1/r(:c§ B 1 ovV(¢)
loor = Vo //e (TquUry) on 4o //ﬁe FgUl) r(z,€) On 4o

Para facilitar el analisis siguiente es 1itil separar el primero de los dos sumandos

en dos integrales de contorno,

//EE(FGUF/G) Q(—l/g;—’wdg N //Sera 6(1_/706(1?5_))(18

. 201fr(a.8) 4

La malla de electrodos es un medio generador G situado en el interior del
terreno. Se trata, por tanto, de un volumen cerrado por su superficie I' en el que
la, funcién 1/r(z,€) estd perfectamente definida, (el punto z sometido a estudio
es un punto del terreno y no pertenece ni a la superficie I'g ni a su imagen I"G)
Dado que 1/r(z,€) es arménica, en virtud de la propiedad (eIV.4), la integral en
el contorno es nula. Este razonamiento es también valido para el dominio G’,

obteniéndose la misma conclusién. Por tanto, I se reduce a

_ _ 1 oV
foe = / / e(rgury) (@, €) on 4
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El dominio imagen G’ es simétrico a G por el plano de la superficie del terreno,
por lo que todo punto de G esté directamente relacionado con su simétrico en G'.
Si denominamos r(z, €) a la distancia desde un punto del terreno  a un punto £

en Gy r'(z,€) ala distancia de & al punto simétrico ¢ en &,

laer = _//EEFG 7"(3’17 €) agff)dg_ //’EF’G 7"(501,5') mggfl)ds
-/ /serG (r<w1, 57" mio) T8,

Reuniendo los resultados obtenidos —(eIV.17), (eIV.19), (eIV.21), (eIV.23)—

para las distintas integrales de volumen y sobre los contornos de (elV.15), el

(elV.23)

potencial en un punto & del terreno se puede expresar como

=57 o7 O( gt 7ap) e =Hle| @V

siendo o(€) la densidad de corriente normal que emana del electrodo de tierra y
~ la conductividad escalar aparente del terreno (ver apartado 5 del capitulo ITI),

que se relacionan con la derivada normal del potencial mediante la expresion

o(§) = —vg‘—g—g—), £clg;

donde n es el versor unitario normal al contorno I'¢;.

La expresién integral (eIV.24) es la clave de todo el desarrollo que se seguira
para el célculo del potencial en un punto del terreno, ya que relaciona de una
forma directa el potencial en un punto £ con los valores en el contorno a través
de una funcién incégnita o(€) que solamente depende de los puntos del contorno
de la toma de tierra. Para la determinacién de esta funcién es importante que la
expresién (elV.24) sea valida si el punto ¢ estd situado en la superficie de la toma
de tierra, ya que en ese caso el potencial es conocido e igual a V7 (la sobretensién
de tierra) y puede plantearse la resolucién de una ecuacién integral que permita

la obtencién de la funcién o.
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5.2. Expresién del potencial en un punto de la superficie de la toma de

tierra

En el apartado anterior se desarrollé la expresién del potencial generado en
un punto del terreno por una toma de tierra. Para completar el andlisis es preciso
estudiar, también, qué ocurre si el punto estd situado en la superficie de la toma
de tierra y determinar el potencial en dicho punto. Al igual que en el desarrollo
anterior, el punto de partida es la segunda identidad de Green (eIV.5) considerando
como funcién U la funcién 1/r(z,€) (siendo r(z,€) = |z — €|). La singularidad en
el punto z se aisla mediante una esfera B(z, &) con centro en  y radio €, de modo
que quedan definidos tres subdominios importantes (figura IV.2):

E(z,¢) : Parte de la esfera situada en el exterior de la toma de tierra G.
I(z,e) : Parte de la esfera situada en el interior de la toma de tierra G.
C(z,e) : Interseccién entre la superficie de la toma de tierra y la esfera

centrada en z y de radio . (I'¢ N B(z,¢)).

E(x,¢e)

Fig. IV.2 — Esquema de los dominios formados al aislar un punto #, situado
en la superficie de la toma de tierra, por una esfera de radio e.
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La aplicacién del segundo teorema de Green (elV.5) al dominio formado por
Q — E(z,¢) resulta

T frsan (70270 = [ iy (57 —250)

(elV.25)
donde O() — E(z,¢)) indica el contorno compuesto por
o T’ : Contorno de la toma de tierra imagen de G (figura IvV.1).
. I‘Q( R) : Contorno del terreno en puntos suficientemente alejados de la toma
de tierra ¢y y su imagen ', (figura IV.1).
o (I'g—C(z,e))U PE(w,e) : Contorno de la toma de tierra G no afectado por

la esfera més el contorno de la parte de la esfera situada en el exterior.

De las cuatro integrales que intervienen en (eIV.25) —una de volumen y tres
sobre contornos— se pueden simplificar tres, ya que el andlisis es el mismo que en
el caso de que el punto & se encuentre en el terreno (figura IV.1). Concretamente,

e la funcién potencial V estd definida en todo el dominio  — E{z, €), asi como

también la solucién fundamental 1/r(z,€), por lo que la integral de volumen

/// (VA-l— — lAV) dV = 0; (elV.26)
Q—E(z,2) r.r

e la integral sobre el contorno de Q(R), cuando R tiende a infinito, es

es nula

exactamente igual que en (eIV.18), por lo que

lim // ( (4/r) _ 18—‘/) ds =0; (eIV.27)
R—o0 Ta(r) on r On

o la integral sobre el contorno I';, desarrollada en (eIV.22) en las mismas

condiciones, puede escribirse como

[ fo, (OG0 =5 foa, e

(eIV.28)

Con estos tres resultados la identidad de Green (eIV.25) se reduce a

o/r(z,€)) 1 V(¢
/ /fe[(l“g—C(m,a))UFEms)] <V(€) on r(z,€) On >d8

-1 rer, "0, s =0

(eIV.29)
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El contorno (I'g — C(=,¢)) ULl'g(g () encierra el dominio formado por la toma
de tierra G y la parte del exterior de la esfera. Para analizar la integral en este
contorno se descompone el dominio en dos subdominios:

e la toma de tierra G excluidos los puntos interiores de la esfera

o la esfera B(z,¢), formada por las dos partes exterior e interior.

5.2.1. Integral en el contorno I'g — T'y(z )

_ ol/r(z,€)) 1 V() .
Ipn = / / (Fo-Tro.) <V(§) o @ & on )dS (eIV.30)

El contorno I' — I'y(z ¢ cierra el dominio formado por la toma de tierra &
excepto la parte de la esfera situada en su interior. En todo este dominio, incluido
su contorno, el valor del potencial es constante (V) , dado que se ha considerado
que los electrodos que forman la toma de tierra son conductores perfectos, por lo
que no existe resistencia al paso de la corriente en todo el dominio. Este valor
de potencial constante no sélo se cumple en el dominio indicado sino también en
toda la esfera B(z,¢), ya que en (eIV.25) se ha aplicado la identidad de Green al
dominio  — E(z, ¢), extendiendo la condicién V = V; al contorno 9(Q2 — E(z, ¢)).

Por otro lado, la parte interior de la esfera aisla del resto del dominio el punto
z donde la integral es impropia, por lo que la funcién 1/r(z, £) estd perfectamente

definida en ' — Iyg o) Con estas consideraciones, (eIV.30) se reescribe como

0(1/r(2,0) 15
fran —VG//EFG Iz ) on

N //ferg 7’(33, GV(E //ﬁerma r(z,§) ‘(;S)ds

donde el primer término es nulo por (eIV.4).

(eIV.31)

El tercer sumando, que hace referencia a la integral sobre el contorno de la
parte interior de la esfera situada en la toma de tierra, también es nulo dado que
es la derivada normal del potencial en todo el interior de la toma de tierra y sus

extensiones (la esfera B(z,¢)) donde el potencial es constante.

Estos dos resultados permiten simplificar la integral (eIV.31) que, en términos

de la densidad de corriente que emana de la toma de tierra G y de la conductividad
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escalar aparente del terreno v —del mismo modo que (eIV.28)—, puede escribirse

1 1
gy = / /6 OGS (eIV.32)

COII1O

5.2.2. Integral en el contorno de la esfera B(z,¢)

_ o1/r(e.8) 1 ov(E) .
I(z,e) = //.feI‘B(x,s) (V(S) e 2.6 on ) dS (eIV.33)

El desarrollo en este punto es exactamente igual al efectuado en (eIV.20), por
lo que, en aplicacién del teorema del valor medio (eIV.12), la integral anterior se
puede escribir en términos de la funcién potencial y de su derivada normal en el

punto z, y llevando al limite esta expresién resulta

lim I(z,e) = —lim — // V(€)dS — lim — // )dS
e—0 =0 & £€lp(z ) e=0 ¢ £elp(g on

= —4r (V(:c) + lim 5M>
e—0 on

= —4n V(z).
(elV.34)
Al sustituir este resultado, junto con (eIV.32), en (eIV.29) se obtiene la

expresién del potencial para un punto situado en el contorno de la toma de tierra

que, con la misma notacién del subapartado 5.1, viene dada por

4m//§erg é)( ot (i@) dS, zcTg,| (elV.35)

y es idéntica a la obtenida para el caso en que el punto z se encuentre en el terreno.
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5.3. Ecuacién integral del problema exterior de Dirichlet

En los apartados anteriores hemos mostrado cémo es posible escribir la solucién
del problema exterior de Dirichlet (eIV.13) —obtenido al modelizar el problema
de la disipacién de corriente en estado estacionario en el interior de un terreno
isétropo y homogéneo con superficie horizontal a través de una toma de tierra—
en términos de la expresién integral (eIV.35). Esta nueva ecuacién es véalida para
cualquier punto del dominio, incluyendo la superficie de la toma de tierra ya que la
integral impropia es convergente en la singularidad. Si definimos la funcién k(z, §)

cOImo

1 1 ! — g — ¢
et = (g * 7o) @O - k=l @o = (Isvi,%)

donde ¢' indica el punto simétrico a € respecto del plano de la superficie del terreno,

la expresién del potencial (eIV.35) se reescribe en la forma

= 4y / /&FG k(z,£) o(£)dS (eIV.37)

Esta expresién integral relaciona el potencial en un punto cualquiera del
dominio  con los valores de una funcién desconocida o(€) en los puntos de la
superficie de la toma de tierra, a través de la funcién k(z,£) de (eIV.36). Esta
funcién o, que fisicamente corresponde a la densidad de corriente que emana del
contorno de los electrodos de la toma de tierra, deberd determinarse sabiendo
que el valor del potencial en el contorno (la sobretensién de tierra) es constante
(V(x) = Vg, x € I'g). Por tanto, el problema se reduce a resolver la siguiente
ecuacién integral de Fredholm de primera clase, consistente en obtener la funcién

o que verifique

4m//§e . k(x,&) o(6)dS,  xeTlg. (eIV.38)

La funcién k(x,€) viene dada por (elV.36) y se denomina “ntcleo” de la

ecuacién integral. Este nicleo es simétrico —k(x,€) = k(é,x)— y débilmente
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singular, es decir, est4 definido y es continuo en todos los puntos &, x € I'y, (€ # x)

y existen las constantes positivas o, m y M tales que, para todos los pares de
puntos €, x € Ty, (€ # x), se verifica

1

PP E—— a € (0,m].
1€ —x|™ ™

k& x) < M

Estas dos propiedades, junto con el hecho de que la condicién que se impone
sobre el contorno I'¢y es una funcién constante (V(7), garantizan la existencia de una

tnica funcién solucién o de la ecuacién integral (eIV.38) [Jaswon & Symm*?77],

1984]’ [ 1987]'

[Dautray & Lions Johnson

La expresién (eIV.37) permite calcular el potencial V' en un punto cualquiera
del terreno, a partir de la densidad de corriente (¢) normal al contorno I'z. A
su vez, ésta se obtiene de la resolucién de la ecuacidén integral (eIV.38), dado que
el valor del potencial Vi en el contorno de los electrodos de la toma de tierra es
conocido (es constante en todos los puntos de la superficie). El hecho de que la
funcién incoégnita de (eIV.38) sea la densidad de corriente normal que emana de
los conductores representa una ventaja sustancial en el desarrollo de un método
de célculo que permita caracterizar un sistema de tomas de tierra: a partir de o
se calculan directamente, no solo el potencial (eIV.37), sino también la intensidad
de corriente total Iy (elll.24) que fluye de los electrodos que forman la toma de
tierra y la resistencia equivalente del sistema (elI1.25), tal como se ha presentado
en el capitulo anterior. En conclusién, el objetivo a partir de este momento es
el de desarrollar una técnica numérica eficiente y rdpida que permita resolver la

ecuacién integral (eI'V.38).

6. TECNICAS DE RESOLUCION NUMERICA DE ECUACIONES
INTEGRALES LINEALES

Con objeto de desarrollar una formulacién que permita el célculo automéatico
del potencial generado por una toma de tierra cualquiera que sea su geometria y
que pueda implementarse en un ordenador, se presenta a continuacién una breve
revisién de las principales técnicas numéricas empleadas para la resolucién de
ecuaciones integrales lineales. Como se ha comentado en el apartado anterior,

éstas pueden clasificarse en dos grandes tipos: a) de primera clase

o(z) = /a " Ko ) f(t) dt, (eIV.39)



Colominas I. / Cédlculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas - 121 -

v b) de segunda clase
fo =o@) + [ Ko o (6IV.40)

La teoria general de ecuaciones integrales lineales, desarrollada a principios
del siglo XX [Fredholm'®], se encuentra bien estudiada en la literatura
matemética [Courant & Hilbert 192], [Hochstadt 1°], [Kress!?®?], [Smithies'®*®].
En particular, en el caso de las ecuaciones integrales lineales de segunda
clase (eIV.40), se han desarrollado también en estas ultimas décadas una
coleccién importante de métodos numéricos que permiten la obtencién de buenas
aproximaciones a la funcién incégnita f(x) [Atkinson 9], [Baker & Miller '%%%],

[Delves & Mohamed'?*?].

Las ecuaciones integrales lineales de primera clase (eIV.39) suelen presentarse
en la bibliografia de forma aparte debido, principalmente, a una dificultad
inherente a la propia naturaleza de estas ecuaciones integrales: si se considera
el nicleo K(z,t) una funcién continua, la ecuacién integral (eIV.39) transforma
el conjunto de todas las funciones continuas a trozos f(z) en un conjunto mds
restringido g(x) de funciones continuas; si el nicleo K(z,t) es diferenciable, la
ecuacién integral transforma el conjunto de todas las funciones continuas a trozos
f(z) en un conjunto mas restringido g(z) de funciones diferenciables. En general,
la solucién a la ecuacién integral (eIV.39), con la funcién ¢g(z) continua, no puede
venir dada por una funcién f(z) continua. Para una clase mas general de funciones
g(z), la ecuacién integral (eIV.39) podrd resolverse solamente si el nicleo K(z,t)
no presenta un “comportamiento normal” de un modo u otro (por ejemplo, si
contiene una singularidad en algtin punto). Las condiciones necesarias y suficientes
de existencia de una solucién de cuadrado integrable f(z) de una ecuacién integral
de primera clase vienen dadas por un teorema de Piccard del afio 1910, y pueden

encontrarse en [Courant & Hilbert %],

Volviendo al problema de resolver la ecuacién integral (eIV.38), a la dificultad
mencionada en cuanto al comportamiento de las ecuaciones de primera clase, hay
que anadir el hecho de que el dominio de integracién I'; es muy complejo en los

casos reales.

En este apartado se presentan brevemente algunos de los métodos mas
utilizados para la resolucién numérica de ecuaciones integrales lineales, incidiendo

especialmente en las de primera clase [Kress!'%%], [Wing '%9?].
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6.1. Métodos basados en “aproximaciones sucesivas”

Los métodos de “aproximaciones sucesivas” a la solucién f(z) de una ecuacién
estdn basados en la obtencién de una sucesién de soluciones aproximadas f;(z)
convergentes a f(x). Este procedimiento, debido a Piccard y muy empleado en la

1991]

resolucién de ecuaciones diferenciales [Simmons se puede extender de forma

?
natural a la resolucién de ecuaciones integrales de segunda clase de modo que la

solucién f(z) a
b

flz) =g(z) + / K(z,t) f(t)dt (eIV.41)

a
se obtiene de la sucesién de soluciones aproximadas

b
fiere) = gla) + [ Klot) fit) ar (e1V.42)

a

El anélisis de la convergencia y de estimacién del error de este esquema general
de aproximaciones a la solucién de ecuaciones integrales de segunda clase puede

encontrarse en [Anselone & Moore'?**] y [Kress'9%].

Para las ecuaciones integrales de primera clase se han desarrollado también
métodos basados en “aproximaciones sucesivas”, pero en el marco de lo que se
denominan “métodos de regularizacién”, iniciados por [Phillips'®®®] en Estados
Unidos v por [Tikhonov!?®®] en la antigua Unién Soviética. Los esquemas de
regularizacién se fundamentan en la minimizacién penalizada del funcional del

residuo en cada iteracién (funcional de Tikhonov),

2 b
dz + 8 L [fa(t)]* dt

F- /ab [g(:c)—/abli’(:p,t)fﬁ(t)dt

para valores fijados de un pardmetro f. Esta reformulacién en términos de
un problema de optimizacién —para cada valor del pardmetro B— permite
transformar la resolucién de una ecuacién integral lineal de primera clase en una de
segunda clase que se aborda por alguna de las técnicas de aproximaciones sucesivas.
Este problema de optimizacién se resuelve para distintos valores de #, cada vez
més pequeios. En el limite (cuando 8 — 0) el proceso es inestable, por lo que
en la practica no es posible obtener la solucién del problema con total exactitud,

aunque si puede obtenerse una “solucién regularizada” fﬂ(:v), correspondiente a



Colominas I. / Célculo y D.A.QO. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas - 123 -

un valor del pardmetro f suficientemente pequetio, que aproxima razonablemente

bien a la funcién solucién de la ecuacion integral.

El funcional a minimizar F también puede plantearse de forma que intervengan
en él las derivadas de la funcién regularizada f'ﬁ(x), fg(:c), etc. Estas expresiones
alternativas, su fundamentacién matemdtica, asi como las condiciones de existencia
y unicidad de solucién y otros aspectos, tales como la convergencia del algoritmo

numérico o la eleccién inicial del parametro de penalizacién J, pueden encontrarse

en [Engl & Gfrerer 18], [Groetsch %], [Groetsch & Neubauer '**] y [Kress %%

6.2. Métodos basados en “cuadraturas numéricas”

Los métodos basados en “cuadraturas numéricas” consisten en la obtencién
de soluciones aproximadas a ecuaciones integrales de primera y segunda clase
obtenidas al sustituir la integracién por una cuadratura de N valores de la funcion
del integrando en una serie de puntos t;, (“puntos de integracién”) multiplicados

por unas funciones de ponderacién w(t;) evaluadas en los mencionados puntos,

1=N

b
/a K(z,t) f(t)dt = Z w(t;) K(z,t;) f(t;)- (elV.43)

1=1

La aplicacién de cuadraturas numéricas para el caso de ecuaciones integrales

1989]

de segunda clase se conoce como “método de Nystrom” [Kress , ¥ consiste

fundamentalmente en obtener una solucién aproximada fy(z) a la ecuacién
=N

frle) = g() + Y w(ti) K(,t;) fn(ti) (eIV.44)

=1

Los valores de las funciones fy(z) en los puntos de integracién zj;,j =

1,...,N, (fn(z;) = fj), se pueden determinar del sistema de ecuaciones lineales
i=N

fi=a(z) + Y wlt) K(zj,ti) fis §=1,...,N; (eIV.45)
=1

v la solucién fy(z) a (eIV.44) se obtiene de la expresion

=N
fn(@) =g(x) + Y wlti) Kz, 1) fi. (eIV.46)

1=1
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El andlisis de error de estas técnicas de integracién numérica aplicadas a
ecuaciones integrales de segunda clase, extendiendo el estudio al desarrollo de
cuadraturas especificas para ecuaciones con nticleos débilmente singulares, se

debe a Nystrom y puede encontrarse en las referencias [Anderssen et al.lggo],

[Atkinson '°7%), [Baker & Miller'%8?), [Delves & Mohamed'¥%], [Golberg'*™] y

[Kress 1989].

6.3. Métodos basados en “técnicas de proyeccién”

Los métodos aproximados basados en cuadraturas se aplican, casi
exclusivamente, a ecuaciones integrales de segunda clase, para las que se
han derivado una coleccién importante de resultados y teoremas sobre la
convergencia de los operadores integrales aproximados, el estudio del error de
las aproximaciones, etc. La extensién de estas técnicas numéricas a las ecuaciones
integrales de primera clase ha dado lugar a los que se conocen como “métodos de

proyeccion” .

Las ecuaciones integrales lineales (eIV.39) y (eIV.40) pueden escribirse en

términos de un operador lineal integral K f definido por

Kf = / " K(et) f0) d, (eIV.47)

de modo que las ecuaciones integrales de primera y segunda clase se reescriben en

la forma

g = K ¥, (eIV.48)

f=9g+KFf (eIV.49)

Se dice que un operador lineal acotado P de un espacio normado X al
subespacio Y (P : X — Y) es un “operador de proyeccién” si verifica que

Pf=f VfeYyP?:="P

Los métodos de proyeccidn aplicados a las ecuaciones integrales de primera
clase se basan en transformar éstas en ecuaciones “proyectadas”. Multiplicando
(eIV.48) por un operador lineal de proyeccién aproximado (de dimensién n), Pp,

la ecuacién integral se aproxima por

Pn g = PnK fn- (eIV.50)
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El método es convergente en el operador K si para cada funcién ¢ existe una tnica
solucién aproximada fp y si estas f, convergen a la tnica solucién f de (eIV.48)
cuando n — co. (Un método se dice que es “convergente en un operador” si el

operador aproximado K, = Pp K es invertible).

Para la resolucién de ecuaciones integrales de segunda clase el operador de
proyeccién Py permite transformar (eIV.49) en la obtencién de una solucién

aproximada f, a la ecuacién “proyectada”

Un desarrollo breve y conciso de estas técnicas numéricas basadas en
operadores de proyeccién, sus propiedades, estudio del error y de la estabilidad

puede encontrarse en [Kress '9%9].

Uno de los métodos de proyeccién més utilizado para la resolucién de
ecuaciones integrales lineales de primera clase es el conocido “método de Galerkin”,
que puede formularse como sigue: la funcién fp, perteneciente a un subespacio de
dimensién n, X,,, del espacio normado X es solucién de la ecuacidén “proyectada”

) ) P

(eIV.50) si y solo si se verifica

b b b
/a (/a K(x,t)fn(t)dt> w(z)de :/a g(z)w(z)de (elV.52)

para todas las funciones w(z) de un subespacio de dimensién n, Yy, del espacio

imagen Y.

Si se consideran los subespacios X, e Y, formados por las n funciones
componentes {u1(z),usg(z),...,un(z)} y {wi(z), wa(z),...,wn(z)}, la funcién fy

se puede reescribir como la combinacién lineal

falz) = Z fiuiz) (eIV.53)

y la ecuacién (eIV.52) es equivalente al sistema. de ecuaciones lineales

=nl b/ b )
Z {/a </a K(z,1) ui<t)dt> wj(:r)dx} fi= /a g(z)wj(z)de; j=1,...,n.

1=1
(eIV.54)
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En los casos en que los subespacios X, e Yy coinciden, es decir u;(z) =
wi(z);¥Vi = 1,...,n, el método se denomina “de Bubnov-Galerkin” [Kress'?*?].
Como puede observarse de la expresién (eIV.54), la determinacién de cada uno
de los términos de la matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones requiere dos

integraciones extendidas en todo el dominio.

Los métodos de “colocacién puntual” estdn basados en la eleccién de las
funciones w;(z) como deltas de Dirac: §(z — zj) de modo que la ecuacion integral
tnicamente se verifica en los puntos “de colocacién:” a = x1 < z9 < ... < zp =b.
Respecto al método de Galerkin presentan la ventaja de que el célculo de los
coeficientes de la matriz del sistema de ecuaciones (eIV.54) requiere solamente una
integracién en el dominio frente a la doble integracién de Galerkin. Otros aspectos
numéricos de la aplicacién de estos métodos a la resolucién de ecuaciones integrales

de primera clase pueden encontrarse en [Allen et al.'%%], [Baker & Miller '**?],

[Brebbia & Wrobel ***] y [Delves & Mohamed '*%°].

Un tercer método de proyeccién, también muy utilizado, es el de “minimos

1989]. para cada

cuadrados” que puede formularse del siguiente modo [Kress
funcién g(z), perteneciente al espacio imagen Y, existe una tGnica funcién f, —
funcién solucién aproximada a la ecuacién integral de primera clase (eIV.48)—
perteneciente al subespacio de dimensién n, X, del espacio normado X, tal que,

el error de la aproximacién es minimo. Si se denomina & al error de la aproximacion

b [ b 2
& -——/a (/a K(z,t) fu(t)dt — g(m)) dz, (elV.55)

teniendo presente la expresién de fn(z) de la ecuacién (eIV.53), el problema de
minimizar el error respecto de los valores que lo producen se reduce a resolver el
sistema de ecuaciones
o€ :
8_f' =0, 2=1,...,n;
1

que en forma desarrollada resulta

b
ij/Gg(m)Ui(x)dx; i=1,...,n;

j=n b
Ui(z)U;i(z)de
Al

b
Ui(x) :/a K(z,t)u(t)dt.

(elV.56)
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En este caso, la obtencién de la matriz del sistema de ecuaciones lineales tiene
un coste considerablemente mayor respecto al método de Galerkin (eIV.54) ya
que se precisan tres integraciones sobre el dominio para calcular cada uno de los

coeficientes.

7. RESUMEN

El problema del célculo del potencial generado por un sistema de toma
de tierra cuando tiene lugar una derivacién de corriente eléctrica al terreno
(modelizado mediante las ecuaciones generales del electromagnetismo) se puede
reducir, haciendo uso de una serie de hipdtesis simplificativas (capitulo IIT), a
la resolucién de un problema exterior de Dirichlet (eIV.13). La extraordinaria
complejidad del dominio de solucién de este problema (el medio conductor
semiinfinito no ocupado por la malla de electrodos de la toma de tierra), junto
con el hecho de que la condicién que se impone sobre el contorno de la toma
de tierra I'¢y sea muy sencilla (valor del potencial constante en todo el contorno),
sugiere la transformacién de este problema exterior tridimensional en un problema
integral equivalente. Como se ha demostrado en este capitulo, este nuevo problema
consiste en la resolucién de una ecuacién integral lineal de primera clase (eIV.38)
definida sobre el contorno I'; de la toma de tierra, en el que se conoce el valor del

potencial (la sobretensién de tierra V).

A diferencia de lo que ocurre en otros problemas de ingenieria cuya
modelizacién mateméatica también puede plantearse en términos de ecuaciones
integrales, en nuestro problema en particular la funcién incégnita de la ecuacién
integral tiene un significado fisico inmediato y muy importante, dado que se trata
de la densidad de corriente normal ¢ que emana de los electrodos de la toma
de tierra. Como se recordard del capitulo anterior —ver ecuaciones (elll.24) y
(eII1.25)—, la intensidad de corriente total que fluye de la toma de tierra (I) v
la resistencia equivalente del sistema (Req) se determinan sin mayores dificultades

a partir de esta densidad de corriente o.

Por otra parte, la distribucién de los niveles de potencial en la superficie del
terreno y las tensiones de paso, de malla y de contacto se pueden calcular a
partir de la expresién del potencial (eIV.37). Esta expresién permite determinar el
potencial V en un punto cualquiera & del medio conductor (el terreno), y depende
Unicamente de la densidad de corriente normal ¢ que emana del contorno ' —

obtenida de la resolucién de la ecuacién integral (eIV.38)— y del ntcleo integral
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E(z,€) evaluado en el punto del dominio £ y en cada punto del contorno £ € I'g.

En conclusién, el objetivo fundamental a partir de este momento es resolver
la ecuacién integral (eIV.38) de la que se obtiene la densidad de corriente normal
o. Como ya se ha comentado, una vez obtenida ésta se pueden calcular todas las
magnitudes y pardmetros que caracterizan un sistema de toma de tierra. Para
resolver esta ecuacién integral nos proponemos utilizar una de las técnicas de
proyeccién més conocida y més ampliamente utilizada en la solucién numérica
de problemas de ingenierfa, como es el método de Galerkin. La generalidad y
versatilidad de esta técnica y sus buenas propiedades desde un punto de vista
computacional, deberian permitir el andlisis de sistemas reales de toma de tierra
formados por complicados entramados de electrodos conductores (de gran longitud
en relacién con su didmetro) dispuestos en cualquier disposicién espacial. Si todo
ello es cierto, se podria desarrollar una formulacién numérica general que permita
el célculo de una forma rapida y eficaz de cualquier puesta a tierra en la practica,
y que se pueda incorporar a un sistema integrado de disefio asistido por ordenador

de tomas de tierra.

En el capitulo siguiente se presentard el desarrollo completo de esta
modelizacién numérica basada en el método de Galerkin para la resolucién de

la ecuacién integral (eIV.38).



Colominas I. / Cédlculo y D.A.O. de Tomas de Tierra en Instalaciones Eléctricas - 129 -

CAPITULO V

MODELIZACION NUMERICA

Uno debe de estar bien seguro de que ha permitido a
la ciencia hacer un progreso, st va a cargarla con una
multitud de términos nuevos y a exigir que los lecto-
res sigan una investigacion que les ofrece tantas cosas

extranias. (A.L. Cauchy, 1789-1857)

1. INTRODUCCION

El fendémeno fisico que subyace a la disipaciéon de corriente eléctrica en un
terreno se ha modelizado mediante las ecuaciones del electromagnetismo, limitando
el andlisis a la respuesta electrocinética en estado estacionario e introduciendo una
serie de hipdtesis y simplificaciones, como son: despreciar la resistencia eléctrica
de los electrodos que componen la toma de tierra (por lo que el potencial en
todos los puntos de su contorno es constante), considerar el terreno con superficie
horizontal isétropo y homogéneo y la atmésfera como un aislante perfecto (capitulo
II). El problema tridimensional asociado a la derivacién de corriente en un medio

conductor con las hipdtesis indicadas se resume en las siguientes ecuaciones:

o = —ygrad(V), div(ie) = 0 en C;

V=Vg en Ig, V-0 s |zg]— oo
(eV.1)

Yo

oc=mn-0 en ['qg, IG:// odlq, Reg = .
I'g IG
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La aplicacién de la Identidad de Green a este problema exterior de Dirichlet
(capitulo IIT) nos ha permitido expresar el potencial V en cualquier punto del
medio conductor C' (el terreno) en términos de la densidad de corriente o normal

que emana del contorno de la toma de tierra I'¢:

Ve =g [ / o, Hz0)0(6) T (eV.2)

siendo k(z,£) el nicleo integral débilmente singular

1 1
k(z,€) = <r(:1:,§) + r(m,é’))’ r(z, &) = ‘:c — f', (eV.3)

donde &' es el punto simétrico de € respecto a la superficie del terreno, situado en

la toma de tierra imagen FIG'

Con el fin de caracterizar un sistema de toma de tierra, necesitamos obtener
los valores del potencial V' en cualquier punto del dominio, la intensidad total que
fluye del conjunto de electrodos de la toma de tierra y la resistencia equivalente del
sistema. Como se ha comentado en el capitulo anterior, todas estas magnitudes
es posible calcularlas a partir de la densidad de corriente normal al contorno de
la puesta a tierra (o). A su vez, esta densidad de corriente se puede determinar
sabiendo que, en todos los puntos de dicho contorno, el valor del potencial es
constante e igual a la sobretensiéon de tierra (Ground Potential Rise, GPR): V.
Dado que la ecuacién (eV.2) se verifica también en el contorno de los electrodos

19891 " [Navarrina et al. '%%']) la eleccién de una

I'q de la toma de tierra [Moreno
sobretension de tierra unitaria Vi = 1 conduce, sin pérdida de generalidad, a la

siguiente ecuacion integral de Fredholm de primera especie en el contorno T'¢;

= T / /EEFG x, o) dlg  VYxeclg, (eV.4)

cuya incognita es la densidad de corriente normal o que emana del contorno de la

malla de electrodos de la toma de tierra.

El principal objetivo de esta tesis es el desarrollo de una técnica general que

permita el célculo de un sistema real de toma de tierra en la practica. Tal y
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como se ha demostrado anteriormente, el modelo matemaéatico del fenémeno fisico
de la disipacién de corriente se ha reducido a la resolucién de la ecuacién integral
(eV.4), a partir de la cual se determinan las magnitudes y pardmetros de un
sistemma de toma de tierra. En este capitulo, se presenta el desarrollo de una
formulacién numérica de la ecuacién integral (eV.4), basada en una de las técnicas
de proyeccién mas conocida y empleada para la resolucién de problemas integrales

en ingenieria, como es el método de Galerkin.

2. FORMULACION GENERAL EN ELEMENTOS DE CONTORNO

Una forma variacional débil de la ecuacién (eV.4) puede formularse del modo
siguiente: determinar la funcién o tal que la ecuacién integral (eV.4) se satisfaga

en el sentido de “residuos ponderados”, es decir, que se verifique

J [1—;;—7 [ Jouw, 07 ® @G| drg =0, (Vo

para todas las funciones de test w{y) de una determinada clase suficientemente
amplia de funciones regulares definidas en el contorno I'¢y, que permite asegurar
que las ecuaciones (eV.4) y (€V.5) son equivalentes [Becker et al. '%!] [Hughes %7,

[Zienkiewicz & Morgan '9%3].

La resolucién de la ecuacidn integral (eV.5) exige la discretizacién del continuo
(en este caso, el contorno de los electrodos de la toma de tierra I'¢y) en M elementos
2D de contorno, {T'} [Brebbia '*"®], [Brebbia & Walker 1%%°], asi como también la
discretizacién de la funcién incégnita o mediante A funciones de prueba {N;(€)}
definidas en T'¢;y y NV coeficientes o; correspondientes a cada uno de los nodos que

constituyen la discretizacién:

N M
o)=Y oiNi(§), Tg=|JTE, (eV.6)
i=1 a=1

a partir de las cuales, y teniendo en cuenta (eV.2), se obtiene la expresién

discretizada del potencial eléctrico V' en un punto z

N M
Viz) =) oiViz), Vilz) =) V(=) (eV.7)
1i=1 a=1
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47T’Y // k(“’ £) N;(€) dT'g,. (eV.8)

Finalmente, la seleccién de un conjunto de N funciones de test {w;(x)}
definidas en I'¢ y convenientemente elegidas para que se verifique la ecuacion
integral (eV.4) permite reescribir la forma variacional (eV.5) en el sistema de

ecuaciones lineales

N
ZRjiJi:Vja j=1,...,/N; (eV.9)

M
ﬂ:ZZleﬂZa, Vj:ZVjﬁ, i=1,....N; y=1,....N; (eV.10)
p=1luw B=1

po _ L . : (&)dre,| ar’
Rjz' = R//Xergwj()() [//EEI‘% k(x, &) Ni(€) dl'¢; | dL'c, (eV.11)

.ﬂ:// (y) dr?,. V.12
= [ a0 (eV.12)

Obsérvese que el sistema de ecuaciones lineales (eV.9) verifica la ecuacién
integral (eV.4) en la medida que los conjuntos de funciones {N;(€)} v {w;(x)}

sean lo suficientemente representativos [Johnson *?%7].

El ntmero de discretizaciones bidimensionales requeridas para el analisis de
problemas reales obliga a manipular una cantidad extremadamente elevada de
grados de libertad, con el agravante de que la matriz de coeficientes de (eV.9)
es llena, y que la integracién 2D en (eV.11) debe de efectuarse dos veces sobre
el contorno de cada uno de los electrodos. Por esta razdén es preciso introducir

simplificaciones adicionales al modelo matematico del problema.
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3. PLANTEAMIENTO VARIACIONAL 1D APROXIMADO

Consideremos un punto genérico € en el contorno de un electrodo cilindrico,
y sean Z su proyeccién ortogonal sobre el eje de la barra, gﬁ(z) el didmetro (que
se supone mucho més pequetio que la longitud del electrodo) y C’(E) el perimetro
circunferencial de la seccion transversal en ese punto. Sea L el conjunto completo

de los ejes de los conductores enterrados.

S1la densidad de corriente normal que emana del contorno se supone constante
en la seccion transversal, puede definirse una nueva funcién o que solamente
depende de la proyeccién ortogonal del punto € sobre el eje de la barra (E) de
modo que o(§) = E(E) V€ e C’(E) Con este supuesto, la ecuacién (eV.2) resulta

de la forma
~ 1

e = ke [ /E o @0 dC’} 5(8)dL. (eV.13)

Esta hipétesis de uniformidad circunferencial es acertada y no demasiado
restrictiva si se tiene en cuenta la geometria real de las tomas de tierra, que
estan formadas por electrodos cilindricos de gran longitud en comparacion con
su diametro. Sin embargo, la condicién de contorno V7 = 1 no puede ahora
satisfacerse exactamente en todos los puntos y la ecuacién (eV.5) no se verifica,
excepto en casos particulares donde efectivamente hay uniformidad circunferencial.
En general, se puede asegurar que la ecuacion (eV.5) se satisface si se restringe
la clase de funciones a aquellas con simetria circunferencial, es decir, se cumple:

w(x) = w(x), Vx¢€ C(x), obteniéndose:

6% % L (%, 6)5(E = e
/}2@ w(X) [Wcﬁ(x) - m/&LJ (x:€) (E)dL] dL =0 (eV.14)

que se debe de verificar para todas las funciones @w(¥) de una determinada clase

de funciones adecuadamente elegidas definidas en L, siendo el nicleo integral

K8 - |

X€C(X)

_k(x, £)dC| de. V.15
/gec@ (x.6) } (eV.15)

De este modo la condiciéon de contorno Vi = 1 se satisface en el sentido de

residuos ponderados en la seccion transversal del electrodo cilindrico. De hecho,
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(€V.14) puede considerarse como una forma variacional débil de la ecuacién de

Fredholm de primera especie definida en L

1

= | Kx6c®dL Vycl. eV.16
7 Jeer (x,€)5(€) X ( )

TH(X)

En definitiva, nuestro objetivo a partir de este punto es la obtencién de

la, densidad de corriente aproximada & mediante la ecuacién (eV.14) —7 es la
densidad de corriente que emana del contorno de la malla de tierra correspondiente
a suponer que existe simetria circunferencial—. Una vez calculada esta densidad
de corriente, su sustitucién en la expresién (eV.13) proporciona una aproximacién

al valor del potencial V' en cualquier punto £ del dominio.

4. DISCRETIZACION EN ELEMENTOS DE CONTORNO 1D

La resolucién de la ecuacién (eV.14) requiere la discretizacién del contorno, en
este caso el conjunto L de los ejes de los electrodos, en m elementos 1D de contorno
{L%}, asi como también la discretizacién de la funcién densidad de corriente normal
aproximada ¢ mediante un conjunto de n funciones de prueba {NZ(E)} definidas

en L y n coeficientes o; correspondientes a cada uno de los nodos que constituyen
1978)

la discretizacién [Brebbia
n m
3(€)=> & N;(§), L=|JL" (eV.17)
i=1 a=1
a partir de las cuales se obtiene la discretizacién de la expresién aproximada del

potencial (eV.13):
Viz) = Za Vilz),  Vilz) =Y V() (eV.18)

1

Vit (z) = 7 Jgeps

/ _ k(z,€) dC} N;(&) dL. (eV.19)
£eC(§)

Por otra parte, tomando un conjunto de n funciones de test {@W;(x)}
convenientemente elegidas definidas en L, la ecuacién (€V.14) se reduce al sistema

de ecuaciones lineales

n
ﬁjiaz’:ﬁp j=1,...,n; (eV.20)
=1
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R m m R m
Rjizz R?ia, ?j:Zﬂ\jﬂ, i=1,...,n; j=1,...,n; (eV.21)

p=1a=1 p=1

~ 1 o~
i — (% /A K&x, & N:«(&dL| dL, V.22
7t 471_/)/ XELB ](X) I: é'ELCV (X €) Z(é.) ( )
o= 7e(R);(x) dL. (eV.23)
X€ELP

El sistema de ecuaciones (eV.20) cuyos coeficientes se obtienen mediante
las expresiones (eV.21), (eV.22) y (eV.23) supone una reduccién computacional
importante respecto del sistema de ecuaciones (eV.9) —cuyos términos se calculan
con (eV.10), (eV.11) y (eV.12)— dado que las integrales en el perimetro de los
electrodos cilindricos estan desacopladas de las integrales de linea en los ejes de

éstos.

No obstante, la caracterizacion de los sistemas reales de tomas de tierra
(formadas por varios centenares de conductores cilindricos) implica el calculo de
un numero muy elevado de integraciones circunferenciales: las que se precisan
para calcular K(?,E) a partir de (eV.15), y que intervienen en (eV.22), y las
que aparecen en YAin‘(m) de (eV.19). Este hecho hace necesario introducir nuevas

simplificaciones para disminuir el coste computacional a niveles mas aceptables.

4.1. Formulacién en elementos de contorno 1D simplificada

La integral circunferencial del nicleo k(z, €) de (€V.19) se puede expresar como

la suma de dos términos

1 1
_ k(z,£)dC = N dc ~ — dC. eV.24
/§EC(£) (&) /EGC(O r(z,§) +/§ec<§) r(z,£) ( )

Si se analiza el primero de los sumandos, la distancia r entre el punto z del

dominio y un punto cualquiera € situado en el contorno del electrodo, se puede

descomponer en

~ 2(¢ s
r(z,€) = \/‘x - §|2 + %—Q - ‘:c — §| ¢(€) sinw cos b (eV.25)
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donde 8 es la posicion angular en el perimetro de la seccién transversal del electrodo
cilindrico, y w el angulo formado por el vector que une el punto & con la proyeccion
¢ sobre el eje del electrodo (£ — z) y el versor director unitario del eje del cilindro

Q(E), de forma que

Fig. V.1 — Esquema del anélisis de la distancia de un punto z cualquiera a
un punto £ situado en el contorno de un cilindro.

De este modo la primera de las integrales circunferenciales de (eV.24) resulta

~ f=n

/ 1 _ 48 / dé
dC = —= )
¢ T‘((E,f) ~ 2 3 -~ o
€cC () 0= \/Ix B 5‘2 n M{Q — ‘:v _6’ $(€) sinw cos b
(eV.26)

La expresion (eV.26) es una integral eliptica cuya primitiva no es expresable en
general en términos de un namero finito de funciones sencillas. Una aproximaciéon
a (eV.26) puede obtenerse por integracién numérica utilizando una cuadratura
de Newton—Cotes con un solo punto: el centro del intervalo (—1 < cosf < +1).
Un razonamiento equivalente es decir que, dada la variaciéon de los limites de

integracién entre —m y m, se aproxima el valor de la integral dando un valor
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constante al subintegrando (el que corresponde a evaluar dicho subintegrando
cuando cos@ = 0). En la practica, esta simplificacién es suficientemente vélida
dado que los puntos z en los cuales interesa obtener el valor del potencial (aquellos
situados en la superficie del terreno) estan muy alejados de la toma de tierra, en
comparacién con el didmetro del electrodo (las distancias ’a: —El son varios érdenes
de magnitud mayores que el didmetro de la barra ¢(€)). Con esta hipdtesis, la
funcién subintegrando de (eV.26), que puede considerarse como una funcién F de

cos 8, se aproxima en la forma

==
/ F(cosb) dd =~ 2x F(0).

f=—m

A su vez, este resultado puede interpretarse como una aproximacién de la
distancia r(z, €) en la expresién (eV.25) en términos de la distancia del punto z a
la proyeccién de € sobre el eje del electrodo (§) y del didmetro del cilindro en ese

punto:

-~ ~ 2(¢
r(z,€) ~ 7(z,§) = \/lm—§!2+¢T@, (eV.27)

por lo que la integral circunferencial (eV.26) resulta

1 $(&) 1
s el 7r = . eV.

Este proceso puede repetirse para la distancia entre el punto = y el simétrico
de £ respecto a la superficie del terreno €', y se obtiene una aproximacién sencilla

para la integral circunferencial de (eV.19)

k(z,6)dC ~ AE:I:,A, eV.29
/&C@ (2,€) 5(8) (2, ®) (eV.29)

JUR 1 1 SO 22 %)
Elz, ) = = — |, Mz, &) =1\/|lz — —=x, eV.30
(2,8) (?<w>£>+?<x,¢'>> (2,8) \/l &+ (eV30)

Z:(:z:,g) es una variante del nticleo de integracién original (eV.3) en el que no

interviene el punto £ sino su proyeccion sobre el eje del cilindro /.f\ y la distancia se
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redefine ya que se anade a la distancia entre este punto y z, el cuadrado del radio
del electrodo.

La aproximacién (€V.29) efectuada en la integral circunferencial del nicleo
integral k(z,€) permite obtener una primera simplificacién del nicleo de

integracién (eV.15) en la forma

-~

KR ~ / 6@ Fx B dc. (eV.31)
xXeC(X)

La distancia del punto x a E se puede expresar, efectuando las mismas hipotesis
de (eV.27), en funcién de la distancia entre puntos situados sobre los ejes de los

electrodos (X y E) y el didmetro ¢(¥), de modo que

N N 2
x -8~ -8+ S (V.32)

De forma andloga a la aproximacién (eV.29), el ntcleo (eV.15) se puede

simplificar en la forma

K, 8 ~ 7@ 7 d(%) MZ.E), (cV.33)
N 1 1 A _ $2(€) + ¢2(%)
k(,f:(xAAJFA A>, \/ 4 .
0T R . 4(ve,4>

Las aproximaciones (eV.29) y (eV.33) son satisfactorias a menos que la
distancia entre los puntos £ o x (segin sea el caso) y E sea del mismo orden
de magnitud que los diametros de los electrodos. En las ecuaciones del calculo
del potencial V de (eV.18) y (eV.19) estas simplificaciones tienen una importancia
muy pequefia porque tal como se ha comentado anteriormente, en la practica se
desea obtener el potencial en puntos de la superficie del terreno (muy alejados del
contorno de la toma de tierra comparados con el didmetro de los electrodos que
la componen). Sin embargo, esto puede no ser asi en la resoluciéon de la ecuacion
integral (eV.4) y (eV.14) en el sentido de residuos ponderados ya que se integra
sobre el contorno de los electrodos de la toma de tierra (€V.22) y algunos de éstos

se encuentran entre si muy proximos.

La seleccién de distintos tipos de funciones de prueba y test conduce a

diferentes formulaciones especificas. Asi, con elementos de densidad de corriente
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constante, la, Colocacién Puntual se identifica con los métodos intuitivos maés
antiguos, basados en la idea de sustituir cada segmento de conductor por una
“esfera imaginaria”; la formulacién de Galerkin se identifica con una clase de
métodos mas recientes (APM) basados en la idea de que cada segmento de
conductor se sustituye por una “linea de fuentes puntuales de corriente sobre la
longitud del conductor”; y los coeficientes (eV.22) corresponden a “resistencias

mutuas y propias” entre “segmentos de conductor” [Garret & Pruitt '9%°].

Los problemas que se han encontrado con la aplicacion de
estos métodos [Garret & Pruitt1%%], [Navarrina et al. '%?!], [Colominas et al. 1%%%]
pueden explicarse ahora desde un punto de vista matematico, y son debidos
bésicamente a que las aproximaciones (¢V.29) y (eV.33) no son vélidas cuando
el tamafio de los elementos llega a ser comparable al didmetro del conductor, lo
que introduce errores significativos en los coeficientes del sistema (eV.20), incluidos
los diagonales. Por otra parte, puesto que el error de la aproximacién aumenta
con el nivel de discretizacién, los resultados numéricos para discretizaciones finas
no tienden a la solucién de la ecuacién integral (eV.16) con el nicleo (eV.15),
sino a la solucién de una ecuacién integral distinta y mal condicionada con el
nucleo aproximado por (eV.33), y en todo caso a la solucién de un problema

1.1992] 1.1992] " Ello explica la razén por

diferente [Colominas et a , [Navarrina et a
la que se obtienen resultados poco realistas cuando aumenta la discretizacién
[Garret & Pruitt®®®], y se impide la convergencia [Navarrina et al.'®?!].  No
obstante, se ha observado que los resultados obtenidos con niveles de discretizaciéon

normales son suficientemente precisos en la practica [Colominas et al.???].

Las expresiones que permiten determinar los coeficientes Y/}ia(m) que intervienen
en el calculo del potencial aproximado (eV.18) se pueden simplificar si se tiene en

cuenta la simplificacién en la integral circunferencial (eV.29), de modo que resultan

. 1 P
Ve e o e ON@ a (V.35)

En lo sucesivo, el modelo numérico se restringirda a formulaciones de
“Galerkin”, donde la matriz del sistema (eV.20) es simétrica definida
) Yy

1987]  Si se introducen las simplificaciones de las integrales

positiva [Johnson
circunferenciales —(eV.33) y (eV.34)— en la expresién del célculo de los

coeficientes del sistema de ecuaciones del problema discretizado (eV.22), éstos
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se pueden reescribir en la forma

58 W¢ﬂ gl TIPS
R~ = /A N;(®) { /A
7 Jxelf feLe

donde ¢% y #P representan el didmetro del conductor (que se supone constante)

I

o~

(x,&) Ni(&) dL} dL, (eV.36)

en los elementos L% y LP. Obviamente, (eV.36) conduce a una matriz simétrica.

4.2. Coste computacional de la formulacién en elementos de contorno
1D simplificada

El coste computacional global de esta formulacién se puede analizar teniendo
en cuenta que para una discretizacion dada, con m elementos de p nodos cada unoy
un total de n grados de libertad, se debe generar y resolver el sistema de ecuaciones
lineal (¢V.21) de dimensién n. La matriz de coeficientes es simétrica pero no vacia,
por lo que su resolucién mediante un método directo requiere O(n3 /3) operaciones.
Por su parte, la generacién de esta matriz requiere O(m?p?/2) operaciones, cada
una de ellas equivalente a una integral doble, debido a las p? contribuciones que se
calculan mediante la expresién (eV.36) para cada par de elementos (considerando

que aproximadamente la mitad se obtienen directamente por simetria).

En el caso de problemas pequefios/medianos el mayor esfuerzo computacional
se invierte en la generacion de la matriz, en tanto que la resolucién del sistema de
ecuaciones deberia ser el factor predominante en problemas medianos/grandes.
Sin embargo, a partir de un cierto tamano del problema la utilizacién de
un método directo para la solucién del sistema de ecuaciones lineales es
prohibitiva, por lo que se preferira una técnica iterativa o semiiterativa. En
nuestro caso, los mejores resultados los ha proporcionado un algoritmo de
gradientes conjugados con precondicionamiento diagonal ensamblando la matriz de
coeficientes [Pini & Gambolati '#?Y], que se ha implementado finalmente en nuestro
sistema de diseno asistido por computador de tomas de tierra, y que se ha utilizado
para resolver todos los ejemplos presentados. Esta técnica ha demostrado ser
enormemente eficaz en este tipo de problemas, y tiene un coste computacional
relativamente bajo en comparacion con el volumen de célculo necesario para
generar el sistema de ecuaciones. Por ello, el tamafio del problema mas grande
que es posible resolver en este momento en un entorno de computacién normal,
estd limitado por la capacidad de memoria que requiere el almacenamiento y

manipulacion de la matriz de coeficientes. Asi, para un problema de 2000 grados
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de libertad, se precisan ya 16Mb, mientras que los tiempos de generacién de
la matriz y resolucién del sistema serian todavia aceptables y del mismo orden
de magnitud (del orden de una hora en una estacién de trabajo considerada
de gama media en el momento en que se presenta esta tesis doctoral). En un
futuro préximo se podréan tratar sin duda problemas de mayor tamano. En todo
caso, v dependiendo de la evolucién de la tecnologia informatica, la velocidad
de proceso y las cantidades disponibles de memoria central y memoria en disco
(o sus equivalentes) determinardn si el esquema que nosotros proponemos para
la realizacién de los célculos debe mantenerse, o por el contrario debe evitarse el
ensamblaje de la matriz, conviene precalcular y almacenar las matrices elementales

en un medio externo, etc.

Por otra parte, una vez obtenida la densidad de corriente normal que emana
de los electrodos de la toma de tierra, el coste de calcular la resistencia equivalente
(eV.1) es despreciable. El coste adicional asociado a la obtencién del potencial en
un punto dado (normalmente en la superficie del terreno) por medio de (eV.18)
y (eV.35) requiere sélo O(mp) operaciones. No obstante, si es necesario calcular
potenciales en un gran ntiimero de puntos (por ejemplo para el dibujo de isolineas)

el tiempo de computacion puede ser considerable.

En cuanto a la eleccién del tipo de elemento en un problema determinado, para
una discretizacién dada es evidente que la utilizacion de elementos de densidad de
corriente constante proporcionara resultados menos precisos, aunque con un coste
computacional menor, que la utilizacién de elementos de densidad de corriente

lineal o parabdlica.

Obviamente, en comparacién con los resultados obtenidos con una malla
relativamente grosera de elementos de densidad de corriente constante, podremos
aumentar la precisién o bien incrementando el niimero de elementos o utilizando
elementos de mayor orden. Sin embargo, no es posible aumentar de forma
indiscriminada el ntdmero de elementos ya que, como hemos comentado
anteriormente, las aproximaciones realizadas no son satisfactorias si el tamano del
elemento es del mismo orden de magnitud que el radio del electrodo cilindrico. En
todo caso, serd necesario valorar cuidadosamente hasta qué punto es conveniente
aumentar el nimero de elementos o utilizar elementos de mayor orden. Por
ejemplo, para una malla determinada en la que se ha utilizado un elemento
de densidad de corriente constante por electrodo, subdividir cada elemento en

tres elementos de densidad de corriente constante implica triplicar el numero
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de incégnitas y multiplicar por nueve el ntmero de operaciones elementales.
Alternativamente, utilizar un elemento de densidad de corriente parabdlica por
electrodo representara también multiplicar por nueve el nimero de operaciones
elementales —que presumiblemente seran ligeramente mas costosas ya que se trata
de integrar funciones de forma de mayor grado (eV.36)— aunque el nimero de
incognitas tan solo se duplicara en la mayor parte de los casos, dependiendo de la

topologia de la malla el factor de aumento.

5. INTEGRACION ANALITICA DEL POTENCIAL GENERADO
POR UN ELECTRODO EN UN PUNTO DEL ESPACIO

Las sucesivas simplificaciones aplicadas a la formulacién general de elementos
de contorno del apartado 2. han permitido reducir paulatinamente la complejidad
del problema de célculo de una toma de tierra. El resultado es que cada uno
de los conductores cilindricos que conforman la toma de tierra puede modelizarse
mediante un segmento de recta en el espacio —el eje de la barra cilindrica—
definido por sus puntos extremos, y dotado de una propiedad geométrica adicional

—el diametro de la barra— que se tiene en cuenta en los célculos.

El potencial (eV.18) generado por un electrodo en un punto del dominio =
puede obtenerse como suma de las contribuciones de cada uno de los conductores
que componen la toma de tierra (eV.35). De este modo, en la formulacién
simplificada 1D de elementos de contorno es preciso determinar los términos T?Z-a(:n)
de (eV.35) correspondientes a la contribucién de la funcién de prueba z-ésima al
potencial generado por el elemento recto L% que forma parte del electrodo L (que
ha sido discretizado en m elementos de contorno 1D {L*}) en un punto del espacio

x.

5.1. Célculo de la integral de linea en el electrodo

La linea de un elemento L% queda perfectamente definida por las coordenadas
cartesianas de sus puntos extremos &7 y €y. Haciendo uso del punto medio &g,
la longitud £%, y el versor director 8% cualquier punto € del elemento se expresa

COImo:

~ - ro ~ o £, ¢
E=& +¢6 3% =28 el o858
(eV.37)
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para un valor del parametro escalar £ comprendido entre —1 y 1, (dominio de las

funciones de forma en coordenadas de referencia propias del elemento, utilizadas

1987])'

normalmente en elementos finitos [Hughes Efectuando este cambio de la

variable en la expresién del célculo del potencial elemental (eV.35) se obtiene

N apo pb=l o
Vo) =T [ e ) NiEe) de (V.39)

Las funciones de prueba N;(€(€)) se denotardn, en lo sucesivo, como N;(§)
haciendo referencia a las funciones de forma cominmente empleadas en elementos

finitos, por lo que, teniendo en cuenta el nicleo (eV.30) de la ecuacién integral,

o ¢ Lo 651 Ny(g) goLe 8= N8
V. = -——A—d — —,\'——d eV.39
o= e " e Jos me)

Por otra parte, el desarrollo en serie de potencias hasta el término de segundo
grado de la funcién N;(€) alrededor del punto p permite expresar ésta en términos

de valores conocidos de la funcién, su primera y segunda derivadas, como

1
2

~

2
. ~ Gy = ~ ~
foi = Ni(p) — uNi(p) + =N/ (0); Ay = Ni(p) — pN/ (p); ng; =

2 Nz{,(:“)

Ni(€) = Roi + P1q € + fig £2.
(eV.40)

5.2. Analisis geométrico

Sean pg la distancia del punto  a su proyeccidn ortogonal sobre la direccién del
electrodo; y ¢ la distancia desde dicha proyeccién al punto medio £;. La distancia

desde cualquier punto £ a un punto E del electrodo es igual a

3 £ ~ ~ Po ~ q
|z — €| = 5B+ (@ O Po=fap: 1=z (eV.41)

Analizando el primero de los sumandos integrales de (eV.39), el término

m(z, €(€)) se puede escribir en términos de parametros constantes para un elemento

« v un punto £ dados, siendo tinicamente funcién de la variable escalar £, es decir,

PR LY [ N ® ® ~ 2
(2, €(6) = S+ (@6 P = B+ 67, ¢:£a/2. (eV.42)
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Mediante la sustitucién de las funciones (eV.40) y la expresién de 7(z, E(f)) en

el primer término de (e¢V.39) se obtienen

o o =1 AT ; n1; Rigi &
5L / _ NZ/(\f) g — / no; +n1i £+ 19, € dE. (eV.43)
87 Jeo_, F(a,E(6) e=—1 PP+ (@)

Si se efectiia un cambio en la variable para facilitar la integracién, esta

expresién se reescribe como

£=1 . {=1-7
(84 6% R (6%
gL / —ngf) d¢ = i {(ﬁoi+ﬁli§+ ﬁQiqAQ)/ —
8 o~ 4 N
gl 62_17'(:1:,6(5)) Y =17 2 4 p2

+ (n1; + 2g7n9;) / —dt + n21/ dt}.
t=—1-g \/t? + P? f=—1-g \/t? +

(eV.44)

La resolucién analitica de estas tres integrales conduce a las expresiones finales:

é=1
¢a£a 1 —~ ¢OZ R
———Ni(&) dt = = 3(p,9),
> /5—1 =0 (6) d¢ = - 2(0,0)

(eV.45)

85,7 = VO O £ p@ 0 4 p@ @)

VO = Fig; + iy G+ g (@2 - (132/2)> , VW =g+ 237, VP =1ig/2

20 — AreSh (1 ) + ArgSh (Hq)
p P
= A=+ — /1 +9? + 7 (cV.46)

PP == JO-DHP+ L+ D 1+ + P
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El calculo se completa aplicando el resultado de la ecuacion (e€V.45) al segundo
término de los sumandos integrales de (eV.39). Si se denominan p y ¢ los
pardmetros geométricos de los puntos (z,€), y 7 v ¢’ los pardmetros geométricos

de los puntos (z,¢'), el potencial del elemento « se obtiene de

Vi(z) = g [®(5,7) + o(F,7)]- (eV.47)

6. INTEGRACION ANALITICA DEL POTENCIAL DE DOS
ELECTRODOS EN EL ESPACIO

La discretizacién simplificada en elementos de contorno 1D del problema,
conduce a un sistema de ecuaciones lineales cuyos coeficientes ﬁ?ia vienen dados
por (eV.36), y corresponden a la contribucién de la funcién de prueba ¢-ésima al
potencial generado por el elemento L% sobre otro elemento L? de didmetro ¢° ,

promediado por la funcién de test j-ésima.

6.1. Calculo de las integrales de linea sobre los electrodos

La linea de un elemento LP queda definida por las coordenadas cartesianas de
sus puntos extremos X1 v Xo. El punto medio ¥, la longitud del elemento Loy

el versor director 5” permiten expresar un punto cualquiera X del elemento como

P Lh L XX
X =%0 + x —3; X . Sk S

f_X2—Xi
2 0 9 ‘

B S, <. | =
LF = %3 — x1); s B
(eV.48)
para valores del pardmetro escalar y comprendido entre —1 y 1, (dominio de las
funciones de forma en coordenadas de referencia elementales). Introduciendo este

cambio de variable ¥, junto con el cambio de € de (eV.37) en la expresion (eV.36),

dx}.

(eV.49)

A/Ba_mﬁa(ﬁﬁ[;a/;ﬁ x=1 o =1~ o 2
R { | A [ JARC OO GIACEIS

Al igual que en el caso de ]/\fz(g(ﬁ)) en la ecuacién del potencial (€V.38), las

funciones ]/\\fj(f(x)) se denotaran, en lo sucesivo, como Nj(x). Desarrollando
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en serie de potencias hasta el término de segundo grado de las funciones Nj()()

alrededor del punto 6, resulta

~ ~ ~ §2 < . ~ ~ R 1 ~
Roj = Nj(8) = 8N;(6) + 5 Nj(6); 7iaj = Nj(6) — 6N} (6); 7igj = 5 Nj (4)

Ni(x) = fgj + A1 x + Agj X2,
(eV.50)
siendo ij(é), Nj'-(é) y NJ//((?) la funcion, primera y segunda derivadas evaluadas
en el punto 6. Si se sustituyen en (eV.49) estas expresiones, las de (eV.40) y el

nucleo integral (eV.34) resulta

=1
~Ba rd*dPLoLh X R R o
Ry ==, (s + g x + iz x°)
X

=—1

[/— n01+nlz§+n2z§2 d¢
4= 2 g\ 2
=1l -&el + ()" + (%)

/ ﬁoz'+ﬁ1i€+ﬁ2i ¢? df} dx}‘
a2 g\ 2
=1\l -€ + (%) + (%)
(eV.51)

Las integrales involucradas en (eV.51) son analogas a las de (eV.43) ya
calculadas en el apartado anterior para la integracién del potencial generado por
un electrodo en un punto del espacio. Haciendo uso de los resultados (eV.46) y

eV.47), la expresion de RPY de (eV.51) se puede reescribir en la forma
]t

w % ¢ LP

poa _

{ Aﬁa(&laE%XlaXQ) + /R’jza(gllaé.%XlaXQ)} <6V52)

73?7:@(51,52&1,)(2) = / ) (an + 71 x + fig; X2> D(p(x(x)), A(x(x)))dx
=
(eV.53)
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R @/2)% + (¢8/2)"
R = Az + 7 =Y S

(eV.54)

ﬁff(fl,&,;?l,;?g) es la integral en dos barras cilindricas que se definen por
las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de sus ejes. Asi se analizara el
primero de los sumandos de (€V.52), y el segundo se considerard como la integral
en otras dos barras con coordenadas distintas (las de los puntos simétricos a El y

EZ) y a la que se aplicaran los mismos resultados.

6.2. Analisis geométrico de dos rectas en el espacio

Dos rectas cualesquiera en el espacio siempre pueden orientarse, efectuando las
oportunas traslaciones, de forma tal que el origen de coordenadas esté situado en

el centro de una de las dos rectas y que por ella pase uno de los ejes cartesianos.

Sean la recta a aquella definida por los puntos extremos (21,32) y la recta
aquella definida por los puntos (X1,X3). Si se sitia el origen en el centro de la
recta « y se hace coincidir dicha barra con el eje V', las rectas estardn definidas por
unas nuevas coordenadas de sus puntos extremos referidos a este nuevo sistema
que se denominaran (Zl,fz) v (X1,X2)- Haciendo uso de las relaciones (eV.37), las
nuevas coordenadas de la recta « y el versor director son
ﬁa £a

_7())7 ZO = (0a070)7 22 = (07 N 0)7 s = (07 170)

NZO—
El (7 2 27

A su vez, la recta § queda ahora definida por los nuevos puntos (X1,X2) ¥

caracterizada por las coordenadas del punto medio x( v el versor director 3.

Las distancias pg y ¢ (eV.41) de un punto x de la recta § a un punto de la

recta « son, en funcién de las coordenadas cartesianas de }

Ph = Xow + Xper @ =Xhy (eV.55)

v dado que cualquier punto de la recta § se puede determinar con (¢V.48), haciendo

uso de (eV.54), las distancias adimensionales p'y ¢ resultan

5:,\{\/c2+2px+52x2}, g=){A+Bx} (eV.56)
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_ Lk _ SCJOy ~f X0z ~0 X0z ~B
A”L‘av A_<£ﬁ/2>’ B—Sya D—<£ﬂ/2>3m+<[ﬁ/2>5z

2

~ N2 ~ N2 @ fon2 2
2 { Xox X0z \/(¢ /2)"+ (4°/2) 9 B2 2
C* = <£ﬁ/2) + <£ﬁ/2> + [Zﬁ/2 , 0 =(8)" + (5%)”.
(eV.57)

Estos coeficientes son la clave de todo el desarrollo que sigue a continuacién ya
que en ellos estd contenida toda la informacién para calcular las distancias entre

dos puntos de dos rectas o y § en cualquier disposicién espacial.

6.3. Calculo de las integrales elementales

La sustitucién en (eV.53) de las férmulas analiticas ®(p, ¢) deducidas en la
ecuacién del potencial (eV.46) conduce a una expresién que es funcién inicamente
de las funciones de forma y de los parametros geométricos adimensionales p y ¢,

es decir,

~Ba s o =1, N -9
Riji (€1:€2:X1:X2) = | 1<n0j+n1jx+n2g’x>

)

n9; / N
_l_%t t2—|—p2
t=—1-q

t=1—7q

{ (ﬁoz' + 14+ Mg ((JAQ - (ﬁQ/Z)))

t=—1—7q

t=1—q

‘/tQ +Z/)\2

Si en este punto se sustituyen las expresiones obtenidas en el apartado 6.2.

t=1—q
+ (A1 +2q 73 ) } dx.
t=—1-7

(eV.58)

para las distancias adimensionales, se reordenan los términos y se definen unos

coeficientes que permitan separar los parametros geométricos de las funciones de
forma y de las integrales, (eV.58) se reescribe como
u=2 w=4

R @ xR = Y 3 Kl (V.59)

u=0 w=0
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donde los coeficientes ICE],L) se calculan como

(0)
K%D ﬁQj 0 0
K3 Ay fg; 0 1 XA X2(A%—-c?/2) | | 7o
/C(20> = | ng; N1 Ngj 0 AB )\2(2AB - D) ni;
c© 0 iy Ay |0 0 aBZ-e22) | | A
/C(O) 0 0 32]

4

(1) (2)
Ko ﬁOj 0 Ky n0j
}Cgl) s P IC?) Tt

(1) A 1 224 n14 (2) A I
Kol = | noj maj Ul R S N Bl 7
o 0 0 b 0
Ky Ky

(eV.60)

(u)

Como puede observarse, los coeficientes Ky,’ se expresan como el producto
de tres matrices (o vectores) que contienen de forma separada las funciones de
forma del nodo j (7gj,71;,79;), las propiedades geométricas de las dos rectas

(A,B,CQ,D, &2, A) v las funciones de forma del nodo i (Rg;, 714, 7225)-
(u)

Los términos @y, son los coeficientes integrales, y que en su forma més general

se pueden escribir como las funciones w-ésimas siguientes

© _ [ ] N
P’ = / x" [ArgSh <:> dx; w=0,1,2,3,4
x=-1 L p l=—1-¢q
L I e
e :/ NI dy: w=0,1,2234 (eV.61)
x=-1 L i=—1—q
@ _ [ ol M
P = bl RVAZE 7S dy; w=0,1,2,3,4
x=-1 t=—1-7q
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Si se denominan Z{m}[a,b,c,d] y J{m}[a,b,c,d] a las integrales

=1
Z{m}a,b,c,d] = / z™ In (a—l—bac—l—\/:cQ—l—de—l—cQ) dx
€T

=—1
(eV.62)

=1

=1
T{m}a,b,c,d = / ™\ 22 4+ 2dz + 2 du
T

para valores dados de los parametros geométricos a,b,c,d y del exponente m €

{0,1,2, 3,4}, entonces los coeficientes integrales (eV.61) pueden expresarse en la

forma
oD = 04 8
o) = A P (eV.63)
AP = 12D B L 4D a8
o= ($-4)
e = T{w}la,b,c,d] b=~ )
{goS)A = AT {w}a, b,c,cn} ) =t (F-A
i=D-(}-A)B
(eV.64)
a= — (% + A)
oWP = T{w}labed b=—B )
{9053)3 = AT {w}s, b,c,d]} RN =it (F44)
d=D+(}+A4)8B

El objetivo es la obtencién de expresiones analiticas a las integrales
I{m}a,b,c,d] y T{m}a,b,c,d] para los distintos valores del exponente m &
{0,1,2,3,4}. Las férmulas resultantes seran, a su vez, dependientes de los
pardmetros [a, b, ¢, d] que contienen la informacién de las propiedades geométricas

de las dos rectas y su disposicién espacial.
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6.4. Célculo de las Integrales Genéricas Z{m} y J{m}

En un principio, las integrales Z{m}[a, b, ¢,d] y J{m}[a, b, ¢, d] se desarrollaron
distinguiendo las disposiciones espaciales relativas més usuales entre los electrodos
que forman la malla de conductores de una instalacion de toma de tierra
(barras perpendiculares o barras paralelas) [Colominas et al. '%%%]. Estos dos casos
particulares dan lugar a integrales mas simplificadas, ya que se corresponden
con valores singulares de los pardmetros geométricos b y d (su demostracién se

encuentra en el anexo 1 a este capitulo).

El desarrollo analitico de estas integrales para los casos mas frecuentes de
disposicién de los electrodos supuso un importante avance en el calculo de grandes
mallas de tomas de tierra por la dristica reduccién de los tiempos de computacion.
No obstante, se requeria completar el anélisis de las integrales Z{m} y J{m} con
independencia de los pardmetros geométricos de modo que su evaluacién fuese
completamente analitica, sin necesidad de calcularlas numéricamente en algunos

casos particulares.

En el Anexo 1 a este capitulo se presenta el desarrollo completo de la
integracién analitica junto con los pardmetros e integrales auxiliares que se
requicren. FEstas expresiones han sido desarrolladas pensando en facilitar la
posterior implementacién de las férmulas por lo que se han derivado de forma
recurrente, y en la medida de lo posible, efectuando las menores operaciones que

involucren funciones logaritmicas y trigonométricas.

El Anexo 2 contiene el resumen de la integraciéon analitica del anexo 1, sin
ninguna demostracién y con las expresiones mas compactadas para facilitar una

visién global del esquema de la formulacién desarrollada.

Este modelo numérico unidimensional simplificado, basado en el método de
elementos de contorno con la integracién analitica de los coeficientes del sistema
de ecuaciones lineales que se ha presentado (anexos 1y 2), es muy estructurado
v estd desarrollado de forma que es posible incorporarlo en un sistema de disefio
asistido por ordenador. Sin embargo, la programacion de esta formulacién no es
nada facil habida cuenta la gran complejidad de las expresiones que intervienen
en el calculo de coeficientes matriciales, su casuistica y en algunos casos su mal

condicionamiento.





