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Introduccion

La teoria de la evoluciéon fue desarrollada de forma independiente por Charles Darwin
(1809-1882) y Alfred Wallace (1823-1913), y presentada en 1858. Darwin es el autor del
libro més famoso sobre el tema: “Sobre el Origen de las Especies mediante la Seleccion
Natural”. La hipdtesis que ambos cientificos defendian es que pequenos cambios heredables
en los seres vivos y la seleccién natural son los dos hechos que provocan el cambio en la
Naturaleza y la evolucién de las especies. Sin embargo, ninguno de los dos conocia la base de
la herencia. Pensaban que los rasgos de un ser vivo eran como un “fluido” y que los “fluidos”

de los dos padres se mezclaban en la descendencia.

Gregor Mendel (1822-1884), con sus trabajos sobre la transmisién de los caracteres de
las plantas a través de sucesivas generaciones, descubrié los mecanismos de la herencia: los
caracteres se heredan de forma discreta y se toman del padre o de la madre. A estos caracteres,
que pueden tomar diferentes valores, se les llamé posteriormente genes y a los valores que

toman, alelos.

Mendel, actualmente considerado el fundador de la Genética moderna, presenté sus re-
sultados en 1865 ante la Sociedad de Ciencias Naturales de Briinn, que los publicé al ano
siguiente con el titulo “Ezperimentos de hibridacion de plantas”. Las teorias de Mendel, quien
trabajo en total aislamiento, se olvidaron y no se volvieron a redescubrir hasta principios del
siglo XX.

En la misma época en que Darwin y Mendel publicaban sus descubrimientos, otros inves-
tigadores estudiaban la estructura del nicleo celular. Walther Flemming (1843-1905) observé
estructuras en forma de cinta en el interior del nicleo, a las que denominé “cromatina”. De

hecho, observé que tales cintas (en realidad los cromosomas) se dividen longitudinalmente en
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dos mitades idénticas, es decir, aprecié el comportamiento paralelo de la divisién cromosémica,
y la segregacion de los “caracteres” de Mendel. No fue hasta 1900 cuando tres investigado-
res, Hugo de Vries (1848-1935), Carl Correns (1864-1933) y Hugo Tschermak (1871-1962),
redescubrieron los mismos principios que Mendel y “fundieron” en un tnico marco explica-
tivo general tanto la teoria celular como la genética mendeliana y la teoria darwinista de la

evolucion.

Con el paso de los anos se descubri6é que las células de cada especie viviente tienen un
nimero fijo y caracteristico de cromosomas, que la base molecular de los genes estd en el
ADN (4cido desoxirribonucleico), que los cromosomas estan compuestos de ADN y que, por

tanto, los genes estidn en los cromosomas.

La macromolécula de ADN estd compuesta por bases puricas y pirimidinicas: adenina,
citosina, guanina y timina. La secuencia de estas bases (genotipo) es tinica para cada ser vivo
y es ella la que a su vez determina la secuencia de aminoacidos caracteristica de las proteinas

que constituyen cada organismo (fenotipo).

Todos estos hechos forman hoy en dia la teoria del neodarwinismo, que afirma que la
historia de la mayoria de la vida estd causada por una serie de procesos que actian en y
dentro de las poblaciones: reproduccién, mutacién, competencia y seleccién. La evolucién se

puede definir entonces como los cambios en el conjunto genético de una poblacién.
Son varios los mecanismos que provocan la evolucién de una determinada poblacién:
e Mecanismos que disminuyen la variabilidad:

Selecciéon natural: los individuos menos aptos no llegardn a reproducirse y, por lo

tanto, su patrimonio genético desaparecerd de la poblacién.

Deriva génica: en poblaciones pequenas pueden desaparecer variantes. El hecho de
que un alelo sea méds comun en la poblaciéon que otro, provocard que su proporciéon

aumente en dicha poblacion.
e Mecanismos que aumentan la diversidad:

Mutacion: es una alteracion del genotipo. Las mutaciones, que se producen con baja
frecuencia, son totalmente aleatorias y constituyen un mecanismo fundamental de

generacién de variabilidad genética.

Poliploidia: mientras que las células sométicas poseen dos copias de cada cromosoma,
(diploides), las células reproductivas sélo tienen una (haploides). Si por accidente

alguna célula reproductiva tuviera dos copias y se lograse combinar con otra célula
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daria lugar a un ser vivo con varias copias de cada cromosoma (poliploide). La
mayoria de las veces la poliploidia da lugar a individuos con algin defecto, pero

en algunos casos se crean individuos viables.

Recombinacién: cuando las dos células sexuales (una masculina y otra femenina)
se combinan, los cromosomas de cada una también lo hacen, intercambiiandose
fragmentos de ADN, que a partir de ese momento perteneceran a un cromosoma

diferente.

Flujo genético: es el intercambio de material genético entre seres vivos de diferentes

especies.

En resumen, la selecciéon natural actia sobre el fenotipo y suele disminuir la diversidad,
haciendo que sobrevivan sélo los individuos més aptos. Los mecanismos que generan diver-

sidad y que combinan caracteristicas actidan habitualmente sobre el genotipo.

En la naturaleza, los individuos de una poblacion compiten entre si en la btsqueda de
recursos tales como comida, agua o refugio. Incluso los miembros de una misma especie
compiten a menudo en la bisqueda de una pareja. Aquellos individuos que tienen mas éxito
en sobrevivir y en atraer parejas, tienen mayor probabilidad de generar un gran ntimero de
descendientes. Por el contrario, individuos poco adaptados producirdn un menor nimero de
descendientes. Esto significa que los genes de los individuos mejor adaptados se propagaran
en sucesivas generaciones mas que los de los menos adaptados. La combinacién de buenas
caracteristicas provenientes de diferentes ancestros puede a veces producir descendientes cuya
adaptacién es mucho mayor que la de cualquiera de sus ancestros (“superindividuos”). De
esta manera, las especies evolucionan logrando unas caracteristicas cada vez mejor adaptadas

al entorno en que viven.

Asi, la evolucién puede ser considerada como un método de biisqueda entre una enorme
cantidad de posibles soluciones. En Biologia, esas soluciones son las posibles secuencias
genéticas y la solucién deseada, el individuo que mejor se adapta: un organismo capaz de
sobrevivir y reproducirse en el ambiente en que vive. Visto de esta forma, los mecanismos
de la evoluciéon pueden inspirar métodos computacionales de bisqueda. Los criterios que
hacen a un individuo 6ptimo son variables, por lo que la evolucién “elige” en un conjunto
de posibilidades que estd en permanente cambio. La bisqueda de soluciones en un ambiente
variable es precisamente lo requerido para programas de computacion adaptativos. Ademas,
la evolucién es un método de biisqueda paralelo: no sélo trabaja sobre una especie, sino que
evalia y cambia millones de especies a la vez. Finalmente, diremos que las reglas que rigen la
evolucién parecen claras: las especies evolucionan mediante mecanismos aleatorios (mutacién,

recombinacién y otros operadores) seguidos de la seleccién natural. Los individuos éptimos
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tienden a reproducirse y sobrevivir, propagando asi su material genético a las generaciones

venideras.

Los Algoritmos Genéticos (abreviadamente AG) son métodos adaptativos basados en el
proceso genético de los organismos vivos, que pueden usarse para resolver problemas de
bisqueda y optimizacién. Imitando el proceso de la evolucién, los Algoritmos Genéticos son

capaces de ir creando soluciones para problemas del mundo real.

Un Algoritmo Genético consiste en una funcién matemética o una rutina de software que
toma como entradas a los individuos y retorna como salidas cudles de ellos deben generar
descendencia para la nueva generacién. Una definicién bastante completa de un Algoritmo

Genético es la propuesta por John Koza ([29]):

“Es un algoritmo matemdtico altamente paralelo que transforma
un conjunto de objetos matemdticos individuales con respecto al tiem-
po, usando operaciones modeladas de acuerdo al principio darwiniano
de reproduccion y supervivencia del mds apto, y tras haberse presen-
tado de forma natural una serie de operaciones genéticas de entre
las que destaca la recombinacion sexual. Cada uno de estos objetos
matemdticos suele ser una cadena de caracteres (letras o nimeros)
de longitud fija que se ajusta al modelo de las cadenas de cromoso-
mas, y se les asocia con una cierta funcion matemdtica que refleja su

aptitud.”

El considerado “padre” de los Algoritmos Genéticos, John Holland (1929-), se preguntaba
cémo logra la naturaleza crear seres cada vez mas perfectos. Lo curioso es que todo se lleva
a cabo a base de interacciones locales entre individuos, y entre éstos y lo que les rodea.
Desconocia la respuesta, pero tenia una cierta idea de como hallarla: tratando de hacer
pequenos modelos de la naturaleza, que tuvieran alguna de sus caracteristicas y viendo cémo

funcionaban, para luego extrapolar sus conclusiones a la totalidad.

A principios de los anos 60, en la Universidad de Michigan, encontré un ambiente inte-
lectual fértil que permitié que sus ideas comenzaran a dar frutos. Fue ademds, leyendo un
libro escrito por el matemético y bidlogo evolucionista R. A. Fisher (1890-1962), titulado “La
teoria genética de la seleccion natural”, como comenzd a descubrir los medios para llevar a
cabo sus propdsitos de comprensiéon de la naturaleza. De ese libro aprendié que la evolucién
es una forma de adaptacién mds potente que el simple aprendizaje y tomé la decisién de

aplicar estas ideas para desarrollar programas bien adaptados para un fin determinado.

En esa universidad, Holland impartia un curso titulado “Teoria de sistemas adaptativos”.

Dentro de este curso, y con una participacién activa por parte de sus estudiantes, fue donde
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surgieron las ideas que mds tarde se convertirian en los AG. Cuando Holland comenzé a

disenar Algoritmos Genéticos, los objetivos de su investigaciéon eran dos:

e imitar los procesos adaptativos de los sistemas naturales, y

e disenar sistemas artificiales (normalmente programas) que imiten los mecanismos im-

portantes de los sistemas naturales.

Unos 15 anos mas tarde, David E. Goldberg (1953-) conocié a Holland y se convirtié en
alumno suyo. Goldberg, ingeniero industrial, fue uno de los primeros que traté de aplicar los
Algoritmos Genéticos a problemas industriales. Aunque Holland traté de disuadirle, porque
pensaba que el problema era excesivamente complicado como para aplicarle AG, Goldberg
consiguié lo que queria, escribiendo un Algoritmo Genético en un ordenador personal Apple
I1. Estas y otras aplicaciones creadas por estudiantes de Holland convirtieron a los Algoritmos
Genéticos en un campo con base suficiente para celebrar el primer congreso sobre el tema
en 1985: International Conference on Genetic Algorithms. Tal congreso se sigue celebrando

bianualmente.

Para resolver un problema especifico, los Algoritmos Genéticos usan una analogia directa
con el comportamiento de la naturaleza. La entrada del AG es un conjunto de soluciones
potenciales de ese problema, codificadas en vectores de simbolos (cadenas) y una funcién,
llamada fitness o funcién de idoneidad, que permite evaluar cuantitativamente a cada candi-
dato. En la naturaleza esto equivaldria al grado de efectividad de un organismo para competir
por unos determinados recursos. Luego el AG evalia cada posible solucién de acuerdo con
la funcién de idoneidad. Cuanto mayor sea la idoneidad de una cadena, mayor serd la pro-
babilidad de que sea seleccionada para reproducirse, cruzando su material genético con otra
cadena seleccionada. Esta recombinacién genética producird nuevos individuos descendientes
de los anteriores, que comparten algunas caracteristicas con sus padres. Los individuos que
no han mejorado con los cambios en su genotipo son eliminados y los que han mejorado se

seleccionan para formar una nueva generacién.

De esta manera se produce una nueva poblacién de posibles soluciones, que reemplaza a la
anterior y verifica la interesante propiedad de que contiene una proporciéon mayor de buenas
caracteristicas que la poblacién anterior. Asi, a lo largo de las generaciones, las buenas
caracteristicas se propagan a través de la poblacién. Favoreciendo el cruce de los individuos

mejor adaptados van siendo exploradas las areas mas prometedoras del espacio de biisqueda.

Los principios bésicos de los Algoritmos Genéticos fueron establecidos por Holland [17]
y se encuentran bien descritos en varios textos, por ejemplo, Goldberg [13], Davis [5] o
Michalewicz [30].
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Figura 1: Esquema de un Algoritmo Genético.

Las principales propiedades que caracterizan a los AG son:
e No necesitan conocimientos especificos sobre el problema que intentan resolver.

e Operan de forma simultdnea con varias soluciones, en vez de trabajar de forma secuen-

cial como las técnicas tradicionales.

e Cuando se usan para problemas de optimizacién (maximizar una funcién objetivo)
resultan menos afectados por los mdximos locales (falsas soluciones) que las técnicas

tradicionales.

e Resulta sumamente ficil ejecutarlos con las modernas arquitecturas masivamente pa-

ralelas.

e Usan operadores probabilisticos en vez de los tipicos operadores deterministicos de las

otras técnicas.
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e Pueden tardar mucho en converger o no converger en absoluto, dependiendo en cierta
medida de los pardmetros que se utilicen: tamano de la poblacién, nimero de genera-

ciones, etc.

e Pueden converger prematuramente.

El poder de los Algoritmos Genéticos proviene del hecho de que constituye una técnica
robusta y que puede tratar con éxito una gran variedad de problemas provenientes de dife-
rentes areas, incluyendo aquellos en los que otros métodos encuentran dificultades. Si bien
no se garantiza que un Algoritmo Genético encuentre la solucién éptima de un problema,
existe evidencia empirica de que se encuentran soluciones de un nivel aceptable en un tiempo

competitivo con el resto de algoritmos de optimizacién.

El gran campo de aplicacién de los Algoritmos Genéticos se halla en aquellos problemas
para los que no existen técnicas especializadas. Incluso en el caso en que dichas técnicas

existan y funcionen bien, pueden efectuarse mejoras de las mismas hibriddndolas con los AG.

La aplicacién més comin de los Algoritmos Genéticos ha consistido en la solucién de
problemas de optimizacién, en donde han mostrado ser muy eficientes y fiables. Sin embargo,
no todos los problemas son apropiados para esta técnica y, en general, se recomienda tener

en cuenta las siguientes caracteristicas del problema antes de intentar su aplicacién:

e Su espacio de biisqueda (i.e., sus posibles soluciones) debe estar delimitado dentro de

un cierto rango.

e Debe poderse definir una funcién de aptitud que nos indique cuan buena o mala es una

cierta respuesta.

e Las soluciones deben codificarse de una forma que resulte relativamente ficil de imple-

mentar en la computadora.

El primer punto es muy importante y lo mas recomendable es intentar resolver problemas

que tengan espacios de biisqueda discretos, aunque éstos sean muy grandes.

La funcién de aptitud no es més que la funcién objetivo de nuestro problema de optimiza-
cién. El Algoritmo Genético se disena habitualmente para maximizar, pero la minimizacion
puede realizarse ficilmente utilizando la opuesta de la funcién maximizante. Una carac-
teristica que debe tener esta funcién es que tiene que ser capaz de “castigar” a las malas
soluciones y “premiar” a las buenas, de forma que sean estas tltimas las que se propaguen

con mayor rapidez.
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La codificacién mas comun de las soluciones es la que se realiza a través de cadenas
binarias, aunque se han utilizado también nimeros reales y letras. El primero de estos
esquemas es el que se propuso originalmente, por ser muy sencillo su procesamiento en un

ordenador.

A pesar de la gran aplicabilidad que han demostrado tener los AG en la optimizacion
funcional, existen ocasiones en las que esta tarea resulta extremadamente dificil. Cuando un
AG no puede encontrar el 6ptimo de una funcién en una cantidad razonable de tiempo, es
decir, cuando el nimero de generaciones que el AG necesita crear hasta verificarse la condiciéon
de parada es alto, se dice que la funcién es “dificil” para el algoritmo. No existe un criterio
definitivo que permita caracterizar a los “problemas dificiles” para un Algoritmo Genético,

aunque si se han determinado algunos de los factores que provocan esta “dificultad”.

La primera explicacién sobre la “dificultad” condujo al concepto de enganio (deception)
—al que nosotros nos referiremos como decepcion—, que tiene que ver con la existencia de datos
enganosos que conducen al algoritmo lejos del ptimo. Ejemplos de funciones dificiles, pero
no decepcionantes, como las funciones Royal Road (que se introducen en la seccién 1.4) y de
funciones decepcionantes faciles para el algoritmo, llevaron a los investigadores a concluir que
la existencia de decepcién no es necesaria ni suficiente para justificar por si sola la dificultad
de una funcién. Otra de las causas de la dificultad de optimizar un funcién es la epistasis,
un concepto procedente de la Genética, que tiene que ver con la existencia de interacciones
entre los alelos de las distintas posiciones de las cadenas que codifican los individuos de la
poblacién. En Genética, se dice que un gen es epistatico si enmascara el efecto fenotipico de

otro gen.

En esta memoria se profundiza en el andlisis del concepto de epistasis. Se muestra co-
mo —conjuntamente con el orden de una funcién (otra caracteristica a tener en cuenta)- la
epistasis permite explicar el comportamiento de, entre otras, dos clases de funciones, cuyos
extremos son conocidos (y su dificultad también) y que habitualmente sirven como “funciones

de laboratorio” en el estudio de la dificultad.

Esta adecuada correlacién en funciones de orden bajo parece resultar incompleta como ex-
plicacién en el caso de funciones de 6rdenes altos. Ello nos ha llevado a generalizar la nocién de
epistasis, mostrando cémo esta generalizacién complementa la informacién que proporciona
la epistasis “clasica”. La complejidad de la formulacién matemaética que conlleva este estudio
hace necesario el uso de la herramienta algebraica junto con las transformadas de Walsh, que
nos han permitido caracterizar distintas propiedades, de las funciones de idoneidad, de forma
sencilla y elegante. El desarrollo de este estudio en esta memoria se estructura de la forma
siguiente: el primer capitulo se dedica a la introduccién de los Algoritmos Genéticos, la des-

cripcion de su funcionamiento y una comparativa con los métodos clasicos de optimizacién.
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Se introducen los conceptos de esquema, orden y longitud de definicion de un esquema y
se relacionan con el proceso de seleccién y los operadores genéticos, conduciendo al teorema
fundamental de los AG: el Teorema de los Esquemas, establecido por Holland en 1975 ([17]),

cuya demostracién constituye el apéndice A.

El capitulo 2 comienza con un resumen de los resultados ya conocidos sobre epistasis,
entendida como estimador de la dificultad. En el campo de los AG, la idea inicial de epistasis
la introduce de forma intuitiva Rawlins en [35]. Rawlins observa dos comportamientos extre-
mos de las funciones de idoneidad: aquellas para las que el valor de una cadena se obtiene
como combinacién lineal de funciones cada una de las cuales depende de un sélo bit (epistasis
minima) y el caso contrario en el que ningin subconjunto de bits es independiente de los

demds en el cdlculo de la idoneidad de una cadena (epistasis méxima).

Davidor ([4]) formula matemdticamente la definicién de epistasis y, posteriormente, Van
Hove ([41]) la reescribe de forma mds compacta. Por dltimo, el hecho de que para cualquier
nimero real no nulo A, las funciones f y Af deban tener la misma epistasis, conduce a
la normalizacién del concepto, definiéndose la epistasis normalizada de una funcién ([39]).
Ademis, el estudio algebraico de los valores extremos de este indicador, muestran que la
epistasis normalizada es minima cuando la funcién f es de orden 1, es decir f = )" ¢;, siendo
g; una funcién que depende tUnicamente del i-ésimo bit. Estas son las funciones lineales,
sencillas de optimizar por los AG. Para funciones no negativas, se comprueba que el valor
maximo se alcanza para un tipo de funciones cuyo valor sobre una cadena depende de todos

y cada uno de los bits de la misma.

El cédlculo practico de la epistasis normalizada resulta en ocasiones muy complicado.
Esta ardua tarea se simplifica con la aplicacién de las transformadas de Walsh. Estas pueden
considerarse una version binaria de la transformada discreta de Fourier, y han demostrado una
gran eficiencia en el cdlculo de este estimador. Los llamados coeficientes de Walsh caracterizan
completamente a cualquier funcién, y su cdlculo se realiza de una forma cémoda mediante
el Teorema del Valor Medio para Hiperplanos. Para resaltar la simplificacién alcanzada en el
calculo de la epistasis normalizada con el uso de este teorema, frente al calculo directo de la
epistasis a partir de la definicién, incluimos en el apartado 2.2.3 el desarrollo realizado en [20)]
para calcular la epistasis normalizada de las funciones Template a partir de la definicién y en
el 2.3.2 el que realizamos nosotros con el uso del Teorema, del Valor Medio para Hiperplanos.
El contenido de esta subseccién es parte de una comunicacién presentada en el congreso

Encontro de Algebm Linear e Aplicagoes, celebrado en Lisboa en septiembre de 2003 (ver
[21]).

En los apartados 2.4 y 2.5 establecemos conclusiones acerca de otro de los estimadores

de la dificultad: el orden de la funcién de idoneidad. Este tdltimo apartado constituye el
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contenido de la publicacién Order and Deceptivity (remitido para su publicacién a Bulletin

of the Belgian Mathematical Society Simon Stevin).

El capitulo 2 concluye con la caracterizacién del orden de una funcién mediante sus
coeficientes de Walsh, problema que estaba completamente resuelto para funciones de orden
uno y parcialmente para las de orden dos. Gran parte de la seccién 2.6 constituye el contenido
de la publicacién Higher order functions and Walsh coefficients (aceptada en: Bulletin of the

Belgian Mathematical Society Simon Stevin).

En el capitulo 3 se introduce un nuevo estimador de la dificultad de una funcién, la
2-epistasis normalizada. Siguiendo las ideas de Davidor que condujeron a la epistasis nor-
malizada, nosotros proponemos establecer una medida de distancia entre cualquier funcién
de idoneidad y el espacio de funciones de orden 2. Cabe preguntarse por qué introducir
este estimador cuando la epistasis normalizada proporciona una buena caracterizacion de
las funciones dificiles. La respuesta a esta pregunta se encuentra en la seccién 2.4, en la
que se compara la ejecucion de un Algoritmo Genético sobre dos funciones de laboratorio:
las funciones Template y las funciones Royal Road generalizadas, definidas sobre cadenas de
longitud 64. La epistasis normalizada crece a la vez que lo hace el nimero de generaciones
necesarias para la convergencia del algoritmo. Sin embargo, para valores altos de la epistasis
normalizada, resulta sorprendente la gran diferencia de generaciones alcanzada para estas dos
funciones. Por el contrario, los valores de la epistasis normalizada no reflejan esa significati-
va diferencia en el comportamiento de ambas funciones. Parece que la comparacién de una
funcién de ajuste con las funciones de orden 1 podria ser demasiado fuerte. Cabe plantearse
si la epistasis normalizada es o no capaz de distinguir bien entre los diferentes “grados” de
dificultad que presentan dos funciones cuando los valores de este estimador son altos. La
generalizacién de este concepto, introducido en el capitulo 3, ayuda a entender mejor estas

cuestiones.

En la subseccién 3.4.1 se relaciona satisfactoriamente la 2-epistasis normalizada con las
funciones de segundo orden: son precisamente aquellas funciones que alcanzan el valor minimo
(cero) para este estimador. Recordemos que la epistasis normalizada cldsica verifica que se
anula si y sélo si se calcula sobre las funciones de primer orden. Asimismo, el cilculo de
la 2-epistasis normalizada para algunas funciones interesantes, en particular las funciones
Template y las Royal Road generalizadas, permite entender un poco mejor el diferente com-

portamiento del Algoritmo Genético frente a estas funciones.

Gran parte del contenido de este tercer capitulo constituye la publicacion 2—epistasis over
binary alphabets (remitido para su publicacién a Computers and Informatics). Asimismo,

los resultados expuestos en la subseccién 3.2.4 con las funciones Royal Road generalizadas
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completan los ya obtenidos en Computing epistasis of Generalized Royal Road functions using
Walsh transforms and the Hyperplane Awveraging Theorem, comunicacién presentada en el
congreso International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation, celebrado en
Santander en julio de 2004 (ver [22]).

En el ultimo capitulo se introduce el concepto de epistasis de orden superior, desde un
punto de vista puramente algebraico. La formulacién matemadtica del concepto de epistasis
normalizada desarrollado por Van Hove y la obtenida en el capitulo 2 para la 2-epistasis,
permiten realizar un desarrollo similar para cualquier valor de k£, 0 < k£ < £. Se introduce
el concepto de k—epistasis normalizada y se calcula su valor para las funciones consideradas
en el capitulo 3. En el dltimo apartado de este capitulo se relaciona el entramado algebraico

desarrollado con las ideas iniciales de epistasis descritas por Davidor.

Como ya se ha comentado al principio de la introduccién, en el apéndice A se detalla la

demostracién del Teorema de los Esquemas.

En el apéndice B se exponen algunos resultados utilizados en los capitulos 2 y 4. Aun-
que podrian encontrarse en textos de Combinatoria, dado que sus demostraciones no son
inmediatas, hemos considerado conveniente incluirlos en un apéndice. Los hemos enunciado
como lemas, pues constituyen resultados intermedios en las demostraciones de algunas de las

proposiciones de esos dos capitulos.

El 1ltimo apéndice contiene un resumen de resultados experimentales. Comprobamos la,
valia de los estimadores definidos a lo largo de este trabajo. La conclusién obtenida es que la
k—epistasis normalizada, definida el capitulo 4, es un buen complemento para los estimadores

de la dificultad de una funcién hasta ahora conocidos.






Capitulo 1

Algoritmos Genéticos

“La vehemente biusqueda de la perfeccion por
parte del hombre se expresa en la teoria de la opti-
mizacién. Esta estudia cémo describir Yy consequir
lo que es mejor, una vez se conoce como medir y
alterar lo que es bueno o malo... La teoria de la
optimizacion abarca el estudio cuantitativo de los
optimos y los métodos para encontrarlos.”

BEIGHTLER, C.S. ET AL ([1])

1.1 Aspectos generales sobre optimizacién

La optimizacién funcional pretende la obtencién y mejora de métodos que permiten llegar
a un punto o puntos éptimos. Existe una clara distincién entre el proceso de acercamiento
al éptimo y la obtencién del mismo. De hecho, cuando se juzgan procesos de optimizacion,
se insiste en la convergencia del método, y se tiende a olvidar la ejecucién intermedia. Este

énfasis, que procede de los origenes del célculo, es un hecho natural.
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1.1.1

Algoritmos Genéticos

Métodos clasicos de optimizacion

Dentro del campo de la optimizacién funcional, los métodos clésicos se pueden agrupar

en los siguientes tipos:

1.

Métodos analiticos

Los métodos basados en el cdlculo se subdividen a su vez en indirectos e directos. Los
métodos indirectos realizan la bisqueda de extremos locales mediante la resolucion
de sistemas de ecuaciones, generalmente no lineales, resultantes de igualar a cero el
gradiente de la funcién a optimizar. Por otro lado, los métodos directos buscan éptimos
locales moviéndose sobre el espacio de biisqueda en la direccién que marca el maximo
valor del gradiente local. Este es el comportamiento del método analitico directo mas
sencillo, denominado escalamiento de la colina (hillclimbing), que ante la bisqueda
de un maximo local en una superficie escalard a través de la misma hasta que ya no

obtenga mejora.

Los métodos analiticos carecen de robustez, pues, en primer lugar, se necesita conocer
explicitamente la expresién de la funcién a optimizar, obteniéndose ademas, en muchos
casos, 6ptimos locales. Los indirectos necesitan para su aplicacién algunas condiciones
sobre la funcién a optimizar, pueden quedar atrapados en el éptimo local més cercano
a la solucién inicial y, ademds, presentan un mal comportamiento en zonas donde la
funcién es casi constante. Por tltimo, no son vélidos para problemas multimodales, en

los cuales la funcién a optimizar tiene varios éptimos.

Métodos exhaustivos o enumerativos

La técnica que emplean estos algoritmos es bastante clara: recorren todo el espacio
de busqueda y evaldan la funcién objetivo en cada punto del espacio, quedandose con
la mejor solucién. Aunque la simplicidad de este algoritmo lo hace atractivo, sufren
de una gran carencia —la eficiencia— ya que, en general, los espacios de trabajo suelen

resultar demasiado grandes para realizar esta bisqueda elemento a elemento.

Por ejemplo, algunos de los problemas a los que no se le puede aplicar este tipo de
algoritmos son los llamados NP-completos, que son un subconjunto de problemas es-
pecialmente dificiles entre aquellos cuya complejidad crece exponencialmente con el
tamano del problema. Uno de ellos es el Problema del Viajante (Travelling Salesman
Problem), en el cual un viajante debe recorrer un nimero determinado de ciudades y

volver al punto de partida minimizando la distancia recorrida.
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3. Métodos aleatorios

En los métodos aleatorios se va muestreando el espacio de biisqueda acotando las zonas
que no han sido exploradas; se escoge la mejor soluciéon y ademds se proporciona el

intervalo de confianza de la solucién encontrada.

Un algoritmo de este tipo es el conocido como Templado Simulado (Simulated Annea-
ling o SA) (ver [28]), nombre que procede de la forma en que se consiguen ciertas
aleaciones en forja: una vez fundido el metal, se va enfriando poco a poco, para con-
seguir finalmente la estructura cristalina correcta, que haga que la aleacién sea dura y

resistente.

El SA es una generalizacion del método de Montecarlo que ha demostrado ser 1til
en numerosos problemas de optimizacién combinatoria, y es particularmente eficaz en

problemas de disenos de circuitos.

Este algoritmo se podria calificar como un escalador estocdstico, y su principal objetivo
es evitar los minimos locales en los que suelen caer los métodos escaladores. Para ello,
no siempre acepta la solucién optima, sino que a veces puede escoger una solucién
subdptima, siempre que ésta supere un nivel umbral prefijado, que depende de un
pardmetro denominado “temperatura”. La estrategia del método es comenzar con una
temperatura incial alta, lo cual proporciona una probabilidad también alta de aceptar
un movimiento de no mejora. En cada iteracién se va reduciendo la temperatura y
por lo tanto la probabilidad de no mejorar es cada vez mas pequena conforme avanza
el procedimiento y nos acercamos a la solucién 6ptima. De este modo, inicialmente
se realiza una diversificacion de la busqueda sin controlar demasiado el coste de las
soluciones visitadas. En iteraciones posteriores resulta cada vez mas dificil aceptar

malos movimientos y, por lo tanto, se produce un descenso del coste.

1.1.2 Inteligencia Artificial

Se llama, Inteligencia Artificial (TIA) a la rama cientifica que se dedica a la creacién de
sistemas que exhiben cierto poder de aprendizaje que imite, de algiin modo, la inteligencia
humana. Para ello, la TA no sélo consiste en idear algoritmos y estructuras de datos para
resolver problemas, también trata acerca de la inteligencia humana y, por extensién, de la

vida.
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Dentro de laTA se encuentra un apartado denominado Computacion Natural, que se carac-
teriza por simular las técnicas que emplean los seres vivos para evolucionar en la naturaleza.

Algunos de los campos que abarca son:

Légica Difusa

Tiene como objetivo crear un modelo aproximado al del raciocinio humano, pretendien-
do desarrollar sistemas computacionales capaces de tomar decisiones racionales en un
ambiente de incertidumbre e imprecisién. La Ldgica Difusa ofrece un mecanismo para
manipular informaciones imprecisas, tales como los conceptos de mucho, poco, alto,
bueno, caliente, tibio, frio, ... suministrando una respuesta para una cuestién basada

en un conocimiento que es inexacto, incompleto, o no totalmente fiable.

Sistemas Expertos

Es una rama de la Inteligencia Artificial que ejecuta, a partir de una base de conocimien-
tos o de reglas, algunas tareas que normalmente requieren cierto nivel de experiencia

por parte del ser humano.

Los expertos en un determinado campo solucionan los problemas utilizando una com-
binacién de conocimientos basados en hechos constatados y en su capacidad de razo-
namiento. En los sistemas expertos, estos dos elementos bésicos estdn contenidos en
dos componentes separados, aunque relacionados: una base de conocimientos y una
maquina de deduccién, o de inferencia. La base de conocimientos proporciona hechos
objetivos y reglas sobre el tema, mientras que la maquina de deduccién proporciona la

capacidad de razonamiento que permite al sistema experto extraer conclusiones.

Redes Neuronales Artificiales (RNA)

Son modelos computacionales inspirados en la estructura y modo de operacién del ce-
rebro humano, cuyo objetivo es conseguir que las maquinas reproduzcan caracteristicas

del hombre, tales como: aprendizaje, percepcién, raciocinio, evolucién y adaptacion.

La programacion informatica basada en RNA parte de un conjunto de datos de en-
trada suficientemente significativo y tiene como objetivo conseguir que la red aprenda
automaticamente las propiedades deseadas. En este sentido, el diseno de la red tiene
que ver menos con flujos de datos y deteccién de condiciones, y mas con cuestiones ta-
les como seleccion del modelo de red, de las variables a incorporar y del procesamiento
de la informacién que formard el conjunto de entrenamiento. Asimismo, el proceso de

creacion de la red no se denomina genéricamente programacion, sino entrenamiento.
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Por ejemplo, en una red que se va a aplicar al diagnéstico de imdgenes médicas, la fase de
entrenamiento consiste en la recepcién de imagenes de tejidos que se saben cancerigenos
y otros que se saben sanos, asi como las respectivas clasificaciones de dichas imégenes.
Una vez concluido el entrenamiento y si éste es adecuado, el sistema prodra clasificar

imédgenes de tejidos (sano/no sano) con un buen grado de fiabilidad.

Computacién Evolutiva

En la naturaleza todos los seres vivos se enfrentan a problemas que deben resolver con
éxito, como conseguir el calor de la luz del sol o alimentarse con los productos de su
entorno. La Computacién Evolutiva (CE) interpreta la naturaleza como una inmensa
maquina de resolver problemas y trata de encontrar el origen de dicha potencialidad

para utilizarla en programas informéticos.

La Computaciéon Evolutiva retoma los conceptos de la Evolucién y la Genética para
resolver principalmente problemas de optimizacién. La principal aportacién de la CE a
la metodologia de resolucién de problemas consiste en el uso de mecanismos de seleccién
de soluciones potenciales y de construcciéon de nuevos candidatos por recombinacién de
caracteristicas de otros ya presentes, de modo parecido a como ocurre en la evolucién
de los organismos naturales. La CE no trata tanto de reproducir ciertos fenémenos
que suceden en la naturaleza, como de aprovechar las ideas genéricas que hay detrds de

ellos.

Esta rama de la IA tiene sus raices en tres técnicas relacionadas pero independientes

entre si: Algoritmos Genéticos, Programacion Evolutiva y Estrategias Evolutivas.

e Algoritmos Genéticos

Son algoritmos que hacen evolucionar a una poblacién sometiéndola a acciones
aleatorias semejantes a las que actian en la evolucién bioldgica (recombinacién
genética); asi como también a una seleccién de acuerdo a un criterio previamente
establecido, en funcién del cual se decide cudles son los individuos mejor adaptados,

que sobreviven, y los menos aptos que, en general, son descartados.

e Programacion Evolutiva

Es una técnica en la cual los candidatos a ser solucion para una tarea determinada
se representan por maquinas de estados finitos, cuyos diagramas de estados de

transicién evolucionan mediante mutacién aleatoria.
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e Estrategias Evolutivas
Trabajan con una poblacién de individuos que pertenecen al dominio de los niime-
ros reales, que mediante procesos de recombinacién, evolucionan para alcanzar el

o6ptimo de la funcién objetivo.

Cada individuo de la poblacién es un posible éptimo de la funcién objetivo. La
representacion de cada individuo de la poblacién consta de dos tipos de varia-
bles: las variables objeto y las variables estratégicas. Las variables objeto son los
posibles valores que hacen que la funcién objetivo alcance el éptimo global y las
variables estratégicas son los pardmetros mediante los que se gobierna el proceso

evolutivo.

Vida artificial

Puede ser definida como el intento de crear vida, o algo parecido a la vida, mediante
la combinacién de simbolos (datos) y procesos de simbolos (programas) independiente-

mente del soporte fisico de estos simbolos y procesos.

Por una parte estdn los intentos “hardware” de emulaciéon de vida. Por ejemplo, es
posible construir un pequeno robot con aspecto de ratén capaz de encontrar la salida

de un laberinto.

Por otra parte estdn las simulaciones “software”, que tienen la ventaja de permitir la
construcciéon de un gran nimero de seres vivos y entornos en los que éstos existen,
de manera que es mas facil estudiar comportamientos sociales. Podemos construir los
seres artificiales con el objetivo de solucionar los problemas de interés y que aprendan

o colaboren entre ellos hasta conseguir el resultado deseado.

Nosotros nos centraremos, a partir de ahora, en los Algoritmos Genéticos. Como ya se

ha comentado anteriormente, son una herramienta matemaética inspirada en los mecanismos

de la evolucién natural y recombinacién genética que se vienen empleando con éxito en

campos tan diversos como la Economia (evolucién del mercado bursétil), la Medicina (anélisis

de electrocardiogramas), la Ingenieria Aerondutica (disefio de turbinas de aviones) y, por

supuesto, en Matemadticas en la optimizacion funcional, nuestro campo de trabajo.
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1.2 Descripcion general del Algoritmo Genético Clasico

John Holland, matematico de la Universidad de Michigan, fue quien, durante las décadas
de 1960 y 1970, sent6 las bases actuales de los Algoritmos Genéticos. En contraste con
las estrategias evolutivas y la programacién evolutiva, el propdsito original de Holland no
era disenar algoritmos para resolver problemas concretos, sino estudiar, de un modo formal,
el fenémeno de la adaptacién, tal y como ocurre en la naturaleza, y desarrollar vias para

extrapolar estos mecanismos de adaptacién natural a los sistemas computacionales.

La técnica de los AG ofrece un mecanismo de buisqueda adaptativa basada en el principio
Darwiniano de reproduccion y supervivencia de las especies. De acuerdo con la teoria de
Darwin, el principio de seleccion privilegia a los individuos més aptos con una mayor lon-
gevidad y, por lo tanto, con mayor probabilidad de reproduccién. Los individuos con mas
descendientes tienen mas oportunidades de transmitir sus cédigos genéticos a las generaciones

venideras.

En [17], Holland presenta el Algoritmo Genético como una abstraccién de la evolucién
biolégica, y proporciona su entramado tedrico. El algoritmo de Holland es un método para
desplazarse de una poblacién de individuos a una nueva poblacién, utilizando un sistema
similar a la “seleccion natural”, junto con operadores de cruces y mutaciones inspirados en
la Genética. En esa monografia, publicada en 1975, se sientan las bases tedricas que funda-
mentan el desarrollo, desde el punto de vista computacional, de la teoria de los Algoritmos
Genéticos; abstrayendo los conceptos de la genética natural y aplicdndolos a la Economia, al

Reconocimiento de Patrones y a la Teoria de Juegos.

Frente a las limitaciones de los métodos cldsicos de optimizacién, los Algoritmos Genéticos
pueden ser usados para la resoluciéon de cualquier tipo de problema, sin ninguna exigencia

previa respecto de la funcién a optimizar, ni al espacio de posibles soluciones.

A pesar de que existe la evidencia empirica de que los AG encuentran la solucién 6ptima,
de muchos problemas, no son una panacea. Existen ocasiones en que fracasan, debido a

diversos factores.

Con todas estas consideraciones, se puede decir que estos algoritmos son una buena herra-
mienta de bisqueda y optimizacién donde los métodos de célculo tradicional no son viables.
En definitiva, son una herramienta complementaria a las ya existentes y no una técnica

sustitutoria de las mismas.

Se puede caracterizar un AG mediante las siguientes componentes:
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1. Representacién de las soluciones del problema

Los AG no trabajan directamente con las posibles soluciones del problema (individuos),
sino que emplean como elementos de la poblacién (cromosomas) codificaciones de las
mismas. Estas codificaciones son vectores de longitud fija (cadenas). Cada una de las
posiciones de la cadena se conoce como gen. Cualquier caricter de un individuo puede
tener diferentes manifestaciones, es decir, el gen puede tomar diferentes valores (alelos)

y ocupard una posicién determinada de la cadena (locus).

Si denotamos por D al conjunto de elementos del espacio de biisqueda y por ¥ al alfabeto
utilizado (conjunto de todos los alelos), la codificaciéon genética de los individuos se
consigue con una aplicacién inyectiva C' : D — %¢ que representa, de forma univoca,

cada elemento de D.

En los Algoritmos Genéticos cldsicos los cromosomas son cadenas binarias, por ser
faciles de manipular a través de operadores genéticos y facilmente transformables en
un nimero entero o real. A lo largo de esta memoria trabajaremos con este tipo de

codificacion.

Por ejemplo, si se desea obtener un valor éptimo para una funcién f : R?> — R en el
dominio (z,y) € [—3.0,12.1] x [4.1,5.8] y se supone que la precisién requerida para la
solucién es de 4 digitos en la parte decimal de cada variable, entonces, una codificacién
binaria exigird que el dominio de la primera variable, que tiene longitud 15.1, sea dividi-
do en al menos 15.1 x 10000 intervalos de igual longitud. Dado que 27 < 151000 < 2'8,
se necesitardn 18 bits para la primera parte del cromosoma. Por una razdén andloga,
se necesitaran 15 bits para la segunda parte (pues 2™ < 17000 < 2). La longi-
tud total del cromosoma es 33. La decodificacién de un cromosoma, por ejemplo el
(010001001011010000111110010100010) se realiza como sigue:

12.1 — (-3.
z = —3.0 4+ decimal(0100010010110100002) x % = 1.052426,
5.8 — (4.1
y = 4.1 + decimal(1111100101000104 ) x 2157“ = 5.755330.

. Inicializacién de la poblacién

Se forma una poblacién inicial P, con individuos elegidos, generalmente, de forma

aleatoria entre todos los elementos del espacio de biisqueda.

. Evaluacién

Se realiza a través de una funcién de ajuste o idoneidad (fitness function), que repre-

sente de forma adecuada el problema y tenga como objetivo suministrar una medida de
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aptitud de cada posible solucidn, es decir, mide la calidad de cada individuo del espacio
de busqueda. La funcién de ajuste se define sobre las codificaciones de las posibles

soluciones del problema, y no sobre el espacio de éstas.

4. Seleccién

Este proceso elige una parte de la poblacién P para la recombinacién. Esta seleccién se
basa, de nuevo, en la calidad de los individuos: los individuos mas aptos tienen mayor

probabilidad de ser escogidos para la siguiente etapa.

Algunos de los criterios de seleccién son: el Torneo, la Regla de la Ruleta y el Ranking

Lineal.

e Torneo: Se baraja la poblacién y se hace competir a los individuos que la integran
en grupos de tamano predefinido. Si la competicién se realiza por parejas, enton-
ces la poblacién se debe barajar dos veces. Nétese que esta técnica garantiza la

obtencién de multiples copias del mejor individuo en la préxima generacién.

e Regla de la Ruleta (Seleccién proporcional): Intuitivamente el proceso construye
una ruleta o diagrama de sectores en el que cada sector representa un individuo.
El sector que corresponde a cada individuo es proporcional a su valor de ajuste.
A continuacién, y al igual que en un casino, se hace girar la ruleta y se elige el

individuo al que corresponde el sector en el que se ha detenido la bola.

e Ranking Lineal: La poblacién se ordena de acuerdo con sus valores en la funcién
objetivo. El nivel de ajuste asignado a cada individuo depende de su posicién en
el rango y no de su valor en la funcién objetivo. Con este criterio de seleccién
se evita una convergencia prematura hacia un individuo no éptimo con valor de
ajuste alto, ya que el rango de reproduccion es limitado: ningiin individuo genera

un numero excesivo de hijos.

5. Recombinacién

A los individuos elegidos se les aplican los operadores genéticos para crear descendientes
y construir una nueva y mejor poblacién (que constituird una nueva generacion). Los

operadores genéticos més usuales son:

e Cruce: recombina dos individuos de la poblacién inicial (los padres) para for-
mar nuevos individuos (los descendientes). Este proceso se aplica con una cierta

probabilidad fija llamada probabilidad de cruce.

La forma tradicional de cruce es la de cruce basado en un punto, en el que se
selecciona un punto entre dos posiciones previamente determinadas, se rompen las

cadenas y se intercambian las partes, como se refleja en la figura 1.1.
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Descendientes

Punto de cruce Punto de cruce

|

Padres |1010||001110|

|

| || |
1010010010

0011,010010,

| || |
0011001110

Figura 1.1: Cruce basado en un punto.

Existen variantes del método de cruce anterior. Una de las mdas conocidas es el
cruce basado en dos puntos, que selecciona dos puntos entre posiciones previamente
determinadas, rompiéndose las cadenas en tres trozos e intercambidndose las partes

centrales (ver figura 1.2).

Descendientes

Puntos de cruce Puntos de cruce

| ] |

Padres |1010||001||110| |0011||010||010|

| |

| || ] o || || |
1010010 110 0011001010

Figura 1.2: Cruce basado en dos puntos.

Una generalizacién de los cruces basados en puntos es el cruce uniforme, donde
para cada bit en el primer descendiente se decide, con una probabilidad p, qué
progenitor contribuye a su valor en esa posiciéon. El segundo descendiente recibe

el bit del otro progenitor (ver figura 1.3).

e Mutacion: Actia sobre individuos, cambiando el valor de un gen. La mutacién se

produce con una probabilidad usualmente baja, manteniendo la idea de que éste
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Padre 1 Padre 2

10101101 11101110

\/

10101100 Descendiente 1

Padre 1 Padre 2

10101101 11101110

11101111 Descendiente 2

Figura 1.3: Cruce uniforme.

no es un hecho corriente en la naturaleza (ver figura 1.4).

e Inversion: Selecciona dos puntos entre posiciones previamente fijadas e invierte el

orden de los alelos entre estas posiciones (ver figura 1.5).

6. Criterio de parada

Decide si el algoritmo continiia o se para. Esta es una etapa crucial, pues el algoritmo
debe descubrir si contiene al éptimo o estd suficientemente cerca de él. Existen varios
criterios: se puede detener el algoritmo tras un niimero preestablecido de iteraciones (o
generaciones) —considerando como 6ptimo el éptimo de la poblacién en ese momento—,
o también se puede parar el proceso cuando una parte suficientemente grande de la

poblacién alcanza un valor umbral prefijado.

En el caso en el que el criterio decida continuar con el algoritmo, se vuelve a la etapa

de evaluacién con la poblacién obtenida tras la recombinacién.
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gen mutado

|

Descendiente 1010001110

|

Descendiente mutado 1010101110

Figura 1.4: Mutacién.

posiciones elegidas

|

Descendiente 1010001110

Descendiente invertido 1010100110

Figura 1.5: Inversion.

Las principales diferencias entre los métodos de optimizacién cldsicos y los Algoritmos

Genéticos, son que éstos:

i) trabajan con codificaciones de las posibles soluciones del problema, no con ellas direc-

tamente,

ii) no se limitan a buscar en un entorno de un punto, sino que trabajan con conjuntos de

puntos,
iii) utilizan tinicamente la informacién que les proporciona la funcién objetivo,

iv) utilizan reglas de transicién probabilisticas, y no deterministas, para realizar la bis-

queda.

En cuanto a cudndo se deben usar los Algoritmos Genéticos, De Jong proporciona en [6]

el siguiente criterio:
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“El punto clave para decidir si usar o no un Algoritmo Genético para un problema con-
creto se centra en la cuestion: ;Cudl es el espacio en el que se realiza la busqueda? Si este
espacio se entiende bien y posee una estructura que puede ser explotada para usar técnicas
de busqueda especificas, el uso de Algoritmos Genéticos es, en general, computacionalmente
menos eficiente. Si el espacio de busqueda no se entiende bien y estd relativamente de-
sestructurado, y se puede obtener una representacion efectiva de este espacio, entonces los
Algoritmos Genéticos proporcionan una sorprendentemente poderosa busqueda heuristica para

espacios grandes y complejos.”

Por supuesto, si se desea estudiar tedricamente el comportamiento de un Algoritmo

Genético, se deben utilizar funciones cuyo éptimo sea conocido de antemano.

1.3 ;Como actian los Algoritmos Genéticos y por qué?

Teorema de los esquemas

Para explicar el proceso de actuacién de los Algoritmos Genéticos consideremos, por ejem-

plo, las siguientes cadenas binarias y sus correspondientes valores de ajuste en un determinado

problema: calcular el méximo de la funcién f dada por f(z) = x2.

Cadena | Ajuste
01101 169
11000 576
01000 64
10011 361

Tabla 1.1: Algunos valores de f(z) = .

Observando en la tabla anterior las cadenas consideradas y sus valores se idoneidad, pode-
mos notar que un 1 en la primera posicién de la izquierda parece ser una buena caracteristica
para conseguir un valor alto de la funcién. La propia dindmica del AG explotard esta carac-
teristica generando muchas cadenas con un 1 en ese primer bit, debido a que éstas tienen, en
general, un valor de idoneidad alto, y los operadores de cruce y mutacién tienden a mantener
ese 1 en la descendencia. Si la calidad de los cromosomas que tienen un 1 esa posicién es

superior al valor de ajuste medio de todos los cromosomas del espacio de buisqueda, diremos
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que esas cadenas son un buen patrén o esquema. El hecho de que existan “buenos esquemas”

es determinante para la convergencia de los AG.

Formalmente, un esquema describe un conjunto de cadenas con similitudes en ciertas
posiciones. Si se considera el alfabeto binario ¥ = {0,1} y anadimos un simbolo # para
crear un alfabeto extendido 3 = {0, 1, #}, entonces un esquema en el alfabeto binario es un
elemento de ¢, H = hy_y...hg € {0,1,#}¢, donde cada vez que en una posicién aparezca
# significa que esa posicién puede estar ocupada por cualquier alelo del alfabeto binario.
Asi pues, H es el subconjunto del conjunto de todas las cadenas binarias de longitud ¢, que

denotamos por Q, = {0,1},

H=hy.hy < {8471...80 € Qy: Vy; hj #* # = S = h]‘}.

Por ejemplo, si £ = 3,

H=1## <« {100, 101, 110, 111}.

Cualquier conjunto de cadenas C define un esquema H, dado por

# si ﬂ'j(C) = {07 1}
hi={ 1 simC)={1}
0 sim(C) = {0}

donde 7; : Q, — {0, 1} denota la proyeccién sobre la j—ésima componente.

Noétese que el conjunto de cadenas que genera el cruce sobre los elementos de C es exacta-
mente el esquema H determinado por C. Es decir, los esquemas son los conjuntos explorados

por el cruce.

Por otra parte, obsérvese la importancia del operador mutacién. Su introduccién permite
al AG salir de un rango concreto en el espacio de biisqueda y explorar nuevas zonas en las

que el operador cruce, por si s6lo, no consigue entrar.

El cruce es tradicionalmente considerado como el principal mecanismo de exploracion de
los AG, por lo que la tendencia ha sido etiquetar a los algoritmos que sélo usan mutacién
con nombres diferentes al de “Algoritmo Genético”. Si el cruce es el operador que define a
los AG, y si los esquemas caracterizan a los conjuntos a los que el cruce explora, se entiende

la importancia del estudio de los esquemas.

Fijada una longitud ¢ para las cadenas, existen 3¢ esquemas sobre el alfabeto binario.

Ademis, cada cadena de longitud ¢ representard a 2¢ esquemas. En consecuencia, en una
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poblacién de n individuos el nimero de esquemas representados estard comprendido entre 2¢

y n-2¢. Esto da una idea de la magnitud de informacién que procesa un Algoritmo Genético.

Obviamente, diferentes esquemas poseen caracteristicas diferentes. Existen dos pardme-

tros importantes en los esquemas: orden y longitud de definicidn.

e El orden de un esquema H —que se denota por o(H)— es el nimero de posiciones fijas

del esquema, es decir, aquellas ocupadas por un 0 o un 1. Por ejemplo, los esquemas

Hi = 01104144,
Ho = O#H#H#HAH#HHH,

tienen érdenes o(H1) = 5y o(Hsz) = 1, respectivamente.

La nocién de orden de un esquema, es util para el cdlculo de la probabilidad de super-
vivencia! de un esquema tras una mutacién: cuanto mayor sea el orden, mayor seré la

probabilidad de sufrir mutacién en uno de sus alelos fijos.

e La longitud de definicion de un esquema H —que se denota por §(H)— es la distancia
entre la primera y la ultima de sus posiciones fijas. De esta forma, para los esquemas

definidos anteriormente tenemos: 6(H1) =5y 6(Hz) = 0.

La nocion de longitud de definicién de un esquema esté relacionada con su probabilidad
de supervivencia tras un cruce: a mayor longitud de definicién, mayor probabilidad de

que un cruce lo destruya.

El efecto combinado de la seleccidn, el cruce y la mutacién conduce a la formulacién de-
finitiva del Teorema de los Esquemas o Teorema Fundamental de los Algoritmos Genéticos,
que establece que esquemas con idoneidad por encima de la media de la poblacién, con longi-
tud de definicién pequena y con orden bajo —conocidos como bloques constructivos (building
blocks)— aumentardn su presencia en la siguiente generacién (para una exposicién detallada

de este teorema véase el apéndice A).

Parece razonable esperar que la yuxtaposicién de bloques constructivos conduzca al al-

goritmo a alcanzar un comportamiento 6ptimo. Este suposicién, basada en la conclusién del

1Se dice que un esquema sobrevive a un operador cuando la estructura del esquema pervive en, al menos,

uno de los descendientes.
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teorema de los esquemas, se conoce como Hipdtesis de los Bloques Constructivos (Building
Block Hypothesis o BBH).

Sin embargo, aunque en muchos casos los AG se comportan de acuerdo con la BBH, esto
no siempre es asi. Ello se debe a que la explicacién que proporciona el teorema, de los esquemas
sobre el modo de actuacién de los AG es puramente cualitativa. El teorema describe el modo
de propagacién de un esquema “presente en la poblacién”, de una generacién a la siguiente,
pero no informa sobre la evolucién futura de esquemas que todavia no estan representados y

que pueden surgir como consecuencia de cruces y/o mutaciones.

Tampoco explica el comportamiento del Algoritmo Genético si la poblacién inicial es de
baja calidad. Podria suceder que bloques constructivos desplacen a bloques mejores dirigiendo
el algoritmo hacia soluciones subdéptimas. FEn este caso se dice que el AG ha sufrido un
engano (deception). A lo largo de esta memoria, nosotros nos referiremos a este hecho como

al fendmeno de la decepcion y a las funciones decepcionantes.

1.4 Funciones decepcionantes. Funciones dificiles. Resultados

sorprendentes

Aunque los Algoritmos Genéticos se vienen aplicando con éxito a la resolucién de muchos
problemas, existen también resultados menos afortunados. En ambas circunstancias, éxito o
fracaso, existe todavia un escaso conocimiento acerca de por qué uno u otro se han producido.
Dado el creciente interés en aplicar este tipo de algoritmos a un rango de problemas cada
vez mas amplio es esencial, en su estudio tedrico, entender de una forma mas completa como

funcionan y determinar “a priori” cuando lo hardn satisfactoriamente.

Por ello, quizd més que en cualquier otra cuestién, los investigadores tedricos de los
Algoritmos Genéticos se han centrado en identificar factores que influyan en la capacidad de

un AG para resolver problemas.

Como se ha dicho, una de las causas que puede conducir a un mal funcionamiento de
los Algoritmos Genéticos es el engano sufrido cuando esquemas de bajo orden proporcionan
informacién enganosa al algoritmo acerca de esquemas de mayor orden que refinan a los

anteriores (esquemas de orden alto contenidos en los de bajo orden).

Existen varias propuestas de definicién formal del concepto de decepciéon que se basan

en la nocién de competicion entre esquemas: dos esquemas son competitivos cuando los bits
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definidos de ambos ocupan las mismas posiciones, pero al menos uno de los valores de esos
bits es diferente. Por ejemplo, en cadenas binarias de longitud cuatro, con la estructura
#dd# (donde “d” denota un alelo definido) se pueden representar los cuatro esquemas del
conjunto P = {#00#, #01#, #10#, #11#}. Notese que P constituye una particién del
espacio de biisqueda Q4 = {0,1}*. Se dice que el orden de la particién es dos por ser ese el
nimero de posiciones definidas en la estructura #dd#. El ganador de la competicion entre

los hiperplanos de P es el esquema con valor de idoneidad media més alta.

Por otra parte, se puede establecer una relacion de orden entre las particiones de esquemas:
la subsumisién. Se dice que una particién P subsume a una particion P’ si cada esquema de
P’ es un subconjunto de un esquema de P. Por ejemplo, la anterior particién P representada
por la estructura #dd#, subsume a la particién P’ de orden tres, compuesta por los ocho

elementos con estructura #ddd.

A continuacién enunciamos algunas de las propuestas de definicién de decepcién (esta-
blecidas por Whitley en [46]), que son consistentes con la mayoria de las definiciones que de

este concepto aparecen en la literatura.

Definicién 1.4.1. Un problema contiene decepcion si el ganador de una particion P posee un
bit definido con diferente valor al del correspondiente ganador de otra particion Q de mayor

orden subsumida por P.

Definicién 1.4.2. Un problema es completamente decepcionante de orden n si, dada una
particion P de orden n, los ganadores de todas las particiones de menor orden que subsumen

a P, conducen a un esquema en P distinto del ganador.

Algunos autores han intentado cuantificar la cantidad de engano que requiere un problema
para hacer errar a un Algoritmo Genético. Con ese fin, Goldberg ([11]) construye el problema
mas sencillo que puede provocar la divergencia del AG del éptimo global. Para hacer esto, se
viola la hipdtesis de los bloques constructivos, es decir, se desea que los bloques constructivos
cortos y de bajo orden conduzcan a otros bloques constructivos largos y de orden alto que
proprocionen un subdéptimo. El problema mas sencillo que puede contener engano, conocido
como Problema Decepcionante Minimo (Minimal Deceptive Problem o MDP), es un problema
de dos bits.

Se considera el espacio (29, formado por las cuatro cadenas 00, 01, 10 y 11, y supongamos

que 11 es la cadena en la que una funcién f : Qo — R alcanza el maximo, es decir:

f(11) > f(00), f(11) > f(01), f(11) > f(10).
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Para introducir el engano se obliga a que el esquema ganador de orden 1 difiera en su alelo
fijo del correspondiente alelo de la cadena 11. Esto se consigue exigiendo una de las dos

siguientes condiciones:

F(0F#) > f(A#), F(#0) > f(#1), (1.1)

donde f(#H) denota la idoneidad media del esquema H, i.e.,

F(H) = ﬁ S £(s),

SEH

con |H| el cardinal de H.

Las condiciones (1.1) son, respectivamente, equivalentes a:

f(00) + £(O1) _ f(10) +£(11)  f(00) + f(10) _ f(O1) + f(11)
2 2 ’ 2 2

El cumplimiento simultdneo de las dos inecuaciones conduciria a que f(00) > f(11), con-
tradiciendo? la hipétesis inicial. Por ello, y sin que suponga ninguna restriccién, se considerara

cierta la primera. Asi, el MDP queda caracterizado por las dos siguientes condiciones:

i) 11 es la cadena 6ptima,

ii) f(07) > f(17).

Estas dos condiciones permiten clasificar el problema en dos tipos, tipo I: f(01) > f(00)
y tipo II: f(00) > f(01).

Los resultados experimentales demuestran que el MDP de tipo I no resulta dificil para el
algoritmo. Aunque inicialmente la cadena subdéptima 01 tiene mayor niimero de representan-
tes que 11, finalmente el algoritmo converge hacia el éptimo gobal en un tiempo razonable
(ver figura 1.6)

En cuanto al MDP de tipo II, no siempre se puede asegurar la convergencia al éptimo 11.
La evolucién de las poblaciones dependera del valor medio de los esquemas y del ntiimero de
representantes de estos esquemas en la poblacién inicial. De hecho, en la figura 1.7 se observa
que con un 25% de copias de cadenas de cada uno de los cuatro esquemas de la particién,
el algoritmo converge hacia el éptimo global. Sin embargo, esta situacién en la practica no
siempre se tiene. En general, en la poblacién inicial la proporcién de representantes de cada
uno de los esquemas no es la misma. En la figura 1.8 se observa que en el caso de partir de

un 75% de cadenas con valor 00, el algoritmo es enganado y converge al subéptimo.

2Esta contradiccién significa que el problema no es completamente decepcionante de orden uno.
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Figura 1.6: Ejecucién de un AG para el MDP de tipo I (tomada de [11]).

Del estudio del MDP se deduce que la existencia del fenémeno de decepcién no es sufi-
ciente para garantizar la dificultad en la buisqueda del 6ptimo. Tampoco es una condicién
necesaria. Existen diversos ejemplos de problemas dificiles que no contienen decepcién?.
Nosotros a continuacién resumimos los resultados obtenidos por Forrest y Mitchell en [8].
En este trabajo, las autoras construyen funciones aparentemente faciles (Royal Road func-
tions), aunque resultaron ser dificiles. Para su construccién se seleccioné una cadena éptima,

rompiéndola posteriormente en bloques constructivos.

Por comodidad en la notacién, denotaremos por o™ los esquemas formados por n copias

n
de o, con a € {0,1,#}; ie., o™ = aa.

(64)

La cadena 6ptima es 1'°*, y los bloques constructivos que caracterizan a la primera de

las funciones Royal Road () son:

o = 10)406)
oy = #®)1(8) 4 (3)
oy = #0161 u40)
oy = #2016 u2)
s = #0321 )
e = U0 1) u06)
OO

Para un estudio més detallado ver, por ejemplo, [15].
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Figura 1.7: Ejecucién de un AG para el MDP de tipo II, caso convergente (tomada de [11]).
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Figura 1.8: Ejecucién de un AG para el MDP de tipo II, caso divergente (tomada de [11]).
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oy = D16

A cada bloque se le asigna un valor ¢; = 8 (i = 1,...,8), coincidente con el niimero de bits
definidos. La funcién ®; : Q = {0,1}%* — R se define como sigue: una cadena s € Q afade 8
puntos a su valor de ajuste por cada esquema o; al que representa. Por ejemplo, si s pertenece
exactamente a dos de los bloques constructivos de orden 8, entonces R;(s) = 16. En general,
R1(s) es la suma de los coeficientes ¢; correspondientes a cada uno de los esquemas dados de
los cuales es un ejemplo. La contribucién al valor de ajuste de una escalén intermedio en el
camino hacia el 6ptimo (un bloque constructivo de tamano un miltiplo de 8, resultante de
la composicién de o; y 0, i # j) es, por tanto, una combinacién lineal de las contribuciones

de los bloques constructivos de bajo orden.

La funcién R, se construye de forma similar a R, aiadiendo a los bloques constructivos

anteriores, los seis siguientes:

vy = 1016408
o0 = (191010 402)
o = #32)108) 400
= #9)106)
iy = 102)43)
o = #GD102)

siendo ahora ¢; =8 (i=1,...,,8), ¢; =16 (1 =9,...,12), ¢; = 32 (i = 13,14). Ra(s) se obtiene
sumando los coeficientes ¢; (i = 1, ...,14) correspondientes a los esquemas o; de los cuales s
es un representante. Por ejemplo, %2(1(8)#(48)1(8)) = 16, ya que la cadena representa a o1 y
og, mientras que (110 ##8)) = 32 ya que la cadena representa a o;, 0y y 09. Por tanto,
el valor de ajuste de una cadena no sélo depende del niimero de bloques constructivos a los

que representa, sino también de sus posiciones en la cadena.

De antemano, cabe esperar que el algoritmo encuentre més rapidamente el éptimo en Ry
que en ;. En Ry existe un claro camino que muestra cémo obtener, mediante el operador
cruce, los bloques constructivos de orden 16 a partir de los de orden 8, a continuacion los de
orden 32 y, finalmente, el éptimo (ver figura 1.9). Parece razonable esperar que la existencia de
esta via acelere la obtencion del éptimo por parte del algoritmo. Sin embargo, los resultados
experimentales mostraron lo contrario: ambas funciones resultaron ser dificiles siendo fo mas
dificil que .

Analizando las ejecuciones del algoritmo se observa cémo la aparicién de cadenas repre-

sentantes de bloques constructivos de orden alto hace que desaparezcan de la poblacién, en
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Figura 1.9: Evolucién de los bloques constructivos en la funcién Rs.

la siguiente generacion, los representantes de bloques constructivos de orden bajo adyacentes

al anterior, que son necesarios para la construccién del éptimo (para més detalles ver [8]).

En R, que carece de la informacién extra que proporcionan los bloques constructivos
intermedios, la aparicién de representantes de bloques constructivos de orden alto no produce
un efecto tan dramitico en el descubrimiento y persistencia de los bloques constructivos de
orden més bajo. Tengamos en cuenta, por ejemplo, que un elemento s de o1, tiene valores
de ajuste R1(s) = 16 y Ra(s) = 32, mientras que si s’ es un representante de o4, se tiene
Ri(s") = 8 y Na(s’) = 8. El refuerzo no lineal (epistasis) usado para definir Ry parece ser
uno de los causantes de la lenta convergencia hacia el éptimo, en comparacién con ;. En el

capitulo siguiente se analiza esta caracteristica.



Capitulo 2

Epistasis en el caso binario

2.1 Varianza epistatica

Como se ha expuesto en el capitulo anterior, existen muchos factores que provocan que
una funcion sea dificil de optimizar mediante un AG. Uno de ellos es la existencia de vinculos
entre los alelos de las cadenas en las que se codifican las posibles soluciones del problema
—como sucede en las funciones Royal Road-. En [35] Rawlins compara este fenémeno con
una situacién similar en Genética: cuando un gen situado en un locus enmascara el efecto de
otro gen situado en diferente locus. Cuando este fenémeno ocurre, se dice que el primer gen

es epistdtico con el segundo.

Adaptando esta idea al campo de los Algoritmos Genéticos, Rawlins habla de epistasis
minima cuando cada gen de una cadena es independiente de cualquier otro; es decir, cuando
la funcién de idoneidad puede considerarse basicamente como una combinacién lineal de
funciones, cada una de las cuales depende tinicamente de un gen. En el otro extremo, se tiene
epistasis mdzima si ningin subconjunto propio de genes es independiente de ningiin otro gen,

y esta situacion se corrresponde esencialmente con una funcion de idoneidad aleatoria.

En [4], para una codificacién binaria, Davidor propone una medida que predice el valor
de la funcién a partir de los bits, como estimacién de la no linealidad que existe en la

representacion. Esta medida, llamada varianza epistdtica, presenta una perspectiva sobre la
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dificultad de optimizacién mediante un AG, diferente a la caracterizada con el fenémeno de

la decepcién.

Para la definicién formal de la varianza epistdtica, en [4], se parte del espacio Q; = {0,1}
de cadenas binarias de longitud ¢, de una funcién f : 2, — R y, dada una muestra P de €

de tamano Np =| P |, se considera la idoneidad media de la poblacién P:
z 1
f= N—P Z f(s),
seP

donde f(s) denota el valor de ajuste de la cadena s. Para un alelo a € {0,1}, situado en la

1-ésima, posicion de las cadenas de P, Davidor define el ajuste medio de a como:

o) = 5 3 1)

s€P;i(a)

siendo P;(a) el conjunto formado por las cadenas de P cuya posicién i-ésima estd ocupada
por el alelo a, y N;(a) = |P;(a)| es el cardinal de P;(a). El valor de exceso del alelo se define

Como:

Ei(a) = fi(a) - f.

Para una cadena s € Qy, el valor de exceso génico es:

y su valor génico previsto:
f(s) = EG(s) + f.
La diferencia e(s) = f(s) — f(s) es la epistasis de la cadena s. Finalmente define la

o? = Nl Z e(s)2.

X SEQy

varianza epistdtica como:

A continuaciéon mostramos el cdlculo de la varianza epistatica de tres funciones. La
primera (£) es una funcién lineal. La segunda (c) se anula en todas las cadenas salvo dos de
ellas. La eleccién de las cadenas con imagen no nula no es arbitraria, deben ser una cadena y
su complemento a uno. A las funciones de este tipo se las conoce como “funciones camello”
—debido a sus dos picos— y se analizan en la subsecciones 2.2.2, 3.2.2 y 4.2.2. La tercera
funcién (§) se anula en todas las cadenas excepto en una de ellas. La normalizacién de esta
funcién proporciona la funcién de Dirac dp, que se estudia en las subsecciones 3.2.1, 4.2.1 y
4.3.1.

Los valores que toman las funciones L, ¢ y d sobre cadenas de longitud 3 se reflejan en la
tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Valores de las funciones L, ¢y § sobre cadenas de longitud 3.

i o] Lila) | Eiw) |
olo] 3 [-05
1| 4 0.5
110 25 | —1
1 4.5 1
210 1.5 | =2
1 9.5 2

| s | £ | BG(s) | L(s) | els) |
000 0 —-3.5 0 0
001 1 —2.5 1 0
010 2 —-1.5 2 0
011 3 —0.5 3 0
00| 4 | 05 | 4 | o
101 5 1.5 5 0
10| 6 | 25 | 6 | o0
111 7 3.5 7 0

Tabla 2.2: Célculo de la epistasis de las cadenas de 3 para una funcién lineal.

La funcién L tiene varianza epistitica nula, como se deduce de los célculos de la tabla 2.2

(tomada de [4]).

Por otra parte, la varianza epistética de c es 02 = 36.75. Este valor se obtiene ficilmente

de la tabla 2.3.

Finalmente, la varianza epistatica de 6, 02 = 67.375, se calcula con los datos de tabla 2.4.
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| s [ els) | BGGs) [ @s) | els) |

Lilaleto | B ] 000 | 14 0 | 35] 10.5
010] 35] 0 001 | O 0 35| —3.5
1| 3.5 0 010 | 0 0 3.5 | —3.5
110] 35| 0 011 | 0 0 3.5 | —3.5
1| 35| 0 100 | 0 0 35| —3.5
210 3.5 0 101 0 0 3.5 | =3.5
11 351 o 110 | 0 0 35| —3.5

11| 14 0 3.5 | 10.5

Tabla 2.3: Célculo de la epistasis de las cadenas de 3 para una funcién camello.

| s | ols) | BG(s) | d(s) | e(s) |

Li[a]di0) | Bi(a) 000] 28 | 105 | 14| 14

010 7 3.5 001 0 3.5 7| =7

L] 0 | =35 010 0 3.5 7| =T

1{o] 7 3.5 011 | 0 ~3.5 0 0

1| o |-35 100 0 3.5 7| -7

510 7 35 101 0 ~3.5 0 0
1 0 | =35 10| 0 ~3.5 0

11| o |-105 | -14| 14

Tabla 2.4: Célculo de la epistasis de las cadenas de Q3 para una funcién J.

Como se puede observar de estos tres sencillos ejemplos, el cdlculo de la varianza epistitica
de una funcién (a través del proceso definitorio de Davidor) es un trabajo laborioso, por lo
que se hace necesario un método alternativo menos costoso. Esto se consigue con la ayuda
del Algebra Lineal.
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2.2 Descripcion algebraica de la epistasis

Con vistas a obtener la descripcién algebraica de la epistasis, introducimos en esta seccién
alguna terminologia y notaciones bésicas. Asimismo se exponen, sin demostracién, algunos

resultados conocidos que nos seran ttiles posteriormente.
2.2.1 Epistasis normalizada

Como en el epigrafe anterior, tomaremos como alfabeto X = {0, 1}, asi los cromosomas
son todas las cadenas binarias de longitud /. Enumeraremos las posiciones de las cadenas

—bits— de derecha a izquierda y de 0 a £ — 1.

Asimismo, denotaremos por M,,(C) al conjunto de las matrices cuadradas de orden n con

elementos en C. En nuestro caso, C serd Z o Q.

Considerando como poblaciéon P = € el conjunto de cadenas binarias de longitud /,
en [41] se reescribe la definicién de Davidor en una tnica férmula. Asi, para una cadena

s = 3g_1...31301, su epistasis es:

01 /1
6@(S)=f(3)—224—,1 > f(t)-l_TZf(t)a
1= tEQi(Si) teQ,

donde ©;(s;) denota el conjunto de cadenas en t € Q tales que t; = s;.

Los autores definen la epistasis global de f como:

el(f)= [ ehls) .

SEQy

En [42], esta definicién se reformula con el uso del Algebra Lineal al introducir los vectores:

£(00...0)
£(00...1)
€= . 7
e(1l...1)
£(00...0) fo
. f(OO... Dl_| 6 |
f(11...1) £y,

'En ocasiones, identificaremos una cadena s = s¢_; ...s150 €  con el valor numérico Y s;2°.
0<i<t
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y la matriz real simétrica 2°-dimensional E; = (ef,) € My (Q), dada por:
e _ 1 ¢
est=?(€+1—2d5t), 0<s,t<2"—1,

donde dg; denota la distancia Hamming entre s y ¢, i.e., el niimero de bits en los cuales las

representaciones binarias de s y t difieren?. Para valores pequenos de / se tiene:

Eo = (1),
10
El = )
01
3 1 1 -1
1 1 3 —1 1
E, =
1 -1 3 1
—1 1 3
y
4 2 2 0 2 0 0 -2
2 4 0 2 0 2 =2 0
2 0 4 2 -2 2 0
0 2 2 4 =2 0 0 2
E3 =3 3
8 2 0 0 —2 4 2 2 0
0 2 =2 2 4 0 2
0 —2 2 2 0 4 2
-2 0 0 0 2 2 4

por ejemplo.

En [42] se demuestra que e = f — E/f. Nétese que £/(f) = ||e]|.

La intuicién dice que dada una funcion f, ella y cualquier miltiplo suyo af (« # 0) deben
tener la misma epistasis. En [39], los autores normalizan este concepto definiendo la epistasis

normalizada de una funcién de ajuste f como

t t
oo f ) ML —B)E  HEf
gl(f)_gl (HfH) tFf =1 trf

(2.1)

donde I, es la matriz identidad de orden 2.

?Cuando sea necesario, se trabajara con cadenas de distintas longitudes. En ese caso, si s € Q, y t € Q,,
su distancia Hamming se calculard con las subcadenas sm—1...50 ¥ tm—1...to, siendo m =minimo{/, 3}, y se

denotara dj;.
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En la practica es més facil trabajar con la matriz G, = 2°Ey € My (Z). Esto permite

escribir la epistasis normalizada de f como

627(f)=1—%%, (2.2)

donde v,(f) = 'f G,f.

En [39] se demuestra que, para todo £ > 0, Gy puede construirse recursivamente mediante:

G, +U, G,—U
Gy = T B ) (2.3)
G, —-U, G, +1Uy

siendo Uy = ol € My (Z)y Go = (1).

Ademis, se verifica que Rg(Gy) = £ + 1, y sus autovalores son 0 y 2¢ (ver [39] para
detalles). En consecuencia, los autovalores de Epson 0y 1,y R = Ker(Ey) & Im(Ey).

2.2.2 Valores extremos de la epistasis normalizada

La definicién original de epistasis (debida a Davidor) estd basada en la idea de que si una
representacion de los datos tiene baja epistasis deberia ser procesada de forma eficiente por
un AG, mientras que si contiene alta epistasis el proceso de buisqueda probablemente acabara,
dirigiendo el algoritmo a un éptimo local. En esta subseccién resumimos la caracterizacién

de las funciones con epistasis minima y médxima obtenida en [39].

En [41] se ha demostrado que €;(f) = 0 si y s6lo si f tiene epistasis minima en el sentido
de Rawlins; es decir, cuando f(sp—1,...,80) = Zf;é gi(s;), donde g; depende sélo del i —ésimo
bit s; de s. En [39], esta caracterizacién se obtiene de una forma sencilla y elegante. Para

ello, los autores consideran, para 0 < i < /¢ — 1, las funciones hf :{0,1} —- R:

1 sis;=1
hi(si) =
0 en otro caso,

cuyos vectores asociados denotan por hf. Asimismo consideran uy, la funcién constante
con valor 1, cuyo vector asociado es uy. Entonces, un argumento de induccién les permite

demostrar que {h§, ..., hﬁ_l, ug} es una base para el subespacio Im(Gy).
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Por otra parte, una funcién g; : {0,1} — R que depende sélo del i-ésimo bit se puede

a; sis; =1
gi(Si)={ ' '

describir como:
bi si S; = 0,
es decir, g; = aihf + bi(up — hf).

Claramente, si f tiene epistasis minima en el sentido de Rawlins, entonces f € Im(Gy),

es decir, €;(f) = 0. Reciprocamente, si €)(f) = 0 se tiene

-1 —1
f=> b+ pug =Yg
i=0 i=0
donde go = (ag + B)h§ + B(ue — h§) v gi = a;hl, para i =1,....0 — 1.

En efecto, el valor minimo teérico de la epistasis normalizada ;(f) = 0 se alcanza para

cualquier valor de £. De hecho, si £ = 1 entonces “£Gf = 'f 2I,f = 2 ||f||?, por lo que

1'fGqf
* = ]_ —_——_——— =
= ey

Por otra parte, si £ > 1 basta considerar, por ejemplo, f = 93 uy, siendo uy = (1,...,1) €
R, Entonces ||f|| =1y

201 2t—1 2t _19t-1_1
te G/f = Z 9ij flf] = 274 Z gij = 276 (gi]‘ + 925> = 2.
i,j=0 i,j=0 i=0 =0

Aqui se ha utilizado que g;; + g;; = 2, (0<i,j<20—1),donde j =2/ — 1 —j (ver [39]
para méas detalles).

Con respecto al valor méximo de €}, en [39] se demuestra:

Proposicién 2.2.1. ([39]) Para cualquier entero positivo £ y cualquier funcién f : Q; — R

no negativa, con ||f]| =1, se verifica:

. 1
5€(f)§1—w-

Este valor tedrico maximo para funciones positivas se alcanza. Para ello basta considerar
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Este ejemplo (funciones camello) es, esencialmente, el tinico. De hecho,

Proposicién 2.2.2. ([39]) Para cualquier entero positivo £ > 2 y cualquier funcion no ne-

gativa f, con ||f|| =1, son equivalentes:

2. existe algtin 0 < i <2 ' tal que f; =y | ; = 1, f; = 0 en otro caso.

2.2.3 Un ejemplo de célculo directo de la epistasis normalizada "

A pesar de que, desde el punto de vista tedrico, esta formulacién algebraica del cdlculo de la
epistasis normalizada es sencilla y elegante, a nivel practico los cdlculos que se deben efectuar
son de una gran complejidad. Como ejemplo de ello resumimos aqui el desarrollo realizado
en [20] para un tipo de funciones —las llamadas funciones Template— que se utilizan como
una interesante clase de funciones de laboratorio con las que chequear ciertas propiedades de
los AG.

Las funciones Template (Funciones Patrdn) se caracterizan porque el valor de ajuste de
las cadenas depende de dos pardmetros: la longitud de las cadenas (£, si Q = {0,1}Y) y
la longitud n de una subcadena ¢, fijada de antemano, que actia como un “patrén” cuya
presencia (o ausencia) en la cadena determina su valor de idoneidad. En concreto, el valor

de ajuste de una cadena s es el niimero de veces que el patrén ¢ aparece en s. Si el patréon es
n

—N— A A
la cadena t = 1" =1---1y T} denota la funcién Template definida en 2 = {0, 1}¢, entonces
se tiene, por ejemplo,
T?(1Y) =T2(11...11) = ¢ — 1,

T7(01110...011) = 1.

Denotando por T} € R2 el vector que determina la funcién T, i.e.,

T7(00. .. 0)

Tp(11...1)

se sigue que T} es el vector nulo si £ < n y, para cualquier £ > n, se tiene:

TZZ — T?—l ,
Ty +Diy
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con

: -1

donde, para todo 2 < 7 < n, se denota por 0y_; el vector nulo en R2' y w_, =t(1,...,1) €
RZT"

Para calcular la norma de T, un argumento de induccién muestra que:

Lema 2.2.3. ([20]) Para cualquier par de enteros n < £ y para cualquier 0 < i < n, se tiene:

1.

Tr(TH) =250 —n+1), (2.4)

1T |7 = 2/(3i — 1) + 2,

donde Tr(T}) denota la traza del vector T7.

De este resultado se deduce que:

Proposicién 2.2.4. ([20]) Para cualquier par de enteros £ > n, se verifica:

||Tn||2 _ 2£—n(3(€_n)_1)+2 St fSQ’n,
’ 20=7(3(L —n) — 1) + 27272+ (£ —2n) (£ — 2n — 1)) si £ > 2n.

Demostracion. El primer caso (£ < 2n) es exactamente la segunda parte del lema previo.

Para ¢ > 2n, se aplica induccién en £ y se usa T? /D" . =21 — 1 y la asercién (2.4) del

lema 2.2.3. O

Por la férmula dada en (2.2), para obtener la expresién de la epistasis normalizada de T},

se necesita calcular y(T}") = 'T} G, T}.
En [20] se comprueba que, para todo £ > n,

(T} = 'T}G.T}
Gy +U,_ Gy — U, T
— (thL_lytT?_l + tDZL_l) -1 -1 -1 /—1 i —1 i
Gr1—Upr G +Upy T;_, +Dj_,;
= 4'T} Gy T}, +4'T} G D}, +'D}_G,D}_, +'D}_ U} D},
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donde:
'D} |G, D} =n-4t"
y
_ 2 _
tD?flU?le?fl =2t lugnll” = 4t
Asimismo, usando la simetria de G, y un argumento recursivo, los autores obtienen:
'T} Gy D}, = 2"2 (2 G n T}, + "upnGrnDyp + 'wp, Up,Dyy)
+47 7 (n = 2)(n + 3)
y, como ‘uy_, Gy_y = tup_, Upopy = 2677 tuy,, y 'T7 ;D7 =271 — 1, entonces
'T} G, D}, = 21 (Tr(T} )+ Tr(D} 4" -2
15— Dy = (Tr(T}_,) +Tr(D},)) + (n—2)(n+3)
= 27 (27— 204 1) + 27 ) 4 (- 2) (0 4 3)
45712 — 3n + 20).
Combinando todos estos hechos, se verifica para £ > 2n,
YTP) = 4'T7 G TP | +45"(n? — 3n +20) + n4tn 446
= 4tn ((e —2n)(n? 4+ £+ 2) + % (2n? +7) + 2n® + 1) :
La demostracién del caso n < £ < 2n es similar (ver [20] para detalles), y se obtiene:
n 7 : 2 U -2
V(T ) =4 (n(z-l—l) +1+§(4—z )> ,
para 0 <1 <n.
En consecuencia,
Teorema 2.2.5. ([20]) La epistasis normalizada de la funcion Template T} es:
1+n (0—n+1)24+ =) (4 (0—n)? ,
1 - zn(s(e—n)—lizrw(%+1) ) 51 n << 2n
e (1) = (2.5)
1_ (£—2n)(n?+£+2)+% (2n?+7)+2n> +1 i 0>

2 (3(0—n)—1)+((—2n)2 +2(n+1)—7
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2.3 Epistasis y transformadas de Walsh

2.3.1 Coeficientes de particiéon y transformadas de Walsh

El ejemplo de las funciones Template muestra que, aunque el uso de la notacion algebraica
simplifica el calculo de la epistasis de Davidor, la recursividad de la matriz G, y su dimensién,
cuando £ crece, impiden realizar los calculos en una cantidad razonable de tiempo. Con el

objeto de simplificar estos cédlculos y teniendo en cuenta que, como se afirma en [24],

“Las transformadas de Walsh parecen desempenar un papel fundamental en el
andlisis de los Algoritmos Genéticos. Tanto ellas como sus coeficientes de Walsh
describen esencialmente la idoneidad media de la funcion respecto a ciertos es-

quemas elementales bien determinados, lo que proporciona una descripcion muy

prdctica de su epistasis”

Naudts et al utilizan en [33] las Funciones de Walsh (analizadas en [12]) que introducimos a

continuacion.

Para cualquier cadena t € Q, = {0, 1}¢, la funcidn de Walsh 1), es:

-1
wt(s) _ (_1)st _ H(_l)sztl’
i=0
-1
donde s - t denota el producto escalar de s y ¢, i.e., s-t = Y sit;.
i=0

Por ejemplo, @[J01101(10111) =1 y 1[}01101(10110) = —1.

Es sabido ([12]) que las funciones de Walsh constituyen una base del espacio vectorial de
funciones sobre €2, con valores reales, ya que son independientes y cada funcién f : 2, — R

se puede escribir como:

2t—1

f(s) = Z vipi(s) | = Z vjhi(s)
=0

teQy

para cualquier s € €y, donde cada coeficiente v; € R estd dado por:

o= 5 3 Fhls)

teQy

Como 19 = 1, vg es el valor medio de f en €.
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Si se considera:
Vo

Vot _q
y la matriz simétrica, 2°-dimensional, V, = (1/;(s)) s.1eq,» Se sigue que:
f=Vyv.
En la prictica, es habitual trabajar con la matriz (simétrica) W, = 272V, llamada

matriz de Walsh, que verifica W% = I,. Para valores pequenos de ¢, W/ se calcula ficilmente:

W, = (1) (= Vo),

1 1 1 1
1 1 1 -1 1 -1

W, = 27'/2 , Wy =271
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1

Ademads puede obtenerse por recursién ya que satisface, para £ > 0 (ver [33]):

1 [ W W,
Wea=22 | o0 0 (2.6)
¢ —Wy

Se denominan coeficientes de Walsh de f a las componentes w; = wy(f) = 2¢/%v,(f) del

vector w tal que f = W w, lo que conduce a:

F(s) =223 " wpy(s).

teQy
Nétese que, al ser la matriz W, idempotente, se verifica:

1= llwil. (2.7)

Por otra parte, si se considera la matriz diagonal Dy, cuyos tinicos elementos no nulos d;;

tienen valor 1 y estdn situadoseni =0y i =2/, 0 < j </ — 1 entonces:

Lema 2.3.1. ([33]) Para todo ¢ >0,

W/EW; =Dy.
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Este resultado, junto con la idempotencia de W y las expresiones (2.1) (pagina 40) y

(2.7) proporciona el valor de £;(f) en términos de los coeficientes de Walsh:

Proposicién 2.3.2. ([33]) Si wo,- - ,wye_; son los coeficientes de Walsh de una funcion de

ajuste f, entonces la epistasis normalizada de f estd dada por

-1
wg + Z% wgi
() =1- (2.8)

> w
. J
j=0

La expresion (2.8) caracteriza, de forma sencilla, las funciones con epistasis normalizada

minima. Claramente, el valor minimo, €;(f) = 0, se alcanza para aquellas funciones tales que
2t1

-1

2 2 2

wh+ Y whi =y wi,
i=0 §=0

es decir, aquellas funciones cuyos tnicos coeficientes de Walsh no nulos son wy y wyi (0 <
i<fl—1).

Estas funciones que, como no podia ser de otra manera, coinciden exactamente con las
caracterizadas en la subseccién 2.2.2, se denominan funciones de primer orden: funciones

con la propiedad de que existen
g :{0,1} - R, (0<i</—1)

tales que

Hemos indicado al principio de esta seccién que los coeficientes de Walsh describen el
valor medio de la funcién sobre ciertos esquemas elementales. En efecto, se ha demostrado

en [12] el llamado Teorema del Valor Medio para Hiperplanos que establece:

FH) =272 3" wp(B(H)),

teJ(H)

donde

e f(H) es el valor medio de f sobre el esquema H, i.e.,

) = ﬁ S (),

SEH
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o 3:{0,1,#} — Q es la funcién dada por:

1 Sihizl,

0 en otro caso,

BH): = {

y

o J(H) ={te€ Qy V0O<i</{lhiy=# =t =0}, es decir, el conjunto de todas las
cadenas que tienen un 0 en las posiciones en que H tiene un #.

Por ejemplo, si H = 1#00#1 entonces S(H) = 100001 y J(H) = #0#H#0#.

Esto hace que, en particular,

I) si H =Q = #...4 entonces J(H) = {0...0}, B(H) = 0...0 y, en consecuencia,

() = f(##) = 27y,
i i
I) si H = #---#é#---#, con a € {0,1}, estad claro que B(H) =0---é---0 yteJH),
siysolosi,t=0---0t0---0, entonces:
1 si t; =0
(—1)* sit;=1

bi(B(H)) =

i

FOH) = f(# .. #at . #) =272 (wo + (—1)%wsy) .

Por otra parte, también en [12] se define el valor ¢(H) —llamado coeficiente de particion

del esquema H— como

H'DOH
que permite escribir el valor medio de un esquema mas general en funcién de los coeficientes

de Walsh. De hecho, usando la definicién anterior, se sigue que:

e(H)=f(H) = Y (),
’H’;'H
lo que permite calcular e(H) por recursion.
i

I
En particular, si se consideran 0y = #...4# y H; = #...#0+4...4£, entonces:

e(#.H) = () = 27w, (2.9)
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A
e(# .. 0. H) = F(Hs) — F(Q) = 27wy,
por lo que

wyi = 2% F(H;) — wy (2.10)

J i
¥, si ahora se considera H;; = #...#6#...#6#...#, entonces:
i J i J i
| 1 | 1 1 i
€(F.. . FHO0H#H. HOH..H#) = [(Hij) — e(#.. . F#0F#. FHH# . H#) — e(F.. #HH#H#. . F#0#.. #)
—e(#...#)

—£/2
= 2 / ’U)Qi+2j,

y, en consecuencia,

Wai o = 212 J(Hij) — wei — wo; — wp. (2.11)

ik 1

{ 1
En general, si H;,..;, = #...#0#...#0+...#, entonces

’Lf ij

k—1 “p ™

—e(#.#) =Y > e(#...# 6 .. # 6 #..4)

p=11<X\1 <...<A\p<k

—L
y
k—1
Y4
Woiy ...y 9ip = 9t/2 f (Hzlzk) —wp — Z Z Wyix, g2t | (212)

p=1 \1<A1<...<Xp<k

A continuacién —y con el objeto de comparar el coste computacional del cilculo de la
epistasis normalizada directamente de la definicién y a través de las transformadas de Walsh—
nosotros calcularemos nuevamente, mediante un método mas simple, la epistasis normalizada

de las funciones Template ya obtenida en la subseccién 2.2.3.
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2.3.2 Funciones Template: calculo de su epistasis mediante los coeficientes
de Walsh

Para calcular la epistasis normalizada de T};", teniendo en cuenta (2.7) y las proposiciones
2.2.4 y 2.3.2, basta determinar el valor de los coeficientes de Walsh de orden cero, wy, y los
de orden uno, wsyi, para i =0,...,¢ — 1.

Para ello, en primer lugar nétese que:

. . . |
Lema 2.3.3. Para cualquier 0 < i < £, el valor de ajuste del esquema H; = #--- #0#---# €
{0,1, #}E estd dado por

T (i) = 2= Tr(T) ;) + 27" Tr(T).
Demostracion. Como cualquier cadena s € H; se puede escribir en la forma s = s'0s” con s’ =
Sp—1...8i41 € Q_j—1y s" =s;_1...50 € Q; entonces, por la definicién de T}, directamente
se sigue
Tgn(s) = Tgn(ngl, R 7Si—|—1,07 R ,0) + TE"(O, vy 008521, 0, Sg)

= Tii 4 (s") + T (s"),
para todo s € H;. Por tanto,
T/ (Hi) = ! T
v(Hi) = ST Z 7' (s)

_ F 22 Z Tgn_i_l(sl)+2l7i71 Z T:in(sll)

s'€Qp_i1 s"eq;

= 275N Tr(T} ) + 27" Tr(T}).

Ahora tenemos:

Proposicion 2.3.4. Para cualquier par de enteros £ > n, el valor de I’ = w% -I-Ef;é wgi es:

D {@n—t+1)(0—n+1)? 4 EEREICENINL o g < o,
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Demostracion. Con los resultados previos y (2.10), nosotros directamente obtenemos los co-

eficientes de Walsh wqyi, (0 <7 < £), que estan reflejados en las tablas 2.5 y 2.6:

i Tr(Ty ;1) Tr(T}) T} (Hi) Wai
0<i<l—n | 27710 —n —j) 0 2l —n—i) | =25 (i + 1)
l—n<i<n 0 0 0 —wp
n<i<t 0 2-n(i—n+1) | 27" —n+1) | =275 (£ —i)

Tabla 2.5: Coeficientes de Walsh de primer orden de T}* (£ < 2n).

i Tr(T?,_,) Tr(T?) TP (M) Wy
0<i<n ol=n—i=1(y _ p — ) 0 2l —n—i) | =272 (i +1)
n<i<l—n |2l 0 opn—i) |2 "(i—n+1) |20 —2m+1) | —2%"n
(—n<i<t 0 2n(i—n+1) | 27 —n+1) | —2F (0 —1)

Tabla 2.6: Coeficientes de Walsh de primer orden de T* (¢ > 2n).

Adem4s por (2.4),

wo = 22 TP(Q) =272 Tr(TY) =257 (£ —n + 1).

Por tanto, para ¢ < 2n, tenemos que

-1 L—n—1 n—1 -1
wi+ > wh = wi+ Y 27" (i +1)2 + S owh+ Y 2 —i)?
=0 i=0 i=l—n i=n
{—n
= @n—l+1)wp+2) 2757
j=1

= (2n—1z+1)w%+2f—2n+1<€_”+1>w

2 3
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= gt~ {(2n 4+ 1)L —n+1)" + (g_”)(g_”+31)(2(£ —n)+1) }

l-n ; £—n+1y 2(6—n)+1
ya-que 35 77 = (75 ) M

Similarmente, si £ > 2n, se tiene

/-1 n—1 l—n—1 /—1
wi+ > wh = w§+2f2”{2(i+1)2+ > on?+ (ﬁ—z’)2}
=0

i=0 i=n ={—n

=,

S

= 2L (U—n+1)2 402 —2n)+2) 52

7=1
1)(2 1
- 2““{(£—n+1)2 (- 2m) + T ;( nE )}
U
Ahora un calculo directo nos conduce a la expresién de €5 (T;') =1 — w dada en (2.5),

en la pagina 45.

2.4 Relacion entre orden y dificultad

Se ha mostrado ya en el capitulo anterior, que existen diversos factores (v.g. fenémeno
de la decepcién, epistasis) que pueden contribuir a que un problema sea dificil de optimizar
por un AG pero que, por si solos, no son suficientes para estimar esa dificultad. De hecho,

en [9] se asegura:

“Cualquier esfuerzo investigador que tenga éxito en la teoria de la eje-
cucion de los AG debe tener en cuenta esta multiplicidad, en vez de con-

centrarse solo en un factor.”

El aserto anterior estd avalado por numerosos resultados experimentales que muestran que,
aun siendo independientes, estos factores parecen reforzarse mutuamente. Se ha demostrado
(por ejemplo en [34]) que existe una fuerte correlacién entre la alta epistasis y la dificultad
para algunas clases de funciones, en particular para aquellas que se pueden caracterizar por
un numero limitado de pardmetros. Las funciones Template, las funciones Royal Road y sus

generalizadas son ejemplos de tales funciones.
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Por otra parte, las denominadas funciones de primer orden (ver pdgina 48) —funciones con

epistasis nula— no presentan ninguna dificultad para ser optimizadas.

Las funciones de primer orden se llaman asi porque sélo contienen componentes de primer

orden; es decir, funciones que dependen exactamente de un tnico bit, i.e.,

f : Qg — R
/-1
8§ = 8y_1..-80 H> f(S) = Zgi(si)
=0

donde g; : {0,1} —» R
Este concepto se puede generalizar definiendo una funcién f de orden k (k > 1) como

f(S) = Z gi(si) + Z Givio (3i1’8i2) + e+ Z Giy i, (3i17 ce 78ik-)’ (2-13)

0<i<t 0<i1<ia<l 0<i1 <---<ip <l

donde gj, .., (8iy,--.,si,) describe la interaccién entre los r alelos situados en las posiciones

L1502y ceny bpe

Obsérvese que, de acuerdo con la definicién anterior, las dificiles funciones camello —funcio-
nes de epistasis normalizada maxima— son funciones de orden alto, en concreto orden / si £ es
impar y orden £ — 1 si £ es par (como se demostrard en la subseccién 4.2.2). El orden, pues,

parece ser un factor importante en el estudio de la dificultad.

En esta seccién realizamos un estudio comparativo entre las funciones Template y las
funciones Royal Road. Ambas presentan un comportamiento dificil frente a los Algoritmos
Genéticos. Calculamos su orden y mostramos cémo su dificultad se puede explicar a través

del analisis de su orden junto con su epistasis. Nosotros tenemos:

Lema 2.4.1. La funcién T} es de orden n.

l—n
Demostracion. En efecto, T;*(s) = > Ti(Sk, ..., Sk4n—1), donde, para k =0, ...,/ —n,
k=0
T Qp = R,
1 si Sk = «o. = Sk4n—1 = 1,
Tk(Sk, ceey 3k+n71) =
0 en otro caso.
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En vista de los lazos existentes entre los valores de los alelos, parece razonable esperar
que, fijado £, al aumentar n también lo haga el valor de la epistasis normalizada de T}, asi
como la dificultad de optimizacién. Este hecho se demuestra en [20], en donde se comprueba
experimentalmente la fuerte correlaciéon existente entre la epistasis normalizada y el nimero
de generaciones necesarias por un Algoritmo Genético Simple para alcanzar el éptimo, y se
calcula explicitamente (de forma laboriosa) el valor de £;(77) dada por (2.5) como se ha

indicado en la subseccién 2.2.3.

Imitando las construcciones realizadas en [9] (detalladas en la seccién 1.4), en [34] se
introducen, para cada par de nimeros enteros no negativos m < n, las funciones Royal Road
generalizadas R}, de tipo I a través de los esquemas

oT = (D)1 (27) (2" 2" (1)

donde 0 < p < 2"™™ (p € Z). El valor de R”, sobre una cadena s de longitud 22", i.e.,
5 € Qon = {0,1}%", es:
Ry (s)= Y 2™

n,m
SGO'p

Por ejemplo, si n =4 y m = 2, entonces se tiene 25(0...00011) = 0, R3(1...11100) = 12 y
R3(0...01111) = 4.

Obviamente, RS es la funcién Royal Road R originalmente definida por Forrest y Mitchell
en [9] (ver seccién 1.4).
Ademas, en [34] (por un procedimiento largo y complicado) se obtiene

2P _gm
T92m yon-m _ 1"

k n
Eon (%m)
Nosotros ahora tenemos:

Lema 2.4.2. La funcion R}, es de orden 2™.

gn—m_1
Demostracion. Ry, (s) = >°  pj(sjam,...; $(j41).2m—1), siendo
j=0

o . 2m si Sj.om =+ = 3(j+1).2m_1 = 1,
Pj(85.2my ey S(j41)2m—1) =
0 en otro caso,

conj=0,..,2""" —1. O
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En [34] se comprueba la buena correlacién entre la (alta) epistasis y la dificultad de las

funciones R, (en cadenas de longitud 64).

Nosotros, en la tabla 2.7, realizamos un estudio comparativo entre los resultados obtenidos
por Naudts et al en [34] y los que nosotros hemos obtenido al ejecutar un AG sobre funciones
Template definidas en Qg4. Para que el estudio sea vélido, el AG considerado tiene las mismas
caracteristicas que el fijado por los autores para las funciones Royal Road: seleccion ranking
lineal, cruce en un punto con probabilidad 0.7 y mutacion con probabilidad 0.001. Se para el
AG cuando el 50% de la poblacién estd constituido por copias de la cadena de valor maximo,
y como medida de la dificultad se utiliza el nimero de generaciones (NG) necesarias para

alcanzar el éptimo.

orden || funcion | €gy NG
1 RS 0 37
T 0 41
2 RS 00285 | 68
T2, | 0.0147 | 46
4 RS 0.3548 | 164
Tg, 102134 | 63
8 RS 0.9391 | > 1200
7§, | 0.8505 | 99
16 R4 0.9997 | > 1200
TH 1 0.9985 | > 1200

Tabla 2.7: Comparativa entre las funciones Template y Royal Road generalizadas.

Se observa que, fijado un mismo orden para ambas funciones, a medida que éste aumenta,
crecen el valor de la epistasis normalizada y el nimero de generaciones necesarias para alcan-
zar el maximo, con valores coherentes con la dificultad de las funciones (mayor NG en las
funciones Royal Road que en las funciones Template para un orden fijo, salvo si orden = 1
en el que ambas funciones son la misma y la diferencia en el niimero de generaciones se debe
al componente probabilistico de este tipo de algoritmos). Esto parece indicar que el orden

refuerza, la utilidad de la epistasis como estimador de la dificultad.

A pesar de esta satisfactoria relacién entre orden y epistasis, se pueden apreciar grandes

diferencias entre el niimero generaciones necesitados por las funciones anteriores para alcanzar
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el valor maximo. El caso més evidente es aquél en que se consideran funciones de orden 8,
donde se obtiene un valor de 99 generaciones de poblaciones para la funcién Template, frente

a las mas de 1200 que necesitaron las Royal Road.

Desde el punto de vista prictico, queda por resolver todavia cémo caracterizar de una
forma simple el orden de una funcién. El caso de las funciones de primer orden se resolvid
satisfactoriamente en [33] con el uso de transformadas de Walsh. En la seccién 2.6, nosotros
completamos este estudio para funciones de orden superior a uno. Lo haremos inspirdndonos
en las ideas de Goldberg ([12]), quien aplic6 con éxito el andlisis de Walsh para calcular
idoneidades medias de esquemas. Esta caracterizacién a nosotros nos ha permitido hallar

una forma muy eficiente de calcular su epistasis.

2.5 Orden y decepcién

Dos de las medidas de dificultad analizadas en esta memoria, decepcién y epistasis, han
sido relacionadas ya en [33]. En ese trabajo se calcula la epistasis normalizada de cualquier
funcién de ajuste f : Qo — R, con el objetivo de relacionar epistasis y decepcién en las
funciones con las que Goldberg describié el problema decepcionante minimo. Se comprueba
que el valor de la epistasis normalizada es proporcional al cuadrado de w3, el inico coeficiente
de Walsh de orden dos de f. Concretamente, si ‘f = (foo,fo1, f10,f11), entonces £*(f) =
% (foo — for — fio0 + f11)2. Suponiendo que f alcanza el valor maximo en la cadena 11 y en
funcién de las relaciones entre fy, fo1 y fig, los autores clasifican la epistasis normalizada de
f en tres tipos: baja, media y alta, comprobando que si la epistasis es baja la funcién no es
decepcionante; si la epistasis tiene valor medio la funcién es decepcionante de tipo I, mientras

que si la epistasis es alta la funcién es decepcionante de tipo II.

En dicho trabajo también se comprobé que las funciones definidas en © = {0,1}? con
valor minimo de la epistasis normalizada, es decir, las funciones de orden 1, no pueden ser
completamente decepcionantes de orden 1. A continuacién, nosotros generalizaremos este
resultado, concluyendo que no puede ocurrir ningtin tipo de decepcién en las funciones de

primer orden.

Proposicion 2.5.1. Si f : Qp — R es funcion de primer orden, entonces f mo contiene

decepcion.
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Demostracion. Si f es funcién de primer orden, se puede escribir como suma de funciones

simples de orden 1, es decir:

= a; sis; =0
F(s) =" gi(si), con gi(s;) = { ' o (2.14)

i—0 bi si S; = 1.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que el maximo de f es tinico y se alcanza para
l

Py
la cadena 1 = 1...1. Asi, f(19) > f(s) para toda cadena s € Qp, s # 1), en particular
k

1
para las cadenas (1...101...1). Por tanto, para todo k =0, ...,£ — 1, se cumple:

k

/-1 /—1
b = f(19) > rQ. 101.. 1) =ap+ > b
=0 =0
ik

y, en consecuencia: by > ay.

Consideremos ahora una particién P formada por esquemas competitivos, de orden n,
tales que las posiciones definidas de los esquemas de P son los elementos del conjunto I =

{i1,...,9n }. Entonces, si para cada J C I denotamos por ”HLI,_J el conjunto de cadenas
7-[[ T ={seQy; sj=0paraje€J, sy =1parakel—J},

es facil ver que P = {H!If]; J C I}. Por ejemplo, sif = 3, paran = 2y P = {#00, #01, #10,
#11} (I = {i1, is} = {0, 1}) entonces H! = H > = #11, ’H% — 410, 7—[% — #01y
7-[{0 1= = #00.
z'n Z.nfl il
Si el esquema ganador de P es H! = #...# 1 H#..# 1 # #1# .#, la funcién f no puede

contener decepcién de orden n. En efecto, dado cualquier esquema 7-[5 7'de P con J # @,

se verifica:

£—1 -1
_ 1 1
FH) = g X Ie g X Sl = g (s
serl ! sewt 7 =0 i=0 sep)
1
=1 DY DRICH D DD SR AR S S
J€J senl 1 kel—J se =7 k¢l sel =7
1
= g (277 Do+ 2 DT et 277N (e + by
jed kel—J k¢l

= Zaj—l- Z bk—i-%z:(ak—i-bk)

= kel—J k¢l
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< Db+ > bk—i-%Z(ak‘i‘bk)

jeJ kel—J k¢l

= f(H").

Las funciones de segundo orden no presentan un comportamiento tan satisfactorio como
las de orden 1, en cuanto a la decepcién. Es facil construir funciones de segundo orden que
contengan decepcién —de hecho, el MDP de tipo II propuesto por Goldberg es un ejemplo de
ello-. Sin embargo, si podemos afirmar que las funciones de segundo orden no pueden ser

completamente decepcionantes.

Proposicion 2.5.2. Si f: Qp — R es una funcion de seqgundo orden, entonces no puede ser

completamente decepcionante de primer orden.

Demostracion. Si f es funcién de segundo orden, existen funciones basicas de primer orden
gi, 0 <1 < £, y de segundo orden g;;, 0 < i < j < /, tales que f se puede escribir como
combinacién lineal de ellas, es decir:

F8) = gils)+ D gij(sirs5)

0<i<t 0<i<j<t

con g; como en (2.14) y

Qg si Sj=0,8i=0
bij S1 Sj=0,8i=1

9ij(8iy 85) = <
Cij si SjZl,SiZO

\dij 51 §5 = 1,8i =1.

Supongamos que f(1)) > f(s) para toda cadena s € Qp, s # 1. Si la funcién es

completamente decepcionante de primer orden, entonces debe suceder que, para todo k €
k k

{0,....,0 — 1}, f(Hi) > f(HF), siendo Hj, = #...#6#...# y HF = #...#f#...#. Asi, teniendo

en cuenta que

-1
FH) = gy 6 =g O Sl X alons)

SEH sEH | i=0 0<i<y<l

-1
— 21_,_: SN g+ Yo Y gij(sinsg)

1=0 s€H, 0<i<j<l sEHy,
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-1
1 _ _ _
= o1 2 ap +2°7 ) a4+ b) +20 D (4 + by + iy + dij)

i=0 0<i<j<t
itk i,j#k

-1 -1

+272 (aik + bin) + 277 (arj + cx))
i=0 =0
i<k k<j

1 1
= ak+52(ai+bi)+g > (aij + by + cij + dig)

i=0 0<i<j<t
itk i,j#k
1 /—1 1 /-1
+§ (air + big) + 3 (akj + ij)
1=0 j=0
i<k k<j
y que, de forma andloga,
13 1
f(Hk) = b+ 3 Z(az + b;) + 1 Z (aij + bij + cij + dij)
i=0 0<i<j<t
itk i,j#k
1 /-1 1 /—1
+3 (cik + dix) + 3 (brj + dij) 5
=0 7=0
i<k k<j
resulta evidente que f(Hi) > f(H¥) si y sélo si
1 /-1 /-1 1 /—1 /—1
ag + 5 Z(aik + bik) + (akj + ij) > b + 5 Z(CZk + dik) + Z(bkj + dkj)
i=0 i=0 i=0 i=0
i<k k<j i<k k<j
Entonces:
/-1 l— /—1 /—1 /-1 /-1
ik + bi agj + Ckj Cik, + di, brj + d;j
Z Z 2 > % + Z 2 Z 2 :
k=0 =0 =0 k=0 1=0 =0
i<k k<j i<k k<j

0, equivalentemente,

Zak-i- Z aij + Z (bij + cij) >Zbk+ Z d”+ Z (bij + cij)-

0<i<y<t 0<i<j<€ 0<i<y<l 0<i<j<£

En consecuencia,
£—1

ar + Z azy>zbk+ Z dzya

k=0 0<i<j<t 0<i<j<t
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lo que equivale a f(00) > f(1®), contradiciendo la hipétesis inicial sobre el méaximo de
3 0

El resultado anterior nos permite demostrar ahora:

Proposicion 2.5.3. Una funcion f: Qp — R de sequndo orden no puede ser completamente

decepcionante de orden n, para ningun n.
Demostracion. Sea f funcién de segundo orden y sea 1 < n < £. En lo que sigue se considerara

Qi SiSjZO, SZ'ZO

bi]‘ SlSjZO, Si=1

f(S) = Z gij(si,sj'), con gij(si,s]-) = (2.15)

0<i<j<t Cij SlSjZl,SZ'ZO

di]‘ 8185 = 1, S; = 1.
que es una funcién que denominaremos funcion simple de orden 2. Esto supone una gran

simplificacién en los célculos y no resta generalidad al resultado.

Si f es completamente decepcionante de orden n, entonces los ganadores de todas las
particiones de orden menor que n tienen al menos un bit diferente al ganador de la corres-

pondiente particiéon de orden n, en particular los de orden n — 1.

Sea P una particién formada por esquemas competitivos de orden n en la que, sin pérdida
de generalidad, suponemos definidas las posiciones del conjunto I = {0,...,n — 1}. Sin que

ello suponga ninguna restriccién, consideraremos que el esquema ganador de P es H! =
n

~ = . A
#. . .#1L.1={s€Q,s,=1,0<i<n—1}. Entonces se verifica:

f(HI) = 2[ n Z f 2[ n Z Z gu 3273] Z Z gij 3273])

seHT seMI 0<i<j<t O<z<g<f seH!
1 e e
= i 27777 D (g by iy dig) +2707 Y (b o+ diyg)
+2€7n Z dij
i,j<n
1 1
= Z 2(011+b2]+011+d2])+§ Z bzg +dz] Z dz]
Jiizn i<n<j i,j<n

Cualquier esquema de P diferente de H' estd caracterizado por un subconjunto J de I.

Asi, estos representantes de P se pueden escribir en la forma HLI,_J ={s€eQy, s;=0,j €
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J, s; =1, i € I — J}, para algin subconjunto I de indices. Ademas,

fHTT) = 25% > f(S)ZQll,n oY gij(siisg)

seHl~7 seMI—7 0<i<j<t

= 2g1_n Z Z 9ij (56, 55)

1 e
= o 202N (aij + bij + cij + dig)
Jai>n
277N (agg + c) 2770 Y (i + dig)
Jj>n Jj>n
ieJ iel—J
+2é7n Z a;j + ot=m Z cij + ot=m Z bij + ot-—m Z dij
ijed ied iel—J ijel—J
jer=y jes
1 1 1
= 1 Z (aij + bi]‘ +cij + di]‘) + 3 Z(ai]‘ + Cz'j) + 3 Z (bi]‘ + dij)
Ji>n j>n Jj>n
ieJ el—J
-I-Zaij-l- Z bij-l- Z cij + Z dij.
ijeg iel—J icd ijel—J
jeJ jel—J

Con los coeficientes a;j, b;;, cij y dij que se usan en (2.15) para definir f, se construye una

nueva funcién de segundo orden b : @, = R, h(sp—1,...,50) = >  hij(si,85)+ > hi(si),
0<i<j<n 0<i<n
dada por:
Qg SiSjZO, SiZO

bij SlSjZO, Sizl

hij(si,s5) =
U( ' J) Cij si SjZl, SiZO

dij Si8j=1,8i=1

% (aij + Cij) sis; =0
hi(si) =

>
Jj>n

% E(bij—i-dij) sis; = 1.
Jj>n

Para cualquier esquema de la particién P se verifica entonces:
1
f(#.Asp—1...80) = 1 Z (aij +bij +cij + di]‘) + h(8p—1.--80),
Jizn
por lo que si f es completamente decepcionante de orden n, entonces h seria completamente

decepcionante de orden 1, lo que, por la proposiciéon 2.5.2 no es posible al ser h funcién de

segundo orden. O
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2.6 Coeficientes de Walsh de las funciones de orden k

2.6.1 Caracterizacién de las funciones de segundo orden en términos de

sus coeficientes de Walsh

Las funciones de segundo orden son aquellas que, como ya se ha mencionado, se pueden

escribir en la forma:

Flsect-ons0) = D gils)+ > gij(sis)),

0<i<t 0<i<j<t

para ciertas funciones g; y g;; con valores reales, que sélo dependen, respectivamente, de una

y dos posiciones.

Debido a la simplicidad de estas funciones, no es dificil calcular sus coeficientes de Walsh.
De hecho, en [40] se demuestra que los coeficientes w; no nulos son aquellos que verifican

t=0, 2, 2/ 42/, para0<i<j </

Ahora nosotros podemos demostrar:

Proposicion 2.6.1. Si f es una funcion cuyos coeficientes de Walsh w; son nulos para

t#0,2,2 427, con 0<1i<j<{, entonces f es una funcién de segundo orden.

Demostracidn. Consideremos los vectores w(!) y w(2) cuyas k-ésimas componentes w,gl), resp.
w,(f), son:
(1) wy, parak=0,2" (0<i</¥)
w, =
0 en otro caso
y
@) wy parak =242 (0<i<j</)
w, =
0 en otro caso,
respectivamente.

Entonces w = w(!) + w(? y, como f = W,w, obtenemos:

f(s) = (Wew), =272 (V,w),

= 272 (Vewl) 272 (Vew®)

S
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_ 2—€/2 Z (_1)skwl(€1) + 2—€/2 Z (_1)skwl(€2)

ke, ke,

= 272y, 42742 Z (=1)%iwy: + 272 Z (=1)% 5wy ;.
0<i<t 0<i<j<t

Ahora, basta definir las funciones g; : {0,1} — R, respectivamente g;; : {0,1} x{0,1} = R,

1
gi(si) = 27”2 |:Z wq + (—1)siw2i:| , (0 <1< f)

y
gij(sirsj) =27 (1) wgi ], (0<i<j<?)
entonces,
F8) =Y gils)+ > gijlsirsg),
0<i<t 0<i<j<t
como se queria. O

2.6.2 Coeficientes de Walsh de las funciones de cualquier orden

Dado que las transformadas de Walsh respetan la separacién formal entre las partes de
orden 1, 2, ..., k de la expresién dada en (2.13), para una funcién f arbitraria de orden £,

basta considerar cada una de esas componentes separadamente.

Denotando por G una funcién definida en €y, de orden &k (k < /) en la que no intervienen
componentes de orden inferior a k; es decir, G(s) = Gi, ...i, (i, .-, 8i, ) (a la que nos referiremos
como funcidon simple de orden k), demostraremos que los coeficientes de Walsh de G de orden
mayor que k son nulos y de ello se deducird el resultado para una funcién arbitraria f de
orden k dada por (2.13). Para ello necesitamos introducir alguna notacién y hacer uso de

algunos lemas, dos de los cuales se demuestran en el apéndice B.

En lo que sigue, dado 1 < p < /, y fijado un conjunto de indices J = {ji, -+ ,jp} C

{0,...,£ — 1} de cardinal p, para cada 0 < n < p, consideraremos el conjunto

P; = {(an,Bp-n); {an,Bp—n} es una particién de J} C P(J) x P(J)

y denotaremos por Hff:f" € {0,1, #1}¢ el esquema de orden p
W ={teQut;=05ii€amt;j=15sij€ By}

donde (ay, Bp-—n) € P .
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Nota: Los subindices de los elementos de P(J) indican los cardinales de los respectivos

elementos de la particion.

En ocasiones serd conveniente escribir explicitamente las posiciones fijas del esquema, en

JieGpn

o el esquema

cuyo caso denotaremos por H

qit-p=n

i1nin = {3 & QE; S’il — ... = S’in = 0, Sjl — ... = Sjp—n = ]_}

Por otra parte, H;, . i,, respectivamente HI1Jr corresponde al esquema
H’il...’ip = {3 S Qg, Sip = e = 84, = 0}
respectivamente
H.]1~~~]P = {3 - Qg7 Sjl = ... = Sjp — 1}

Es ficil ver que €2, (esquema de orden cero) se puede escribir como unién disjunta de dos
esquemas de orden 1. Por ejemplo, fijado i y considerando los esquemas H; = {s € Q; s; = 0}
y H' = {s € Qps; = 1}, entonces {H;,H'} define una particién de €,. Ademds, para
cualquier funcién de ajuste f : Q, — R, si f(€), f(Hi) v f(H?) son los valores medios de

Qp, H; y de H?, respectivamente, entonces:

F(00) = 55 S0 F6) = o5 | S0 £+ 32 56) | = 5 [0 + 7040)]

s€EQy, SEH; SEH!

En general, cualquier esquema de orden p se puede escribir como unién disjunta de dos esque-
mas de orden p + 1. Entonces, en particular, f(€) = 1 {f(?—[ij) + f(HD) + f(”H;) + f(H”)} ,

por ejemplo. Iterando el proceso, tenemos:

Lema 2.6.2. Qy se puede escribir como la union de 2P esquemas de orden p disjuntos dos a

dos.

Demostracién. Sea EL"(J) = | Hg’,’;" ((?) esquemas disjuntos dos a dos), entonces:
P,

2= 2= {J (Una

0<n<p 0<n<p \P;

0

Como consecuencia directa, la idoneidad del espacio de €2, es la media aritmética de las

idoneidades de dichos esquemas, pues

FEE) = — S f(s)

2(—p (P
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- QEi(p)Z S s Zf (Har™) (2.16)

n PJ G,ng;b—n
y, entonces, la media f () es
T
l— n _ Bp—n
(&) = 242 > ) Qez2 POVIELI) = 55 SO0 F (Ha) - (217)
n=0secEp"(J) n=0 P,

Consideraremos ahora para el conjunto de indices J = {ji,...,5,} C {0,...,£ — 1} y para
una particién de J formada por dos elementos, @ = {jr;,..., 55, } ¥ J — @, el esquema de
Ba—mBy—n—(g—m) =

OéOénm

orden p, H dado por:

B 7mg —n—(g—m . ~ . Y

i @ = e Qs t;=0,§ € am Udn_m, tj =1, € Bgem U Bp—n—(g—m)} (2.18)
donde (am, Bg—m) € Pg y (&n_m,ﬁp,n,(q,m)) € P j_g. Como antes, los subindices en (2.18)
denotan los cardinales de los respectivos elementos de las particiones y en las particiones

impropias se suprime el correspondiente indice.

Ejemplo 2.6.3. Si¢ =4, J =1{0,2,3} y Q = {0,2}, entonces tenemos: Hozz, Hpy sim = 2;
HEy, HE, HY, HY sim =1y HI?, H® para m = 0.

Sea ahora el conjunto de indices I = {iy,...,i} C {0,...,¢ — 1}, para un valor k fijo
(k > 1). Si denotamos por Hi‘:n;én[ipm" @™ 6] esquema en Ek obtenido de H'BQ Z[ipm" ta=m)

al considerar sélo los bits t;,,..., ¢, , i.e., Vi mBp—n-(a=m) € O, de forma andloga al lema

O Oty —m

anterior, se tiene:

Lema 2.6.4. Cada esquema de orden q se puede escribir como union de 2P~% esquemas de

orden p disjuntos dos a dos.

Demostracion. Para demostrar el resultado basta tener en cuenta que, dado un esquema
7-[’8‘7 ™ de orden ¢ y dado un conjunto de indices J = {ji, ..., jp—q } tales que JN{an,UBy—m} =

&, se puede escribir: ~
/8 m /8 *m/B —n—((@—m
fa- UH a—mPp (a ),

AmQn—m

donde (an,m,ffp_n_(q_m)) es una particion de J. O

Consecuencia de este resultado es que:

1) = g 3 A

sEHa‘in m
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S =20 31 SHEND SRR

0<n<p—q Py seﬂﬁqugp_n_(q_m)

amp —m

- om X S (siphee).

0<n<p—q Py,

Proposicién 2.6.5. Para cualquier conjunto J = {ji,...,j5,} C {0,...,£ — 1}, el valor del

coeficiente Wy;, | . 405 de una funcion simple de orden k, G, es:

/4
22 SN (—1)pn(P) G(ER ™)) siJ C
Wojy 4, 42ip = n=0

0 si Jg 1.

Demostracién. (Por induccién en p). Por comodidad calculamos los valores vy; (= 274/ 2u,;).

Parap =1, J = {j}. Entonces, si j € I,

1

vy = G(Hy) = w0 = G(H;) — G(%) = G(Hy) — 5 [G(H;) + G ()]
= 5 [604) ~ G(H)] = [-G(BA() + G(RY())].

Si j ¢ I entonces, como G es una funcién simple de orden k, claramente G(H;) = G(H’)

y, en consecuencia vq; = 0.

Supuesto ahora el resultado vélido hasta p — 1, para demostrarlo para p distinguimos dos
casos:

Caso 1. JCI.

En primer lugar, no es dificil demostrar que —por ser G una funcién simple de orden k—, dado

un conjunto de indices ) C J, de cardinal ¢, entonces

G(Ho™) = G(HE™), (2.19)

para todo par (o, By—m) € Pg. En efecto,

GHI™) = 5 Y G0 =55 > 274G0)

seHLI—m sefioi—m

= a5 X Gl =G(H).

seﬁg‘fﬂ_m
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En particular,

G(Mjy..j,) = G(Hjy..j,)-
Ademéds, si ¢ < p, por la hipétesis de induccién y por (2.16) y (2.19),

q
UZjA1+___+2f>\q = 2% Z(—l)qu (7‘711)9 (Ez;m(Q))

)9~ mZg (Hﬁq ’n) (2.20)
3 el

donde m es el cardinal de p,, NQ y ¢ —m el de 7,_, N Q.

Ademéds, por (2.17) y (2.20)

) T ZZQ (HTp n) ( Ji-- ]p) ZZQ (HT’” ”) . (2.21)

TLUPJ TLUPJ

Ahora, para calcular v,;, 4oy 2 ~utilizando (2.12) de la pdgina 50— tenemos en cuen-
p—1
ta previamente el valor de I' = vy + > >
g=11<A1 << <p

Uiy 4..yoing 4, POT la hipétesis de

induccién y por (2.20) y (2.21), es

-1
ro— o)+ 0 ()
n=0 P
p—1 1 pJ
Y 5 XYy ()
=1 1< << <p n=0 P
- 3 (9() + 0 ()
n=0 P

P

EXSIS S ()

n=0 P g=11<A1 << Ag<p
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Sin = p, en el 1ltimo sumando de la expresién anterior g—m =0y HT” "= 7-[j1...jp, por

lo que,

D SISO YD I Y

g=11<A1 < <Ag <p =11<A < <A <p
1

bz ~
- X (Z)g (Hi-,)
— (2" —2)G (ﬁjl...jp) .

Por otra parte, si n < p, fijado un elemento (uy,7p—,) € P; y un valor de ¢ (¢ < p),

entonces
191;__061)( DTG (HTP n) - mi_:o (Z) (5:Z>( g (HT” ") (2.22)

donde, como antes, m denota el cardinal de p, N Q y ¢ — m el cardinal de 7,_, N Q, para

todas las posibles elecciones de subconjuntos ) C J de cardinal ¢ (Q = {j,, ...,j,\q})?’. Asi,

SIS E e (an) - oo (77)

P; | ¢=1 10 << <p

=S S0 (2) (720,

q=1 m=0

con

Ahora, con la ayuda del lema B.2.1 (pigina 164), se obtiene de forma directa:

V9i1 4uq2ip = g <ﬁj1“'jp) T

= G (Fps) ~ 2oyt 6 (i) - 2,,221+vpn ()

n—0 P,

= 2%9( Hjy Jp> 2,,22 1P~ n+1Q(’HTp ")
n=0 P,

- Sl

®En (2.22) hemos utilizado que, fijado un elemento de Py, existen (¥) sumandos en la primera parte de la
expresién (2.22) cada uno de los cuales va precedido del signo (—1)2~™, determinado por la cardinalidad de
QNTp_n.
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Caso 2. J={j1,...,jp} Z I.
Consideremos, sin que ello suponga restriccion, que R = {j1,...,jr} C I, {jr1,.--,0p} N
I = @. Un razonamiento andlogo al del caso 1 muestra ahora que G (H;,..;,) =G ﬁjl"'jr

En efecto:

0 (i) = 35 > 90)

SEMjy...ip

1
= 55 Z 2-k=(r=1) G (5)

s€Mjy . jy
1
= 5= 2. 9
SE€Mjy g

= g (ﬁjl...jr) .

Por otra parte, por la hipétesis de induccién:

p—1
V9jt 4eegoip = Q(er"jp) - (UO + Z Z Uging +...+2jkq>

g=1 1<A1 << XA <p

= Q(Hjl...jp) — <Ug + Z Z Uging +___+2j>\q>

=1 1< << g <P
]AlER

= G(Hji,) ~ T

Para un conjunto @ = {4j,,...,5,} C R, de cardinal ¢, la hipétesis de induccién junto

con un razonamiento andlogo al del caso 1 nos conduce ahora a que:

1 ~By-mb,
. . — _1\9—m qg—mPr—n—(q—m)
UQJM 422 T or Z Z ( 1) g (Haman—m ! >

n=0 PQXPR_Q
1< _ ~
= 2 (A,
n=0 PR
siendo m el cardinal de pu, NQ y ¢ —m el de 7., N Q. Asi,

SRR 2 NI EE-D WD DI DWW ey

n=0 Py g=11<A 1 <<Ag<r \n=0 Pp

- g (ﬁjl---jr) + ng (ﬁ[;;;“)

n=0 PR

[a—y

2|
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r r

FEE(E £ o)

n=0Pr | g=1 1< 1< -<A<r

=1 1< A < <Ag <P

HES(hE T ool

n=0 Pp g=1 1< A1 << <1
= A+B
donde,
1 ~ - ~
AL {g o)y Y (Hjl...jr)}
g=1 1<A << Ag <1
1 ~ - ~
= > {g (Fji.) + ; <;{>g (Hjl...jr)}
1 « ~ ~
= o > 6 (%&--m) =g (Hjl---jr) =G (Mjijp) »
q=0
(ya que si n = r entonces ﬁff,j" = ﬁjl"'jr y, en consecuencia, ¢ —m = 0)
y

B = 2—1r {ZIZ (1 +§r: 3y (1)‘1’”) G (ﬁ;;—n) } (2.23)

n=0 Pp g=1 1< << <1

Para finalizar la demostracién basta tener en cuenta que en los sumandos de la expresién

B se cumple n < r y entonces el razonamiento empleado en el caso 1 nos conduce a que:

SY Y o) - DX (Senr @) e (we)

PR q:l 1§A1<---<)\q§1" PR q:l m=0

= ;Cr,ng (ﬁ[;;;ﬁ

con

G = DD (DT (50

= Yty DTG (2.24)
m=0
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Sustituyendo (2.24) en (2.23) se obtiene directamente que B = 0 y entonces I' = A =
g (Hjl...jp) . Ahora, de (2.12) claramente Voir 4cpoin = G (Hjl...jp) —I'=0. O

Corolario 2.6.6. Si G : Qy — R es una funcion simple de orden k, entonces los coeficientes

de Walsh de G de orden p son nulos, para cada p > k.

Finalmente, obtenemos:
Teorema 2.6.7. Una funcion de ajuste f : Qp — R, es de orden k si, y sdlo si, sus coeficientes
de Walsh wy son nulos para t ¢ {0, 211 + -+ +24; 0<iy < -+~ <i; <l 1<j<k}

Demostracion. Por los resultados anteriores, sélo falta demostrar el reciproco del corolario

anterior. Ahora bien, como
k
i o tSq
f(S) = (WEW)S = wo + Z Z (_]_)(5 1 S J)w2i1+m+2ij,
=1 0<iy <<ij <t
basta definir para 0 < ¢y <--- <4; <, 57 > 1,
—¢/2 [ _Wo iy et si
Giy i (Sil---sij) =2 / <—[ + (—1)(8 1 SJ) ’(U2i1+m+2ij> .

k(5)

k
Entonces, f(s) = >, > iy (Siy--Si;)- O
=10y <<y <t



Capitulo 3

2-epistasis sobre alfabetos binarios

En este capitulo, y en el siguiente, extenderemos la teoria de la epistasis del capitulo 2. La
motivacion es doble: desde un punto de vista matemadtico la extension del concepto es natural
y no deberia suponer demasiadas complicaciones. Por otra parte, la epistasis normalizada
introducida por Van Hove en [42] puede distinguir funciones de primer orden de funciones de
orden superior, pero no puede diferenciar de modo fiable entre grados de interaccién de orden
mayor que uno. No obstante, los experimentos muestran (ver tabla 2.7) que la epistasis de
las funciones de orden n tiene un valor méas bajo que la epistasis de funciones de orden n + 1.
Ademads, en dos grandes clases de funciones —las funciones Template y las funciones Royal
Road generalizadas— hemos comprobado que el orden de las funciones presenta una buena

correlacion con la dificultad de las mismas a ser optimizadas usando Algoritmos Genéticos.

Como se afirma en [24],

“.., parece demasiado ambicioso tratar de resumir toda la riqueza de la vasta
cantidad de los diferentes problemas de bisqueda en un nimero que represente la
distancia a una clase particular de problemas sencillos. Si los unicos problemas
faciles para un AG fuesen las funciones de primer orden, la idea de medir la
distancia desde un conjunto pareceria razonable ..., sin embargo, éste no es el

caso...”

Esto nos ha llevado a estudiar una nueva medida epistatica que, generalizando a la epis-
tasis normalizada, permita completar la informacién que ya se tiene sobre la dificultad de

una funcién, sobre todo para funciones de orden superior a uno.
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3.1 2-epistasis y su representacion matricial

3.1.1 2—epistasis global de una funcion

En este primer epigrafe introducimos un nuevo estimador de la dificultad de optimizacion
de una funcién mediante un AG: la 2-epistasis normalizada. Su definicién sigue las ideas de-
sarrolladas tanto en [4], sobre los cdlculos de valores medios esperados para ciertos esquemas,

como en [42], para el posterior desarrollo algebraico.

Dada cualquier cadena binaria s = sp_1...s9 € @y = {0, 1}4, para definir su 2-epistasis

comencemos considerando el subconjunto de €2:

k i

1
ip(a,b) = {t € Vs t; = a, ty = b} = H...Hbd. HoH . #,

para cualesquiera alelos a, b € {0,1} y posiciones i, k (i # k); y también Q;(a), el conjunto
de cadenas en Q; cuyo i-ésimo bit toma el valor a. Denotemos por f; ;(a,b) el valor medio

de la funcién f en Q; x(a,b), es decir:

Fialab) = FOunab) = 5 D S0

tGQi,k(a,b)

Para un par de alelos (a,b), y posiciones i,k € {0,...,£ — 1}, (i # k) se define el valor de

exceso alélico del par (a,b) como:

E;(a,b) = fik(a,b) — f.

donde f, como siempre, denota el valor medio de la funcién, i.e.,

=g 3 F00)

SEQ

Para s € €y, definimos su valor de exceso génico:

EG(s)= Y Eiklsi,sr) —(€—2) Y Ei(s),
0<i<k<t 0<i<t
donde, como en la seccién 2.1, E;(s;) denota el valor de exceso alélico de s;. Entonces, el
valor génico previsto es:

f(s) = EG(s)+ f.



2-epistasis y su representacion matricial

Definicién 3.1.1. La 2-epistasis de la cadena s € Qy es:

Ee(s) = f(s) = f(s).

Como consecuencia de las definiciones anteriores, la 2—epistasis de la cadena s es:

Ei(s) = fls) = f(s)
= [f(s) = [EG(s) + []

= f() = | D Birlsuse) —(L—2) > Eilsi) + f]

_0§i<k<£ 0<i<t

= fs)= | Y. Afir(sisse) = fr—(£—2) Z{fi(sz’)f}‘i'f]
[ 0<i<k<e 0<i<t

- o] Y ig ) f@—@)f

| 0<i<k<t t€Q; 1 (51,5k)

— (-2 Y 5 Zf <>f+f]

0<z<f tGQ

ﬂ$lz g Y Th--2 Y o5 Y 50

0<i<k<t t€Q; 1 (8:,8k) 0<i<t teQ;(si)

Lf4—1 1
_{ ( . )_(5_2)6—1}? Zf(t)]

—f®;{§:4 >

0<i<k<l t€Q; 1 (si,5%)

mzyzzfm+“1¥”2ﬂ4

0<i<l  teQ;(s;) teQy,
1
= fls) =5 {Ci —C2+Cal,

siendo, respectivamente,

61:4 E Z f(t)a

0<i<k<l teQ k(si,5%)

Co=2(-2) > > [f(#)

0<i<t tEQi(si)

= (5" X f@).

teQy

75
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Dado que la suma C = C; — Cy + C3 es una combinacién lineal de los valores f(t), t € Qy,
C= Z Atf(t)a
teQy

para obtener cada coeficiente \; basta conocer, para cada t € €y, el nimero de veces que

aparece f(t) en C;, (i =1,2,3). Para ello tengamos en cuenta que, fijado s € €y,

e una cadena t del espacio de biisqueda pertenece al conjunto €2; (s, sx) si y sélo si
4
df, < ¢ —2. Ahora, como una tal cadena t pertenece a un total de (672(15'5) conjuntos

l
Q1 (54, 58), con 0 <4 < k < £, tenemos directamente que el coeficiente de C; es 4 (Z_;St),

e una condicién necesaria y suficiente para que una cadena t € € sea un elemento del
conjunto €2;(s;) es que d, < £ — 1. En ese caso, ¢ pertenece a tantos conjuntos €2;(s;)
como alelos comunes tiene con s; es decir, ¢ es elemento de £ — dﬁt conjuntos ;(s;) v,

en consecuencia, el coeficiente de Cy es 2 (£ —2) (£ —d¥,).

¢ —df, ¢—d, (-1
At—4< 9 >—2(€—2)( 1 >+( 9 )
y entonces:

G = () - o 3 [4(5 _ngt) ~ae-2) (" ‘fﬁt) (5 1)] 7).

teQy

Por todo ello,

Podemos emplear ahora dlgebra matricial para reescribir la 2—epistasis de una funcién f

definida sobre {2y y caracterizada por el vector f. Denotando el vector epistatico por by:

£¢(00...0)
by — 8g(00.. 1)
Eo(11...1)

y por By € My (Q) la matriz (simétrica) cuyo elemento genérico bf, es:

1], (t—d ¢ —dt ‘-1
b =25 |4 ) =20 -2 o
st2gl(2)<>(1+2,
para cualesquiera 0 < s,t < 2¢, se puede entonces escribir:
b, =f — B/f = (I, — By) f,

siendo I, la matriz identidad de orden 2°.
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Definicién 3.1.2. La 2-epistasis global de una funcion f se define como:

Eo(f) = [bell -

A continuacién procedemos al cilculo de la 2—epistasis global de algunas funciones defi-
nidas sobre cadenas de longitud 4. Estas son: L, una funcién lineal, ¢, funcién camello y 4§,

aquella cuya normalizacién proporciona la funcién de Dirac dp.

Los valores que toman las funciones £, ¢ y ¢ sobre cadenas de longitud 4 se reflejan
en la tabla 3.1.

‘ cadenas ‘ L ‘ c ‘ 0 ‘
0000 0 | 60| 120
0001 1] 0] O
0010 21 0] 0
0011 3 0 0
0100 4 0 0
0101 51 0] 0
0110 6 | 0] O
o111 | 7| 0| 0 L=c=6=T5
1000 8 0 0
1001 91 0] 0
1010 0|0 0
1011 11 0 0
1100 121 0 0
1101 131 0 0
1110 141 0 0
1111 15 | 60 0

Tabla 3.1: Valores de las funciones L, ¢y § sobre cadenas de longitud 4.



78 2-epistasis sobre alfabetos binarios

En las tablas 3.2, 3.4 y 3.6 se recogen los valores de exceso de cada alelo y cada par de alelos,

necesarios para obtener la 2-epistasis global de las funciones consideradas.

ik [ ab | Lig(a,b) | Eipla,b) |

0,0 6 ~15
1,001 7 —0.5
L,o| 8 0.5
L1l 9 15
0,0 5 —2.5
2,0(0,1] 6 ~15
1,0 9 15
‘ i ‘ a ‘Ei(a) ‘ E;i(a) ‘ 1,1 10 2.5
ol o] 7 | -o05 0,0 3 —4.5
1| 8 0.5 3,001 4 ~3.5
1o 65| -1 L0 1 3.5
1] 85| 1 1] 12 45
2] 0] 55 —2 0,0 45 -3
1| 95| 2 2,110,1| 65 ~1
30| 35| —4 1,0 85 !
T 115 | 4 1,1 105 3
0,0 25 5
3,100,145 3

1,0 105

1,1 125
0,0 15 —6
3,201 55 —2
1,0| 95 2
1,1 135 6

Tabla 3.2: Célculo de los valores de exceso de alelos y pares de alelos de una funcién lineal.
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La funcién L tiene 2—epistasis nula, como se deduce de los cilculos de la tabla 3.3.

s L(s) | EG(s) | L(s) £(s)
0000 0 —-7.5 0 0
0001 1 —6.5 1 0
0010 2 —5.5 2 0
0011 3 —4.5 3 0
0100 4 —-3.5 4 0
0101 5 —2.5 5 0
0110 6 —1.5 6 0
0111 7 —0.5 7 0
1000 8 0.5 8 0
1001 9 1.5 9 0
1010 10 2.5 10 0
1011 11 3.5 11 0
1100 12 4.5 12 0
1101 13 5.5 13 0
1110 14 6.5 14 0
1111 15 7.5 15 0

Tabla 3.3: Célculo de la 2-epistasis de las cadenas de {24 para una funcién lineal.
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ik | a0 | cin(a,0) | Biglab) |
0,0 15 7.5
1,0 | 0,1 0 ~7.5
1,0 0 ~7.5
1,1 15 7.5
0,0 15 7.5
2,0 | 0,1 0 ~7.5
1,0 0 ~7.5
\ i \a \ ci(a) \ Ej(a) \ 1,1 15 7.5
010 7561 0 0,0 15 7.5
1] 75 0 3,0 0,1 0 -7.5
10| 75| 0 1,0 0 ~7.5
1| 75| 0 1,1 15 7.5
210| 75| 0 0,0 15 7.5
1| 75| 0 2,1 0,1 0 ~-75
310 75 0 1,0 0 —7.5
1 75 0 1,1 15 7.5
0,0 15 7.5
3,1]0,1 0 ~-75
1,0 0 —-7.5
1,1 15 7.5
0,0 15 7.5
3,2 0,1 0 ~-75
1,0 0 —-7.5
1,1 15 7.5

Tabla 3.4: Célculo de los valores de exceso de alelos y pares de alelos de una funcién camello.
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Por otra parte, la 2—epistasis global de c es £(c) = 42.43

81

. Este valor se obtiene ficilmente de

la tabla 3.5.

s c(s) | EG(s) | ¢(s) £(s)
0000 | 60 30 37.5 22.5
0001 0 0 75 | =7.5
0010 0 0 7.5 | =7.5
0011 0 | —15 -7.5 7.5
0100 0 0 7.5 | =7.5
0101 0 | —15 -7.5 7.5
0110 0 —15 —7.5 7.5
0111 0 0 75 | =7.5
1000 0 0 75 | =7.5
1001 0 —15 —7.5 7.5
1010 0 | —15 -7.5 7.5
1011 0 0 7.5 | =7.5
1100 0 | —15 -7.5 7.5
1101 0 0 7.5 | =7.5
1110 0 0 7.5 | =7.5
1111 | 60 30 37.5 22.5

Tabla 3.5: Célculo de la 2-epistasis de las cadenas de 24 para una funcién camello.
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i a0 ] Ei)
0(0] 15 7.5
1] o [-75
tlo] 15 | 75
1] o [-75
210 15 7.5
1 0 —7.5
slo] 15 | 75
1] 0o [-75

ik | ab | dixa,b) | Eirla,b) |
0,0 30 22.5
1,001 0 —75
1,0 o —75
L1l o 75
0,0 30 22.5
2,0 (0,1 0 —75
1,0 o —75
L1l o 75
0,0 30 22.5
3,0 (0,1 0 75
1,0 o —75
L1 o —75
0,0 30 22.5
2,101 0 75
1,0 o —75
L1l o —75
0,0 30 22.5
3,1(0,1] 0 75
Lo| o 75
L1l o —75
0,0 30 22.5
3,2 (0,1 0 75
Lo o 75
L1l o —75

Tabla 3.6: Célculo de los valores de exceso de alelos y pares de alelos de la funcién 9.
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Finalmente, la 2—epistasis de ¢ es 187.35. Este valor se obtiene facilmente de la tabla 3.7.

s | d(s) | EG(s) | 6(s) | &(s)
0000 | 120 30 37.5 82.5
0001 | 0O 75 | 82.5 | —82.5
0010 0 75 82.5 | —82.5
0011 | 0 | —15 | =75 7.5
0100 0 75 82.5 | —82.5
0101 | 0 | —15 | —7.5 7.5
0110 0 —15 7.5 7.5
0111 0 —15 7.5 7.5
1000 | 0 75 | 82.5 | —82.5
1001 0 —15 7.5 7.5
1010 | 0 | —15 | =75 7.5
1011 0 —15 7.5 7.5
1100 | 0 | —15 | =75 7.5
1101 0 —15 7.5 7.5
1110 0 —15 7.5 7.5
1111 0 15 22.5 | —22.5

Tabla 3.7: Célculo de la 2—epistasis de las cadenas de {24 para la funcién 4.
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3.1.2 Representacion matricial

Al igual que en el capitulo 2, y por comodidad en los calculos posteriores, de ahora en
adelante se considerard la matriz Ay = 2By € My (Z). Para valores pequeios de ¢, las

matrices correspondientes son:

Ay = (1) (= Go)

Ay = <2O> (=G1)

0 2
4 0 0 0
0400
A, = =41
’ 00 40 (=4k)
00 0 4
7 1 1 -1 1 -1 -1 1
7T -1 1 -1 1 1 -1
1 -1 7 1 -1 1 1 -1
-1 1 7 1 -1 -1 1
A3 =
1 -1 -1 1 7 1 -1
-1 1 1 -1 1 7 -1 1
-1 1 1 -1 1 -1 7
1 -1 -1 1 -1 1 1 7
De la definicién de distancia Hamming, directamente se deduce que dﬁfl = dﬁt para

0<s,t<2 02 <s,t <2 ydift =df, +1parasef0,.,20 -1}, t € {2, ..., 241 —1}.

I+1
t

En el primer caso, i.e., si dgfl = dﬁt, tenemos que el elemento a,

situado en la posicién

(s,t) de la matriz A, | estd dado por:

0+ 1—d4t ¢+1—dit /
alf! = 4( + , )—2(£—1)(+ L >+<2>

_ 4<€—2d£t> A0 —dl) —200—1)(—db) — 26— 1) + <£;1> .

_ 4<f—2d§t> —2(0-2) (¢—af) + <€;1> +[e+1-2d
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V4 /
= Qg + Gsto

donde, con nuestra notacion, ggt denota una componente genérica de la matriz Gy del capitulo

anterior.

Por otra parte, cuando s € {0,...,2¢ — 1} y ¢t € {2,...,2F1 — 1} se tiene dﬁjl = dlt +1,

por lo que:

= 4<£+1—df+1> 2(6_1)<€+11—dé+1>+(§>
— 4<£ 2d£t> —2(0—2) (E _1d£t> — 2(£ _1df’t> + <€;1> +(0—1)
— 4(6 2d£t> 200 —2 )(£_1d§t>+<£;1> —(e+1—2df;t)

_ L l
= Og — Gg-
Entonces, un proceso de induccién conduce a:

Proposicion 3.1.3. Para todo £ > 0 se tiene:

A/V+Gy A/—-G
Ay = t+ Gy Ay ¢ , (3.1)
Ar—Gy A+ Gy

siendo Ay = (1).

Como consecuencia de los resultados previos se obtienen las siguientes propiedades de la

matriz Ay:

Lema 3.1.4. Para cualquier entero positivo £, la suma de todos los elementos de A, estd

dada por:
2t
L _ o2
> ay=2%
i,j=0

Demostracion. Para Ay = (1) la afirmacién es evidente. Supongamosla cierta hasta £ — 1y

usemos la formula de recursién para A,. Entonces,

2t—1 2(-1) 1

0 _ -1 _ 2(0—1) _ o020
I D
i,j=0 i,j=0

como afirmébamos. O
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Proposicién 3.1.5. Para cualquier £ >0, Rg A, = (5) +/4+1.

Demostracion. Procedamos por induccién en £. El resultado es obviamente cierto para £ = 0.
Supongamos ahora que se cumple para 0,...,¢—1 y demostrémoslo para ¢. En primer lugar,

noétese que, por la férmula de recursién dada en la proposicion 3.1.3, la expresién de Ay puede

Ay Op g
Or-1 Gyi)’

mediante operaciones elementales de filas y columnas, donde O, denota la matriz nula de

transformarse en:

orden 2¢. Si aplicamos ahora la hipétesis de induccién, tenemos:

RgAy = RgA; 1+Rg Gy
/—1
= (2 >+(€—1)+1+(£—1)+1

= (o) ()
_ (§>+e+1.

Proposicién 3.1.6. Para £ >0, (A,)? = 2L A,.

Demostracion. Nuevamente actuamos mediante induccién en £. La afirmacién obviamente es
cierta para £ = 0. Por otra parte, para £ > 0 las férmulas de recursién para A, y Gy, junto

con la hipétesis de induccién, proporcionan directamente el resultado:

(A)? = 2 < (Ar1)*+(Gp1)® (Ap1)”—(Gpr)? )

= 2t A,

O

Asi, los autovalores de A, son 0 y 2¢. De hecho, si v € R2 es un autovector con autovalor

a, de Ayv = av, se deduce que:
2w = 20A 0w = (Ay)? v = v
y, por tanto, & = 0 o & = 2¢, como se afirmé.

Como consecuencia directa de esto, tenemos una interesante y ttil propiedad de By:
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Corolario 3.1.7. Para cualquier entero positivo ¢ la matriz By es idempotente y sus auto-

valores son 0 y 1.

Denotemos por V0 y V1 (o Vf resp. V2 si existiese ambigiiedad) los espacios de autovec-
tores en R?' correspondientes a los autovalores 0 y 1, respectivamente, de B, (o, equivalen-

temente, a 0 resp. 2¢, autovalores de A;), entonces R =0 g V! y como V0 =ker B, y

V! =1Im By, se tiene:

dimV0=2£—<§> /-1

dim V' = (5) + 0+ 1.

Con el objeto de obtener explicitamente una base de V' consideramos la matriz diagonal

D, € Moy (Z), cuyos tinicos elementos no nulos dss toman el valor 1 y estén situados en las

filas s =0, s =2 y s = 20 + 27, para 0 < i < j < £. Por tanto,

)7]52:

ﬁ0=(1),131=<(1)

S O O O O O O =
O O O O O O = O

por ejemplo.

Un argumento directo de induccién demuestra que:

Proposicion 3.1.8. Para cualquier £ > 1,

o |

donde Dy_1 denota la matriz diagonal introducida en el capitulo anterior.

0
1

o O O O O = O O

o O O O = O O O

Oy

o O O = O O O O

S O = O O O O O

D, 1 Oy,
Dy

o = O O

0
1
0
0

o O O =

S = O O O O O O
o O O O O O O O

)

= o o O
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Ahora nosotros tenemos:

Proposicion 3.1.9. Para cualquier £ > 0, se verifica:
W,B,W, =D, (3.2)
donde Wy es la matriz de Walsh que satisface la propiedad de recursividad (2.6).

Demostracion. Usemos un argumento de induccién en £. Para £ = 0 la afirmacidn es evidente.

Se supone cierto el resultado hasta £ y lo demostraremos para £ + 1.

En primer lugar, nétese que:

w W 1 1
Wi, =271/ ¢ t) _og-1/2 ® Wy,
W, —-W, 1 -1
donde ® denota el producto de Kronecker de matrices (ver seccién B.1 del apéndice). Por

otra parte, la matriz Ay, se puede escribir:

Av+Gy A —Gy
Ay, = (

Ay—Gy, A+ Gy

B Ay Ay N G, -Gy

- A, Ay -G, Gy
1 1 1 -1

= ® Ay+ ® Gy.
1 1 -1 1

(11
® A,
11

Entonces, claramente,

1 1
WA = 21/2[<1 1>®Wé

y, por tanto,

2 2 1 1
Wi App Wey = 277 [( )@(WZAE)] [( X >®sz
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¢ 2ol 2)ov
= 2 [((1) g) ® (WA, W) + <8 ?) &® (WZGEWZ)] .

Ahora, teniendo en cuenta la hipétesis de induccién, que By = 2_(Z+1)Ag+1, G, =2'E,

+271

y el lema 2.3.1 de la pagina 47, obtenemos finalmente:

1
Woi1Br i Weg WWEHAEHWZH
B D, O N O, Oy
O, Oy O, D,
= Dy

Una base para V! se proporciona en el siguiente resultado:

Proposicion 3.1.10. Para cualquier entero positivo £, el conjunto formado por los vectores
columna de la matriz de Walsh Wy, situados en las posiciones i = 0, 27, 27 4+ 25 con

0<j<k</, esuna base para V.

Demostracion. Dada la base candnica de ]RQI, {;;0< i< 2£}, consideramos el conjunto
formado por los vectores w,, = Wyep,, conm =0, 2/, 21 +2F y 0 < j < k < £ Este
es claramente un conjunto de vectores linealmente independientes y como su cardinal es

(g) + ¢+ 1 sélo falta demostrar que todos estos vectores pertenecen a V.

El hecho de que un vector v € R2’ pertenezca al espacio vectorial V! si, y sélo si, B;v = v,
junto con la idempotencia de la matriz de Walsh, la proposicién 3.1.9 y el hecho de que, por
la definicién de Dy, para todo m € {0,27,27 +25; 0 < j < k < £},

enm = Dﬂema
nos permite escribir:

w, = Weep
= ng)gem = ng)gWgWgem
= W/DW,w,, = B/w,,

lo que concluye la demostracion. O
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Como ya se ha senalado en la introduccién, la epistasis (y la 2-epistasis también) es una
medida de interacciones entre genes. Por supuesto, estas interacciones no deben cambiar si se
multiplica una funcién de ajuste por una constante. Puesto que E(Af) = Aé(f), es necesario

remediar esto normalizando el concepto como sigue:

Definicién 3.1.11. La 2-epistasis normalizada £;(f) de una funcion f : Q; — R se define

como:

Por ser la matriz By idempotente y simétrica (es decir, una proyeccién ortogonal), también

lo es Iy — By. De esta forma:

50 = (k)

s () = LB
O e
]' t t 1 t
BRGE (I, — By) (Iz—Bé)f=W (I, — By)f (3.3)
_ ME-UBf B,
Gk R

Nota: En lugar de utilizar la norma del vector by = f — B,f, para definir la epistasis de la

funcién f, se podria usar R = || cos @ ||, donde 6 es el angulo formado por f y by. De hecho,

R? = cos’(f, (I, — By)f)

(f, (I, — By)f)?
I£11 1| (T, — B)f|?
'(T, — B))f (I, — By)f
tff (I, — By)f

(I, — By) f B, f

[T
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En Estadistica, R? se conoce como la razén de correlacién (o coeficiente de determinacién)

entre f y by y en los modelos lineales es el cuadrado del coeficiente de correlacién. Asi

2t_1 2
< > fz’(bé)i>
RQ _ i=0 ~%

- 2_1 2_1 = 8f (f)
Z% f? Z% (be);

Nétese que 0 < £5(f) < 1. Claramente £;(f) = 0, (respectivamente £;(f) = 1) si y sélo
si, f € V! (respectivamente f € V).

Como la proyeccién ortogonal sobre subespacios es tnica, la 2-epistasis normalizada de
una funcién, £;(f), proporciona una medida de la distancia de f a la clase de funciones
que pertenecen al espacio Vll. En la seccién 3.4 demostraremos que estas funciones son las

funciones de orden dos.

Ahora, de la proposicién 3.1.9 se deduce el siguiente resultado:

Proposicién 3.1.12. Si w;, 0 < i < 2¢, son los coeficientes de Walsh de una funcién
f  Q— R entonces, la 2—epistasis normalizada estd dada por:

2 2 2
wy + Z in + Z w2i+2j
0<i<t 0<i<y<t

> w

0<i<2!

G =1- (3.4)

Demostracion. Omitiremos el subindice £ en esta demostracién. Al ser f = Ww y W matriz

simétrica e idempotente se tiene que:

f={(Ww) (Ww) = ‘w!'WWw =‘ww.

Por otra parte,

Bf ='w!'WBWw = ‘wDw,

por lo que,
{fBf B twDw
tFf tww

e(f)=1-

como queriamos. [l
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3.2 2—epistasis normalizada de algunas funciones interesantes

Presentamos en este apartado el cdlculo de la 2—epistasis normalizada de algunas funciones
que consideramos interesantes en la investigacién sobre el comportamiento de los Algoritmos
Genéticos, en la optimizacion funcional. Las funciones consideradas aqui responden a la
pregunta formulada en [9] en donde se especula sobre la posibilidad de que sea la alta no
linealidad presente en algunas representaciones binarias, la causante de las dificultades que

los AG encuentran para optimizar estas representaciones.

3.2.1 La funcion de Dirac

La funcién de Dirac se define como aquella en la que sélo uno de los 2¢ individuos tiene
asignado un valor de idoneidad no nulo. Sin pérdida de generalidad, nosotros consideramos

la funcién de Dirac f = dg, i.e., f(t) = dy cuya representacién vectorial es:

Cuando un AG busca el mdximo de esta funcién, se enfrenta a un problema esencialmente

aleatorio, por lo que ésta resulta ser una funcién “dificil” para el algoritmo.

Al ser la funcién de Walsh vy tal que y(t) = 1, para todo ¢t € €y, obviamente se sigue

que:

w=W,;§, =24

y por tanto:

wg-l- > wgi“‘ > w§i+2j

. <i<t <i<j<t
& (50) - 11— 0<i< “W“g< <j<
ey
N 2 (2—E/2)2
_ L)

2¢ ’
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valor que tiende a uno a medida que /¢ crece. Esto se corresponde con el hecho de que si la
localizacién del maximo es desconocida, es tan ineficiente como un algoritmo de bisqueda
exhaustiva. De hecho, los resultados experimentales han mostrado que el tiempo esperado
para alcanzar la solucién crece exponencialmente con la longitud de las cadenas. El problema
que encierra la optimizacién de esta funcién —conocido en la literatura como onemazx problem—
asi como la optimizacion de las funciones que consideraremos a continuacién, las funciones

camello (twomaz o twin peaks problem) han sido extensamente estudiados (ver [7]).

3.2.2 Funciones Camello

Una funcién ¢ : 2, — R se dice de tipo camello (Camel function), si existe una tnica
cadena s € y tal que ¢(s) = ¢(8§) = 1, con d(s,§) = £, y ¢(t) = 0 en otro caso. Estas funciones
son las que alcanzan el mdximo valor de la epistasis normalizada citada en el capitulo 3 (ver
[39]). Son funciones “dificiles” para un Algoritmo Genético pues el operador cruce rompe,
con probabilidad alta, las cadenas mé&s idéneas formando descendientes de peor calidad. Se
podria decir que el extremo de la funcién de Dirac es més estable que los dos extremos (con
igual valor de idoneidad) de la funcién camello y esto le convierte en mas dificil de optimizar

que el problema de un sélo pico.

Consideremos, por ejemplo, la funcién ¢ : Q, — R definida por ¢(0...0) = ¢(1...1) = 1
y ¢(t) = 0 para las restantes cadenas ¢t € . Claramente, ¢ = §y + d9¢_; y, por tanto, su

representacion vectorial es:

o
I

Entonces, para cualquier cadena s € :

ws = (w); =(We)s
= 2792 (go0(s) + ¥1..1(5))
= 22 ()™ 4 (D)

_ 92 (1 4 (_1)u<s>) : (3.5)
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siendo u(s) el nimero de unos de la cadena s.

En particular, wy = 27¢/2 (1 + (—1)0) = 2.27%2 y para cualquier par 0 < i < j < /,
Wy =272 (1+ (=1)) =0y wyig =272 (1+ (=1)%) = 22792 = wy,.

Por tanto,

w%-l— > wgﬁ- > wgi+2j

E() = 1- 0<i<t “W“g<i<j<e
(1+ () wd
=T
_ (@) ey
- 2
o 1+0)
2671 ’

cuyo valor tiende a 1 cuando £ — oo.

Nétese que, para un / fijo, £;(c) > €;(do), lo que se corresponde con el comportamiento

de los AG al tratar estas dos clases de problemas.

3.2.3 Funciones de Ponderacion

Las llamadas funciones de ponderacién (unitation functions) son funciones f definidas en
términos del niimero de unos de una cadena. Formalmente, tienen la propiedad de que existe
una funcién h : R — R tal que f(s) = h(u(s)), para todo s € Q (ver [18]). Este tipo de
funciones puede tomar, como maximo, £+ 1 valores diferentes, en contraste con los 2¢ valores
que pueden llegar a tomar las funciones arbitrarias. En este caso, la idoneidad de una cadena
depende del ntimero de unos, sin importar el orden de colocacién de los mismos. Por ejemplo,
f(0011) = f(0101) = f(0110) = f(1001) = f(1010) = f(1100) = h(2).

Como para cada 0 < u < ¢ hay (ﬁ) cadenas en {2y con valor de ajuste h(u), es facil ver

([33]) que
l

w =25 (i)h(u)

u=0

14

wy =277 [(ﬁ . 1) - (i: 11>] h(u). (3.6)

u=0
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Noétese que wq: no depende de 3.

Con el objeto de obtener el valor de la 2—epistasis normalizada, es necesario calcular los
coeficientes de Walsh de segundo orden: wgi o con 0 < i < j < £. De (2.11) se deduce

directamente que, para las funciones de ponderacién,

L
Wyiypi =22 f(Hiz) — (wo + 2 wyi)
J i
| 1
donde la idoneidad media del esquema H;; = #...#0#...#0+...# estd dada por:

M) = g 30 0= 5y 3 b))

tE'Hi]‘ tE'Hi]‘

-2 J4
1 £—2 —(0—2 £—2
= W§:<u>h(u)=2( )§:<u>h(u).
u=0
Entonces, claramente,

L
Woitoi = 22 f(Hij) — (wo + 2 wayi)

— 925 9~(t-2) XE: <£ ; 2) h(u)

u=0

£

o 1;) (i)h(u) 9. rﬁﬂé w;l) - <5:11>] h(w)

() () () - ()] e
[ I ) R G

De la expresion anterior se obtiene que, como en el caso de los coeficientes de Walsh de

= 27‘

Nl
M ~

u

Il

N

Nl
S
M-
[e=)

primer orden, los de segundo orden tampoco dependen de ¢ ni de j.

Finalmente, teniendo en cuenta que, para cualquier 0 <14 < j </, wyi = Wgo ¥ Wi oj =
Wyo 91, el valor de la 2-epistasis normalizada de las funciones de ponderacién es:

i+ (uf + (ui

> (o) h(w)?

u=0

G =1-
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Noétese que la funcién de Dirac dg es un caso particular de una funcién de ponderacién.

En este caso, wg = w1 = w3 = 2-¢/2

f(s) = h(u(s))) es

y la funcién h : {0,...,4} — R asociada a f (i.e.,

1 siu=0
h(u) =
0 en otro caso.

3.2.4 Funciones Royal Road generalizadas

Las funciones Royal Road generalizadas R}, de tipo I (definidas en [31]) se han introducido
en la seccién 2.4 a través de los esquemas

onm = #2721 (27) (2727 (p+1))

?

donde 0 < p < 2" (p € Z). El valor de 7, sobre una cadena s € Qon = {0,1}%" es:

R (s) = Z 2.

s€ap’

: n,m . n,m 7 . .
Si se denota por |0p""| el cardinal de 0" (el nimero de cadenas “en” o “satisfaciendo”

nam| — 22”—2"’

op"") entonces |op , para cualquier 0 < p < 2",

Para calcular la 2-epistasis normalizada de las funciones R}, se necesita en primer lugar
obtener sus coeficientes de Walsh. Obsérvese que el valor medio de Q9n = #...# estd dado

por:

WD) = o W) =g > | 2 o

SEQ SEQ D; 560-;’"7'
2nm] 2nm]
T g2 § : § : T 92n § : P
p=0 s€op™ p=0

— 2% gn—m om 22"72”1 — 2n72m_

; . 2"
Asi, teniendo en cuenta que, por (2.9), wy = 22 R (Q9n), entonces tenemos
ﬁ _om n—1_om _
'U)[]:22 2n 2 :2TL+2 2 :2n m

w, (3.7)

. n—1_om
siendo w = 2m+2 2
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En lo que sigue denominamos “bloque”, B;, de longitud 2 a la estructura compuesta
por los 2™ loci consecutivos situados a partir de la posicién (5 — 1) - 2™ para algtin j con
1 <5 <2" ™ Es decir,

Bj = D]‘.Qm_l...D(j_l).2m+1|:|(]‘_1).2m .

Asi, dada una cadena s € Qon, diremos que la subcadena s;yom_1...5;115; €s un representante
del bloque B; (o que lo determina) si i = (j — 1) - 2™, para algin j (1 < j < 2"7™). Por
ejemplo, si n = 4 y m = 2, existen cuatro bloques determinados, respectivamente, por las

subcadenas genéricas

B1 = 53525150, B2 = 57565554, B3 = 5115105958 y B4 = 815514513512.

Noétese que un bloque B; no es més que el esquema de orden 0 en {2om considerado como

subestructura en Qon colocada a partir de ciertas posiciones.

Se puede demostrar:

Proposicién 3.2.1. Para cualesquiera iy, ...,i; € {0, ...,2" — 1}, se verifica:

(—D)Fw si(j—1)-2™ <y, ..., ip <j-27, para algin j € {1,...,2""™}
Woiy 4 42ik =
0 en otro caso.

Demostracion. Procedamos por induccion en k. Para k& = 1 consideremos el esquema H; =
i

!
#..#0#...# y sea j el entero tal que (j — 1) -2™ < 7 < j-2™. Entonces obviamente,
a;,’fmfj NH; =Dy |opg™ NH;| =22 72"~ para cualquier 0 < p < 2"~™ con p # 2"~™ — j.

Por tanto, para todo 0 <17 < 2™, el valor medio del esquema H; es:

RuH) = G Y@ =gy X 2

SEH; SEH,; p;sE(rg’m

= o D >, 2"

p;ag’mﬁﬂi#@ SG’HZ-ﬁag’m

2
- T wigron
pipF2r T =]
2 n m
_ 2? om 22 —2m—1 (2nfm o 1)

— 272’” (2n o 2m)
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y por (2.10),
wy = 27 R (H;) — wy
— 2% 2727‘"’ (2n _ 2m) _ 2n+2n—172m
_ _2m+2n—172m
= —Ww.

Ahora, supongamos que la afirmacion es cierta hasta k — 1 y demostrémosla para k.

Para calcular wyi, | ,i, consideremos primero el caso en que k£ < 2™ y también consi-

deremos el esquema:
i i1

h h
iy iy = #o HOH HO0H..#

y supongamos que existe j tal que (j — 1) - 2™ < dj,...,ip < j-2™. En este caso H;, 4, N

U;ﬁTm_j =3y lopy™ N Hiyq| =272 F parap € {0,..,2"™ — 1}, p # 2" ™ — 4.
Entonces:
1
Ry, Miy i) = 7 > R (s)
11...0k s€Hiy...i)
= 2 g gk i 3.8
- 92n ( - ) ( . )

n—2™ m—2"
2 —2

= 272" (2" —2m)

) _ 2n71 n
Woiy 4 yoir = 2 R (Hlllk) — Wy
k
— E waop + E Wor1 492 + ... + E Waopy 4. 4 9oPk—1
p=1 1<p1<p2<k 1<p1<..<pp-1<k

= 22“ %Zl (Hlllk) — Wo

> (hwt+ > (—Dwt.+ Y ()

p=1 1<p1<p2<k 1<p1<..<pp—1<k

1 — [k
p=1
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p=1 P
- E()r
= (-1,

como se queria.

Supongamos ahora que no existe j tal que (j — 1) - 2™ < iy, ...,79 < j - 2™. Esto significa
que no existe un bloque que contenga a todas las posiciones fijas del esquema #;, ; . Es
decir, esas posiciones se encuentran distribuidas en b bloques, con b > 1. Sea 7, el numero
de posiciones con alelos nulos que se encuentran en el bloque B, (r = 1,...,b). Entonces, por

(2.12) y la hipétesis de induccidn,

k—1
. _ 2™ /2 qn L ) .
Woiy 4 yoip = 22"/ R, (Hzl...zk) — Wo — § E : Wyixy 4 yoirp
p=1 1<A 1 <. <<k

2n—1
= 2 R (Hiy..ip) —wo — A, (3.9)
con
A= Z Wyirg + Z Wyiry 4oix oot Z Wying g2
1<\ <k 1< <Ao<k 1< <o <A<k
35/ M1€B; 35 /{A\1,A2}CB; 35 /{15 2p}CB;

b
= Z Z Wyin, + Z Wyixy ygirg T T Z Woiny 4. 42"

j=1 | 1<\ <k 1<A1 <2<k 1<M <. <<k
/\1€Bj {)\1,)\2}CBJ‘ {/\1,...,/\p}CBj
b
= S ("M Do+ () )20+ () (1)
; 1 2 nj
j=1
b Ny ) b
> (”9>(—1)Mw =3 —w=—bo. (3.10)
7=1 p=1 K 7=1

Por otra parte, un razonamiento similar al empleado en (3.8) conduce aqui a que

2k n m m
R Hirir) = 55 27 ¥ 2R (27 —p) =27 (2" — b2™). (3.11)
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Sustituyendo (3.7), (3.10) y (3.11) en (3.9) se tiene directamente que:
Wyin s g = 20 27TT (20— p2m) —2% 972" 4w =0,

Para finalizar la demostracién, si k& > 2™, no existe j tal que (j —1)-2" < iy < ... < i <
7+2"™, por lo que la demostracion se reduce al caso anterior y, en consecuencia, Wqi, | 9, = 0.
O

Ahora, teniendo en cuenta que los tinicos coeficientes de Walsh no nulos son aquellos que
se construyen con indices correspondientes a un mismo bloque y que el niimero de bloques

es 2™ se tiene:

Corolario 3.2.2. Para 1 < k < 2" se verifica:

2 2m 2
n—m
S b= ()

0<i1 <. <l <27

Ya estamos en condiciones de calcular la norma del vector R7.,.

Proposicion 3.2.3. Para cualquier m < n se tiene:

R ()2 = 2m™ (2n7™ 4 227 — 1) WP

Demostracion. Puesto que |R], || = ||w]|, el corolario previo y (3.7) conducen a:
22" 1
IRR 1> = D wf
i=0
on [ i

_ 2 2
= wp+ Z Z Waiy 4 42ik

k=1 | 0<i1<...<1p <2

_ 2 2 _
= wy+ Z Z Waiy 4 420k

k=1 | 0<i1<...<0p <27

2m
_ 2n—2m , 2 2m n—-m , 2
= 2 w -I—g 3 2 w
k=1

— 227L72mw2 + 277,7777, w2 (22m _ 1)
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— 2nfm (277,7777, + 22m _ 1) w2‘

Nota: En [34] este valor se obtiene de una forma mds técnica y por un camino extremada-

mente méas complicado. Finalmente, obtenemos:

Proposicion 3.2.4. La 2-epistasis normalizada de las funciones Royal Road generalizadas
de tipo I estd dada por:
22m _ 22m—1 _ 2m—1 -1

e (R) = g

Demostracion. Es consecuencia inmediata de (3.7), las proposiciones 3.1.12, 3.2.1, 3.2.3 y el
corolario 3.2.2. De hecho:
wg A+ Y whi Y whi,,

- 0<i<2n 0<i<j<2n
* n _ S S
Egn (éRm) = 1-

> owp
0<i< 22"
n—m 2 _ 2 2
(2 w '+ > (~wr+ Y w
- 1- 0<<2m 0<i<j<2n
> w;
0<i<22”
) (2”*’%))2 + 2% + (2;)2”*’%;2

an—m (2n—m + 22m _ 1) w2

T ()
gn—m 4 22" _ ]

on—m + 22m71 + szl

= 1 —
gn—m 4 92" _ ]

22’” _ 22m71 _ 2m71 -1
gn=—m 1 22" ]

3.2.5 Funciones Template

Nuestro iltimo ejemplo lo constituyen las funciones Template introducidas en la subsec-
cién 2.2.3 y reconsideradas en la subseccién 2.3.2 y en la seccién 2.4. Para el cilculo de la

2-epistasis normalizada de este tipo de funciones se necesita conocer sus coeficientes de Walsh
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de orden 0, 1 y 2. Aunque los coeficientes de orden 0 y 1 ya se han calculado en la proposicién
2.3.4 y por lo tanto sélo restaria calcular los de orden 2, dado que éstos se van a obtener por
un procedimiento distinto al usado para calcular wy y wqi (i = 0,...,¢ — 1), recalcularemos
también los ya conocidos. La combinacién del uso de las transformadas de Walsh, junto con
el hecho de que la funcién Template T}* es de orden n (como se establecié en el lema 2.4.1
de la seccién 2.4), pone de manifiesto la clara ventaja del uso de las transformadas de Walsh

para obtener de una forma mucho mis sencilla la 2—-epistasis.

De acuerdo con el lema 2.4.1, el vector w = W, T} se puede escribir como suma de los

vectores de Walsh asociados a las funciones 7

l—n

l—n
w=W,T} =W, (Z Tk> => Wi, (3.12)
k=0

k=0

donde 7 denota el vector asociado a la funcién 7%, para todo k. Si denotamos por w(;,) =

W, = (w(Tk)O,w(Tk)l,...,w(Tk)Qz_l) al vector de Walsh asociado a 74, entonces, por (2.9),

1 —2n
W(r)o = 2éTk(Qg) = 2§? Z Tr(s) = 9-59t-n — 9
SEQy
Asi, el coeficiente de orden cero asociado a T es
{—n {—n {—n s s
wo = (WeTP)g=> (WiT)g =Y Wiryo=.2 7 =({—n+1)2
k=0 k=0 k=0

Para calcular los coeficientes de Walsh de primer orden asociados a 7, (0 < k < £ —n)
denotemos por Ay el conjunto de n indices consecutivos, comenzando en k, i.e., Ay = {k,k+
1.,k +n—1}

i
1
Fijado un indice 7 (0 < ¢ < /), consideramos el esquema H; = #...#0#..#. Sii € A

(para algin k) entonces, de la definicién de 7 y de la expresién (2.10) de la pagina 50, se

tiene:
m(Hi) = 0,
£ {—2n £—2n
W(rp)2i = 22 11, (Hs) — W(r,)o = 0—-272 =-2"2, (3.13)
mientras que si i ¢ Ag,
(M) = ST Z TK(8) = %2 _ 9
SEH;
L £ —n {—2n
Wiryoi = 22 (i) — Wiy =2227" =272 =0
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Entonces, de (3.12), el coeficiente de Walsh de orden uno w,; asociado a T} es:

£—n £—n
L—2n
=Y v = Yo 2
k=0 k=0
k?; ZEAk.

Debemos pues, determinar a cudntos conjuntos de indices Aj pertenece i. Este nmimero
queda reflejado en las tablas 3.8 y 3.9 (Nétese que es necesario distinguir dos casos, depen-

diendo de la longiutd n del patrén en la cadena s = sp_1...50).

Posicién del indice | Niimero de conjuntos
i€{0,...,0—n—1} i+1
ie{l—n,..,n—1} l—n+1
i€{n,...0 —1} L—1

Tabla 3.8: Conjuntos de indices A a los que pertenece ¢ en el caso £ < 2n.

Posicién del indice | Niimero de conjuntos
i€{0,...,m—1} i+1
ie{n,..,l —n—1} n
ie{l—nm,.. 0—1} £—i

Tabla 3.9: Conjuntos de indices Ay a los que pertenece ¢ en el caso £ > 2n.

De esta forma, se puede asegurar que, para £ < 2n:

25" (i + 1) si0<i<l—n
L—2n . .

wei =4 =272 ({l—n+1) sil—n<i<n
—25™ (0 — i) sin<i</l

y, para £ > 2n,
-2 (1+1) si0<i<n
Woy =4 —272 n sin<i<{—n
272 (L—i) sil—n<i</.
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Como era de esperar, estos valores coinciden con los obtenidos en las tltimas columnas

de las tablas 2.5 y 2.6 de la proposiéon 2.3.4.

Los coeficientes de orden dos asociados a 7 se calculardn a partir de la férmula (2.11) de
la pagina 50:
L
Winy2it2i = 22T(Hij) = Wiz )20 = Wir)2i = Wiz,
J i

siendo H;; = #...#(L)#...#(i)#...#.

Si {i,7} C Ay entonces 1(H;;) =0y, por (3.13),

L—2n
Wir2! = Wy = =27
Asi,
L—2n L—2n {—2n L—2n
W(7,,)2i 42 =04+2"72 +2 2 —22 =22

{—2n

Sii¢ Ak, j € Ay entonces 7 (Hij) = 0, Wi yoi = =272y Wir )0 = 0. As,

{—2n {—2n

2i+2j:0+2 2 +0—-2"72 =0.

W)

Por tltimo, si {i,j} N Ay = @ entonces 7;,(H;;) = 57520 "2 =277,

Wr2 = Wny2 = 0-

Por ello,
L—2n

iy = 22277 —0—0-27" =0.

Wy

Entonces,
l—n l—n

{—2n

Finalmente, para calcular el coeficiente de Walsh de orden dos asociado a T}, wei 9 (i < j),
se debe determinar cudntos conjuntos Ay, contienen a {7, j}. Al igual que antes, este niimero

queda reflejado en las tablas 3.10 y 3.11.

Proposicién 3.2.5. Dada la funcion Template T}, el valor de Ty = > wgi+2f viene
0<i<j<t
dado por:

9l=2n {(“g“) [(4;") +2@2n— 020 -n)+ 1)] + (Y (e —n+ 1)2} si £ < 2n,

2703 [(F1) + §2n = 1~ 20)] si 2

Iy =
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Posicién de los indices Nimero de conjuntos
i€{0,.,l—mn—1}, jefi+1,.,L—n—1} i+1
i€{0,..,l—mn—1}, je{l—n,..,n—1} i+1
i€{0,.,l—n—1},j€{n,...,i+n—1} n—j+i
ie{l—n,..,n—1},je{i+1,...,n—1} L—n+1
ie{l—n,..n—1},j€{n,...0 -1} L—3
ie€{n,...,l—=2}, jef{i+1,..,0—1} L—3

Tabla 3.10: Coeficientes de Walsh de orden 2 de T (¢ < 2n).

Posicién de los indices Nimero de conjuntos
i€{0,...,n—1},je{i+1,..,n—1} i+1
i€{0,...n—1},j€{n,...,i+n—1} n—j+i
ie{n,..,b—m—1},jeli+1,..,i+n—1} n—j+1
ie{l—n,. -2} jeli+1,.., -1} L—3j

Tabla 3.11: Coeficientes de Walsh de orden 2 de T (£ > 2n).

Demostracion. Para £ < 2n,

l—n

L= Y3 ()

0<i<j<l k=0

l—n—1£0—n—1 f—n—1 n—1 l—n—1i+n—1
= 202 Y N i+ 1)+ (i4+1)% + (n —j 41)?
i=0 j=it+1 i=0 j=f—n i=0  j=n
n—1 n-—1 n—1 ¢—1 -2 (-1
3 3 -+ 12+ Y Y -5+ (0 — 5)?
i=f—n j=i+1 i=f—n j=n i=n j=i+1

No resulta dificil comprobar que los sumandos primero, tercero y sexto de la expresion
anterior coinciden, ya que:

l—n—1£0—n—1 l—n—1

oY @+ = > (+1)’(¢-n—(i+1)

1=0 j=i+1 1=0
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l—n—1
= ({—n) (i +
i=0
l—n 0
= (L—n) ) k*—
k=1 k
l—n—1i4+n—1 l—n—1i—1
(n—j+i)? = (i—k)? =
i=0 j=n i=0 k=0
{—n
= (0 —n—Fk) k=
k=1
y
-2 -1 =2 0—i—1 t—n—1
>3 -ip = =
i=n j=i+1 i=n k=1 k=1
{—n
k=1
Ahora, como
§k2= 2(€—n)—|—1<£—n
3 2
k=1
y

£—n
Yo =(1+2+..+(-n)’
k=1

(

l—n+1

2-epistasis sobre alfabetos binarios

+1

)

2

).

tenemos que el valor de cada una de esas tres sumas dobles es:

(L= m)(2

(t—n)+1) [t—n+1

f—n+1
2

)|

l—n l—n
(L—n) > K = > K
k=1 k=1

1 (l—n+1\[(l—n
3 2 2 )
Por otra parte,
{—n—1 n—1 L—n—1
Gi+1)2 = (2n—12) (i+1
i=0 j=f-n i=0
n—1 /-1 n—1 f—n
SPETES IS
i=f{—n j=n i=f—n k=1

3 _<2>]
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y
n—1 n-—1 n—1
Z Z (l—n+1)?2 = ({—n+1)° Z (n—(i+1))
i=f—n j=i+1 i=f—n
n—1
= (l—-n+1 {n—l 2n—€)—2i}
i={—n
9 l—1
= (l—n+1) {(n—l 2n—€)—T(2n—€)}
= ({—-n+1 (2£ >
Entonces,

r, = 242"{(€_Z+1>(€;">+§(2n—£)<€_z+1>(2(£—n)+1)
+<2n2_£>(€—n+1)2}
_ 24—2"{(6_7;*1) [<£;n>+§(2n—€)(2(€—n)+1)]
o — ¢
+< . >(€—n+1)2}.

Por otra parte, si £ > 2n,

n—1 n—1 n—1i4+n—1 {—n—1i+n—1
Py = 272013 0 > (i+ 1)+ (n—j+0%+ Y. > (n—j+i)
=0 j=i+1 i=0 j=n i=n j=i+l
-2 41
+ (ﬁj)2]
t=0—n j=i+1

Ahora, teniendo en cuenta que, por un razonamiento analogo al del caso ¢ < 2n,

n—1 n—1 n—1i+n—1

NN @+1)? = Z Z (n—j+1i) —nZkQ Zk3

i=0 j=i+1

N

n + 1\ /n
2 2/’
l—n—1i+n—1 l—n—1n—1

SN -+ = S Y R=(-2m) ZkQ (¢ — 2n) 2”3_1@’)

i=n j=i+1 i=n k=1

[SCR
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y
-2 (-1 -2 (—i—1 n—1
-5 = > Y = (-kK
i=0—n j=i+1 i=fl—n k=1 k=1
n
= (n—k)kQ_nZkQ Zk?’
k=1 k=1

un calculo directo conduce a que
1/n+1\/n 1/n+1\/n 1/n
_ {—2n | = - - _ _
o= 2 ("1)(6) 5" ) () 5 (5) e e
+l n+1\/n
3\ 2 2
1 1
_ 2““(7;> [(”; >+§(2n—1)(€—2n)].

Teniendo en cuenta todos los calculos anteriores y el valor de la norma del vector T} se

verifica:

Proposiciéon 3.2.6. El valor de la 2-epistasis normalizada de la funcién Template T},

,(T}"), viene dado por

0) 1—ot-m [@n—+1)+ (" )] (@—n+1)2+ ("2 [2(2(6-n)+1)+(157) + 2 (2(0—n) +1)(2n—0)]
20=n(3(l—n)—1)+2

si £ < 2n,

ot—2n (-t 220 20 ) (3 ) () [(*F) + n- (2]
n)—

2= (3(0—n)—1) 12027 (21 (£—2n) ({—2n—1)) si 4> 2n.

b) 1

Demostracion. El valor de la 2—epistasis normalizada de la funcién T}’ se obiene mediante la

formula

. Fo+T1 +1
e(T7) =1— TTE
donde g =w§, 1= Y wiyla= % wgl+2J
0<i<t 0<i<j<t

Ahora, una sustitucion directa del valor I'g + I'y obtenido en la proposicién 2.3.4 y 'y de
la proposicién anterior, junto con las relaciones (2.7) y (3.4) y la proposicién 2.2.4, concluyen

la demostracion. O
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3.3 Invarianza de la 2—epistasis normalizada

En el estudio de la 2—epistasis normalizada se observa que existen distintas funciones para
las que el valor de este estimador coincide. Casos particulares son las funciones de segundo
orden, para las que la 2—epistasis normalizada se anula. Ahora, nosotros expondremos un cri-
terio que permitird determinar en qué casos permanece invariante la 2—epistasis normalizada

de una funcién.

En lo que sigue, denotamos por 7' una transformacién ortogonal sobre funciones f : Qp —

R, y sea O,(R) el grupo de matrices ortogonales de orden n.

Se verifica:

Proposicion 3.3.1. El conjunto de transformaciones ortogonales que dejan invariante la

2—epistasis normalizada es isomorfo al grupo O(§)+é+1(R) X (’)21_(§)_é_1(R).

Demostracion. En tanto no haya confusion, se suprimiran los subindices en la demostracion.

Sea T € My (R) la matriz asociada a una transformaciéon ortogonal T'. La caracterizacion
de la 2-epistasis normalizada de una funcién f : Q, — R, dada por (3.3) permite asegurar
que

E(T(f)=¢(f) & 'TBT=B < BT=TB.

Consideremos la matriz diagonal D definida en la subseccién 3.1.2 (ver pagina 87), y sea

)

donde aqui, I,, denota la matriz identidad de orden n, O la matriz nula de orden ((5) + 4+ 1)

P (=P/) la matriz 2'—dimensional que verifica

(@)

PDP = I(ﬁ)t’-’“
t0

o

X (24 — (5) —f— 1) y O la matriz cuadrada nula de orden 2¢ — (ﬁ) —¢—1.

La idempotencia de las matrices W y P permite afirmar que la relacion BT = TB es
equivalente a

P (WBW) PPWTWP = PWTWPP (WBW) P,

es decir, por la relacién (3.2),

PDPPWTWP = PWTWPPDP. (3.14)
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Sean

J=PDP

S=PWTWP.

Esta matriz S se puede escribir por bloques de la siguiente forma:

S S
g_ 00 Sot
S0 St

con Sgo matriz cuadrada de orden (g) +/4+4+1, Sp; de orden ((5) + /4 1) X (25 - (g) — 0 — 1),

Sy de orden (24 — (5) -/ — 1) X ((5) + /4 1) y 811 matriz cuadrada de orden 2¢— (5) —/—1.

Entonces, la relacion (3.14) es equivalente a JS = SJ, es decir

i(§)+1z+1 Soo So1 |\ _ [ Soo Sor i(§)+£+1
tO Sio Su Sio St tO
Soo  So1 _ Sew O
6 6) \soo)

Asi, la transformacion ortogonal T' deja invariante la 2—epistasis normalizada si y sélo si

(@)

o O
~——

o

ie.,

su matriz asociada T verifica la relacion:

T — WPSPW,
con N
S=<9 0»
tO Q
donde Q € O(§)+£+1(R) y Qe Oﬂ—(ﬁ)—é—l(R)' O

Ejemplo 3.3.2.

Si £ = 3 entonces (ﬁ) + 44+ 1 =7, por lo que las matrices S obtenidas en el resultado

sz(% 0)
Q0 ¢

con Q € O7(R) y € € O1(R), es decir, € = 1.

anterior son de la forma
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Si consideramos, por ejemplo, la matriz

0100000
1000000
0010000
Q=]000 100 0 |€ec0(R),
00007100
0000O0O0 1
0000O0T10

Entonces, teniendo en cuenta que en este caso P = I, las transformaciones ortogonales T

cuyas matrices asociadas, obtenidas a partir de S = (t% e) , conmutan con B son dos y
tienen asociadas las matrices
2 o 00 O 0 O
0 1 -1 0 0 -1 -1
0 1 0 0 —1 1 0
110 -1 0 0 -1 0 -1 .
— sie=1
210 0 0 2 0 0
0 -1 -1 0 1 -1
0 -1 1 00 10
O -1 0 -1 0 -1 0 1
y
3 1 1 -1 1 -1 -1 1
1 -1 1 -1 -1 1 -1 =3
1 1 1 1 -1 -1 3 -1
11 -1 -1 1 1 -3 -1 -1 )
— sie=—1.
4 1 -1 -1 1 3 1 1 -1
-1 1 -1 =3 -1 1 -1
-1 -1 3 -1 1 1 1 1
1 -3 -1 -1 -1 -1 1 1
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3.4 Valores extremos

En la seccién 3.1 ya se ha demostrado que la 2—-epistasis normalizada £; toma valores entre
0 y 1. Ahora calcularemos sus valores extremos. En primer lugar, observemos que los valores
minimo y méximo de £)(f) se corresponden, respectivamente, con el maximo y minimo de
ne(f) = A, f, con Ay = 2¢By y donde, por supuesto, 0 < ny(f) < 2¢||f||?. En particular,

para funciones con vector asociado unitario, se tiene 0 < np(f) < 2L,

Para cualquier funcién f : €, — R con vector 'f = (fg,....,foe ;) € RQZ, denotamos por

. . L—1
f° f1:Q,_1 — R las funciones cuyos respectivos vectores en R>  son:

fO f2£—1
£0 = : , fl= : . (3.15)

for-1_4 for_q

Asimismo, consideremos las funciones:
gt ="+ g =" (3.16)

Si ademads de la forma 7, consideramos

Ye(f) =" G f

y se tiene en cuenta que las matrices Gy y Ay verifican las férmulas de recurrencia (2.3) y

(3.1), respectivamente, entonces:

n(f) = 'fAf
— ( tpo  tel ) A1 +Gpy Ay — Gy fO
A1 =Gy A +Goy £1
A, Ay £0
- (th tp1 ) -1 Ay 1
A Ay f
0
_|_( tg0 il ) Gioi Gy f
-Gy Gy fl
= 0 )AL (£ ) (0 )G (0 1)
= ne—1(g") +ve-1(9)- (3.17)
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Utilizando en (2.3) un razonamiento similar al empleado en (3.17) podemos afirmar que

las formas 7y, y v, verifican la relacién:

Ye(f) = ve-1(9") +ve1(97), (3.18)

donde
, 2
201

ve(f) ="Uf= | Y £
k=0

Siguiendo la pauta establecida en (3.15), para cualquier funcién f : Q, — R con vector
= (fg,...,fye_4) € R2* denotamos por f00, fOL £10 ¢l . ), , — R las funciones cuyos

. —2
respectivos vectores en R? son:

fO f2£—2
fOO — fOl — .
fora for1
2 1 2 1 (319)
f21—1 f21—1+2£—2
flO — fll — .
le—l_}_Ql—Z_l f2[—1

y, de forma similar a la establecida en (3.16), denotamos por g™+, ¢" =, g7 y g7~ las

funciones definidas en €;,_5 dadas por:

g++ _ (g+)0+ (g+) _ f00+f01 +f10+f11,
g+_ — (g+)0 o (g+)1 _ foo _f01 +f10 —f“,
g_+ — (g_)0+ (g—)l _ f00+f01 _f10 —f“,
g = (g_)O _ (g—)l _ foo _ f01 _ f1o +f11-

3.4.1 Valor minimo

Obsérvese en primer lugar, que el valor minimo teérico £;(f) = 0 —o, equivalentemente,
el maximo valor de 7y(f)- se alcanza. De hecho, para £ = 2, dimV,! = 4 y entonces V,} = R*.

Asi, para todo f € R*, se tiene
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m(f) = Axf ='F4T,f = 4| (3.20)

Por otra parte, para ¢ > 2, consideremos el vector vo = € R' y definamos

_ o O =

Vi1

recursivamente los vectores vy = ( ) . Si f es la funcién de ajuste cuyo vector asociado

Vi1
es vy € R?' entonces —usando un argumento de induccién— es fcil demostrar que ne(f) =
2! ||ve||2. El caso £ = 2 se comprobé en (3.20). Supongamos que el resultado es cierto para

¢ — 1y demostrémoslo para .

ne(f) = "viAgve
. . Ay 1+Gey Apr— Gy Vi1
= ( Vi—1 Vi1 )
Ay 1—-Gp 1 Ap 1 +Gyg Vi1
= 4'vi 1A vy

= 427 v

= 2 |lvell?,

para todo £ > 2.

De las proposiciones 2.6.1 y 3.1.12 se sigue inmediatamente que:

Teorema 3.4.1. Para cualquier funcion f: Q — R, las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes:

1. f es una funcion de sequndo orden,

2. &(f) =0.

3.4.2 Valor maximo

Nuestro préximo objetivo es encontrar el maximo valor de la 2-epistasis normalizada £j.
Ya se ha mencionado que £; < 1. No obstante, si £ > 2 y nos restringimos a funciones
no negativas con vector asociado unitario, entonces podemos asegurar que el valor maximo
“teérico” no se alcanza. De hecho, el valor maximo de £;(f) es 1 — 22-¢, como se demuestra,

a continuacién.
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Proposicion 3.4.2. Para cualquier £ > 2 y cualquier funcion de ajuste f que tome valores
no negativos con ||f]| =1, se verifica:

. 1

g(f) <1- 27
Demostracion. Dado que la afirmacién es equivalente a comprobar que 7,(f) > 4 y, teniendo
en cuenta que si £ = 2y ||f|| = 1, entonces n2(f) = 4, bastard demostrar que ny(f) > 4 para
¢ > 2. Para ello, observemos que, como f es no negativa, entonces ‘f% . f1 > 0. Ademds,
lgHl > 1 ya que | £] = 1.

Ahora supongamos que, para algiin entero positivo £ > 2 y para alguna funcién f en

las hipdtesis de la proposicién, se verifica ny(f) < 4. Sea g = g—i” con vector asociado g
(llgll = 1). Entonces,
g* 1 + +
ne-1(9) = me—1 <“ g+||> = TP ne-1(9") <ne-1(g9™)

< =1 (g7) + ve-1(97) = me(f) < 4.
(En la segunda inecuacién se ha utilizado el hecho de que Gy es una matriz semidefinida

positiva y, en consecuencia, vy—1(g~) > 0).

Iterando este procedimiento se llegaria a que existen funciones de ajuste no negativas f

definidas sobre Q = {0,1}2 con || f|| =1 y n2(f) < 4, lo cual es imposible, como ya sabemos.

Esta contradiccion demuestra la afirmacion.

0

Por 1ltimo, nos proponemos caracterizar a las funciones no negativas con vector asociado

unitario y cuya 2-epistasis normalizada es méxima. Equivalentemente, aquellas funciones

para las que n¢(f) =4 (|| f[| = 1).

Hemos demostrado ya en la proposicién anterior que ese valor lo alcanza cualquier funcién

de ajuste definida en Qy = {0, 1}2. Sea ahora £ > 2 y definamos los vectores

+_ +_tf o+ +
w =Wy g7 = <w07w1a---aw2z—1,1>

— t — — _
w =W, g7 = (wo,wl,...,wﬂ,l_l).

Entonces, utilizando la idempotencia de la matriz W, por la proposicién 3.1.9 de la pagina
88 (respectivamente lema 2.3.1 de la pdgina 47), ny—1(g") (resp. v,—1(g™)) se puede reescribir

COomo:

n-1(gt) = 'gtAiigt =2 g " Biigt =2 'wT Dy wh
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= 27w+ YD W)+ Y (why,)?

0<i<l—1 0<i<j<t—1
respectivamente,
Yei(g) = 'g Geg =27"'g Brag =2""'w Dpywo
. _ _
= 20 S (we )P+ Y (wy)?p (3.21)
0<i<t—1

Ahora, teniendo en cuenta que y,_1(g~) > 0y que

+
g
neer() = g 12 mes (m) >4 lgt |2 > 4,

se obtiene directamente que el valor minimo de n,(f) = n,_1(97) + v_1(g~) se alcanza si

ne-1(9") =4y v-1(97) =0, lo que es imposible si [|g*|| > 1.

Ademds, nosotros obtenemos:

Proposicion 3.4.3. Sea f una funcion de ajuste no negativa cuyo vector asociado f € R2*

es unitario y tiene la propiedad de que ||g™|| = 1. Entonces,

1 0

0 1

0 1

- < 1 o e ]! 1] 0

1. Sit=3,&/(f) =1— 5= si, y sdlo si, £ =5 0 o f=3 )
1 0

1 0

0 1

2. Sil >4 entonces £,(f) <1— 21%2

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacién observamos que si £ = 3 entonces, de
la expresién (3.21), se tiene que el nico coeficiente de Walsh de w™ no nulo debe ser wy , ya

que exigimos y,—1(¢g~) = 0.

Por otra parte,
2-11 2611

HOFt = N M = ) fifyer, =0, (3.22)
k=0 k=0
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pues ||g" || = ||f|| = 1. Por supuesto, (3.22) es equivalente a
fyfor—1,), =0, paratodo 0 <k < 2t (3.23)

por ser f no negativa.

Ademés, paraf =3y w = Wsyg ,con ||g || =|lg"| =1, un calculo sencillo demuestra
que wy = 10wy = —1y, por tanto, w~ = (0,0,0,1) o w~ = £(0,0,0, —1), respectivamente.
En consecuencia,

1 1 11
t —
=(0,0,0, 1) Wy = =, — =, —=, =
g (777) 2 <27 27 272>7
respectivamente,
111 1
t —
=(0,0,0,—1) Wy = —=,=,=,—= ] .
g ( s Uy Uy ) 2 ( 279797 2)
Observemos que, como todas las componentes de g~ = f® — f! son no nulas y f > 0

entonces, por (3.23) directamente obtenemos que
1 1 11
f=1{-,0,0,-,0,=,-,0
27 ) ) 27 ) 27 27

11 1 1
t
f= —. =0, = Z
<07272707 270707 2)7

como asegurabamos.

Para demostrar la segunda afirmacion, consideremos primero ¢ = 4 y, posteriormente,

argumentaremos por induccién en 4.

Utilizaremos las dos siguientes relaciones de recursién de 1y que se deducen directamente
de (3.17) y (3.18).

ne(f) = me-1(g") +ve-1(97)
= ne-1(g") +ve2(g” ") +vra(gT ) (3.24a)
y
ne(f) = ne-1(g") +v-1(97)
= o o(g" )+ v olgT ) +ya(g). (3.24b)

Estamos interesados en las funciones de ajuste con n4(f) = 4. Usando la férmula re-
currente de 7, dada en (3.24a), el mismo argumento que el empleado en el caso ¢ = 3 nos

conduce a que n3(g") = 4, con [|gT]| = 1, y que y3(¢g”) = 0, de donde se deduce que
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¥2(g~ ) = wa(g~~) = 0. Por tanto, obviamente, g* es uno de los vectores dados en la

primera parte de la proposicion. Es decir,

1
'g" =5(1,0,0,1,0,1,1,0)

1
‘8" =5(0,1,1,0,1,0,0,1).

Comenzamos con el caso en que ‘gt = % (1,0,0,1,0,1,1,0).

Como y2(g~ *) = 0 (lo que equivale a que g~ © € V') entonces g~ * es un miiltiplo del

vector (1,—1,—1,1). Por ello, los tinicos valores posibles para el vector g~ son:

g~ ==+(1/2,0,0,1/2,0,—1/2,—-1/2,0).

Entonces, en el primer caso g~ ~ = (1/2,1/2,1/2,1/2), mientras que en el segundo
g =%-1/2,-1/2,-1/2,—1/2). En ambos casos se verifica:

3 2
(g ) ="g Ug = ( g;‘) =4
k=0

y, por tanto, el valor minimo de 74 no se alcanza, i.e., nq4 > 4.

De forma similar, si ‘gt = % (0,1,1,0,1,0,0,1), se obtienen los mismos valores para el

vector g~
Esto finaliza la demostracién del caso ¢ = 4.

Finalmente, para ¢ > 4, iterando el proceso dado por (3.24b), y considerando las funciones

0 1

4 p—1 p—1

g-l- + _ g-l- +| + g-l- R :

y
p—1 p—1 0 p—1 1

+e - +--o 4+ +-o 4+

g =19 g
obtenemos que

ne(f) = ne1(g") +ve1(97)
+7

= Ne—a(g"h) F Y29 ) +v—1(9)
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= Ne—3(g"T) +y—3(gTT ) + ye—2(9) + ve1(g7)

(—4 k—1

—— -4 ——
= mlgT ) D k(g T ) >4,
k=1

ya que 14 > 4y ve— > 0, para todo k.

Esto finaliza la demostracién.






Capitulo 4

Epistasis superior

4.1 Epistasis de orden superior

Como se ha comentado ya, en el andlisis de la dificultad que presenta una funcién para
ser optimizada por un Algoritmo Genético, se ha demostrado empiricamente que la epistasis
normalizada es un buen estimador (ver [20] o [34], por ejemplo). Ademds, los resultados
obtenidos en la seccién 2.4 parecen indicar que el orden de la funcién objetivo es un buen

complemento para medir esta dificultad.

En esta seccién definiremos un nuevo estimador de la dificultad de una funcién que, a su
vez, proporciona informacién sobre el orden de la misma. Una generalizacion del entramado

algebraico de la epistasis normalizada conducira al concepto de la k-epistasis normalizada.

4.1.1 Las matrices Gy

Este apartado se dedica a la construcciéon de un conjunto de matrices Gy, siendo £ y k
enteros no negativos. Las introducimos de forma inductiva y, posteriormente, calculamos la

expresion explicita de sus elementos.
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Para >0y k=0,
Gro=|: . | =UpeMxu(Z).

Cuando k>1y£=0
GO,k = (1) € Ml(Z)

y, si £ > 1, se define de forma recursiva:

Grip+Gr1k—1 Gro1p— G111
G =

€ My (Z). (4.1)
Groip — Geoip—1 Goo1p + Gro1 -1

Por la construccién de la matriz Gy, es facil ver que, para k > /:
Gy, =21, (4.2)
donde I, como siempre, denota la matriz identidad 2¢-dimensional.

En el caso en que k < £ se verifica:

Proposicion 4.1.1. Para £ > k, la matriz Gy = (gf;k> estd dada por:
’ 0<s,t<2¢
k C—1—k+7\[t—d
0,k | ok—7 - L= -
9 = (—1)’2'”< . )(k_ft>.
= j J

Demostracion. Se realizard por induccion en el valor de £. Para £ = 1 el resultado es evidente.

Se supone que la expresion es valida para £, y se demostrard para ¢ + 1.
Por (4.1), si s,t € {0,...,2° =1} o s,t € {2%,...,2¢71 — 1} se tiene:

+1,k _ Lk l,k—1
Gst = 9st +gst ’

siendo:

k—1 . Vi

_ ; M-k 4+ /—d
0k—1 k—1— J st
) = E —1Y 2 J
Iot =) ( j )(k—l—j)

=0

=

k—1

e ()

J=0

S ()

=0
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Entonces,

041,k

Gst =

- %&4W2kj«_%+j>Qfl%3>

j=0 J
— C—k+75\ [ t—d
+) (=1t 2’“—1—3'( . > < ! )
JZ_;)( ) ; Eo1o
k—1

i (k5[ £—d
— _1]2]9] st
3 i [

(1) 2t (z —1-k +j> <e — df;t)_
/ j—1 k=3

=

-t

_l’_

J

0,k lk—1
Gst + Gst

k .
(_ly2kj<z—1-k+g>(e—dg>
J k—j

0
k 0—1—Fk+4\[t—d
_yiek=i (T T — Gt
e () ()

<.
Il

o ()

k—1 .
N (_Djﬁ]<€—k+j>(€—d§>
o J k—1-j
Y k-1 . ¢
o <£+ 1— dst> S (L1yigh (18— k +y> <£+ 1 —.dst>
k P J k—j

k .
(_Dj2bﬁ<e—k+g>(@+1—dg>.
= j k—j

+ (-1)* (2)

123
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4

Ademds, en este caso, dgfl = d;, por lo que:

k . 241
. -k 4+ /+1—-d
+1,k k— J st
= E —1)72F 7 .
1) ( ' >< k—j )

j=0 J

Por otra parte, si s € {0,...,2¢ =1}, t € {2¢,...,2! —1}:

+1,k
Gst

0k Lk—1

9st — YGst

k (—1—Fk+4\ [0—d
(ay (TR ()

= J k—3j
k

—1 .
B “JVﬂijf—k+j ¢ —d,
; j k—1—3j

J

e (7))

Il
o

§=0
k . ¢
= Jj—1 k—j
k . l
= J k—j
k . V4
e (=1 —k4+j5\[(l—d
e (Y
jz:;() i—1 k—
¢ —dt i Yy A .
() e (7))
i ;() j k—

k - L
()
— J k—j

J

Teniendo en cuenta que ahora df, = d4/1 — 1 se obtiene:

k . 0+1
+LE _ Z(_l)j o <€—kf+j> (E—i—; —<_ist+ >
-]

=0 J
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4.1.2 Propiedades algebraicas

Lema 4.1.2. Para 0 < k </, la matriz Gy, verifica:
0k
> gt =2" (4.3)
0<s,t<2¢

Demostracion. La demostracién se realizard por induccién en £. Si £ =0, Ggo = (1), por lo

que el resultado es evidente. Supongamos que se verifica para £ — 1 y demostrémosla para /.

El uso de (4.1) permite escribir

Lk —1k 206—1) __ o2¢
Ist =4 Z Ist _42( )_2 :
0<s,t<2¢ 0<s,t<2t-1

Para determinar el rango de Gy, observemos que la relacién (4.2) proporciona direc-
tamente que Rg Gy = 2t si ¢ < k. En el caso £ > k observemos, en primer lugar, que
Rg G = 1y, cuando k > 1, el uso de transformaciones elementales permite afirmar que

Gy es equivalente a

G/_ O/_
—1,k - (4.4)
Or1 G
0O ... 0
siendo Oy_y = | -, | € Mqy-1(Z), de lo que se deduce:
0O ... 0
Rg Grr =Rg Gy_1 1 + Rg Gy_1 1. (4.5)

Entonces:

Proposicion 4.1.3. Para £ > k > 0 se verifica:
Ny
Rg Grp =) <>
=0

Demostracion. La construccion de Gy permite crear un diagrama de tipo arbol que ayuda

a calcular su rango en funcién del rango de las matrices G, ;, coni < ky j3 < /£
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Go_1 k-1 Go_1

Gr_o k-2 Gr_o k-1 Gr_ak

Go_kpo oo Gopp—2 Gk k-1 G ik
Grg—10 - Grp—1p—2 Grp—1p—1 Grop—1x
Go,o oo Gop_2 Gok—1 Go,x

Usando recursivamente (4.5) tenemos

Rg Gy = RgGuoi1p+Rg Goq1 -1
= RgGror+2RgGror_1+RgGroro

j=0 j=0
O
Proposicién 4.1.4. La matriz Gy, (£ > k > 0) verifica (G”c)2 = ZZGM.
Demostracion. Realizaremos la demostracién por induccién en el valor de k.
1 ... 1
Sik=0,Gpo=1|: "-. ‘], porloqueesevidente que se cumple la relaciéon para todo
1 1

£>0.

Supongamos que se verifica la propiedad para 1,...,k — 1 y para cualquier £ > 0. Demos-
traremos el resultado para k, y cualquier £ > 0, por induccién en /.

Para £ = 0, Go,o = (1), por lo que el resultado es obviamente cierto. Se supone ahora que

(Gg_l’k)2 = 2£_1Gg_1’k, y se demostrard para Gy .

2
G2 Gr1p+Grip—1 Gor1p— G k-1
0k
Gk —Groip—1 Gooi g+ Gror p—1

_ ( 2G%71,k + 2G%71,k71 2G%71,k - 2G%71,k71 )
2G] 1, —2G] 1, 2Gi 1, +2G)_ ;.



Epistasis de orden superior 127

2 2 2 2
9 ( Gilipx+tGil1e1 Giaeg—Gii1p )
2 2 2 2
Gi_1p—Gisi e Gioip+ Gy

_ 27 Goo1 4+ Goor—1] 257 [Gumi g — Gt 1] )

27 Goo1 g — Goor—1] 257 [Guoi g + Gt o]

5. gt-1 G +Goorpm1 Goorp — Goor e
Gk —Groip—1 Gk +Gr1 k-1
= 2'Gyy.

Al igual que sucedia con la 2—epistasis, de este resultado se sigue directamente:
Corolario 4.1.5. Los autovalores de la matriz Gy, son 0 y 2L,

Si para ¢ y k enteros no negativos se considera la matriz 2¢-dimensional con coeficientes
racionales dada por Ey; = 2% Gy, entonces, de esta relacion, se deduce inmediatamente que

E, ) es simétrica e idempotente, lo que implica que sus autovalores son 0 y 1.

Andlogamente a como se hacia en la pagina 87, dados 0 < k < ¢, denotamos ahora por Ve(,)k
y V;k los espacios de autovectores en 1228 correspondientes, respectivamente, a los autovalores
0 y 1 de Eg’k.

Entonces R2" = Vé?k ® V&k, siendo Ve?k =ker (Epj) y V}k =Im (E/). Ademas,

Ly
)

§=0

dimVé?k=2€_zk:<§> N EE: (j>

§=0 j=k+1

Asimismo, para ¢, k > 0, denotamos por Dy, a la matriz diagonal en My (Z) que defini-

mos como sigue:
e D/j es la matriz cuyos elementos son todos nulos, excepto dgg = 1,

e para ¢ > k > 0, los tinicos elementos no nulos de Dy 1., dss = 1, estdn situados en las filas
s=0,5=2con0<i; <l s=2"422 con0<i; <ip<l..s=214224 2%,
con 0 <iq <ig < ... < <4,
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e para k > /¢ >0, Dg,k =1,

Observacién: la matriz D, considerada en la pagina 87 es el caso particular con k = 2 de

las matrices Dy .

Si £ > k > 0, las matrices Dy, se pueden construir por recurrencia. En efecto,
Proposicion 4.1.6. Para £ > k > 0 se verifica:
Dy 1 Oy
Dy = ,
O/i—1 Dy_ip—1
donde, como siempre, O;_1 denota la matriz nula 2°= —dimensional.

Ahora no es dificil comprobar que:

Proposicion 4.1.7. Para cualquier £ > 0 se verifica:
W/E, W, =Dyj.
Demostracion. Si k > £, el resultado es consecuencia inmediata de la idempotencia de W.

Si ¢ > k, el resultado se probara por induccién en k.

Para k=0
1 ... 1
W/E W, = 27%VE2JG4,027§V£=272EV£ oV

1 1

1 ... 1

Lo

= 2 Vy=Dyyg
0 ... 0

Supongamos que hasta k, para todo £ > k, W/E,; W, = Dy ;. Demostraremos, por

induccion en el valor de 4, la igualdad para k + 1.

Si /£ =1 entonces k = 0 y el resultado se reduce al caso anterior. Ahora, supuesto cierto
hasta ¢, se demuestra para £+ 1. Para ello, teniendo en cuenta las relaciones de recursividad

de Gy y Wy, dadas por (4.1) y (2.6) (ver pagina 47) respectivamente, tenemos:
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W, W W, W
Wi Ep g1 Wepr = 2-3 ¢ ¢ 2= Gy o—1 . ¢

_ g—(t42) W, W, Gorr1 Grggr W, W,
W, -W, Grrt1 Gerqr W, -W,
N W, W, Gor —Gyp W, W,
W, -W, —Gor Gy W, -W,

WG i1 2WiGp gy W, Wy
Oy Oy W, —W,

+ Oy Oy W, Wy
2WgGg’k —2W5Gg’k Wg —Wg

_ o(t+2) AW, Gy 1We Oy N Oy Oy
Oy Oy O, 4 W,G/p W,

B 27 WGy 1 Wy O,
Oy 2_£W5Gg’ng

_ WE;;+1 W, O,
O, W/E, W,

_ Dory1 Oy
O, Dy,

= Dyr1gsr-

. . . 1
El siguiente resultado proporciona una base para Vé’k.

Proposicion 4.1.8. Para cualquier entero positivo £, el conjunto formado por los vectores
columna de la matriz W situados en las posiciones i = 0,1 =21+ ...+ 27, 0 < j; < ... <

Jp <L, con 1 <p <k, es una base para Vék

Demostracion. Dada la base candnica de ]RQZ, {;;0< i< ZE}, consideramos el conjunto
formado por los vectores wy, = Wyey,, con m =0, m =271 + ...+ 27 0 < j; < ... <j, </,

para cada p tal que 1 < p < k. Este es claramente un conjunto de vectores linealmente
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(4

independientes, y como su cardinal Zf:o ( l) coincide con la dimensién de Vék, sélo falta

demostrar que cada uno de esos vectores pertenece a, Vzk =Im(E/y).

El hecho de que, por la definicién de Dy, se verifique que e, = Dyey,, para todo
m € {0,271 + ... +27;0<j; <..<jp, </l 1<p<k}, junto con la idempotencia de Wy,

conduce a:
wy, = Wee, =W, Df,kem
= W;Dy W, Wyep,
= W;D,W,w,
= El,kwma
lo que concluye la demostracion. U

4.1.3 k—epistasis

Definicién 4.1.9. Dada una funcion f : Qp — R, la k-epistasis normalizada (k < £) se

define como:
N By, f 1 ' Gyt
erp(f)=1- tft: =1- ﬂitff: . (4.6)

Como Eyj es una proyeccién ortogonal entonces, al igual que para la epistasis y la 2—
epistasis normalizadas, 0 < e; , (f) < 1. De hecho, ambas son casos particulares de este nuevo

estimador.

El valor minimo teérico 62,6( f) = 0 se alcanza cuando f = Ey ;f, es decir, cuando f € Vélk
Por ejemplo, si para cualesquiera enteros £, k (0 < k < /), se considera la funcién u, con
vector asociado u = (1,...,1) € R y si se tiene en cuenta (4.3) (ver pagina 125), entonces

se verifica

0k
t Z gst 2

. _ 111Gg,k11_ 1 o<s,t<2t _q 2 _ 0

) =l Ty o w0

El célculo practico de la k—epistasis normalizada se puede realizar en funcién de los

coeficientes de Walsh de la funcién:

Proposiciéon 4.1.10. Sea f : Qy — R una funcion con coeficientes de Walsh wy, ..., wqe_q,

entonces la k—epistasis normalizada de f toma el valor:

2 2 2
wg + Z Wy + .+ > Wi o
0<i<t 0<i1<...<ip <l
2
> wy

0<j<2¢

(4.7)
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Demostracion: Omitiremos los subindices en la demostracién.
Se verifica, por ser W simétrica e idempotente,
f="(Ww) (Ww) = 'wWWw = 'ww.
Por otra parte, como consecuencia de la proposicién 4.1.7, tenemos
YEf= ('"w'W)E(Ww) ='wDw,

y, por tanto, por (4.6),

_thf_l twDw
tFf tww

4.2 k—epistasis normalizada de algunas funciones

4.2.1 Funcion de Dirac

Al igual que en la subseccién 3.2.1, consideramos la funcién de Dirac dy, cuyo vector

asociado es:

1
0
0p =
0
y su vector de Walsh es
1
w =W, =22
1
Asi, wy, = 274/2 para todo s € Q y ||w|| = 1. Entonces el valor de la k-epistasis normalizada

(S

k
2 2
wg + 22 ( > w2i1+...+2ij>

j=1 \0<iy<...<i; <t
Cirll) = 1 P
k
2
— 1|1+ (15) (24/2)
— \J

7=1
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Claramente, fijado k, a medida que ¢ aumenta, aj’k(éo) tiende a 1, como era de esperar.
Reciprocamente, fijado ¢, a medida que aumenta k, la k-epistasis normalizada sobre €2,
disminuye. En la tabla 4.1 se recogen, a modo de ejemplo, los valores obtenidos para las

longitudes £ =10, 11, 12 y 13 de las k—epistasis correspondientes.

k—epistasis ‘ /=10 ‘ =11 ‘ =12 ‘ /=13 ‘

0 0.9902 | 0.9995 | 0.9997 | 0.9998
1 0.9892 | 0.9941 | 0.9968 | 0.9982
2 0.9453 | 0.9672 | 0.9807 | 0.9887
3 0.8281 | 0.8867 | 0.927 0.9538
4 0.623 0.7255 | 0.8061 | 0.8665
5 0.3769 | 0.5 0.6127 | 0.7094
6 0.1718 | 0.2744 | 0.3872 | 0.5

7 0.0546 | 0.1132 | 0.1938 | 0.2905
8 0.0107 | 0.0327 | 0.0729 | 0.1334
9 0.0009 | 0.0058 | 0.0192 | 0.0461
10 0 0.0004 | 0.0031 | 0.0112
11 0 0 0.0002 | 0.0017
12 0 0 0 0.0001
13 0 0 0 0

Tabla 4.1: k—epistasis de la funcién de Dirac.

En las cuatro longitudes se observa que las epistasis de orden bajo toman valores muy

altos, indicando asi una gran dificultad de la funcién.

4.2.2 Funciones Camello

También ahora estudiamos las funciones camello consideradas ya en la subsecciéon 3.2.2. Al
igual que entonces (y sin pérdida de generalidad) consideramos la funcién camello ¢ definida

por ¢(0...0) = ¢(1...1) =1, y ¢(t) = 0 para los demds valores de t en ;. Asi, la representacién
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vectorial de ¢ (= dp + 0y 1) es:

o =

= O

y por (3.5), para cada s € Q:
wy = 27412 (1 + (—1)“(5>) .
donde, como siempre, u(s) es el nimero de bits no nulos en s. En particular:

2.2762 i q es par
Wit .. 42ia = _ _ (4.8)
0 si ¢ es impar.

Nota: Como consecuencia de (4.8) se tiene que si £ es par, la funcién ¢ es de orden £, mientras

que si es impar, su orden £ — 1.

El valor de la k-epistasis normalizada (k < /) es:

k
2 2y, 2
wp + 321 (].)w% 42k

epplc) = 1—
’ [w||?

2 L N (LY, 2
Wy =+ 321 (Qj)inl o202

=1
[[w|?
_ n o2
@2+ £ () (22 )
= 1= 12 + 12
ULy
5 (2)

donde m es el mayor entero tal que 2m < k.
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4.2.3 Funciones cuasi-camello

Introducimos a continuaciéon una funcién que usaremos en el apéndice C, que denomina-
mos funcién cuasi-camello, d, definida sobre cadenas de €y asi: d(0...00) = d(1...10) = 1, y

d(t) = 0 para los demds valores de ¢. La representacién vectorial de d es:

Por la relacién entre w y d se tiene, para cada s = (sg—1, ..., $1,80) € Q¢

wg = (W)S = (Wd)s
= 2792 (4py_o0(s) + 1b1..10(s))
2_@/2 <(_1)0.5 + (_1)(21_2).5)
9—t/2 (1 + (_1)u(s[,1,...,s1)) ,

donde u(ss_1, ..., $1) denota el niimero de bits no nulos en la subcadena (s;_1, ..., s1) de s. En

particular:
wp =2 (1+(-1)°) =227

y los coeficientes de Walsh de orden 1 son

wpo =272 (1+ (-1)%) =2.2742

y, sii #0,
wy =272 (14 (-1)") = 0.

En general, para 2 < j </y 1 <4 <. <ij 1 </,

0 si j es par,
W0 gi1 4., 420-1 = 02 s
2-2 sl 7 es Impar.

yosil <ip <<y <Y,
2.2t/ si j es par,

Wair 4427 .
0 si j es impar.
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De esta forma, se puede asegurar que existen (551) coeficientes de orden j no nulos si j

es par y (fj) coeficientes de orden j no nulos si j es impar.
Finalmente, el valor de la k—epistasis normalizada de la funcién cuasi-camello es:
(
Cor1 ) oS e —1 .
1—2 220(2j)+(2m) si k= 2m,
]:
err(d) = 4

m
1—2 62 ‘Zo () si k=2m+ 1.
J:

\

4.2.4 Funciones de Ponderacion

En este apartado se calcula la k—epistasis normalizada de las llamadas funciones de pon-
deracién ya descritas en la subseccidon 3.2.3. Para ello se generaliza la expresién que ha
permitido calcular los coeficientes de Walsh de segundo orden para este tipo de funciones

(ver pagina 94).

En primer lugar recordemos que el valor del coeficiente de Walsh de orden 0 de una funcién

de ponderacién f (calculado en [33]) es

wp=2"3% <§> h(w). (4.9)

donde h es la funcién asociada a f, i.e., f(s) = h(u(s)), s € Q y u(s) es el niimero de unos
de s.

Ahora nosotros tenemos.

Proposicion 4.2.1. Si f es una funcion de ponderacion, sus coeficientes de Walsh wy, con
t=214 . 42 0<i <.. <, < L son:

l D
_tL (p\(¢—p
Wyir 4 poip =277 ) Z(_l)J() <u - > ).
u=0 | 5=0 J J
Demostracion. La demostracién para p = 1 puede verse en [33] (nosotros hemos incluido la

expresién de wsy: en la férmula (3.6) de la pagina 94).

Como hipétesis de induccién se considera cierto el resultado para el caso p y se comprobara

para p + 1.
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ip+1 ip i1

1 1 |
Para ello consideramos el esquema H = #...4# 0 #...#04#...4#04...#, cuyo valor medio

es:
{—(p+1)
1 —(e—(p+1 {—(p+1)
f(H) = me(s)ZQ (£—(p+1)) Z < . h(u)
sEH ©=0
l
(- {—(p+1)
_ (t=(p+1))
= 2 > < ’ >h(u).
u=0
Por otra parte, de (2.12) (ver pagina 50) y de (4.9), utilizando la hipétesis de induccién,
tenemos:
, [ P
Wyir ¢ ygiver = 22f(H) = fwo + Z Z Yaixi 442"
| =1 1<A <. <A g<p+1
L | P p+1
= 22f(H)— |wo+ Z Woiy 4. +2%4
L q:1 q
l
. L—(p+1) e 14
= 2 L+(p+1) — 2
22 2 ;}( ’ )h(u) 2 §<u>h(u)
e p+1 I g\ (£ —q
242075 ()65
q=1 q u=0 | 5=0 J J
l
= 272 ;]2 ( ’ h(u)
¢ +1 d l—
=12, )2 B ()G e
q=0 q u=0 | =0 J v
. l
= 272 a(u)h(u),
©=0
donde
t—(p+1) = (p+1) ¢ q\(¢—q
a(u) = 2p+1< > - —1)/
(w) g > (") X)L
— J_
Puesto que
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se tiene:
ofu) = 2! (f —e ”)
u
P q pt+l—q
p+1 ifq p+1l—q\(l—(p+1)
-2 2 () 2 i w—j—i
pur N §=0 I/ = J
u
j+p+1—
_zp: (p+ 1) z":(_l)j<q>a pz q <p+1—q> (18— (p+ 1))
=0 4 §=0 - "I u=r
p+1
— 1
= Y Aw) (f - )),
u—r
r=0
donde,
i) sir=0,
P
+1 p+1
A(u, 0) = 2P+1 — (p >=< >=1,
(1,0) 2_: q p+1
q=0
ii) si r > 0, el lema B.3.2 permite afirmar que
" p+1) | (a\ (p+1—gq
wr - £ 0 B
=\ a )|z AN
p+1
= (=17 .
("7
Asi
p+1 p+1
l—(p+1) p+1\ [L—(p+1)
= >\ = —]_ r
atw =32 (7T ) =S () (L)
y, finalmente,
0 £ [p+1
e ¢ AP+ [(L—(p+1)
Woir 1 oipyoiptt = 2 2 Za(“)h(“) =272 Z [Z(_l) < r > < u—r hlu),
u=0 u=0 Lr=0
como se queria demostrar. O
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Corolario 4.2.2. Para cualesquiera 0 <11 <ip < ... < ip < ¥, se verifica:

Waiy yoiz  yoip = W204214  4op—1 = War—_1.

Corolario 4.2.3. La k-epistasis normalizada de una funcion de ponderacion f : Qp — R

£ ()=

i=k+1
5Z,k(f) = Y/ g :

2.
i;] <i>w21_1
Demostracion. Es consecuencia directa de la expresion (4.7) de la pagina 130 junto con el

Lo
corolario 4.2.2 y el hecho de que ||w|? =Y <.>wgi_1.
i=0 \?

estd dada por:

En efecto:

£
N DN
=
N
0=
gy
SN
N~
g
l\s')l\D
|
—
Y
7N
SIS
~—
g
1}31\')
L

0<iy <...<ix<l

>

0<j<2!

I
—
~
Il
o
|
.
|
o
+
—

LM~
gy
SN
~
g
NN
L
™~
[e=]
gy
SN
~
g
l:Dl\D
L

4.2.5 Funciones Royal Road generalizadas

El célculo de la k-epistasis normalizada de las funciones Funciones Royal Road generali-
zadas resulta ahora sencillo, si tenemos en cuenta que en la seccién 3.2.4 se calcularon todos

los coeficientes de Walsh. Ademds, por el corolario 3.2.2 de la pagina 100 se verifica:

om
E : ’U)24 L= ( ) > on—m w2’
21 4. 4277 J

0<iy <. <3 <27
n—1 m ;. ’
donde w = 2™+ =2" (ver pigina 96). Asf:
k
2
Wy +
J=1

2 2n—2m, 2 N 2
_ n—2m n—m

E Woiy o | = 2 w” + (j ) 2 w

0<i1 <...<15; <27 j=1

— 2nfmw2 2nfm+ <2m> ,
=1 N

en donde se ha utilizado el valor de wq calculado en (3.7).
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Finalmente, teniendo en cuenta el valor de ||R7 ||? dado en la proposicién 3.2.3, nosotros
tenemos:
re () X)) E )
) = 1 o o e

Tgnem ¥ 1 T gnem 42 _ | gnom oy 92

4.2.6 Funciones Template

Para la obtencion de la k—epistasis normalizada de las funciones Template se procederd
a calcular sus coeficientes de Walsh. Dado que los coeficientes de 6rdenes 0, 1 y 2 ya se han

calculado (secciones 2.3.2 y 3.2.5), en esta apartado vamos a calcular los restantes.

Como ya se ha comentado en la seccién 2.4, la funcién Template T;* : €2, — R es de orden

n y se puede obtener como suma de las funciones simples 75 de orden n, siendo:

1 sisg=..=Skn-1=1,

Tt Qp = R T, (Sky voey Skan—1) = { 0 .
en otro caso.

Para calcular los coeficientes de Walsh asociados a T;' se obtendrdn, en primer lugar, los
asociados a las funciones 7. Manteniendo las notaciones de la subseccién 3.2.5, denotamos

POT W7, )oi1 4 4oip & los citados coeficientes y por Ay al conjunto de indices {k, ...,k +n —1}

k)
(0 <k <¢—n). Se verifica:

Proposicion 4.2.4. Para 1 < k < /¢, los coeficientes de Walsh de orden k, asociados a T

toman el valor:

(—1)P22"  sif{iy,...,iy} C Ay,

W(r,)2i1 ... 420 = { 0 en ofro caso

Demostracion. Se realizara por induccién en los valores de p.

El caso p = 1 se demostré en la seccién 3.2.5. Supongamos ahora el resultado cierto para
p — 1 y demostrémoslo para p. El coeficiente W7, )21 4. 4200 de orden p se calculara con la

relacion
p—1
L
W(ry)2i1 4. 4200 = 22 7(Hiy..i) — Z Z Wi 2™ 4 2ina |~ W(rk)0s
q=1 0<A1<..<Ag<p

ip i1

siendo M, = #...#3#...#3#...#.
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Si {i1,...,ip} C Ay entonces 7x(H;,..;,) = 0 y por la hipétesis de induccién el valor de

£=2n ’
Y(r)2ix 442720 O (=1)927=". Asi,

p—1
t=2n t=2n
W(r)2it+..42p = 0— Z Z (=1)7272 -2

g=1 0<A1<..<Ag<p

- (ZZi(l)q <§>2 P
- (B
= (1) L

Sifit,ipt & Apy {i1, ..., ip }NAL, # I, entonces 74 (H;,...;,) = 0. Sin ninguna restriccién
se puede suponer que {i,...,%} C Ag, {iy41,...,7p} N A = @. Por la hipétesis de induccién,

L—2n . .
= (=1)?272" cuando {iy,...,ix,} C Ary Wi, = 0 en otro caso.

W2 44270 .427Ag

Entonces

r
=20 i=2n
W(r)2it 4,420 = 0-— Z Z (—1)92= —2 2

q=1 0< A1 <...<Xg <

r
T L—2n {—2n
= — Z(_l)‘I()zT —927%
q

g=1

Si {i1,...,0p} N A = & entonces 74(H;,..i,) = 211,;, 2t=m=P = 27" v por la hipétesis de

induccién, Wyin, | oing = 0 para todo {A1,...,A\¢} C {1,...,p}, por lo que

ikq

Ly—n £=2n
W(7)2i1 4. 4200 = 2227"—-0—-2"12 =0.

Ahora observemos que, para el célculo de un coeficiente wyi, o1, (0 <y < ... <y <),
se debe realizar un recuento de los conjuntos Ay que contienen a {iy,iz,...,i,}. Es evidente

que {i1,%2,...,ip} C Ay siy s6lo si {i1,i,} C Ag. Por lo que los niimeros de conjuntos
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Posicién de los indices

Ntimero de conjuntos

i1 €{0,..0 —n—1}, ipe{ir+1,..,L—n—1} i1 +1
i1 €{0,..0 —n—1}, i, e {l—n,..,n—1} i1 +1
i1 €{0,...0 —n—1},ip € {n,...,iy +n—1} n—ip+1i;
hwe{l—n,..,n—1} ip e {i1 +1,..,n—1} l—n+1
iwe{l—n,..,n—1} ip € {n,..,.0 -1} —ip,
in€{n,..l—p},ipe{in+1,.,0-1} —i,

Tabla 4.2: Recuento de los conjuntos Ay que contienen a {i,i,} si £ < 2n.

Posicién de los indices

Ntmero de conjuntos

i1 €{0,...,n—1}, i, € {i1 +1,...,n — 1} i1+ 1
i1 €40,...,n—1}, ip € {n,....,i1 +n -1} n— i, + i
ir€{n,..,l—n—1}, i, e {iy+1,..,i +n—1} n—i,+i
hwe{l—n,...b—p}ie{in+1,.,0—-1} l—i,

Tabla 4.3: Recuento de los conjuntos Ay que contienen a {iy,i,} si £ > 2n.
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buscados coinciden con los de las tablas 3.8 y 3.9 de la subseccién 3.2.5 al considerar ¢ = 41,

J = %p y que nosotros ahora recogemos en las tablas 4.2 y 4.3.

Proposicién 4.2.5. El valor de la suma '), = >
0<i1 <...<ip<l

1. Si 0 <2n y1<p</ entonces:

l—n

_ 2n — 4 ) n—j
T :25 2n / — 12 2 {2<
’ < p >( D] p—1

J=1

2

9i1 4. yoip €5
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2. Sil>2ny2<p</ entonces:

e o) e (52}

j=1

Demostracion. Para £ < 2n y p = 1 los valores que proporciona el enunciado son los ya
obtenidos en la proposicién 2.3.4. Consideremos ahora p > 2. La demostracién se basa en

un recuento de los coeficientes de Walsh cuyos valores coinciden.

Los valores de los coeficientes de Walsh de orden p de T}" son:

£—n £—n s
) o . o _1\p £=2n
Woiy 4 42ip = Zw(rk)2’1+...+21p = Z (=1P27=".
k=0

k=0
k; {i1,ip}CA

Haciendo uso de la tabla 4.2 se observa que los posibles valores de los coeficientes de Walsh
de orden p, (p > 2) son (salvo el signo): j-2l_%, je{l,..,l—n+1}.Sije{l,...l—n}el
valor se alcanza cuando 4y = j —1, i, —% =n—j o i, = £— 7, mientras que para j =/ —n+1
se obtiene cuando {i1,%,} C {¢ —n,...,n — 1}. Analizaremos por separado cada una de estas

situaciones.

(i) Sidé; = j — 1, entonces 4, € {j,...,n — 1}. Asi, para obtener un coeficiente con valor
{—2n
absoluto j - 2 " bastard con situar los p — 1 indices 2, ...,7p en {j,...,n — 1}. De esta

{—2n

manera, existen (;:{) coeficientes de orden p con valor j-2 2 .

(ii) Si4, —i3 =mn—j, existen n — j — 1 posiciones intermedias entre las cuales, para obtener
un coeficiente de orden p, se deben elegir p—2 de ellas en las que situar 4o, ..., 4p_1. Asi,
. —j— . . at=2m
se obtienen ("p 75 1) coeficientes de orden p con valor absoluto 5 -2 2 .
(iii) Si4, =¥ — j, estamos ante una situacién andloga al caso (i).

-2

(iv) Sij = £ —n + 1, el valor de un coeficiente de Walsh es (£ —n +1)2 2 si y sélo si
{i1,ip} C {£ —n,..,n — 1}, por lo que el niimero de coeficientes de orden p con valor

absoluto (£ —n + 1) 25" es (an_é).

La demostracién del caso £ > 2n es similar al caso ¢ < 2n, teniendo en cuenta que ahora
los posibles valores (salvo el signo) de los coeficientes de Walsh de orden p (p > 2) son:
E ZI_%, j € {1,...,n — 1} y, por ello, ningtn coeficiente de orden mayor que 1 coincide con
wo =27 (0 —n+1).

O
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Ahora, estamos en condiciones de calcular la norma del vector T}. A pesar de que este
valor ha sido calculado ya en [20], el método es diferente al que seguimos nosotros, el uso de
todos los coeficientes de Walsh asociados a T}'. Por esta razén, hemos decidido incluirlo en

esta memoria.

Proposicién 4.2.6. El valor de ||T,’3L||2 es

1Ty = 26 (3(0—n) —1) +2 si 0 < 2n,
U 2B —n) — 1) 4252+ (L= 20) (0 —2n— 1)) sil > 2n.

Demostracion. Sifl < 2n

V4
2 2 2 2
LIRS ES DR SRR NN S gt

k=1 0<A1 <...< <l k=1

4
— 2Z—Qn(£_n+1)2+2£—2nz(271—£>(£_n+1)2

ot 2";[::27::] (i) +e-n-a(" 3"
_ g 2:2: (" Ye-n+p?

- ZZ[( Do)
STt » >/ B ey &

o
= (U—n+1)2422m 2[2.271 I (C—n—jg)-2m 1] 42
j=1

l—n l—n
— (g_n+1)2+2l+1*n 227]!72_'_2(6_”_]) j2 2(771‘7]'71
j=1 j=1

Ahora, ayuddndonos de los apartados a) y c) del lema B.3.6, se tiene

ITZ? = (£—n+1)2+12-2°" —2(02 —20n+n? + 40 — 4n + 6)
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120730 —3n — 13) + £2 — 2n + n? + 60 — 6n + 13

= (l—n+12+2—(L—n+1)2+20"@¢—n)—1)

= 2420734 —n) —1).

Si ¢ > 2n, de nuevo el lema B.3.6, junto con el hecho de que Z;L;ll §2 = %n3 - %712 + én,

proporciona:

T3

V4
Y F
wy + Woin, o2k

kE=10<A <o <X <l

9f—2n [(f —n+1)2+ % (n ;L 1)(2n +1) +n2(¢ —2n)

SRR (7))

(n i 1)(271 + 1) +n*(¢ — 2n)

B ) o)

2£72n (g_n_|_1)2 +§(n_2l-1>(2n+1) +n2(f—2n)

SRSl

pl=2n [(e 41?4 ; (” ‘; 1)(2n 1) +n2(0 - 2n)

n—1 n—1
+2[77l+1 Z 27]!7'2 _ 2(7271‘1‘1 Z]Z
j=1 J=1
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n—1 n—1
+2€—n—1(€ o n) Z 2—jj2 o 2£—n—1 Z 2—jj3
2—2n [ 2 2 O 2 4 3
= 2 0% —20n + 20 4+ 2n —gn-l-l-l-nf—gn
2 1
+12- 2077 — 26720 (4n? 4 8n + 12) — 26720 <§n3 —n?+ §n>
+2773 (0 = n) — 25777 (en® + 20n + 3¢ — n® — 2n° — 3n)

—13- 257 4 2523 4 302 4 9n + 13)

= 2B U—n)—1)+2" (24 (L —2n)({ — 2n — 1)).

Corolario 4.2.7. El valor de la k—epistasis de la funcion Template T} es:
1. sifd<2nyl<k</,
l—n . .
oo e m v 5 (2 + e}
]:

20=n(3(f —n) — 1) + 2 ’

eri(Ty) =1-
2. 5il>2ny2<k</t,

P 2 + = n- ("3
j=1

cenlli) =1- 2n(3(:e —n)=1)+2+(—2n)(f—2n—1)

4.3 Valores extremos de la k—epistasis

En esta seccién caracterizaremos a las funciones con k—epistasis minima (nula). Veremos
que son precisamente las funciones de orden k. Asimismo, calculamos el valor maximo de la

k—epistasis y discutimos cudndo se alcanza ese valor.

El estudio realizado en la primera seccién de este capitulo, muestra claramente como

la denominada k-epistasis generaliza a la epistasis normalizada definida por Van Hove en
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[42] y a nuestra 2—epistasis definida en el tercer capitulo de esta memoria. En concreto, la
epistasis normalizada de Van Hove (denotada en el capitulo 2 como £*) corresponde a la k-
epistasis normalizada con k = 1. Al caso (degenerado) de la O-epistasis se dedica la siguiente

subseccion.

4.3.1 Valores extremos de la 0-epistasis

Como la expresién de €} ;(f) en términos de los coeficientes de Walsh se reduce a:

2
* Wy
El,U(f) =1- ||W||2’

entonces, el valor minimo se alcanza para aquellas funciones f tales que w = W, f verifica

que w; = 0, para j # 0. Por ello:

a
0 a

f=Ww=W, ] = ] ,
0 a

esto es, el valor minimo se alcanza en las funciones constantes (funciones de orden cero).

Por otra parte,

Proposicion 4.3.1. Para una funcion de ajuste f : Qp — R que toma valores no negativos,

se verifica:
1
er0(f) <1— o
Demostracion.
2
> fi
. . 1 th[’Uf _ 1 U, f _ 1 <0§i<21 ‘ 4
o) =l-g e Ty T w oy g (4.10)
1

0<i<2!

2
2 > f
9 0<i<2!
Como >, fi| > > f*entonces =————5— > 1, de lo se deduce el resultado. [
0<i<2t 0<i<2! Z , f;
0<i<2
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Proposicién 4.3.2. Para f : Q; — RY U {0}, con ||f|| = 1, las siguientes condiciones son

equivalentes: .
1. 620(]‘.) = ]_ — ?,

2. f es una funcion de Dirac.

Demostracidn. Supongamos que €7 (f) =1 entonces por (4.10)

— 5
2
1 <0<§2€ fi) 1
5Z,o(f):1—?ﬁ:1—?
0<i<2!

equivale a que (Y fi)2 = Y f? esdecir Y, fif; =0. Ahora bien, como la funcién

0<i<2! 0<i<2! 0<i,j<2!
es no negativa, la condiciéon )" fif; = 0 equivale a que fif; = 0 (i # j). Ademaés, como
0<i,j<2!

[ es no nula, debe existir al menos un indice ¢ para el que f; # 0 y, en consecuencia, f; = 0,
para todo i # j. Finalmente, al ser f un vector unitario y f; > 0, para todo k, se tiene que

f; = 1 y, en consecuencia, f = d;.

Veamos que el reciproco también es cierto. Si f es funcién de Dirac, entonces existe
i €1{0,..,2° =1} con f; = 1, f; = 0 para i # j. Ast:

. 116;U,6; 1 1
8(10(62'): —ﬂwzl—guuzl—?

4.3.2 Valor minimo

Tras haber comprobado que la 0—epistasis, respectivamente la 1-epistasis (epistasis cldsica)
y la 2—epistasis, se anulan para funciones de orden cero, respectivamente funciones de orden
uno (ver subseccién 2.2.2) y de orden dos (ver subseccién 3.4.1), a continuacién completamos
este estudio para la k—epistasis con k de orden superior. Para ello basta tener en cuenta la
expresion (4.7) de la pagina 130 que proporciona el valor de la k-epistasis normalizada en

términos de los coeficientes de Walsh. Esta expresién permite asegurar que:

ex(f)=0 & wj+ Z whi 4 e Z w§i1+...+2ik = Z ;-

0<i< 0<iy <...<ip <l 0<j<2t

Es decir,
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w; =0, para j ¢ {0,200+ 1 <p <k 0<i) <. <ip</l}

En consecuencia, se tiene demostrado el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3. Para una funcion de ajuste f : Qy — R las siguientes condiciones son

equivalentes:

2. f es una funcion de orden k.

Demostracion. Es consecuencia directa del teorema 2.6.7 de la pagina 72. O

4.3.3 Valor maximo

Una vez estudiados los casos k£ = 0, 1, 2, nos centramos en la biisqueda del valor maximo

para la k—epistasis, con k > 3.

Ya se ha comentado que el valor méximo de la k—epistasis normalizada es 1. Sin embargo,
si £ > k y nos restringimos a funciones no negativas con vector asociado unitario, se puede

asegurar que el maximo valor tedrico no se alcanza.

Observemos, en primer lugar, que la relacién recurrente (4.1), con la se construyeron las

matrices Gy, permite comprobar que las formas v, 5 (f) = 'f G f verifican:

Gy +Go_1 k- G/ — G/ 4 fO
Yer(f) = (tfo tgl ) =1k e=1k=1 o1k —1,k—1 1
Gr1p—Groip-1 Grap+Gr1k £

_ ( g0 ig1 ) Gk Gk £0
Grip Geoig £l
Groip—1 —Gyo1 -1 £0
+ th tfl ’ s
( ) < G111 Gk ) < fl )
t(fO +f1)G€71,k (fO —|—f1) +t(f0 o fl)Gg,kal (fO o fl)

= Yoo1k(g") +ve-16-1(97), (4.11)

donde g* y g~ son las funciones sobre €, ; definidas en (3.16), i.e., aquellas cuyos respectivos
vectores asociados son gt = fO +fl y g~ =f% —f! con fO y f! dados por la expresién
(3.15) de la pagina 112.



Valores extremos de la k—epistasis 149

Proposicion 4.3.4. Para una funcion de ajuste f : Qy — R que tome valores no negativos

y con ||f|| =1 se verifica, para £ > k:

. 1
5l,k(f) <1l- Sk

Demostracion. Comprobar que la afirmacién del enunciado es cierta equivale a comprobar

que vo.(f) = "£ Gyif > 2k para £ > k. Observemos en primer lugar que, si £ = k, entonces

Ve (f) = 2P Lo f = 2F || £]|? = 2.

Supongamos ahora que, para algiin entero positivo £ > k, y para alguna funcién f en las con-

diciones del enunciado, se verifica v 5 (f) < 2% Manteniendo las notaciones de la subseccién

. .. + . . .
3.4.2 consideramos la funcién g = T g 7] Cuyo vector asociado g es unitario.

Entonces:

g+ 1 +
Ye-16(9) = Ye-1k <“ = ||> = Ta* Hﬂeq,k(g )

IN

Ye—1,697) < vem1k(9") + vem1,5-1(97)
= yx(f) <2,

ya que Gy_; ;—1 es una matriz semidefinida positiva.

Iterando este procedimiento se llegaria a que existen funciones de ajuste no negativas f

definidas sobre Q = {0,1}* con || f || = 1 y vk x(f) < 2¥, lo que es imposible.

Esta contradicciéon finaliza la demostracién. O

A continuacién, abordamos el estudio de las funciones no negativas con vector asociado
unitario y cuya k—epistasis normalizada es mdxima, o equivalentemente, aquellas funciones f
para las que vy, ,(f) = 2k, siendo || f|| = 1. Veremos que, para £ > k + 1, la cota establecida

en la proposicién 4.3.4 no se alcanza.

Consideremos los vectores g© = f0 4+ f1 y g= = f0 — 1 asi como

+_ ot +
w =Wy g = (wo,wl,...,wﬂ_lil)



150 Epistasis superior

Entonces, la relacion entre Gy y Ey, la idempotencia de W, junto con la proposicion

4.1.7 (pagina 128) permiten escribir

Yo1x(gT) = 'gtGp gt =20 gt E, gt

= 2V W w By Wewt =27 'w Dy g pw

= 2N+ D W)+ D (W) . (4.12a)
0<i<l—1 0<i<j<l—1

+ 2
- Z (w2i1 +...+2i’“)

0<i1 <...<ip<fl—1

y, andlogamente,

Ye—1k-1(9") = A tW_D£—1,k—1W_

= 27Ny’ Y @) Y (wp,)P e (412b)

0<i<i—1 0<i<j<b—1

.+ Z (w;iH_ +2ik71)2
0<i1 < .. <l 1 <l—1

Ahora, teniendo en cuenta que, por (4.11),

Yee(f) = ve-1,6(9%) + ve—1,6-1(97) > Ye—1,6(g™)

(ya que vo—1,-1(97) > 0, por ser Gy_; 1 semidefinida positiva) y que, por la proposicién
4.3.4,

g" > kil o+ (2
— ) >2[g" %,
g™ |l

se deduce que el valor minimo de v, (f) = 2* se alcanzara cuando se verifique y,—1 (g*) = 2*

Ye-1,6(g") = 1187 IIPye=1.k <
Y Ye—1k-1(9~) = 0. Esto s6lo puede suceder si | g" || = 1. (Nétese que, en general, ||g*|| >
I£]] =1).

Nosotros ahora tenemos:

Proposicion 4.3.5. Sea f una funcion de ajuste no negativa, cuyo vector asociado f € R2*

es unitario y verifica || g || = ||[£° + f1]| = 1, entonces:

18il=k+1, e, (f) =1— g siy sdlo si:

tp — _% _1)u(s) _1yu(s)+1
=2 ((1 - ( 1) >0§s<2’f ’ <1 + ( 1) >0<s<2k> (4-133)
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te — k42 _1\u(s)+1 _1\u(s)
£—o" <(1 +(=1) )0§s<2k : (1 +(=1) )0<s<2k> : (4.13b)
donde, como antes, u(s) denota el nimero de bits no nulos de la cadena s.
1

2. Sil>k+2, entonces e, (f) <1-— Sk

Demostracion.

1. Comenzamos la demostracién con el caso £ =k + 1.

Como es sabido, 6Zk(f) =1- ;‘j"lcf(l@ Por tanto, si ||f]] = 1, para £ = k + 1 equivale
S k(f) = 1— 2 a que yei1.(f) = 28, Como se comenté en la pdgina anterior, para

que Vi1 x(f) = 2% se necesita, en particular, que Ye,k—1(97) = 0; es decir, por (4.12b) los
coeficientes de Walsh de ¢~ de orden menor que k£ deben ser nulos. Asi, el inico coeficiente

de Walsh de g~ que puede tomar valor distinto de cero es w,, gk

Por otra parte, como f y gt = £% + f1 son unitarios, necesariamente

2k —1
HOFL =N fifo,; =0, (4.14)
j=0
y como f toma valores no negativos se cumple f;fyx ; = 0, para todo 0 < j < 2k Esto
conduce a que g~ = f% — f1 también es unitario.
Ahora, por la idempotencia de Wy, ||[w™|| = ||g~|| = 1 y como consecuencia de esto

w = +(0,...,0,1).

Entonces

Ve

— — — —k u(sn2kF — — u(s
tg =W Wi = (0"“’0’1)2 i Vi=2" <(_1) e 1)>0<5<21c =2 ((_1) ( )>0<s<2k

0
‘g = (0,0, =)Wy = =275 (-1 D) o ()
T 0<s<2k 0<s<2k
De esta forma, si w~ = (0,...,0,1), se tiene
to— — — _k _1yu(s)
g (07"'707 1) Wi 272 (( 1) >0§s<2k

ol

_1)uls) _1\u(s)+1
- 9- <(_1)u(s) 14 ( 21) ) - 27§ <(_1)u(s)+1 14 ( ;) )
0<s<2k 0<s<2k
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- 273 (1 + (_1)U(S)> _o k2 (1 4 (_1)u(s)+1>

0<s<2k 0<s<2k

Esta separacion de las componentes segiin su signo permite afirmar que:

te0 _ o—"5= _1yu(s)
£0 — 93 (1+( 1) >0§s<2k’

tf]. — 2—— 1 _1 u(s)-H
’ ( +(=1) )0§s<2k’

y, en consecuencia
i = 2_k_;2 (1 + (_1)u(5)) (1 + (_1)u(s)+1) ‘
0<s<2k 0<s<2k

Del mismo modo, para g~ = W;!(0,...,0,—1), se obtiene:
tp — 9= ((1 n (—1)“(5)“) , (1 + (—1)“<S>) ) .
0<s<2k 0<s<2k

2. En la segunda parte de la demostraciéon (£ > k + 1) veremos que ningin vector alcanza
el valor maximo de la k—epistasis normalizada. Comenzaremos demostrando que, para ¢ =

k + 2, no existen funciones no negativas f, con vector asociado f € R2"+? unitario, tales que
k
Ve+2,6(f) = 2".

Teniendo en cuenta la relacién (4.11) de la pagina 148, se verifica:

Yirok(f) = Yerrk(@") +Ver1k-1(97)

= Yer1k(9T) +en-1(07T) + ek 2(977).

Puesto que Yr11,6(97) > 2, v p—1(977) > 0y Yhp—2)(9g7") > 0, para que vpy2k(f)
tome el valor 2%, se necesita v 41£(9%) =28 y Y1097 ") = Wer 209 ) =0.

Supondremos que Yx41£(97) = 28, vex—1(¢”F) = 0 y demostraremos que, en estas
condiciones, v r—2(g” ) > 0.

Si vet1k(g9F) = 2", entonces gt es uno de los vectores dados en (4.13a) y (4.13b). Supon-
dremos, sin que ello suponga ninguna restriccién, que g+ es el vector dado por la expresién

(4.13a), i.e.,
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De esta forma, se puede asegurar que:

r

275 para 0 < s < 2¥, y u(s) par,
para 0 < s < 2, y u(s) impar,

0
0 para 2F < s < 28!y u(s) par,

\2*§ para 2F < s < 21y u(s) impar.

Observemos que, al ser f no negativa, si (g7)s; = (fo)s + (fl)s = fy +f,,or = 0, entonces
f; = £, o = 0y, en consecuencia, (g )s = f; — f, o+ = 0. Por ello, para 0 < s < 2*
i) si u(s) es impar, entonces (g7), =0,

ii) si u(s) es par, entonces (g7), o1 = 0.

De esto se deduce que el vector g~ = (g7)° + (g~)?! verifica, si 0 < s < 2%:

(6 s = (8 )+ (g )y = | B )0 PP
(8 )2t pATa ufs) impar,

y el vector g~ = (g7)° — (g~)! verifica para 0 < s < 2*:
(87 )s para u(s) par,

—(87 )s4or  para u(s) impar.

Como, por hipétesis, vy x—1(9~ ") = 0, la proposicién B.3.3 afirma que g~ es un miltiplo

del vector formado por los elementos de la 1ltima columna de la matriz de Walsh Wy, es

decir:
k
3 Lk 272  para u(s) par,
(@), =251 © !
—272  para u(s) impar,
y, en consecuencia,
_k
L 272  para u(s) par,
(g )5 = k .
272  para u(s) impar,

es decir, (g77)s = 25 b1,...,1).
Nota: La otra opcién posible para el vector g™ conduce al mismo vector g~ .

En cualquier caso, teniendo en cuenta (4.3) (ver pagina 125), se verifica:

Y209 ) = 2771, 1) Grpoa(l, 1)
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_ ok Z gécj,kﬂ

0<i,j<2k
= 27k 9% —9k >

lo que concluye la demostracion.

4.4 Relacién con la epistasis en el sentido de Davidor

En el capitulo 3 se introdujo la nocién de 2-epistasis siguiendo las ideas originalmente
descritas por Davidor en [4]. Posteriormente, el uso del Algebra Lineal nos ha permitido
manejar el concepto de 2—epistasis normalizada con una caracterizaciéon que, al menos desde
el punto de vista tedrico y calculatorio, resulta cémoda. Sin embargo, en este capitulo, se
ha introducido la k—epistasis normalizada desde un punto de vista puramente algebraico, sin

tener en cuenta las ideas originales de Davidor.

En esta secciéon veremos como el desarrollo algebraico realizado en las secciones preceden-
tes de este cuarto capitulo enlaza satisfactoriamente con el concepto de epistasis definido a

través de los valores medios de ciertos esquemas.

Para una funcién f : €, — R se ha definido la k—epistasis normalizada como:

. "fE f 'f (Ip—Egy) f

En lo que sigue, dado que no existe posibilidad de confusién, suprimiremos los indices ¢
y k.

En primer lugar, definimos el vector e = f — Ef de componentes:
e; = f(s) — (Ef)s,

siendo:

201

(Ef), = %(Gf)s=%zgstf(t)
=0
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_ % Ek:(—l)" o= (6 ! P g +j> <£k__d§t> f(t)

t=0 |[j=0

Para j € {0,...,k — 1}, la suma

2[21« dﬁt) f(t) (4.16)

t=0

es una combinacion lineal de los valores de f en aquellas cadenas t € €0, para las que £ — dﬁt >

k — 7, es decir, las cadenas que coinciden con s en, al menos, k — j alelos.

Si denotamos por Qil...ik,j (s) el conjunto de cadenas cuyos alelos i1, ..., i;_; coinciden con
los de s, es decir:

Qi () = {t € Qistiy = 4y, oo by, =53, }

y por f (Qil---ik——j (s)) su idoneidad media,
1
F (i, (5)) = 2 kF7 oo fw),
SO )

entonces se verifica que las cadenas ¢t para las que el coeficiente de f(¢) es no nulo en la

suma (4.16) son las que pertenecen a alguno de los conjuntos Qz’l...ik,j(s) antes descritos.
_qt , .

Ademis, el coeficiente (Ekflj.t) no es otra cosa que el nimero de conjuntos Qil___ik_].(s) a los

que pertenece la cadena ¢, es decir:

Z(g RIICEDS > s

=0 0§i1<"~<ik——j<é tGQil _____ i (S)

Entonces:

k—1 .
®F), = S (-1 2’“—7'4(6‘1‘.’”‘7) T Y

0<iy <. <ip_; </l teQi i (s)
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et (1) S o

teQy
A 1
o GRS | I VRS = DR (C
7=0 0<iy <...<idg—; <L tEQil---ik,]‘(s)
Z—1\ 1
-0t () 3 E o

teQy

Sustituyendo en el iltimo sumando de la expresion anterior el valor de (tl) dado por el

lema B.3.5 tenemos:

??"
,_\

(Ef), = 9(8_1_’”]) S F Qi ()
JZO 0<iy <...<ip_ ;<L
{ ()}
kl

b’ (6 - k " j) > f (i, () (4.17)

0<iy <. <ip_; </l

[
1M

o)) e
k-1 1 :
_ > (—1) (Z ljk-l-j)

X

—N—

( ) f(szil___i,”(s))) _ (kf j) f} o F

0<ty <...<dp—; <F

>

_ -1 1y (g_ 1 —.k+j> { 3y {F (i (5)) — f}] + /.

J 0<dy <...<dp—; <L

<.
I
=)

Con las notaciones usadas en la epistasis ordinaria y en la 2-epistasis, el término
f (Qilnﬂ.kfj (3)) —f

se define como el valor de exceso alélico de la (k—j)—tupla (s;,, ..., Sik,j), Eil...ik,j(sil---sik,j),

y la suma
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k—1 .
BG(s) = Y (-1 (H—.’““) S @i, 9) — )

J 0<iy <. <ip_; <2

(=1 —k+j
= (—]_)J < . >E21’Lk] (S’il"‘sik—j)
=0

=0
-1

ERS

J

=

se define como el exceso génico de la cadena s € ;. Por todo ello,
EG(s) + f = (Ef),

es el wvalor génico previsto de s y, finalmente, e; es su k—epistasis, retornando asi a la idea

original de Davidor, ahora generalizada.






Apéndice A

El Teorema de los Esquemas

Este primer apéndice lo dedicamos a una explicacién detallada del Teorema de los Es-
quemas, también conocido como teorema fundamental de los Algoritmos Genéticos. En él
se analiza la evolucion de los esquemas presentes en una poblacién a la que se le aplica un
Algoritmo Genético y se proporciona una estimacién del niimero de individuos pertenecientes

a estos esquemas que se espera tener en la generacion siguiente.

Supongamos que en una determinada generacién ¢ en la poblacién P(t) existen m =
m(H,t) individuos pertenecientes a un esquema H (nuestra notacién refleja el hecho de que
este nimero m depende tanto del esquema elegido H, como de la generacién ¢ de la pobla-
cién) y consideremos el modelo de seleccién proporcional. Entonces, durante la seleccidn,
la probabilidad de que un individuo ¢ sea seleccionado es proporcional a su calidad,

p; = % En consecuencia, la probabilidad de elegir un elemento del esquema H es:
JE t

p(s €H) Zps Z Z f = p.

SEH SEH JEP(D)

Si el tamano de la poblacién P(t) es n, entonces el niimero esperado de representantes de
‘H en la generacidn siguiente serd la esperanza de la variable aleatoria que sigue la distribucién

binomial B(n,p), es decir:
E(m(H,t+1)) =np= nz m(?—[,t)@ (A.1)

f
SEH ]EP
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donde, f denota la idoneidad media de la poblacién P(t),

F=- 3 16)

JEP()

1
f(H)zms;{f(S)

es el ajuste medio del esquema H en la generaciéon t—ésima.

De (A.1) se deduce que crecerd el niimero de individuos pertenecientes a esquemas con
idoneidad por encima de la media f, mientras que disminuird ese niimero en aquellos esquemas

cuya calidad es inferior a la calidad media.

Dado que la seleccién no introduce elementos nuevos en la poblacién (no explora otras
zonas del espacio de busqueda ya que simplemente realiza copias de individuos presentes en

la poblacién) es necesario introducir el efecto de los operadores genéticos.

Con el objeto de analizar cémo afecta el cruce en los diferentes esquemas consideremos

la cadena ¢ = 0111000 que representa (entre otros) a los esquemas Hi = #1H#H#HH#H#0 y
Ho = ###104 4.

Si consideramos el cruce clsico (en un punto) entre el tercer y cuarto alelo!, a no ser que
el cromosoma que se cruce con ¢ tenga un cero en su tltimo alelo o un uno en el segundo,
la estructura del esquema H; se destruird con ese cruce. Por el contrario el esquema Ho

sobrevivira al cruce, pues al menos uno de los descendientes conserva la estructura de Hs.

Teniendo en cuenta que en el cruce clisico el punto de corte se elige aleatoriamente,

entonces la probabilidad de que el esquema H; sea destruido es 3h) _ 5,

6 6’
probabilidad de que lo sea Hq es @ = %. En general la probabilidad de supervivencia de

un esquema, ‘H tras el cruce serd: psypery = 1 — %; siendo £ la longitud de las cadenas.

mientras que la

En realidad, el cruce se realiza con una probabilidad p. —fijada por el analista— y, por
tanto, la probabilidad de supervivencia de un esquema H es:

o(H
Psuperv >1—pc g (A2)

El simbolo > se debe a que aiin en el supuesto de que el punto de cruce caiga entre dos
posiciones fijas, es posible que el esquema sobreviva aunque, obviamente, esta probabilidad

es muy pequena.

!Las posiciones se consideran aqui contadas de izquierda a derecha.
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Considerando el efecto combinado (e independiente) de la seleccién y el cruce, las férmulas
(A.1) y (A.2) proporcionan:
H o(H
E(m(H,t+1) > m@, 1 L0 [1 _, 20D ]
f /-1
Finalmente, denotemos por p,, la probabilidad de realizar una mutacién en un alelo.
Para que un esquema sobreviva a una mutaciéon no debe cambiar ninguno de sus alelos fijos
(aquellos distintos de #). Asi, la probabilidad de que un esquema H sobreviva a una mutacién

es (1 — pm)°) que, para valores muy pequefios de p,,, se aproxima por 1 — o(H)pm.

El efecto combinado de la seleccién, el cruce y la mutacién conduce a:

Bt + ) 2 (i) L0 (1= p S0 1 o0
expresion que, para valores pequenos de p,,, se aproxima por
B+ ) 2 (i) L0 (1= p 20— o0

que constituye la formulacién definitiva del Teorema de los Esquemas o Teorema Fundamental

de los Algoritmos Genéticos:

El Teorema de los Esquemas describe la propagacion de un esquema de una generacion a
otra. Sin embargo, si la composicion de la poblacién es desconocida, determinar el niimero de
representantes de un esquema es imposible. Reciprocamente, si los esquemas se desconocen,
también serd desconocida la poblacién. Por ello, frecuentes afirmaciones que aluden a la
direccion en que los AG realizan la bisqueda no se ajustan fielmente a las conclusiones del

teorema.
Como se afirma en [45],

“El Teorema de los esquemas cldsico no es suficientemente poderoso
para hacer predicciones acerca de la direccion de la busqueda genética. No
dice nada acerca de cudndo o como un esquema puede ser representado
por cadenas que no estan en la poblacion inicial. [...] El Teorema de los
Esquemas es sdlo una afirmacion acerca de codmo la seleccion actia sobre

la poblacion inicial.”

Lo que se puede resumir diciendo que este teorema, proporciona una explicacion cualitativa,

de la actuacién de los AG.






Apéndice B

Resultados auxiliares

En la primera seccion de este apéndice se incluyen, de forma concisa, la definicién y algunas
de las propiedades del producto tensor de matrices —o producto de Kronecker— utilizadas a

lo largo de capitulos anteriores.

Las secciones restantes del apéndice contienen una serie de resultados que se han utilizado
a lo largo de la presente memoria. Aunque pueden resultar conocidos para el lector, se ha
considerado conveniente incluirlos. Otros son novedosos, pero su gran extensién pueden

distraer del argumento principal del resultado en el que se utilizan.

B.1 El producto tensor de matrices

Definicién B.1.1. El producto tensor de dos matrices A € My xm(Q) y B € My q(Q) es

la matriz:

ARB= (a"L]B)z] S anqu(Q)'

a a b b
Por ejemplo, si A = e y B = o , entonces
as1 a2 b21 b22
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a11biy  aiibiz  aibin aisbis
anB a12B \ | anbar anby  ainba  a12ba
ang a22B

A®B=
az1b11  az1biz  azebir  axbiz

a21ba1  az1baa  azebar  axnbar

Proposicién B.1.2. Para cualesquiera A,C € My xm(Q) y B,D € M,,,(Q), se verifica:
i) (A®B)- (C®D)=(A-C)® (B-D).
i) (A®B) ='A ® 'B.

iii) AOB+A®D=A® (B+D).

B.2 Resultados auxiliares del capitulo 2

El siguiente lema se utiliza en la demostracién de la proposicién 2.6.5.

Lema B.2.1. Para cualesquiera numeros enteros p y n tales que 0 < n < p, con p > 0, se

verifica:

(S ()6 )) = o

=0 \j=0 -7

Demostracion.

=
L
[]=
|
=
_
i
N
<. 3
N~
7N\
=
|
3
N~
Il
=
L
=
L
|
—_
=
d
7N
<. 3
N~
7N\
Q3
[
. 3
N—

q—17

_Q
I
(=)
LY
i
(=]
By
i
[e=]
T
S

Il
=
SUTIL
7\
=

[ |
i1
=} |
/-\H

|

—_
=
VY
<. 3
~—
/N
=
ISE
3
~—
N~

<.
Il

Il
=
1ML
3
183
/\’L
|
=
IS
7N
<. 3
N—~—
7N
=
IS
3
N—

S}

Il
3
i071
|
—_
=
N\
=
w |
3
N—
3
Il N
= \
.
7N\
~. 3
N~
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Ahora, como

n
> ()=2" sip—z—1>n (ie,z>p—n)

entonces

2=0 j=0 z= J J
p—n—1 —n
=2 ) 1)Z(p >+(—1)p‘" (2" -1)
2=0 Z
p—n p—n
— 9on z - _1\p—n+1
S (") + e
z=0
= (_1)p—n+1,
como se queria. O

B.3 Resultados auxiliares del capitulo 4

Fl siguiente lema se utiliza en la demostracién del lema B.3.2 de este apéndice.

Lema B.3.1. Dados p, q, r, i € N, se verifica:

C)GECE) =006

_i) (T_qﬂ.), se verifica

Demostracion. Si denotamos por T al producto (p‘('l'l) (q

v _ (p+1)! q! (p+1-4g)
dp+1—-—g)(g—i) il (r—qg+i) (p+1—r—1i)

(p+1)!
(q—i)il (r—qg+i) (p+1—r—19)!
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(p+1)! p+1—r)! r!
rtip+1—r)lit (p+1—r—i)(¢g—9)! (r—q+1)!

- (00

El siguiente lema se utiliza en la demostracién de la proposicién 4.2.1.
Lema B.3.2. Para todo p e N y 0 <r <p+1 se verifica:
P p+1 a (q\ (p+1—q 1(p+1
2 () Zer Q) e () e
=\ a )| VAN r

Demostracion. Denotemos por S al primer miembro de (B.1), entonces

()0

q=0 > L:=0
(min ,p+1—r
_ i<p+1> {"Xp: }(_1)q_i( q )(p+1—q>
por q P q—1 r—q+1
min{q,p+1—r
_ zp: {a.p }(_1)q_i(p+1>( q >(p+1—q>
por P q g—1)\r—q+1
min{p,p+1—r
_ {% } XP:(_l)q_i(p—i—l)( q )(p—i—l—q)
prd p q g—1t1)\r—q+1
+1-
_ pzr zp:(—l)ql(p_l-l)( q )(p-l-l—q)
= | q g—t)\r—q+1

Ahora, el lema B.3.1 conduce a
pt+l—r p
_if(p+1\(p+1—-1 r
s x| X )06

CE e ()
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Ahora bien, en la suma con indice 7, todos los sumandos se anulan, excepto el tltimo. En

efecto, si i < p—r, entonces p —i > r y asi:

Seu(,l ) - PEIE (") =) =0

q=1 q=1 z=0

En consecuencia, el sumando correspondiente al indice i = p + 1 — r proporciona el valor de

la suma S:

s _ (p;d) zp:_ (_1)q—(p+1—r)(q_(pil_r)>

q=p+1-r
r

) ()

El siguiente resultado se ha utilizado en la demostraciéon de la proposicién 4.3.5.
Proposicién B.3.3. Sea f : Q; — R con vector asociado £. Si vy —1(f) = 0 entonces f es
proporcional al vector vy = ((—1)“(5))0<5<2[ .

Nota: Las componentes de vy coinciden con los elementos del vector que constituye la tiltima

columna de la matriz de Walsh W/.

Demostracion. La demostracién se realiza por induccién en el valor de /.

Si £ =1 el resultado es evidente. Supongamos que éste se verifica para £ y lo comproba-

remos para £ + 1.

Si Yet1,(f) = 0, entonces

Yerro(f) = Yeo(fO+ 1)+ (f0 = F
= 24Hf0+f1”2+w’471(f0_fl)_

Por ser la matriz Gyy—; semidefinida positiva y la hipdtesis de induccién, la igualdad

v+1.0(f) = 0 implica fO = —f! y fO — f1 = v, para algiin @ € R. En consecuencia,
Ve, p g

-
Y
Il
|
)=
(NS

((_1)H(S)>0§s<24Z - <(_1)u(8)+1)0§s<2l =3 ((_1)U(5)>2‘5§s<2‘3+1
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y, finalmente,

)
Il
IS}

(0"D) s =5 Ve

El siguiente lema es necesario para demostrar el lema B.3.5 de este apéndice.

Lema B.3.4. Para cualesquiera U,k € Z, tales que 0 < k < ¢ — 2, se verifica:

b (—1)i (k)_ 1
Sl—k+i-1\i)  (k+1)(3)

Demostracion. Se realizard por induccién en el valor de £. Para k = 0 el resultado es evidente

para cualquier ¢, en particular para £ = 2 (kK = 0 es el tinico valor posible en ese caso).

Supongamos ahora la afirmacién valida hasta £ — 1 y demostrémosla para £ (por induccién

en los valores de k).

Dado que para k = 0 es cierta (para cualquier valor de £), supondremos que para £ es

cierto el resultado hasta k y lo demostraremos para k + 1.

En efecto,
S (1) - s [+ ()
N E—k—2+§;€—§c_i)ii—2 [(:J +<
+(_1)k+1
/-1
S G LR (-1’

Ry +;£—k+(i—1)—1

) |
(-1 k
+;€—(k+1)+(i—1)<i>

B (_1)k+1 k-1 (_1)j+1 L 1
- > (5)+ =

(-1 " Zi—k+j-1

k—2
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+§}g_(k+(1>”+i(i—1> @
:_é%—gﬁ—xg
+§;£—(kizﬁi@-—n(§>

T () k(D)

1 () = (D)

E+1 () (o)

1 1

£=k=2()

1 (k+2)1(¢ -k —3)!
k+ 2 ¢ —1)!

El siguiente lema se ha utilizado para obtener la expresién (4.17) de la pdgina 156.

Lema B.3.5. Para cualesquiera k, ¢ € 7,0 < k < /¢ —1 se verifica:

<€;1> = (=1 [1 +§(—1>j+1 (k f) (g_ 1 j Hj)] |

Demostracion. Teniendo en cuenta que:

(z )G—1—k+g B £(0—1)! (b—k+j—1)!
k—j j k=) (—Fk+5)(l—k+j-DI 4l ((—k—1)

0 (£ —1)! 1
C—k+j)(l—k—Dl (k-4

0 (¢ —1)! k!
(C—Fk+j)(l—k -1k (k-
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- () 6)

bastara demostrar que:

() fe S SE] e

Esto lo haremos por induccién en los valores de £. Si £ =1 entonces k = 0 y el resultado

es evidente.

Supongamos la propiedad cierta para £ — 1 y demostrémosla para ¢ (por induccién en los
valores de k). Si k = 0 de nuevo el resultado se obtiene de la sustitucién directa en (B.2).

Supongamos que la propiedad es cierta para k y la demostraremos para k + 1. Como

<£1> - (k+1§!£(1)2_2)! (B3)
- S ()
- [ [ OB EEC)
e o) [ L) 5EEC)

J=

Q

1 .
/ E+1—20(0—-1 (—1)7+1 k
— _1k—|—1 1— N ;7
(=1) iy (k ) I~ k+j

J

T

1§
=)

S R SR ()i (’f)}],

J

comprobar (B.2) es equivalente a demostrar que

01 z’“: (-1 k1) 1 — (-1 [k
k+1 ]Oe— k+1)+5\ 45 )  k+1 k+1 Jof—k-l—j

0, lo que es lo mismo,

DB ) B0



Resultados auxiliares del capitulo 4

En efecto, el valor de S = Z ﬁ (k;rl) + Z th;l (’;) es:
s — 1 Z (—1)7*! <k + 1)
4= (k+1) 0—( k+1)+] j

k

_]21%(!:1)

1 (—1)7+! k
=t D) +Z€—(k+1)-l—j<>
k

=0
_ 1
(k+1)(50)

donde la ultima igualdad se debe al lema B.3.4.

Esto finaliza la demostracién.

El siguiente lema se ha usado en la demostracion de la proposicién 4.2.6.

Lema B.3.6. Para todo numero natural p se verifica:

P9 2
77 p°+4p+6
2 ZIE_G_ »
]:
P .3 3 2
77 p° + 6p° + 18p + 26
) 215_26_ 2 ’
]:
p o\ 2
(p—17)J

<.
I
-

Demostracion. Se realiza por induccién en los valores de p.

171

a) El caso p = 1 es evidente. Supongamos cierto el resultado para el caso p y demostrémoslo

para p+ 1.

hS]
+
=
[N
[

B ZL+(p+1)2_6_p2+4p+6 (p+1)?
o J op+1 T 2 op+1

<
I
—

<.
Il
—
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_pPH6p+11 6 (p+1)2+4(p+1)+6

0 op+1 o op+1

b) La demostracién de este apartado es andloga a la del anterior.

¢) El caso p = 1 evidente. Supuesto cierto el resultado para el caso p, usando el apartado a),

lo demostraremos para p + 1.

N - +1
(p+1—34)5? (p—5)i% < J°
Z 2j—p B Z 2j—p + Z 2j—p
J=1 J=1 J=1
p+ -\ -9 p+1 2
_ (P—3)i° | pN—J
J= J=

= 2{2°(3p—13) +p* + 6p+ 13 —2 %(p+ 1)?}
+27 {6 -2 ) [(p+1)2 +4(p + 1) + 6] |
= 2°*1(3p —10) 4+ p® + 8p + 20

= 2" 3(p+1)—13)+ (p+1)* +6(p+ 1) + 13.



Apéndice C

Resultados experimentales

La dltima seccion de la memoria la dedicamos a recoger algunos resultados experimentales.
Presentamos dos ejemplos con los que tratamos de mostrar la eficacia de los estimadores de la
dificultad introducidos a lo largo de este trabajo. El algoritmo implementado es el construido
en [37].

En el primer ejemplo se aplica un AG para optimizar funciones dificiles: una funcién nula
en todas las cadenas salvo en una, una funcién camello y una cuasi-camello. El segundo
trata de explicar, para dos tipos de funciones de laboratorio —funciones Template y funciones
Royal Road generalizadas—, la diferencia en la dificultad de optimizacion de dichas funciones

mediante un AG.

Ejemplo C.1:

Las funciones elegidas en este primer ejemplo son: la funcién de Dirac dy, que resulta
dificil para el algoritmo por ser, esencialmente, una bisqueda aleatoira; la funcién camello
¢ = 0p+09¢_;, una de las funciones para las que el valor de la epistasis normalizada es maximo
y la funcién cuasi-camello d = g + d9¢_o introducida en la subseccién 4.2.3 que, al menos
desde un punto de vista tedrico, debe ser una funcién dificil -aunque menos que la camello,

pues en ésta el cruce de dos cadenas éptimas diferentes conduce a la creaciéon de una nueva
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cadena no 6ptima—. Sin embargo, en las cuasi-camello existe una posibilidad entre £ — 1 de

que esto no se produzca.

El algoritmo se ha ejecutado sobre cadenas de longitudes 10, 11, 12 y 13. Partimos de
una poblacién inicial de 50 individuos, siendo Ranking Lineal el tipo de seleccion elegido,
pe = 0.125 la probabilidad de cruce y p,, = 0.01 la de mutacién. Se ejecuta el algoritmo en
20 ocasiones, deteniéndose si el niimero de generaciones es superior a 5000 o si el 90% de la

poblacién estd formada por individuos en los que la funcién alcanza el valor méximo.

longitud de las cadenas | 4y c d
¢=10 932 | 514 | 503
=11 1152 | 789 | 735
=12 2475 | 1564 | 1314
¢=13 3101 | 2318 | 2119

Tabla C.1: Numero de generaciones necesarias para obtener el maximo.

Los resultados, reflejados en la tabla C.1, pueden sorprender si se comparan con los valores
de la epistasis normalizada de cada una de las funciones, pero se comprenden si, en lugar de
considerar sélo este estimador, se consideran los valores de la k—epistasis para 1 < k < /.

Estos valores se muestran en las tablas C.2 y C.3.

Los valores de éstas tablas parecen mostrar que, si bien los valores de la k—epistasis (con
k pequeno) clasifican bien las funciones dificiles, no es suficiente el valor de estos estimadores
para “ordenar” las funciones atendiendo al grado de dificultad, entendiendo por grado de
dificultad el nimero de generaciones que necesita un algoritmo genético para obtener el

maximo.
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£=10 =11
k—epistasis do c d k-epistasis do c d
0 0.9902 | 0.998 | 0.9980 0 0.9995 | 0.999 | 0.999
1 0.9892 | 0.998 | 0.996 1 0.9941 | 0.999 | 0.998
2 0.9453 | 0.9101 | 0.9257 2 0.9672 | 0.9453 | 0.9541
3 0.8281 | 0.9101 | 0.8554 3 0.8867 | 0.9453 | 0.9101
4 0.6230 | 0.5 0.6093 4 0.7255 | 0.623 | 0.705
5 0.3769 | 0.5 0.3632 5 0.5 0.623 | 0.5
6 0.1718 | 0.0898 | 0.1992 6 0.2744 | 0.1718 | 0.2949
7 0.0546 | 0.0898 | 0.0351 7 0.1132 | 0.1718 | 0.0898
8 0.0107 | 0.0019 | 0.0175 8 0.0327 | 0.0107 | 0.0458
9 0.0009 | 0.0019 | O 9 0.0058 | 0.0107 | 0.0195
10 0.0004 | 0 0.0009
Tabla C.2: Ejecucién de un AG para las funciones dy, ¢y d con £ =10, 11.
=12 £=13
k-epistasis 0o c d k-epistasis do c d
0 0.9997 | 0.9995 | 0.9995 0 0.9998 | 0.9997 | 0.9997
1 0.9968 | 0.9995 | 0.999 1 0.9982 | 0.9997 | 0.9995
2 0.9807 | 0.9672 | 0.9721 2 0.9887 | 0.9807 | 0.9834
3 0.927 | 0.9672 | 0.9453 3 0.9538 | 0.9807 | 0.9672
4 0.8061 | 0.7255 | 0.7841 4 0.8665 | 0.8061 | 0.8464
5 0.6127 | 0.7255 | 0.623 5 0.7094 | 0.8061 | 0.7255
6 0.3872 | 0.2744 | 0.3974 6 0.5 0.3872 | 0.5
7 0.1938 | 0.2744 | 0.1718 7 0.2905 | 0.3872 | 0.2744
8 0.0729 | 0.0327 | 0.0913 8 0.1334 | 0.0729 | 0.1535
9 0.0192 | 0.0327 | 0.0174 9 0.0461 | 0.0729 | 0.0327
10 0.0031 | 0.0004 | 0.0053 10 0.0112 | 0.0031 | 0.0166
11 0.0002 | 0.0004 | O 11 0.0017 | 0.0031 | 0.0004
12 0.0001 | 0O 0.0002

Tabla C.3: Ejecucion de un AG para las funciones dgp, ¢ y d con £ = 12,13.
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Ejemplo C.2:

Al igual que en el caso de las funciones anteriores, se ha aplicado un AG para comparar la
dificultad de las funciones Royal Road generalizadas y las funciones Template. En la seccién
2.4 se incluia una tabla con el nimero de generaciones que ha necesitado el algoritmo para
alcanzar el miximo de cada funcién, asi como la epistasis normalizada de cada una de ellas.
En esa seccién haciamos notar la gran diferencia entre el niimero de generaciones necesitado
para la convergencia en las funciones §Rg y T&, a pesar de que la diferencia entre los valores
de la epistasis no parece tan grande. A nuestro juicio la razén estd en que, en el calculo de
la epistasis, se mide la distancia de cualquier funcién f a un conjunto de funciones “muy

selectivo”: las funciones de primer orden.

Si consultamos las tablas C.4, C.5 y C.6, en las que se muestran los valores de la k-
epistasis de las funciones Tgi y §R§5 (2 <i<4)paral <k <2 —1, se puede observar que los
valores de k para los que las k—epistasis mas se diferencian son k£ = 2, 3 y 4. Esto consolida
nuestra afirmaciéon de que los valores de estos nuevos estimadores para valores pequenos
de k diferencian mejor la dificultad de las funciones que considerar tnicamente la epistasis

normalizada clasica.

orden =4 Ty, RS Diferencia
€} 0.2134 0.3548 0.1414
5 0.0714 0.1612 0.0898
€3 0.0102 0.0322 0.0220

Tabla C.4: k-epistasis de las funciones Ty, y RS (1 <k < 7).
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orden = 8 TS, RS Diferencia
] 0.8505 0.9391 0.0886
€5 0.6788 0.8327 0.1539
€3 0.4361 0.6197 0.1836
€4 0.2094 0.3536 0.1442
£x 0.0692 0.1406 0.0714
€5 0.0138 0.0342 0.0204
€7 0.0012 0.0038 0.0026

Tabla C.5: k-epistasis de las funciones Tg, y RS (1 < k < 7).

orden = 16 TS R4 diferencia
o 0.9985 0.9996 0.0011
£} 0.9925 0.9978 0.0053
£} 0.9719 0.9893 0.0174
N 0.9193 0.9615 0.0422
e 0.8169 0.8949 0.0780
e 0.6606 0.7727 0.1121
e 0.4714 0.5981 0.1267
M 0.2887 0.4017 0.1130
£ 0.1478 0.2272 0.0794
5o 6.1626 x 102 0.1050 4.3374 x 1072
ety 2.0269 x 1072 | 3.8405 x 1072 | 1.8136 x 102
ety 5.0435 x 1073 | 1.0635 x 1072 | 5.5915 x 1073
£fs 8.9014 x 10=* | 2.0904 x 1073 | 1.2003 x 1073
54 9.9118 x 1075 | 2.5939 x 10~* | 1.6027 x 1074
£lx 5.2280 x 1070 | 1.5258 x 1075 | 1.003 x 10~°

Tabla C.6: k-epistasis de las funciones T¢¢ y RS (1 < k < 15).
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