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RESUMEN DE LA TESIS DOCTORAL:

EL EQUILIBRADO DE LOS MOTCRES DE
COMBUSTION INTERNA ALTERNATIVOS

realizada por: Antonio Paz Berndrdez

y dirigida por el profesor titular: Dr. Ramdn Ferreiro Garcia

Las fuerzas de inercia no equilibradas, los momentos de
las fuerzas de inercia no equilibrados y la irregularidad del
par motor y del par escorante producen en los &6rganos gue
constituyen el motor, vibraciones,o sea, movimientos peridédicos
de vaiven, generalmente de pequefia amplitud, en consecuencia
a las cuales pueden aparecer grandes fatigas de materiales'y
fenémenos tan graves como son las grietas y las roturas,
constituyen el objetivo fundamental de esta tesis, por causa
de las mayores exigencias en la economia de la industria a la
técnica de estas maguinas, tanto en el rendimiento, la potencia
y la relacidn peso potencia, como en la ubicacidn.

El tema propuesto, equilibrado de motores alternativos,
cumpliendo las exigencias de utilizacidén en todo campo de
aplicacidn de potencias y velocidades es un problema complejo,
en especial, por causa de las velocidades criticas propias o
inducidas cuyo tratamiento se sustenta en el establecimiento
de mecanismos de control capaces de resolver el problema de las
vibraciones, aniquildndolas o reduciéndolas a valores admisibles

Entonces, como en el trabajo se demostrard, el motor en
funcién constituye un sistema vibratorio complejo, y como tal,
posee fuerzas de excitacidn que tienden a produclir y mantener
las vibraciones, masas vibrantes y fuerzas de amortiguacidén que
tienden a reducir y, aln, a anular las vibraciones. De lo que
se deduce la necesidad de bilsqueda de nuevas goluciones que,
confrontadas con otros estudios y experiencias, contribuyan a
reducir el nimero de mecanismos en la utilizacidn mas favorable
del motor.

La contribucidn realizada en la segunda parte de la tesis
se centra en el diseflo y la instalacidén de dispositivos de
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control conducentes a la optimacidn del funcionamiento ordenado
del motor, contrarrestando agquellos efectos dindmicos. No
obstante, antes de este andlisis de resultados, se considerd,
mejor partir de unas bases fundamentales sobre la din&mica y
la resistencia de materiales que, aparte de contener unas
definiciones y estructura matemé&tica que facilitan la vigién
del conjunto, son necesarios para la mejor comprensidn del mismo

Asi, en el Capitulo 1 se hace un estudio detallado de las
causas que producen o pueden producir vibraciones.

En el Capitulo 2 se clasifican las fuerzas de inercia que
producen las masas en movimiento.

En el Capitulo 3 se egstudian las vibraciocnes de flexidn
y de torsidn a gque se hallan sometidos los ejes de cigliefiales
por causa de las fuerzas de inercia y de la fuerza de los gases
aplicande aquellas teorias y cédlculo de la resistencia de
materiales, obteniendo las ecuaciones que resulten de mayor
utilidad practica. :

En el Capitulo 4 se hace un estudio del equilibrado de los
motores y las formas de construccidn de los mecanismos capaces
de verificar el equilibrado.

En el Capitulo 5 se presenta un andlisis de resultados de
los estudios e investigaciones llevados a cabo por el autor
sobre dos motores de caracteristicas diferentes, para

En el Capitulo 6 exponer las conclusiones mas importantes
obtenidas en la tesis y, por Ultimo, cerrando la misma con la
nomenclatura basica y la referencia bibliografica.
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CAPITULO 1.- INTRCDUCCION AL EQUILIBRADO DE MOTORES

1.1.- Intreoduccién

Se dice que un motor de combustidn interna alternativo
estd equilibrado, cuando la resultante de todas las fuerzas que
sobre &l actdan es igual a su peso, &i se exceptia el par
escorante. En consecuencia, el motor en movimiento se
comporta, respecto a su apoyo o fundacidn, COmo un cuerpo
muerto y no produce sobre €1 variaciones de carga ni tampoco

movimientos.

En general, de por si, los motores alternativos no estén
equilibrados,y la causa de ello reside, como se vera mas
adelante, exclusivamente en las fuerzas de inercia. En efecto,
descontada la fuerza de gravedad por la misma definicidn de
motor egquilibrado, gquedan tunicamente como posibles causas de
desequilibrio la fuerza del agente evolutivo y la fuerza de
inercia:la primera por el propioc objeto del motor, y la
segunda porgue la velocidad de sus piezas en movimiento no es

constante o, si se gquiere, su movimiento no es uniforme.

Estas dos fuerzas actuan simulténeamente sobre el motor,
y asi se establece a todos los efectos en el estudio de la
mecdnica de estas maguinas. No cbstante, por todo lo propuesto
en el punto anterior y el objeto de la tesis, se hace el

estudio por separado de cada una de ellas.



X =R (l-cosa) + L [1-/1-(Y.sen a)?) v = i p; = L

Fg. 1



1.2.- La fuerza del agente evolutivo.

Los motores de combustidn interna alternativos son
maquinas térmicas capaces de transformar en trabajo mecénico
una parte del calor, producido en su interior, por reaccidn
quimica, exotérmica, de la substancia combustible con la
substancia comburente aportado a un fluido. Este calor que
se aporta produce variacidén en los valores determinantes
presidn, volumen y temperatura del evolucionante fluido;
entonces, comc el agente evolutivo sufre expansidn vy realiza
desplazamientc del é&mbolo; o, si se gquiere, aqgquella fuerza
ejercida por el fluido sobre el émbolo es capaz de producir
movimiento, resulta que la fuerza instantanea del agente

evelutive sobre el émbolo vale:

Fa:Se'pi (1)

siendo 8Se el &area del émbolo y pi la presidn instantdnea del
fluido, la cual se mide en el cicloc real o diagrama de
indicador representado en la Fg. 1, en el que, como se sabe,

todos sus puntos tienen la propiedad de que su ordenada es
proporcional a la presion que reina en el cilindro,y que su
abscisa es proporcional al volumen que tiene el fluido en el
migmo instante en que se registra la presidn, siendo cada
proporcionalidad constante, de forma que i se divide la
ordenada por la presidn, se obtiene la escala de presiones y
viene establecida por la tara de un resorte instalado a tal fin
en el aparato indicador; si se divide la abscisa, que viene a
ser el desplazamiento del cuadro registrador del iﬁdicador, por
el velumen se obtiene la escala de volUmenes. El desplazamiento
del cuadro registrador es proporcional al desplazamiento del
émbolc, siéndole de aplicacidén la misma ley de movimiento, que

como mas adelante se demostrarid para el recorrido del émbolo,
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viene dado por la férmula

C=R{l-cosa)*L(1l-yl-Y?sin’a)

Por tanto, la presidén instantlnea se obtiene directamente al
dividir la ordenada de cada punto por la escala de presiones

En la Fg. 2 se observa que el esfuerzo Fa se ejerce
también sobre la culata hacia arriba. Pero el esfuerzo sobre
el émbolo es objeto de estudio especial, por descomposicidn
de fuerzas, de manera que la fuerza Fa orientada scbre el eje
geométrico del c¢ilindro se descompone en dos: la Fl en
direccién perpendicular a Fa, y la F2 en la direccidn de la

biela; de esta descomposicidn resulta que

F, = F,.tang B (2)
Yy que
Fa
= 3
F2 cos ﬁ ( )

La fuerza F2, después de trasladada al extremo B del
cigtiefial, se descompone en dos: la F4 en la direccidn del
brazo de cigliefial, y la F3 perpendicular a él, produciendo
el par motor.

Se observa que lasg fuerzas F2 y F4 forman el &ngulo
exterior del tridngulo O A B y que, por tanto, vale la suma

de los interiores no adyacentes, o sea 6+R, siendo asi que

F, = F,.cos (a+fB)



y en vitud de la igualdad (3)

Fa-cos(a+ﬁ) (4)

F, =
4 cos B

De acuerdo con la Fg. 2 y de los valores de los angulos

dngulos alli indicados, es también

F,=F,.sin(a+B)

v en virtud de la igualdad (3)

sen(a+8)

F. =F
? cos B

(3)

La fuerza F4 después de trasladarla al eje O del
cigliefial, se descompone en dos: la -F3 igual y contraria a la

F3, y la F5 que resulta ser paralela a la direccién de la

biela; de esta descomposicidén se tiene que

-F, = F,.tang (a+@) (6)
y que
_ Fy
Fs - cos (a+f8)

y en virtud de la igualdad (4)

cos(a+f)
cosf.cos (a+f)

F5=Fa.




y finalmente

La fuerza F5 se descompone en dos: la F7 en la direccién
del eje del cilindro, y la Fé normal a &1, resultando de esta

descomposicidn que

F;, = Fs.sen 8

y en virtud de la igualdad (7)

F, = F,. sen B
cos f
F, = F,.tang 3 (8)

Y gque

F, = Fs.cos B

v en virtud de la igualdad (7)

cos B
cos f3

F, = F,.

a

Yy dque

F, =F (9)

Pero la fuerza del agente evolutivo F7 actda sobre la
bancada, con la misma intensidad y en sentido opuesto, sobre
la culata y, en consecuencia, no produce resultante ni

perturbacién alguna.



h.la fuerza F,; obtenida en la ecuacidn (2), se la
denomina fuerza escorante, y no estd equilibrada, tiene el
mismo valor gque la F, dada en la ecuacidn (8), y por ser de
gsentido contrario a aquella forman un par que recibe la
denominacidén de par escorante.

Este par, de intensidad variable, tiende a hacer girar
el motor en el plano vertical transversal y produce vibraciones
de rotacién en el referido plano, de frecuencia dcoble de la
velocidad angular del motor medida en revoluciones por

segundo, en cada cilindro.
1.3.- Las fuerzas de inercia

La dinamica es aquella parte de la mecanica que estudia
simultidneamente los movimientos y sus causas, las fuerzas; pero
también, ias fuerzag son las Ginicas causas capaces de
producir aceleraciones. La dinamica se fundamenta en un
principio de Galileo y en dos leyes o principios de Newton.

El principio de Galileo conocidoe por principio de la
independencia dice: La aceleracidn producida por una fuerza
sobre un cuerpo es independiente del estado de reposc o de
movimiento del cuerpc y de la accidn simulténea de otras

fuerzas.

El primer principioc de Newton o principio de inercia
se puede enunciar diciendo: Si la resultante de todas las
fuerzas aplicadas sobre un punto material es nula, el punto
material, abandonado a Su propia inercia, se encuentra
indefinidamente en zreposo © en movimiento rectilineo
uniforme; siendo asi, en ambos cascs no exisgte aceleracién ni
fuerza efectiva. Pero, g1 se admite que las fuerzas son las
(inicas causas capaces de produclr aceleraciones, también hay

que admitir que si la resultante es nula, la aceleracién lo ha



de ser igualmente, y solo puede tratarse de un reposo o de un

movimiento rectilineo uniforme.

El segundo principio de Newton o principio de la
proporcionalidad puede enunciarse diciendo:

Las aceleraciones sufridas por un punto material son
proporcionales a las fuerzas que las produjeron.

Entonces, si a un cuerpo C se le aplica una fuerza f,
se producird una aceleracién "a"; pero si al referido cuerpo
se le aplican sucesivamente fuerzas tUnicas, se producirén
sucesivamente aceleracicnes, y en virtud del principio de la

proporcionalidad, resulta que:

-§=constante

Este cociente es la medida de la inercia y recibe el nombre

de masa inerte o simplemente de masa del cuerpo, por tanto:

de donde

Que es la férmula fundamental de la dinamica y dice: La fuerza
aplicada a un cuerpo libre es igual al producto de la masa del

cuerpo por la aceleracidn producida.

Por tanto, la férmula fundamental de la dindmica se

ha de aplicar, sin tener, ni poder tener en <cuenta el
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movimiento del cuerpo y la accidédn de las demés fuerzas.

De lo expuesto se infiere que: Las fuerzas de inercia
no tienen oponente y dan lugar a cargas y movimientos que
trascienden mas alld de la bancada hasta limites indefinidos
y que valen el producto de las masas en movimiento por su

aceleracidn instantanea

Fi=().m).a;

Para bien comprender en que forma actiian las fuerzas
de inercia, es preciso realizar un estudio cinemédtico y
dindmico del motor, a fin de hacer una clasificacién de las
mismas, en que direccidn y plano accionan y a cuanto alcanza

su intensidad.

En el estudio de la mecénica de estos motores se
admite que los ejes de cigliefial giran con velocidad angular
uniforme, el cual es suficientemente préximo al movimiento real

para que asi pueda hacerse en todo campo de aplicacién.

Este movimiento, referido al extremo del ciglieflal que
enlaza con la biela, se estudia en la forma particular de
un movimiento circular uniforme de radio R, que, por
razones de claridad, en cuanto va a seguir, se descompone en
dos movimientos: uno en la direccidn del eje geométrico del
cilindro, y el otro perpendicular a é€l, es decir, gque se
considera, no el mivimiento propiamanente dicho, sino una
proyeccidédn ortogonal de él1 sobre el referido eje geométrico
del cilindro AA' Fg. 3 y otra proyeccidén sobre la recta DD'
perpendicular a la anterior en su punto de intercepcién con el
eje del motor, o sea, el punto de unién con el cigliefial.

De la figura se desprende directamente gque la carrera



vertical Cv correspondiente al angulo descrito "o" vale

Cv =R - Yy
y siendo
¥=R.cosa
resulta que
C, =R.{(l - cos a) (10)

Derivando esta igualdad respecto al tiempo se obtiene

la velocidad instantdnea vertical

V, =R.w.sen « (11)

siendo w la velocidad angular del eje de ciglefiales.
Derivando otra vez respecto del tiempo, se obtiene ahora

la aceleracidn instantidnea vertical

a, = R.w’.cos a (12)

Partiendo nuevamente de la figura, se halla que la
carrera horizontal Ch correspondiente al descrito angulo nGn

viene dada por

C, = R.ow*.sen o (13)

Derivando esta igualdad respecto al tiempo se obtiene

la velocidad instantinea hirizontal

V, =R.@.cos o (14)

Y derivando otra vez respecto al tiempo se obtiene la
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aceleracidn instanténea horizontal

a, = R.w’.sen a (15)

Teniendo en cuenta gque

-sen a = cos (90-a)

la ecuacidén (15) puede transformarse en

a, = R.@’.cos (90-+a) (157)

Pero, en las aplicaciones, aun es mas corriente

prescindir del signo y transformarla en

a, = R.w’.sen «a (157"

Estas aceleraciones instantaneas, como mas adelante se
verd, determinan la direccidén e intensidad de las fuerzas de
inercia cuando las masas giratorias no estdn equilibradas.

Teniendo en cuenta que R es constante y w variable, pero
que se toma siempre en su maximo valor, los caminos,
velocidades y aceleraciones son funcién de la variable & o,
mejor, de su cos. y de su sen.. Los caminos, velocidades vy
aceleraciones instant&neas, segtn las férmulas (10), (11) vy
(12) para la carrera vertical, aplicadas a un motor de 1150 mm.
de carrera del émbolo y velocidad angular de 14,87 rad/seg.
(142 r.p.m} se representan en la Fg. 4, para la carrera
horizontal, de fdérmulas (13), (14) y (15") en la Fg. 5.

Los érganos dotados de mivimiento alternativo, como los
émbolos, vastagos, crucetas vy patines, sometidos a movimiento
rectilineo alternative, poseen un movimiento vibratorio

arménico simple modificado por la oblicuidad de biela.

10
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El estudio de este movimiento se realiza partiendo de
la cinemdtica del sistema biela-ciguiefial. Para lo cual, Fg. 6,
gsea O el eje del ciglefial y A la cruceta, o punto de
articulacidn de la biela con el vastago o con el émbolo, L la
longitud de la biela y R, como se dijo, la del radio del
cigliefial.

Partiendo de una posicidén extrema del émbolo, que puede

ser el punto muerto alto, o sea, cuando la biela y el ciglefial
se hallan una en la prolongacidn del otro; o el punto muerto
bajo, cuando el cigtefilal estd contenido en la biela. En el
primer caso, el émbolo se encuentra a la mayor distancia
posible del eje y en el segundo, a la menor.
Resultando de ello, que el paso del unc al otrc, es la carrera
del émbolo, e igual a dos veces la longitud R del radio del
cigliefial. Y esta especificacidn es, como se puede observar,
independiente de la posicidn vertical, horizontal, inclinada
y aun invertida del motor.

En consecuencia, cuande el &mbolo se encuentra en el
punto muerte alto, la distancia entre la cruceta A y el eje

O vale
OA =L+ R
y cuando el émbolo se encuentra en el punto muexto bajo, vale
A =L -R
regultando que la diferencia o carrera del émbolo seré:
L + R - (L - R) = 2R
Considerando ahora, Fg. 7, uno de estos sistemas en el
que el eje de cigiiefial ha girado un angulo O a partir del punto

muerto alto; la cruceta A, deslizandose sobre el eje OA, se ha
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acercado al eje O por las dos siguientes razones: 1°, pordgque
el mufidn B del cigliefial ha descendido; 2?, porque la biela ha
pasado a formar con el eje O A un a&ngulo &, es decir, a ponerse
oblicua y, por lo tanto, comportindose como si fuera mas corta
y tuviera sole la longitud A B'; a esta segunda razdn se la
llama efecto de oblicuidad de la biela.

Para el cidlculo del recorrido C del émbolo, que es
igualal de la cruceta A, se empieza por contar los angulos nG
y "R" a partir del eje O A, siempre en el sentido que se

indica en la figura, y teniendo en cuenta gue

AA' = OA - OA'
que
QA' = 0OB'+ ﬁ'A'
Y que
OB’=R.cosa
Y

resulta que

AA'=L+R-L.cosB-R.cosa

O sea

C =R.{(l-cos a) + L.{(1 - cos B) (16)

De la igualdad anterior se desprende que el movimiento
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del émbolo se compone de un movimiento vibratorioc arménico
simple de férmula R.(1l - cos a) y de un efecto de oblicuidad de
biela que vale L(l-cos B).

Conviene en el estudio que se esté realizando eliminar f3
de la férmula (16), para lo cual, aplicando la férmula del seno

al tridngulo OA'B resulta gue

L R

sina sing

de donde
sen B = R.sen o (17)
L
y gue de
sen? 3 + cog? 3 = 1
se deduce que
cosB=y1-sin’g
y sustituyendo segin la (17), resulta
- R? _. 2
cosfB=|1- .S1in‘a
7,2
Llevando este valor a la ecuacidn (16}, se tiene la

.5ina) (18)

RZ
C=R(l—cosa)+L(1¢1—
LZ

Pero, siendo R y L constantes, la relacidén entre ellas lo sera
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igualmente, y si esta relacién es Y, también:

C=R{1-cosa)+L(1-y1-Y?sin%a)(18")

gque permite calcular la carrera en funcién de los datos
ordinarios L, R y O; pero que, también, mas corrientemente,

guele ponerse en la forma

C=R{1-cosea)+L-yL?-R%sin%a(19)

Si se admite, como antes se dijo, que el ciglefial gira con
movimiento circular uniforme, la velocidad angular w, en el

tiempo t describird un &ngulo O, de forma que:

a=w.t

valor que sustituido en la ecuacidn (19) da:

C=R(1 coswt)+L-yL*-R%sin’wt (19 ")

Pero, si esta igualdad da el camino recorrido en funcién
exclusiva del tiempo t y de los paradmetros R, L y w; luego,
la derivada de esta funcidn con relacidn al tiempo, dara la
velocidad instanténea.

Se tendra, entoces:

_dc
dt
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Yy, por tanto

da_FRz.Zsina.cosa do

dt L7 R%sina 9t

V=R.sina.

y teniendo en cuenta que

Y que

2.8ing.cosa=sinZa

resulta que

V=R.w(sino+—RS102& 50

2/L?-R%sin’a

Siendo la aceleracidn instantdnea ai igual a la derivada

de la velocidad respecto del tiempo, se tendré

VL?-R?sin’a.2Rcos2a-Rsenla. “R.2s1na.cosa
Y PPy P
d—V=RW(COSG.-3—:+ 1 2yL“-R“s1in“a

dt 2"

2 (VI.7-R?sin’a)?

d

dt

Q

Multiplicando dividendo y divisor de la expresidn anterior

por la raiz

VL%-R<sin’a
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resulta

R.cosZa(Lz—stinza)+—l.R3sin22a
a,=R.w’(cosa-+ - y(21)

(L2-R2?sin%a) ?

Las anteriores férmulas (19), (20) y {21) dan en valor
absoluto vy en signo, caminos, velocidades y aceleraciones en
la carrera descendente, © sea, en el paso de la cruceta del
punto muerto alto al punto muerteo bajo, y solamente en tal
caso son aplicables.

Considerando, Fg. 8, el gsistema en el que el eje de
ciguefial ha girado un &ngulo ndn a partir del punto muerto
bajo; la cruceta A, deslizandose sobre el eje OA, se ha
alejado del eje O por las dos siguientes razones: 1%, porque
el mufidn B del cigtiefial ha ascendido; 2%, porque la biela ha
pasado a formar con el eje OA el angulo R, comportandose, por
causa de esta oblicuidad, como si fuera mas corta Yy tuviera
solo la longitud A'B' que, como se dijo, es el llamado efecto
de oblicuidad.

Para el cdlculo del recorrido del émbolo, que es igual
al de la cruceta A, contando los dngulos "O0" y "®" en la forma
va explicada y en el sentido gque se indica en la figura, se
cbtiene que

OA =L - R

que
OA'=L.cosB-R.cosqa

Yy que

AA' = 0A' - OA
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resultando gue

AA'=L.cosB-R.cosa-(L-R)

y también

AA'=R.(1-cosa)-L.(l-cosB)....(22)

Se observa que ahora el desplazamiento del émbolo viene
dado por un movimiento vibratorio arménico simple, de la forma,
R (l-cos a) menos un efecto de oblicuidad que vale L(l-cos B)

Resulta, pues, que de la ecuacidn (16), en la carrera
descendente la oblicuidad de biela se suma al movimiento
vibratorio arménico simple que da el descenso preducido por el
cigtiefial, y en el ascendente resta al ascenso producido por el
ciguiefial; en resumen, el efecto de oblicuidad produce siempre
un acercamiento del é&mbolo al eje.

Si se elimina 3 en la ecuacidn (22) de la misma forma

que en la ecuacidn (16), resulta que

C=R(1l-cosa)-L(1l-J/1-Y?sin’a)(22")

que permite calcular la carrera en funcidén de los datos
ordinarios L, R vy a; perc gue, mas corrientemente, suele

ponerse en la forma

C=R{1-cosa)-L+/L?-R?*sin’a(23)
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Pero, si esta iqualdad da el camino recorrido en funcidn
exclusiva del tiempo y de los pardmetros L, R y O, como se
razond anteriormente para llegar a la ecuaciédn {(20); la
derivada de esta funcidn con relacién al tiempo, dara 1la

velocidad instanténea

V=R.w(sina- Rsina y(24)

2VL?-R?%sin’a

Volviendo a derivar respecto al tiempo, se obtiene

la aceleracidn instanténea que, como en la ecuacidn (21), vale

RcosZa(Lz—stin%xyh%.R3sin22a

a,=R.w?(cosa- - } (25)

(L*-R’sin’a) ?

Las anteriores fdrmulas (23}, (24) y (25) dan en valor

y en signo, caminog, velocidades y aceleraciones en la

carrera ascendente del émbolo o, si se quiere, en el paso de

la cruceta del punto muerto bajc al alto, y solamente en tal
cagso gson aplicables.

Volviendo a la férmula (18') y tomando de ella la parte

V1-Y2%sin‘a

gue también se puede escribir de la forma

1

(1-Y?sin%a) ?(26)

Desarrcllando en serie el radical que figura en la
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anterior ecuacidn, se obtiene

Mzr—-

=1- 1.stin?a+~%.Y*sin4a——1—Y6sin6a+~$i—.Yssinaa+..

4 _vV2map2 Bl
(l1-Y“sin‘a) 5 e 55

y que representa el valor de cose 5, valor que llevado a la

ecuacidn (22), se tiene, que

¢ =R (1 - cosa) + R (Y senax —-é Y? sen‘a +

-+ iY5senﬁa7i

7 B +.'.
16 12 © Semd E...)

gque derivando dos veces respecto del tiempo, se obtiene la

aceleracidn instanténea:

a; = R.o*(cosa + Y cos2a—-% Y?® (3.sen’a.cos’a-sen‘a) +

+u%Y5(5.sen4aJcosza—sen5a)—uf%r”(T.senﬁa.cosza-senaa) t..)

que transformada y separando constantes, puede representarse

de la forma

a, = R.w? (cos a + A, cos 2a + A, cos 4a +
+ A, cos ba + Ay cos Ba + A, cos 10a + ....)

Teniendo en cuenta gue en los motores se toma

1 <Y<l

4,5 3

1 s 4 1.4
(g5 <r <(3)
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vale

_ <Y4<i
410,0625 81
y que
1 1 1 a1 1.4
— . —=)i< = <=.(—=
8 ( 4,5) 8 Y 8 ( 3)
o bien
;<l_y4<_ﬂl_
3280,5 8 648
y teniendo en cuenta que
sina=1l
también
sin‘a=<1l

resulta que en las aplicaciones el término

1 agins
~.Y%sin%a
8

y con mayor razdn todos los que le siguen, son despreciables

Resultando que

V1 - Y?2.sen?a =1 —-%.Yz.sen2 a
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con lo que, la ecuacidn (18') se transforma en

1

C:R(l—cosea)+L[1—(1—=5.Yasin?a)]

y simplificando

C:R(l—cosa)+%wL.stin%n(28)

Derivando la funcién C respecto al tiempo t se obtiene

dC' . da ]. 2 .
—Z=Rsina. +=.L. Y. 2.81n0.cosqa.
dt dt 2

dt

Siendo el primer miembro de esta igualdad la velocidad
instantdnea, que da/dt es la velocidad angular w y que
2.sen a.cos a = sen 2a; sacando factor comin R w y simplificando

L Y2 resulta que

V=R.w(sina+%.¥.sin2a)(29)
Derivando la funcidén V respecto al tiempo t se obtiene

dv da 1 da
_"“-"":Rl - T . - - -
e w({cosa at + 5 Y.2.cos2a gt )

vy puesto que el primer miembro de esta igualdad es la

aceleracidn instanténea

a=R.w?.(cosa+Y.cos20)..... .{(30)
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81 se trata del movimiento ascendente del émbolo la (22')

se transforma en

C:R(l—cosa)-L[l—(l—%.stinza)]

y simplificando

C=R(1—cosa)—u%.L.stinza(31)

gue es una ecuacidén analoga a la (28), pero con el signo
cambiado en el primer término del segundo miembro, © sea en
el término de la oblicuidad.

Entonces, si a partir de la ecuacidn (31) se sigue el
mismo proceso que el aplicado en las ecuaciones (29) y (30) se
obtienen las ecuaciones de la velocidad instantéanea

V=R.w(sina~%.¥.sin2a)(32)

y la aceleracidn instantanea
a=R.w?.(cosa-Y.cos2a)...... (33)

correspondientes al movimiento ascendente del émbolo.

En resumen, las ecuaciones (23}, (24} vy (25), son las
denominadas ecuaciones exactas a las cuales debe acudirse para
mayores aproximaciones, © en caso de duda scbre el error

cometido; las ecuaciones (31}, (32) y (33) son las aproximadas
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aunque suficientemente en general, y que son las mas empleadas
en los estudios de aplicacidén como el que nos ocupa.

Como se ha establecido anteriormente, el esfuerzo socbre
el émbolo se transmite al ciglefial a través de la biela, segln
la fuerza F2. Entonces, la biela en su pie posee el movimiento
rectilineo alternative y en su cabeza el movimiento circular
uniforme ya estudiados anteriormente. Pero siendo asi, los
restantes puntos de su cuerpo poseen un movimiento eliptico
complicado, que a efecto del estudio mecanico que se pretende,
la biela se descompone en dos masas en la forma que mas
adelante se vera.

Después de cuanto antecede y mediante los procedimientos
ananiticos establecidos, se puede conocer en cada instante los
caminos recorridos, las velocidades y las aceleraciones de
todags las masas dotadas de movimiento rectilineo alternativo
o c¢ircular continuo uniforme.

Teniendo en cuenta lo establecido para el movimiento
circular uniforme del ciglefial en gque R es constante y w se
toma para su médximo valor, los caminos, velocidades vy
aceleraciones instanténeas son funcién de la variable & o,
mejor, del sen O, del cos O y del efecto de oblicuidad de
biela. Los caminos, velocidades y aceleraciones instantaneas
correspondientes al movimiento rectilineo alternativo, para el
mismoc motor de carrera 1150 mm. y velocidad angular de 14,87
rad/seg., sgeglin las fdérmulas (23), (24) vy (25) vy, muy
aproximadamente, para las (31), (32} y (33} estan representadas
en la grafica de la Fg. 9.

Queda por resolver el caso de la biela, cuyo movimiento,
ya establecido, no puede asimilarse a ninguno de los dos
estudiados. Pero, como ya se dijo, el problema se resuelve
descomponiendo la masa de la biela en dos, para lo cual se

razona y procede en la forma siguiente:

Seglin se observa en la Fg.10, todo movimiento de la biela
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ge compone de una rotacidén sobre 1la cruceta y de una
traslacién simulténea, siendo esta doble propiedad el
fundamento de todo el teorema de descomposicidn que se
desarrolla.

Considérese para ello la biela en la posicidén A'B', si el
cigleflal gira en la direccidén de la flecha, la biela pasa a la
posicidn A"B" y el cambio ocurrido puede descomponerse en las

dos partes siguientes:

1*.- Giro alrededor de A' degde la posicidén A'B' hasta

la posicién A'B"',

22.- Traslacidén desde A'B"' hasta A"BR".

Si ahora se intenta calcular dos masas tales que puedan
sustituir a la masa total M de la biela, aplicadas, una, que
se denominarad Ma, en la cruceta, y otra Md, en un punto, gque
se determinard, del cuerpo de biela o de su prolongacidn pero
gque verifiquen las condiciones equivalentes de inercia en la
rotacidén y en la traslacidn citadas.

Para que las masas Ma y Md sean equivalentes a la masa M

de la biela, en primer lugar han de cumplir con la igualdad

Ma + Md = M (34)

En segundo lugar, el centro de gravedad de las dos magas
ha de coincidir con el centro de gravedad G, Fg. 11 de la masa
total M de la biela, lo cual equivale a suponer todas las
citadas masas sometidas a la accidn de un campo gravitatorio
uniforme y, en consecuencia, produciendo fuerzas paralelas,
una en A y otra en D, cuya resultante esgtard en G. se

verificara

22=22(35)



8i la aceleracidén del campo gravitatorio referido se

representa por g, resulta que:

Fd

Ma . g=Fa ; Md . g

Yy que

y, también,
M. 1l=M1 . (L'-1) (36)

Las ecuaciones (34) y {36) constituyen las condiciones
necesarias y suficientes para que en toda traslacidn de la
biela las fuerzas de inercia actuando sobre las masas Ma y Md
equivalgan, o si se prefiere, tengan por resultante la fuerza
de inercia actuando scbre la masa total M.

Pero, como condicién de la equivalencia dque se esta
intentando establecer, los momentos de inercia de las masas
Ma y Md han de sumar una cantidad igual al momento de inercia
Ia de la masa M de la biela; tomando estos tres momentos
respecto al punto A, alrededor del cual se producen las
rotaciones.

Teniendo en cuenta que las masas Ma y Md son puntuales,

ha de verificarse, entonces,

I,=().m).r?

Ia =Ma . 0 + Md . L'?
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o sea, que

Ia

i

Md . L'? (37}

La ecuacién (37) constituye la condicidn necesariay
suficiente para que toda rotacién de la biela, que, como se
ha dicho, tiene lugar alrededor de la cruceta, el par de
inercia actuando sobre la masa Md equivalga, o tenga por
resultante el par de inercia actuando sobre la biela de masa
M,

En consecuencia, las ecuaciones (34), (36) vy (37)
constituyen un sistema compatible y determinado, cuya
resolucién conduce al conocimiento de las incégnitas Ma, Md y
L', en el supuesto en que la biela esté determinada y con
ella su centro de gravedad G y su momento de inercia Ia.

Bajo estas condiciones, y partiendo del sistema

Ma + Md = M

Ma . 1 =Md {(L'-1) (38)
Ia = Md L'z2
y como
Ma = M - Md

Eliminando Ma en las dos primeras ecuaciones, despejandolo de
la primera e introduciendo su resultado en la segunda, se

obtiene sucesivamente

(M - Md) 1 = Md (L'-1)
M.1-Md.1l=Md.L'-Md . 1
M 1l =Md .L'-Md . 1 +Md . 1
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Y que,

y finalmente

Md=M.

-

con lo gque el sistema gueda reducido a las ecuaciones

Ia = Md . L'2

-
1

M=Md.

que, dividiendo una por la otra, dan

y finalmente

Introduciendo este resultado en la tercera ecuacidn del

sistema (38) se obtiene

Ia:Md- W
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Que simplificando y despejando

Llevando este valor a la primera ecuacidn del sistema
(38) resulta

M2,1°2
Ia

Ma +

y despejando

Respecto a las ecuaciones (40} y (41} que dan los valores
de las dos masas que sustituyen a la masa M, nada mas se debe
afiadir; pero no ocurre asi con el de la (39), ya que, si se
sustituye en &1 el valor del momento de inercia Ia,
considerando la biela como un péndulc fisico que oscila sobre
el punto A, por el producto de la masa M de la biela por el

cuadrado de su radio de giro K respecto de la c¢ruceta A, se

tiene
. M.K?
L_
M.1
y finalmente
. K?
L =" (42
T (42)
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Pero como el periodo de oscilacidén de un péndulo fisico
cuyo radio de giro respecto al eje de oscilacidn valga K vy

la distancia de dicho eje al centro de gravedad valga 1, es

/K2
g.

T=2.m. (43)

que elevada al cuadrado y despejando, se obtiene

2 2
R2_T7-9 (44,

De este resultado y del obtenido en la ecuacidn (42) se
desprende que
K2 _T2,

R g9
L 7 4,n2(45)

La triple igualdad (45) dice que la distancia L' de la
cruceta a la segunda masa de descomposicidn Md puede obtenerse
dividiendo el <cuadrado del radio de giro K de la biela
respecto a la cruceta por la distancia 1 de su centro de
gravedad a la referida cruceta, © bien dividiendo el
cuadrado del tiempe de oscilaciédn pendular T de la biela
alrededor del punto A multiplicado por la aceleracidn de la
gravedad por el cuddruplo del cuadrado de «.

En resumen a cuanto antecede, resulta, gue la una
descomposicién rigurosa de la biela obliga al conocimiento
previo de la misma, puesto que hay que aplicar su radio de
giro K y la distancia 1 de su centro de gravedad a la cruceta,

o la posesién misma de la biela, ya que hay que hacerla
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oscilar para medir el periodo T. Pero, por otra parte, la
distancia L' de la segunda masa de descomposicién no suele

coincidir con la longitud L de la biela, resultando
L' <«<=> L (46)

seglin las formas y dimensiones de la biela en cuestidn, y solo

en el caso de verificarse, exacta o aproximadamente, que
L' = L

la masa Md puede considerarse situada en el eje geométrico de
la cabeza de biela o extremo del radio de cigliefial; pues, de
lo contrario, la dicha masa habrd que considerarla en el cuerpo
de la biela o en su prolongacidén y, entonces, posee un
movimiento eliptico complicado gque dificulta todos los
razonamientos y cdlculos subsiguientes.

Por ello, en las aplicaciones suele recurrirse a la
condicién de que L'= L, y se la denomina biela condicionada
porque se la somete a la condicién previa de que la segunda
masa de descomposicién estara aplicada en el eje geométrico
de la cabeza de la biela. '

Entonces, seglin se establece en la Fg. 12, se tiene una
biela de longitud L y masa M, cuyo centro de gravedad G se en
cuentra a la distancia 1 de la cruceta A y dque se la
descompone en dos masas, la Ma aplicada en la cruceta y la Mb
aplicada en el extremo del radioc de cigliefial. Se observa que
las dos bielas son de geometria diferente, en la que la de la
izquierda corresponde a un motor de cruceta, y la de la derecha
a un motor de tronco. Esta diferente geometria hace variar
el valor de las masas Ma y Mb respecto de la masa total M.

En virtud de las expuestas condiciones de inercia en 1la
rotacién y en la traslacidn, deberan de verificarse las tres

ecuaciones del sistema (38), y que aplicadas al caso actual,
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toman la forma

Ma + Mb

I
=

Yy que
Ma . 1

Mb (L - 1) (47)
Ia = Mb . L2

Y,normalmente, se establece el mismo proceso deestudio

No obstante, este proceso, son datos del grupo las masas Ma y
Mb y la longitud de la biela; por consiguiente, son incbgnitas
la masa total M, que viene dada directamente por la primera
de las ecuaciones; la distancia 1 de la cruceta al centro de
gravedad, que viene dada por la segunda ecuacidn, y el momento
de inercia Ia de la biela respecto a la cruceta, que viene dado
por la tercera de las ecuaciones.

En consecuencia, una biela proyectada en esta forma posee
una descomposicién exacta en dos masas aplicadas una en la
cruceta y otra en el extremo del ciglefial.

No obstante, lo que mas corrientemente suele hacerse es
dar de la biela vya construida o proyectada, con independencia
de la teoria de descomposicidén, la masa total M, la longitud
de la biela L y la distancia 1 de la cruceta al centro de
gravedad; ocurre entonces que, como el momento de inercia Ia,
conocido o desconocido, es una cantidad independiente y fija,
el grupo (47) pasa a ser un sistema y tiene solo dos
incégnitas, que son las masas Ma y Mb, y tres ecuaciones, y
es, por lo tanto, incompatible. Por lo que, a fin de resolver,
aungue imperfectamente, se suprime la tercera condicidn, y el

sistema queda reducido a

Ma + Mb
Ma . 1

M (48)
Mb (L - 1)
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Resolviendo por sustitucidn de la primera ecuacidn en la

segunda se halla que

Ma.l = (M - Ma) (L - 1)
M (L - 1) =Ma.l + Ma (L - 1)
Yy que
M, -m. 24 (49)
L
Y andlogamente se halla que
(M - Mb) 1 = Mb (L - 1)
M.l - Mb.1l = Mb.L - Mb.1l
Yy que
1
=M.= 50
My, = M. (50)

Situando en la cruceta y en el extremo del cigiefial las
masas Ma y Mb regpectivamente, se resuelve con exactitud la

cuestidn de inercia en la traslacidn; perc si el producto

Mb . L=z

no es igual a Ia, y se cometerd error en toda cuestidn relativa
a la rotacidn.
Lograda la descomposicidn de la biela, se observa que los
6rganos méviles del motor se dividen en los dos grupos a
saber:
a) los dotados de movimiento rectilineo alternativo,
como émbolog, vastagos, crucetas y la parte de la

biela correspondiente;
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b) los dotados de movimiento circular continuo, como el
cigtiefial y la parte correspondiente de la biela.

De esta forma se simplica el complicado estudio del
movimiento eliptico de la biela, que obliga, segln el giro
alrededor de A', a) al célculo de la fuerza centrifuga debida
al movimiento circular de la biela sobre el referido punto A';"
b) al célculo de la fuerza de inercia tangencial debida a las
aceleraciones angulares en el establecido movimiento circular
de la biela alrededor del mismo punto A' al no producirse con
velocidad angular constante, por una parte, y por otra, porque
se realiza en forma pendular; y segin la traslacién, al
cdlculo de la fuerza de inercia de arrastre debida a la

aceleracidn vertical instanténea de la biela.

1.4.- Las fuerzas resultantes.

Las fuerzas que actlan en la mdquina se clasifican en
motorices y resistentes; son fuerzas motrices aquellas que
producen par motor durante una parte cualquiera, no nula, del
ciclo; se llaman fuerzas resistentes a aquellas gque se oponen
al par motor durante todo el ciclo.

Las fuerzas motrices son la del fluido, la de inerciay
la de gravedad; las fuerzas resistentes son la resistencia
4til, que es la gque constituye el propio objeto del motor, y
la resistencia pasiva, que es la constituida principalmente por
los rozamientos y por el accionamiento de valvulas y bombas.

Se observa que todas fuerzas motrices son a intervalos
positivas y negativas; asi, la del fluido es positiva en el
periodo de expansidén y en el de admisidn en los motores que son
sobrecargados, VY negativa en los demds periodos; la de
inercia, como es el producto de la masa por la aceleracidn,
cambia de sentido con esta Ultima; la de la gravedad, si el

motor estd vertical, es positiva durante el descenso del
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centro de gravedad de todo drgano mdvil y es negativa en el
ascenso; en cambio, las fuerzas resistentes son siempre
negativas.

A fin de poder trazar la curva par motor-angulos, o
curva de esfuerzos tangenciales, es preciso conocer en cada
instante los valores de las fuerzas motrices sobre las masas
alternativas y sobre las masas giratorias.

Sobre las masas alternativas actla la fuerza del fluido
Fa, tomada del diagrama de indicador y calculada en la forma
que se establece en el apartado {1.2.), que vale

Fa = Se . pi

la fuerza de inercia Fi, tomada de la férmula fundamental de

la dinédmica, que vale

Fi=() m,).a;

giendo ai la aceleracidn instanténea dada por las ecuaciones
{21) o (30} cuando se trata de una posicidén de la carrera
descendente, o de las (25} o (33) si se trata de un punto en
la carrera ascendente, resultando que la fuerza de inercia es

de la forma

F;,=(Y} m,).R.w?.(cosatYcos2a)....(51)

y la fuerza de la gravedad Fg, gue viene dada por la fdrmula

ng(zma) 'g

siendo g la aceleracidén de la gravedad en el lugar de que se
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trate.

Estas fuerzas del fluido, de inercia y de la gravedad,
se representan en la { Fg. 13 ), tomando en ordenadas los
correspondientes valores y en abscisas los angulos girados por
el eje de cigiliefial a partir del punto muerto alto; asi como,
la resultante obtenida por la suma algebraica a fin de obtener
la fuerza total disponible.

Estas fuerzas, como mas adelante se verd, producen
vibraciones de flexidn en el eje de ciguefiales, cuando el eje
elidstico es sacudido perpendicularmente a su longitud.

Cada una de las tres fuerzas aplicadas a las masas
alternativas sufre, en la forma que se establecid en la Fg.
2, una sucesién de descomposiciones que dan lugar en cada
instante a cargas sobre los diferentes organos del motor y
también a un par motor.

Para el calculo del par motor puede partirse de la suma
algebraica de las tres referidas fuerzas y hallar su par
inico, © bien, partir separadamente de cada una de las tres
fuerzas, determinar su par y después, algebraicamente sumar los
pares. De esta forma se concluird que el par motor atil de la
fuerza de inercia y de la fuerza de la gravedad es nulo, pero
que alteran la regularidad natural del motor. De la misma
figura 2, se desprende que el par motor vale

F3 . R
pero por la referida descomposicidn, se halld la fuerza F3 a
partir de la fuerza del fluido sobre las masas alternativas,
seglin se establece en la ecuacién (5). Pero, por causa de la
particularidad que presenta la variacidn del angulo beta con
la rotaciédn del eje motor, conviene eliminar beta de aquella

ecuacidn procediendo en la forma

sin(a+B)=sina.cosB+sinB.cosa
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y Como

sinB=Y.sina

cosB=y1-Y?.sin’a

resulta que de

sina.cosfB+sinf3.cosa
cosf

F,=F,.

simplificando y sustituyendo, resulta

Y.sina.cosa

J1-Y?.sin%a

F,=F_.(sina+

y siendo

2sina.cosa=sin2a

se tiene finalmente que

F,=F,.(sino+— Y8028, (52)

2.y1-Y?2.8in’a

Y el par motor producido por esta fuerza vale

F,.R-F,.R.(sina+— L:8102% , (52°)

2./1-Y%,.sin’a
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Procediendo de igual forma para la fuerza de inercia,

porque estd aplicada también sobre las masas alternativas,
resulta que

F3i=(§:n%).R.wz.(cosatY.COSZa).(sina+ Y.sin2a ).« (53)

2.y1-¥?.sin%a

Y el par motor producido por esta fuerza de inercia vale

Y.senZa

2./1-Y%.sen’a

)y (53”7

7y, oR = ()}, m,).R*.&%. (cosaty.cos2a) . (sena+

De igual forma, para la fuerza de la gravedad de las masas

alternativas, también

Y.sinZa

2.4/1-Y%,sin%

F%:(EZma).g.(sina+ Yeuooo(54)

Y el par motor producido por esta fuerza vale

F%=(§:n%).g.R.(sina+ Y.sin2a Yeoreaa(547)

2./1-Y%.sin’a

Cada par motor asi obtenido se representa en la figura
tomando en ordenadas, a la escala establecida, los valores
hallados por las ecuaciones (52}, (53) y (54) y en abscisas los
dngulos girados por el eje motor contados a partir del punto
muerto alto; también se representa la resultante obtenida por

la suma algebraica de ambos, a fin de obtener el par motor
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total disponible.

Estos pares motores someten al eje de ciglieflales a
torsidén y, como mas adelante se verd, producen sobre &l unas
vibraciones torsionales que, aun cuando de estas vibraciones
torsionales no se deriva fuerza alguna hacia el exterior, puede
hacerse notar indirectamente variando el calaje entre las
ciglefias; dando lugar a perturbacién en la compensacién de
masas y a producir variaciones en la distribucién del motor
y, al mismo tiempo, las fuerzas de inercia de 'las masas
vibrantes determinan una carga suplementaria sobre el eje
motor.

Sobre las masas giratorias no hay fuerza del fluido,
porque ésta no actla sobre ellas, ni fuerza de inercia, ya gque
su movimiento es uniforme y, por tanto, su aceleracidn es nula;
pero, en cambio, si las masas giratorias no son equilibradas
existe fuerza de gravedad que ha de tomarse en cuenta; para
ello es necesario considerar una por una todas aquellas masas
giratorias que su centro de gravedad no coincida con el eje
geométrico de giro del eje ciglefial y referirlas, en la forma
c¢lasica que se va a proceder, al extremo B del ciglefial, o sea
al centro del mufién.

El peso de cada una de estas masas crea en todas las
posiciones, escepto en los puntos muertos, un par positivo o
negativo; asi, de la ciglefila de la Fg. 3b, las partes que no
tienen su centro de gravedad ni en O ni en B, sino en G; el
peso de estas masas m que vale m.g, crea, respecto a O, un par

que para cada posicidn angular wt vale

m.g.R'. sen wt

Pero, si se imagina otra masa m' con centro de gravedad en B

y que dé un par igual al que da la masa m, se tendra

m'.g.R. sen wt = m.g.R'. sen wt
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De esta igualdad se deduce gue habra de ser

m'.R = m.R'

Yy dJue

R l‘l
R

m’=m.

La cual permite calcular para toda masa giratoria dada
otra masa equivalente aplicada en el extremo del cigliefial
geométrico; la suma de todas las masas multiplicada por la
aceleracién de la gravedad g dard la fuerza F' representada por
el vector O'C, que, multiplicada por el radio ciguefial R y por

el sen wt, da el valor del par total instantaneo, de manera que

M, = () ,m) g.R.sen ot (51)

gue da el par total producido por las‘ masas geométricas
reducidas al brazo R; en el bien entendido gque sobre este punto
se hallan aplicadas la masa del mufién de ciglieflal y la segunda
masa de descomposicién de la biela Mb en el caso de considerar
la biela condicionada y debe tenerse presente que en los
motores verticales este par es positivo mientras el centro de
gravedad de las referidas masas giratorias baje, y es negativo
mientras suba y, como de la ecuacidn se deduce, es de forma

sinusoidal.

39



CAPITULO 2.- CLASIFICACION DE LAS FUERZAS DE INERCIA

2.1.- Introduccidén-

Partiendo del principio de Galileo y de los principios de
Newton se ha establecido la férmula fundamental de la dinémica
y que dice: La fuerza aplicada a un cuerpo libre es igual al
producto de la masa del cuerpo por la aceleracidn producida.
Entonces, también puede establecerse, que: Para imprimir a una
masa una aceleracidén dada es preciso aplicar una fuerza igual
al producto de la masa por la aceleracidén, y que esta fuerza
venza a la de inercia, que es igual y contraria a ella.

Aplicando este principio a las masas en movimiente en los
motores de combustiédn interna alternativos, situando el émbolo
en el punto muerto alto, donde su velocidad es nula, la fuerza
del fluido sobre el émbolo produce movimiento y, por ser la
velocidad nula, la aceleracidén es ma&xima; pero, si en el punto
muerto bajo la velocidad vuelve a ser nula, en este punto la
aceleracidén es minima, negativa; asi pues, las masas habréan
alcanzado una velocidad mdxima y, en consecuencia, aceleracidn
nula.

Al realizar el estudio de la mecénica de estos motores se
han establecido y razonado tres movimientos distintos:
El movimiento circular continuo del eje de ciglefial, tratado
enn su forma particular; el movimiento rectilineo alternativo
del émbolo y el movimiento eliptico complicado de la biela, que
por razones de aplicacién se simplifica reduciéndolo a un
movimiento circular continuo, con el eje de ciglefial y a otro

movimiento rectilineo alternativo, con el émbolo.

2.2.- Clagificacidén de las fuerzas de inercia.

Segln lo establecido en los puntos anteriores, las masas
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giratorias no equilibradas, producen fuerzas de inercia que
actian, unas, en la direccién del eje del cilindro, las
componentes verticales de las masas giratorias; otras, gue
actdan en direccidn perpendicular al eje del cilindro y son las
de las componentes horizontales de las masa giratorias.
Las masas alternativas producen fuerzas de inercia que actidan
segin el eje del cilindro.

Por lo tanto, congecuentemente a la f£oérmula fundamental
de la dindmica y las ecuaciones (12) y {15), gue determinan las
aceleraciones en el movimiento circular uniforme, la fuerza

vertical de las masas giratorias valdréa

Fi,=(} m,).R.w?.cosa......(51)

Se la denomina fuerza de inercia vertical de las masas
giratorias, de frecuencia igual a la velocidad angular del
motor medida en revoluciones por segundo.

Y la fuerza de inercia heorizontal es

Fi=-(Y.mg).R.w?.sina......(52)

o también, prescindiendo del signo

Fip=()_m,).R.w?.sina......(52')

Se la denomina fuerza de inercia horizontal, de las masas
giratorias, de frecuencia igual a la velocidad angular del
motor medida en revoluciones por segundo.

En consecuencia a las ecuaciones (30) y (33), que
determinan las aceleraciones en el movimiento rectilineo

alternativo, la fuerza de inercia vertical en la carrera
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descendente valdra

F;,=(),m,) .R.w?.(COSQ+Y.COS20) .. ...(53)
y para la carrera ascendente

F;,=(¥.m,) .R.w?.(cosa-¥.cos2a)..... (54)

Pero, por causa de cos @ 0 cos wt y de cos 2a 0 COS 2wt,

las ecuaciones (53) y (54) pueden escribirse en la forma
F;,=().m,).R.w?.cosa+()_ m,).R.w’.Y.cos2a....(55)

y también
F;,=(Y.m,).R.w?.cosa- (Y m,).R.w?.Y.cos2a....(56)

Si se advierte la ecuacidn (51) y los primeros términos
de los segundos miembros de las ecuaciones (55) y (56), se
observa que son de la misma forma, la una referida a las masas
giratorias, y las otras referidas a las masas alternativas.

Entoces, es norma tratarlas juntamente, resultando que

Fip=[ (Y m)+() m)].R.w?.CO8Q. . ... (57)

Y se la llama "fuerza de inercia vertical primaria", y es
de frecuencia igual a la velocidad angular del motor medida en

revoluciones por segundo.
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Los segundos términos de log segundos miembros de las

referidas ecuaciones son de la forma

Fi,,=().m,).R.w?.Y.cos2a......(58)

Se la llama "fuerza de inercia vertical secundaria", y es
de frecuencia doble de la velocidad angular del motor medida
en revoluciones por segundo, por causa del adngulo 2a o si se

quiere, 2wt. Y es frecuente representarla en la forma

m).R
Fivs:iz%r%}——.R.4.w2cos2a(58‘)

Analizadas las ecuaciones (52), (57) y (58) se clasifican
las fuerzas de inercia; tanto, en cuanto a la intensidad de la
vibracién que produce, como a la direccidn y la frecuencia con
que se realiza. Pero también se observa que todos sus términos
tienen forma de fuerza centrifuga, es decir, se componen, en
cuanto a factores, de una masa (Bma), de un radio R y de un
cuadrado de velocidad angular w, multiplicado después por el
coseno de un angulo; lo cual significa gque se trata no de
aquella fuerza centrifuga, sino de su proyeccidn sobre el eje
a partir del cual se mide o cuentan los angulos

En consecuencia, cada una de las fuerzas instantineas
de inercia podrad obtenerse o representarse por medio de un
vector giratorioc, como se representa en la Fg. 13; asi, en
la figura 13a se hace referencia al vector giratoric, de mdédulo
[().m}+(}.m,)] R.w’ y de velocidad w, y su proyeccién, que es
la fuerza de inercia vertical primaria instantidnea para una
posicidn angular wt después del punto muerto alto.

En la figura 13b se representa el vector giratorio, de
mbdulo -% (Z:ma).Y.R.(2co)2 y velocidad 2w, y su proyeccidn,

que es la fuerza de inercia vertical secundaria instantdnea
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correspondiente a una posicidn angular wt después del punto
muerc alto del ciglefial motor y, en consecuencia, al &ngulo
2wt del vector en cuestidn.

En la figura 13c, de acuerdo con la ecuacién (52'), se
representa el vector giratorio, de médule (Y m).R.0? y de
velocidad w, y su proyeccidn, que es la fuerza de inercia
horizontal instantdnea para la posicién angular wt después del
punto muerto alto del ciglefial motor.

De las tres figuras anteriores se deduce que en el
instante considerado la fuerza de inercia vertical primaria
estad dirigida hacia arriba, mientras que la fuerza de inercia
vertical secundaria, que es mucho menor, seglin se desprende
de los médulos y de la figura 14, estd dirigida hacia abajo,
de manera gue en total se tiene un esfuerzo resultante en la
direccién de la mayor y que, por tanto, vale la diferencia
entre ambas.

La fuerza de inercia horizontal estd dirigida hacia la
derecha, y no se observa ninguna otra fuerza que le pueda
causar interferencia.

No obstante, por razones de claridad y criterios en el
equilibrado, es costumbre realizar por separado el estudio y
representacidn de todas las fuerzas de inercia de las masas con
movimiemto rectilineo alternativo obtenidas por las
ecuaciones (55) y (56}, representadas en la figura 14; asi
como, del estudio y representacidn de las fuerzas de inercia
de las masas giratorias obtenidas por las ecuaciones (51) y
{52), representadas en la figura 15.

Como se enuncid en la introduccidén y se detallard mas
adelante, estas fuerzas produciran los consiguientes
movimientos del motor vy deformaciones eldsticas de las
fundaciones. En el transcurxrir del tiempo t, los &ngulos wt y
2wt varian, y las referidas fuerzas cambian de intensidad y de
sentido; en consecuencia, con ellos cambian, también, los

movimientos y las mencionadas deformaciones elésticas.
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De cuanto antecede se infiere que los motores de un solo
cilindro no estén equilibrados; pero de la observacidén de las
figuras estudiadas parece desprenderse la posibilidad de
obtener un equilibrio con masas opuestas de igual radio vy

velocidad que puedan crear fuerzas centrifugas contrarias.

CAPITULO 3.- Las vibraciones de los ejes cigilieflales.

Como se dijo anteriormente, la fuerza de los gases, la
fuerza de inercia y la gravedad someten al eje ciglefial a
vibraciones de flexidén en los puntos muertos alto y bajo; vy,
simulténeamente, a vibraciones de flexidn y a vibraciones de
torsidn en todas las demds posiciones angulares de cada una de
las cigleflas respecto del eje geométrico del cilindro que
contiene a los referidos puntos muertos.

Segin se obtiene de la descomposicidn de fuerzas en la
figura 2, la fuerza F2 se descompone en la forma que alli se
establece y da: la fuerza F3, que es la productora del par
motor y como tal somete al eje motor a vibraciones de torsién,
y la fuerza F4, que tiende a comprimir la cigliefia contra los
cojinetes de bancada, somete al eje motor a vibraciones de

flexién.
3.1. Vibraciones de flexidn.

Las vibracicnes de flexidn se producen cuando el eje
ciglieflal eldstico es sacudido perpendicularmente a su eje
longitudinalmente; entonces, el cigliefial vibra dentro de sus
segmentos entre apoyos. Pero cuando el numero de vibraciones
propio del ciglefial coincide con el nlmero de tiempos de las

fuerzas excitatrices debidas al fluido y a la inercia de las
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masas, se presenta una resonancia; esta manifestacién ocurre
para una particular velocidad angular del eje, gque se la
denomina velocidad angular critica o, también, ndmero de
revoluciones critico. Estas vibraciones de flexidn se hacen
peligrosas cuando con el mantenimiento del estado de vibracién
propic y la excitacién va ligada una flexidén del eje que lo
somete a una exagerada fatiga.

También, las fuerzas centrifugas producidas por los ejes
ciglefiales no equilibrados totalmente, originan un nUmero de
revoluciones critico del eje, que hay que distinguir de lo
anteriormente expuesto.

No obstante, aun en los casos en que no se alcance un
estado peligroso del eje, las vibraciones producen cambios de
cargas muy intensos sobre los cojinetes que determinan efectos
de fuerzas libres hacia el exterior, que siempre resultan
perturbadoras. Por ello, tanto en uno como en otro casc, debe

de estudiarse el problema considerando:

A) La influencia de la forma y del nimero de apoyos del eje.

La longitud libre del eje ciglefial entre dos apoyos que
concurre en la determinacidén de su numero de vibraciones propio
Y que estd sometida a la accidn de las fuerzas excitatrices,
en los ejes de varias cigleflas, depende del ndmeroc total de
apoyos.

Se establece que los ejes cigliefiales se encuentran
completamente apoyados, cuando se cumple la condicidn de que
el numero de apoyos o cojinetes de bancada es igual al nimero
de cilindros mas uno, ( Na = Nc + 1 }; en cuyo caso, cada
ciglefia estd apoyada sobre dos cojinetes; la luz entre apoyos
es pequeria y, si los cojinetes son suficientemente rigidos,
estan bien alineados y correctamente ajustados, no se producen
vibraciones de flexidn peligrosas; ya que la manera de moverse

el eje dentro de sus apoyos tiene una influencia esencial sobre
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el nUmero de vibraciones propio, estableciéndo casos limites
de tal influencia el apoyc libre, el apoyo esférico y el
empotramiento del eje en sus apoyos; de forma que, un huelgo
exagerado del eje sobre el cojinete tiene por consecuencia el
que la forma de la vibracidén ya no estd ligada con el nimero
de apoyos; por lo que, en algunos casos, se presentan cargas
de flexidn excesivas que producen la rotura de ejes
completamente apoyados que, en manera alguna, puede atribuirse
a efectos de resonancia, sind mas bien, a la carencia de puntos
de apoyo aislados, al desigual desgaste de cojinetes y a una
grande flecha producida por 1las fuerzas motrices due,
combinadas con la elevada frecuencia de los cambios de accidn
de las fuerzas motrices determinan la fatiga del material en

el tiempo.

B) La forma y numero de vibraciones propias del eje.

Por la geometria que presenta el eje ciglefial, para
emprender el estudio de los procesos dindmicos por medio del
cdlculo, eg necesario partir de hipdtesis fundamentales
simplificadas que permiten referirse a los casos conocidos de
la mecdnica para el caso de los ejes uniformes y los ejes de

seccidn transversal variable, estableciéndose:

a) El eje equivalente. En el cual, la referencia de un eje
cigliefial al caso mas simple de un eje uniforme desde el punto
de vista de la flexidn elidstica, solo puede hacerse en forma
aproximada, aplicandole las ecuaciones ordinarias de la
regsistencia de materiales correspondientes a las vigas
sometidas a flexidn; considerando la ciglefia, Fig. 16a, la
ciglefia idealizada como una pieza de flechas comunes de igual
elesticidad a la flexidén y a la torsidédn. Propiedad fisica
licita, aungque resulte sumamente dificil el problema de

calcular su flexibilidad.
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b) Las masas equivalentes. En el que las masas giratorias de
cada mecanismo compuesto por cada cigliefia, los contrapesos de
equilibrado y la segunda masa de descomposicién de la biela,
asi como las masas sometidas a movimiento rectilineo
alternativo, deben llevarse al eje equivalente, Fig. 1l6d, como
masas de poca deformacién, de forma tal que las masas
equivalentes provoguen en el eje fendmenos de vibracién iguales
a los que producen las propias masas. En cuanto al volante Yy
a otras masas volantes de otra clase, a fin de evitar
consideraciones complicadas, se consideran como variacioneg de
seccibn transversal del eje, como poleas, pero que su centro
de gravedad cae siempre sobre la linea eldstica del eje.

En consecuencia, un eje provisto de N masas posee N
diversas lineas de desviacién, o grados de libertad, y tiene
N namero de vibraciones propio. Mientras las masas se agrupan
sobre el eje, estos nimeros se identifican con el ntmero de
revoluciones critico del eje; puesto gue, masas como el
volante, hacen intervenir su inercia de torsidn.

Teniendo en cuenta que la vibracién basica o de primer
orden tiene un vientre y ningln nodo entre los puntos de apoyo,
todas las masas se desvian hacia el mismo lado al mismo tiempo;
que la vibracién de segundo orden tiene dos vientres y un nodo
entre apoyos; dque la vibracidn de tercer orden tiene tres
vientres y dos nodos entre apoyos; y asi sucesivamente, Fg.
l6ée. Entre las muchas posibilidades de las vibraciones de los
ejes cigueflales, hay que prestar especial atencién a 1las
vibraciones que se presentan en los planos principales, por
causa de que para las vibraciones de primer orden, la carga da

la flexidn mdxima y el nlmero de revoluciones propio menor.

a.l) El eje uniforme.
En este caso se trata de una viga apoyvada en sus
extremos, bien con una carga uniformemente repartida, o bien

con una carga concentrada en su punto medio. En ambos casos,
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el estudio se realiza a partir de las ecuaciones generales de
las vigas sometidas a flexidén, en las que se denomina "linea
elastica® de una viga a la linea determinada por la
interseccidn de la superficie neutra y el plano de los pares
flectores. Siendo en la viga rectilinea no cargada una linea
recta; en la viga rectilinea cargada, es una curva cuya forma
depende de la manera de ser de la viga, de sus apoyos o
empotramientos y de la naturaleza y nimero de las cargas.

Recibe el nombre de "inclinacién", para una seccidén dada,
el angulo que forma la linea eldstica de la viga sin cargar y
la de la viga cargada. En la seccién considerada, a la
distancia entre ambas lineas se la denomina "flecha". En 1la
(Fig. 16-g) se observa que en la viga sin cargas la linea
elastica es la recta AB, y después de cargada la viga es la
curva AHB; trazando por G una paralela a AB y una tangente a
HB, se forma el angulo de inclinacién 1; mientras que la
distancia GJ entre ambas lineas elisticas dentro de la misma
seccidén CD es la flecha vy.

Cuando en una viga cualquiera se considera una carga "dQ"
repartida sobre una longitud "dx", a la relacién entre ambas

se la denomina "carga puntual" Wo, de forma que:

=
I
218

Considerando ahora una seccién calquiera "S" situada a
la distancia "dx" del origen arbitrario y cuyo esfuerzo
cortante sea "dF", vresulta gque, tratadndose de cargas
repartidas, la relacidn entre "dF" y "dx" es, también, la carga

puntual

dF
Wy=a e e vvenss(59)
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Y que

dr = F.dx

e integrando,

F:fwo.dx ........ (60)

Esta igualdad dice que el esfuerzo cortante en una
seccidn dada vale la integral indefinida del producto de su
carga puntual por la diferencial de la distancia de la seccidn
considerada al origen.

Pero resulta que la referida seccidn "S" no solo se halla
gsometida al esfuerzo cortante "F", sino también a un par "M",

de forma que este par viene dado por el producto del esfuerzo
cortante por la distancia de la considerada seccidn al origen
arbitrario, siendo:

integrando

En la que sustituyendo F por su valor hallado en la (60), se

tiene

M=f(fwo.dx) dx

Y que

szfwo.dxz.....(sz)
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Por otra parte, el radio de curvatura "R'" en un punto de
una curva es el limite a que tiende la razdn del incremento de
longitud del arco al del angulo, cuando este incremento tiende

a cero. En resistencia de materiales es norma establecer que:

di

1
? toto--(63)

Q,
]

Pero, también, de la {Fig. 16-g) se desprende que la
inclinacidn, tratandose de pequefios &angulos, se admite gque

vale:

dy . ..(64)

1=tang.1:dx

Resultando que:

Pero siendo la diferencial de una funcién la derivada de esta
funcidén por la diferencial de la variable, y como la derivada

de la derivada es la derivada segunda, resulta que:

1 _di_ dx? d?y
-— —_ = = LI I 65
R’ dx dx dx? (63)

Por otra parte, considerando que dentro del limite eldstico
las deformaciones son proporcionales a las cargas, resulta que
el médulo de elasticidad "E" o mddulo de Young es capaz de
producir en la viga una deformacidén "R'", la fatiga "g"
considerada produce una deformacidén igual a la distancia "r"

entre la fibra neutra y la mas alejada, se establece la
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igualdad:

R/ E
:?’O’_‘R_/z

Q|
Y]

Pero de acuerdo con la teoria de la flexién simple,

iz

E
R/

Y también:

Siendo "I" el momento de inercia de la seccidn recta de
la viga sometida a flexidn respecto del eje comprendido en la
superficie neutra y "M" el momento flector; de cuya igualdad

se obtiene:

1
R’ E.TI

Cuyo primer miembro de la igualdad, es el también

primero de la ecuacién (65), siendo, entonces:

?“E“aid 20...(66)
por lo que
d?y
M=E.I. (67)
dt?
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De los miembros de esta igualdad se deduce que

di=L .dx-_M .dx
R’ E.I

integrando,

, M
i -f o= -dx (68)

Que es la férmula general de la inclinacidn; pero que, también,
sustituyendo "M" por su valor hallado en la (62}, resulta que

i:fE%IffWdez.dx

y también

i:fE%Iffwo.dx3......(69)

De la ecuacidn (61) se obtiene que el esfuerzo cortante vale:

dM
F=—"
dx

Sustituyendo dM por su valor hallado en la ecuacidn (68)

ge tiene:
2
d(E.I.d—J;)
e dx
dx
Resolviendo,
Fe.1.9% ... (70)
dx?



Que es la fdérmula general del esfuerzo cortante.
Sustituyendo de acuerdo con la ecuacidn (70) en la (59)

resulta:

3
d(e.1.2Y,
W= dx
0 dx
Y resolviendo,
Wo=E.I. d'y ... (71)
dx*

Que es la ecuacidn general de la carga puntual, y en vigas con
carga uniformemente repartida se la denomina carga por unidad
de longitud.

De la ecuacidén (64} se obtiene que:

dy = 1 dx

integrando
y:fi.dx.......(72)
Esta igualdad dice que la flecha en una seccidén dada tiene
por valor la integral indefinida del producto de su inclinacidn
por la distancia de la seccidn considerada al origen.

Sustituyendo de acuerdo con la ecuacidn (69) en la (72)

se obtiene:
Y:f“E"lfffW .dx3).dx
y también
y:ffflfffwo.dx“........(73)
Las ecuaciones (a) carga puntual; (60), esfuerzo cortante;

54



{62) y (68), momento flector; (69), inclinacién; (73}, flecha,
gon las ecuaciones generales de las vigas sometidas a flexidn,
aplicables a todos los casos particulares de las mismas.
También es norma usual expresar graficamente los resultados
obtenidos mediante los diagramas representados en la (fig. 17).
Partiendo de estas ecuaciones generales se obtienen las
ecuaciones del eje uniforme con carga uniformemente repartida,

gque puede ser la de su propio peso, donde para el esfuerzo
cortante, ecuacidédn (60}, se tiene:

F:fwo.dx

integrando

F = Wo.x + A (74)

siendo A la constante de integracidn.

Para el momento flector, ecuacidén (62), se tiene:

M=f1='.dx

M:f(Wb.x+A)dx

X2

M=W,. 5 +AX+B...{(75)

En la figura se cbserva que "xX" se extiende desde (x=0)
y {x=1). Pero que, en ambos casos, el momento flector es nulo;
en el primer caso porque a la izquierda del apoyo izquierdo no
hay fuerzas, y en el segundo caso porgue a la derecha del apoyo
derecho no hay fuerzas, resultando que la constante de

integracidén "B=0; por lo que, la ecuacidn (75) para (B=0), da:

2
0-#,. 12 +A1+0
W,
A=-2T
2
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dx3
d?y
Momentos flectores M= Ei
dx?
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dx

Inclinaciones i=

1
Flechas y=JIET JIWO dx4
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Entonces, los valores obtenidos para "A" y "B" dan a las
ecuaciones (74) y (75) la forma:

F=W0(X_-%-) .(76)

M=%‘l(x2—1x) A{77)

De la ecuacidn (67) que da que la inclinacidn es:

1
E.T

i:

fM.dx

Sustituyendo M por su valor dado en la ecuacidén (77) se tiene:

i=Elff%(x2“lx)dx
.1 W, x3 1x?
e (X246 L (78)

Y para la flecha, sustituyendo en la ecuacidn (72) haciendo:

y:fi.dx
f W, x? 1Ix?
y‘f SEr\ 3 g TG)ax
Wy x* 1x°
= e — G D--- 79
Y 55717 T TGXT (79)

Resultando que para (x=0), la flecha es nula, puesto que
la seccidn considerada estd sobre el apoyo de la izquierda y
la constante de integracidn (D=0); pero también para (x=1), la
flecha es nula, por encontrarse la seccidn considerada sobre

el apoyo de la derecha, por lo que:




de donde

1

1 4
6 12
i

it

4
Gl
3

IG

12

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (78} y (79)
gse obtienen:

i

Wy x3 1Ix? 1°3

- X AXT Ly (80

21\ 3 2 ‘120 (89
Wy,  x* 13x

= __l 3 .

Y=1gpr (7 X ). (81)

De las ecuaciones (76), (77), (80) y (81) se obtienen los
diagramas representados en la (Fig. 17)

En las aplicaciones es norma usual tomar los valores
maximos alcanzados por las ecuaciones (76), (77),(80) y (81)

De la ecuacidn (76), siendo la carga puntual (Wo)
constante, el esfuerzo cortante sigue las variaciones del
paréntesis que en ella figura; por tanto, serd nulo para
(x=1/2) y méximo para cuando {(x=1), resultando que:

max

F »=iwm%

De la ecuacidn (77) también se deduce que el momento
flector sigue las variaciones del paréntesis que en ella
figura; a fin de dilucidar cual es su valor maximo, se calculan

las derivadas primera y segunda, y se obtiene de la funcidn:

Z=x%-1x
Z =2x-1
z7=2
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Puesto que la segunda derivada da un valor positivo y que

la primera ge anula para cuando (2x=1), el valor minimo se

obtendrd cuando

2x-1
x=21
2
Y el momento flector vale:
Wy 2 12
Yoax™5 (G 77
W,.12
Mméxz_ 8

De la ecuacidn (80), siendo el mé&dulo de elasticidad (E)

constante y el momento de inercia (I) también constante; la

inclinacidén (i) varia con arreglo a la variacidn del paréntesis
gque en ella figura, su valor maéximo se obtiene calculando las

derivadas primera y segunda de la funcién

Como solo puede tomar valores comprendidos entre (x=0) y
{x=1), existirdn dos raices, una raiz que vale (x=0) y la otra
que vale (x=1}, donde para (x=0) la derivada segunda es

negativa, por lo que la inclinacidn es maxima; para (x=1) la
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derivada segunda es positiva y la inclinacién es méxima,

resultando que:

tnax"3pr 3 T T2 T 12

LW 111
mn - 2ET 3 2 12

W 13
TARS VIR

imin= 2EI

y la inclinacidén se anula para cuando (x=1/2).
De la ecuacidén (81l) se deduce gque la flecha sigue las
variaciones del paréntesis que en ella figura, y su valor
maximo se obtendrd calculando las derivadas primera y segunda

de la funcidn

z=%(x4721x3+1 3x)
Z’=%(4x3—61x2+1 3)

z”:% (12x?-121x)

La funcidén Z' se anula para
4x3-61x*+17=0

Por causa de los apoyos se puede determinar gque la
ecuacidén correspondiente tiene las raices (x=0) y (x=1); no
obstante, el Gnico valor gque debe tomarse en cuenta es (x=1/2},
que llevado a la segunda derivada, la hace negativa; se trata,

pues, de un maximo gue se obtiene introduciendo este valor de
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(x) en la ecuacidén (81l), y se obtiene:

WO 147214 14

Ymax™ Te =)

24ET 16 8 2

4 4 4

v, W, ,1* 41* 81

mix 24pT *'16 16 16
5.W,.14
Ymix~ "384ET

Para el casco de la viga apoyada en sus extremos y una
carga (Q) concentrada en su punto medioc (Fg. 17), cada apoyo
estd soportando la carga (Q/2) y, en consecuencia, en cada uno
de los apoyos se establece la reaccidn correspondiente, de
forma que el momento flector de la carga (Q) aplicada en la
seccidn (8) a la distancia (x) del apoyo tomado como origen,
el cual tiende a hacer girar la viga en el sentido de la carga,
se halla equilibrado por el momento que produce la reaccidn del

apoyo, por la distancia (1) al otro apoyo, de forma que:

y también

O (1 -x) =R1i 1
de donde
_P.x
Rd 7
R,-2(1-x)
1
Y haciendo ({1 - x = b }, también:
0.b
R;= 7
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Respecto al esfuerzo cortante, se observa gque toda seccidn
comprendida ente G y B tiene a su derecha la dnica fuerza Ri,
giendo asi, el esfuerzo cortante de todas estas secciones; a
partir de G, hacia A, toda seccidn tiene a su derecha la fuerza
Ri hacia arriba vy la Q@ hacia abajo, en consecuencia, el

eafuerzo cortante vale,

o sea, una fuerza hacia abajo, por consiguiente, el esfuerzo
cortante cambia de signo en G, donde el momento flector es

maximo. Haciendo {(x = 1/2), el esfuerzo cortante wvale:

De todo lo expuesto, se infiere que el esfuerzo cortante
es, en valor absoluto, constante a lo largo de toda la wviga,
vale la mitad de la carga (Q) y cambia de signo en el punto de
aplicacidén de la referida carga.

El momento flector vale:

Para {x=1) el momento flector es nulo, puesto que a la
izquierda del apoyo de la izquierda no hay fuerzas, y para
{(x=1) también lo es, puesto que a la derecha del apoyo de 1la

derecha tampoco hay fuerzas; de esta consideracién y por lo
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expuesto anteriormente, se infiere gque el momento flector

méximo se alcanza para cuando {x = 1/2), siendo:
_Q 1
‘Mméx_a' . E
.1
Mméx=Q4 Ceeen..(84)
_0.b
Mma—x* l oX

Pero este momento es igual y contrario al deducido en la

ecuacidén (68), siendo:

Integrando esta igualdad se obtiene:

EIfd2{=fo'b Xodx

dx 1
dY:— ob 2
EI'dx 21 LXHC

De esta expresidn se obtiene la inclinacidn (1i),ya que:

dy . 1 ,0.b _,
dx Er (21 X9

Integrando por segunda vez la expresidn anterior, se

tiene:

dy __f. ©Q 2
E;[dx f(ZI.b.X'+C).dx

EI.y:—éi.b.x3+Cx+C‘
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De la que se obtiene que la flecha (y) vale:

1
EI

y= .(m%l.b.x3+CX+C‘)

Pero para (x = 0}, la flecha es nula, puesto que la
seccidn considerada estd sobre el apoyo de la izquierda, y para
{(x = 1), 1la flecha es también nula, porgue 1la seccidn
considerada se halla sobre el apoyo de la derecha; si se
introducen estos valores de (x = 0), (x = 1) yv (y = 0} en la

ecuacidén anterior, resulta que (C' = 0}, y da:

- (- 9 .b.x3+Cx)

Er "' 61
0=- ) b.x3+Cx
1
-2 p.x?
6 X
Q Q
- .b. .b.
7 (g DX g7 -b-x?)
_ Q
-_Q b,
0= 515t x

Haciendo (b = x) v (x = 1/2}, resulta que:

_0o 1_4+l_‘

Y 61.E1" 16
Q.13

y 48EI...“‘(85)

Sustituyendo el valor de (C) en la ecuacidn de la

inclinacidn, se tiene:

1 o) 2, @ 2

i EI'(21' . 6l.b.x
2

i:Q.l IIII-CC(86)

12ET
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Se considera la carga (Q) concentrada en el plano vertical
transversal que contiene al eje geométrico del cilindro.

Por todo lo hasta aqui expuesto, considerando, por una
parte, que el eje tiene su propio peso y, por otra, gue se
encuentra sometido a la accidén de la carga (Q), la flecha o
deformacidn eléstica experimentada por el eje vale la suma de

las obtenidas por las ecuaciones (81) y (85), siendo:

5.W,.1% .13
= +
Ye“" 382 .51 48.EI

... (87)

b.l) Las masas equivalentes.

Teniendo en cuenta la geometria de la ciglefla, segln se
representa en la Fg. lé-a, ésta se compone de dos brazos, de
un mufidn entre ambos, gque recibe a la biela, y de los dos
gorrones que saliendo de ambos brazos, se apoyan en los dos
cojinetes correspondientes, formando el conjunto un sistema
rigido.

Se puede considerar, entonces, una barra sin peso apoyada
en dos soportes rigidos que soportan tres masas, la ml, del
brazo de la izquierda,la m2 del mufidn y la m3 del brazo de la
derecha, como se representa en la Fg. 16-e. Designando por vyl,
y2 e y3 las deformaciones elésticas de estas masasg; la
reduccidn se hace en el centro de la extensidén del eje, para
lo cual se halla la distancia del centro de gravedad de cada
masa alslada referida al centro del apoyo tomado como
referencia, y se reduce de manera que haciéndola cosciliiar se
mantenga la energia cinética de las masas; admitiendo para la
linea eléstica del eje, como es norma en resistencia de

materiales, la forma de una pardbola de grado elevado.
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Resultando que para la masa ml con la desviacidn yl, la energia

cinética vale:

1 dy
E;E o, { —dtl 2

Que igualandola con la fuerza eléstica de esta masa, se obtiene
la primera de las ecuaciones del movimiento objeto de estudio;
pero esta fuerza es la resultante de la diferencia entre los
esfuerzos cortantes laterales en el eje de la izquierda v a la
derecha de la masa ml; magnitud que depende de las tres
deformaciones vyl, y2, vy3; pero esta interaccidén presenta
dificultades en cuanto a célculo, por ello se puede recurrir
a tratar su elesticidad con los nlmeros de influencia,
entendiendo como tal a la deformacidn de una masa originada por
la fuerza aplicada sobre otra masa; resultando en este caso
que, por tratarse de tres masas sobre un eje, hay tres nimeros
de influencia directos zl1ll, z22, 233, donde la fuerza unitaria
y la de deformacidn se miden en la misma posicidn y, por lo que
ya se dijo, hay seis nlmeros de influencia cruzados, zll, z21,
z13, z31, z23, z32, donde las posiciones son diferentes. Pero
si hay reciprocidad, segln el teorema de Maxwell al respecto,

reuslta que:

215 T Zp

Es norma usual en estos casos referir los estudios a una
fuerza unitaria; entonces, la interpretacidén del nldmero de
influencia es: la deformacidén en un punto originada por una
fuerza unitaria en otro punto es igual a la deformacidn en el
segundo punto originada por la carga unitaria en el primero.
El cdlculo de estos numeros de influencia puede realizarse por
medio de 1los principios de resistencia de materiales va

expuestos. Considerando en la posicidn vy1, vy2, vy3, la
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deformacién madxima del eje; con aquellos nUmeros de influencia,
y teniendo en cuenta gue las masas poseen aceleraciones dadas
por la derivada segunda de y, que por la férmula fundamental

de la dinédmica experimentan las fuerzas

d2Y1
dt?
d2Y2
dt?
d?y,
dt?

1

20

my.

Pero si estas fuerzas son ejercidas por el eje sobre las

masas; las masas ejercen sobre el eje las fuerzas de inercia

d?y
_ml . 21
dt
d2Y2
-m,. 2
dt
d?y
dt

Que son las ecuaciones correspondientes al movimiento;
por lo que,la deformacidén en cada una de las masas originada
por estas tres fuerzas es:

Y,

leuml-al - le.mz.az - Zlaom3aa3
Yy = 25, .8 - Zyylly.8,5 Zy3elll34484 (88)

Y3 = ZyeMe@; — Zy,.0,.8, — Z33.M5.4,

Las tres ecuaciones del sistema (88) determinan los tres
movimientos desconocidos yl, v2, y3.
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Pero estas deformaciones elésticas implican un movimiento

de rotacidédn sobre el apoyo tomado como origen; y si el radio
de giro de cada masa es rl, r2, r3, y se toma como el

ceficiente de Fourier de (sen wt), resulta que:

¥y, = r,.senwt

y, = Iy.Senot

¥, = Iy.senwt

Y siendo la aceleracidén centrifuga el producto del

cuadrado de la velocidad angular por el radio, también:

d2Y1

i wi.r,
d2

d;? =wl.r,
d2Y3

e wi.r,

Que sustituyéndolas en el sistema (88), se obtiene:

_ 2 2 2
=2 My W L +2, W We L2, WP Ty
Lo=Z0 allly s W2 el 420 ally s W2 el ¥ Zonallla e W2 oL

372912 M) WL 4205 Iy W e Ly 4 2y e My o WHa Iy

= 2 _ 2 2
r3—Z31-m1-W r1+Z32-m2-W -r2+Z33-m3-W -r3

Si ambas igualdades gse dividen por el cuadrado de la

velocidad angular y se ordenan, se observa que son homogéneas
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en rl, r2, r3, resultando

_ 1
O—(zlldnlv;;g).r&+zlz.m2.r2+zla.m3.r3
1
O—zZl.ml.r1+(222.m2——F;5).r2+223.m3.r3 (89)

_ 1
sz3l.m1.r1+z32.mz.r2+(z33.m3—;;5).15

B-1 ) La disposicidn de las masas en la cigiiefia.

Establecidas las hipdtesis fundamentales simplificadas
referidas al eje equivalente de seccidn constante y a las masas
egquivalentes que provoguen en el eje fendmenos de vibracidn
iguales a los gue producen las propias masas, se procede al
estudico de la flecha que la carga F produce por flexién en el
plano del codo en cada una de las partes componentes los
gorrones, los brazos de cigliefial y el mufidn como se representa
en la Fg. 1l6-a y su eldstica Fg. 16-b.

En cuanto a la deformacién de los gorrones y del mufidén
nada hay que objetar respecto de su deformacidén por flexidn que
no se haya tratado anteriormente. Queda por tratar ahora la
deformacidén experimentada por los brazos de ciguefial. En
principio, la carga F los somete a compresidn, y si los
gorrones no sufren desplazamiento axial, pueden sufrir flexidén
y quedar cargados como si fuera una viga; los brazos se curvan
tendiendo a convergir o divergir sus elésticas en el centro,
entre mufidn y gorrones, produciendo el flameo de los mismos,
acortando el radio de ciglefial, sin incrementar la flecha
total, suma de gorrones y mufidn. Pero por causa de la flexidn
de aquellos y del desplazamiento axial de los gorrones, los

brazos sufren flexién y sus elasticas tienden a convergir o
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divergir respecto del muiidnn, y la flecha que experimentan
incrementa la de los gorrones y la del mufidn, siendo la flecha
total

Ye =Yg * ¥Yp * Y (90)

No obstante a cuanto antecede, las dificultades que
presentan las teorias expuestas para el sistema de sustitucidn
al eje uniforme y a las masas equivalentes; ambas son de gran
utilidad al estudic gque en este caso se pretende.

Para una mejor comprensidén de las deformaciones que
experimenta el eje como consecuencia de la fuerza F y las
reacciones Ra y Rb de los cojinetes, el doctorando fundamente
el estudio, segln su criterio, en secuencias, a la ocurrencia
de las causas y sus efectos. Para ello, considérese, en primer
lugar, el mufidn empotrado o apoyado en las secciones S' de los
brazos de cigliefial y que tanto estos como los gorrones forman
un sistema rigido e indeformable, pero que son susceptibles de
variar su orientacidn por las deformaciones de aquel. En este
caso, solo el mufidn experimenta deformacidn por flexidn, y la
fuerza F puede consgsiderarse como una fuerza puntual aplicada
en el punto medio de la longitud del muiidn, o como una carga
uniformemente repartida sobre todo el mufidn, por estar éste
abrazado por el cojinete de cabeza de biela. Parece entonces
mas razonable realizar el estudio, por una parte, conforme a
una viga con carga uniformemente repartida y, por otra parte
si el considerado sistema rigido le permite deformarse a su
albedric, como una viga apoyada en sus extremos; en cuyo caso,

le es de aplicacidn la ecuacidn (73)
1
v ff 2 [f meaxton
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Establecida como ecuacidén general de la flecha para vigas
sometidas a flexidén; si bien, teniendo en cuenta que Wo viene

dada por la relacidn

bt | M

_ 29
1
también

o] F IR e v

Pero resolviendo a partir de la ecuacidn (81) se obtuvo que la

flecha méxima wvale,

5.W,.1%
Yn = 38451
_ 2.0 5.1°
Yn = 7 384.E.7
10.0.13

1
Yrn = 382.E.7 (917)

Para determinar la flecha producida en cada brazo de
ciglefial, se considera que la fuerza F es puntual en 1/2 y
actua sobre los dosbrazos con igual intensidad Q = F/2.
Entonces, considerando rigidos e indeformables los gorrones y
el mufién, solamente sufre deformacidén por flexién la zona de
brazos comprendida entre los limites c-d; se trata, por tanto,
de una viga en voladizo, empotrada por c¢-c' y libre por 4d-4’,
con la carga Q concentrada en G, a la distancia 12 de la
eléstica del brazo, Fg. 18d, alcanzando la inclinacidn

i, Fg. 18d', verificéndoge, ecuacidn {(67), que
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y como de la ecuacién (83) se infiere que el momento flector

vale,
M =ij dx’
Segln se indica en la Fg. 18d, x' se extiende desde la
elastica hasta G, por lo que, el momento flector vale
M=01,

La ecuacidén {72} da el valor de la flecha, estableciéndose

sucesivamente

y’=ufi dx
o1
yb=fEI2de (92)

Teniendo en cuenta que x se extiende desde c¢ hasta 4,
segun se desprende de la figura, alcanza la dimensidn (R-4),
siendo R el radio del ciglefial v d el didmetro del mufidn,

que lo es también del gorrdn, que resolviendo se tiene

o 1,

- _ 2

Pero, también de la Fg. 18d, se obsexrva que la fibra J-J',
situada en cd/2, al sufrir deformacidén la zona de brazo entre
las secciones c-d, alcanza, salvo el efecto de oblicuidad, la
misma inclinacién "i", como si el brazo estuviera empotrado por

la seccidn c-d, siendo



18d’

Q=F/2

C

!

S-ﬁ"'

-._.._.___—___.G’ *

C_

S)l’

L3

18e
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y como X" se extiende desde c-d hasta G, el momento flector

vale

M=01,

De la misma ecuacidn (72) se establece que la flecha vale

/

- 0 I, /
yb—fEdeX (92

y como "x" se extiende desde c hasta c', que es la dimensidn

"a" del brazo, resolviendo se tiene

L&}
o]
L

Para determinar la flecha producida en el gorrdn del
eje, se considera que los brazos y el mufidn son rigidos e
indeformables, pero que son susceptibles de variar su
orientacidn por las deformaciones experimentadas por el gorrén,
gue se considera empotrado en el centro del cojinete por la
seccién S"'; en cuyo caso, el gorrdn se comporta como una viga
en voladizo y una carga Q concentrada en G, a la distancia 13
de S"', como se representa en la Fg. 18e, por lo que le son de
aplicacién los mismos razonamientos propuestos para los brazos,

gsiendo la inclinacidn

Y para la flecha, se tiene que

21
ygrfEdex (93)
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Teniendo en cuenta que en este caso "x" se extiende desde

g"' hasta ¢, y que vale 1/2, resolviendo

La ecuacidn (90), resulta de la forma

roo[f Felf Aot [ G ran [ £ xax o0

Que resolviendo v teniendo en cuenta que Q es F/2, vy que
se trata de partes que componen la cigliefla de geometria
diferente; si bien el mdédulo de elasticidad E depende de la
naturaleza del material y no de la geometria de las pilezas, el
momento de inercia "I" depende exclusivamente de la geometria
de las partes componentes; por ello, siendo el muiidn y los
gorrones de geometria cilindrica, su seccidn, segin el plano
vertical transversal, normal al plano longitudinal vertical en
que se ha considerado la cigliefia para su estudio, es una
seccidn circular, y su momento de inercia viene dado por la
dimensién transversal de la fibra normal al planco de estudio
que contenga a la eléstica, que viene a ser el didmetro del

c¢irculo, y vale

_ 1 2
I = 2 f.r ds
y por ser "ds" la superficie del circulo

md*
R
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Mientras que para los brazos de cigliefial, su seccidn,
segin el plano longitudinal transversal, normal al plano de
estudio, es una seccién rectangular cuya dimensidn longitudinal
es "a" y la dimensidén transversal es "b", y el momento de
inercia viene dado respecto del eje transversal de la fibra que

contenga a la elédstica y vale
I=2fr2ds

y por ser "ds" la superficie de un recténgulo

b a3
I =
b 12
resultando
F1- F1
yt: 5F 3+ 2 2 3 12 (95)

. a4 e
4E I, 16 £ I,

Establecida la deformacidn de la ciglefia por la flecha
producida, se puede aplicar cualesquiera de los sistemas
simplificados ya estudiados, el eje uniforme, o las masas
equivalentes.

Pero si existe deformacidn de la cigliefia, hay trabajo
producido por el momento flector, proporcional a la flecha

alcanzada, dado por la ecuacidn

1M
tp-EfEIdX (96)

y una energia potencial acumulada en el eje eldstico por este
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trabajo de flexidn. En consecuencia [H.S.] y [D.H.] establecen
la proposicién:

Si una viga se halla bajo un régimen de vibracidn
continuo, a una cierta frecuencia natural, la carga que sobre
ella actla, es una carga de inercia alterna.

Entonces, adviértase que donde la deformacidén es maxima,
ecuacidn (95), cada particula de la viga experimentara una
aceleracidn maxima contraria a la deformacidn, que,
multiplicada por la masa de la particula, proporciona la fuerza
de inercia que la viga deberd ejercer sobre la particula en
oposicidén a la carga que produjo aquella deformacidén. Por
tanto, segin el principio de accidén y reaccién, la suma de
todas las fuerzas de cada una de las particulas que constituyen
la viga originan la carga Wo que produce la deformacidn, que
es la carga puntual obtenida por la ecuacidén (71}. En
consecuencia, mientras la viga pasa al través de su posicidn
de equilibrio, las cargas resultantes son nulas, y nulas son
las aceleraciocnes; por tanto, nulas seradn también las
deformaciones; consecuencia ya propuesta en ( 1.3.- las fuerzas

de inercia)

F; = (), m,) a;

y como la aceleracidn instantdnea es la derivada segunda del

espacio respecto de la del cuadrado del tiempo, resulta que

dle
dt?

F, = (), m,)

Pero, si Wo se refiere a la carga por unidad de longitud y si
sumatorio de masas de las particulas se toma igualmente a dicha

unidad, por la referida accidén y reaccidn, resulta que de la
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ecuacién diferencial de la viga en vibracidén en el eje

uniforme, se tiene

Y considerando una vibracidén libre sostenida de frecuencia w

y si se supone gue

f( x,t ) = f( x ) sen wt

la (97) toma la forma

donde el primer miembro de la igualdad es la carga por unidad
de longitud y, por tanto, la expresidn elastica de la carga;
mientras que el segundo miembro es el valor maximo de la carga
de inercia. Resultando gue la caracteristica fisica de 1la
curva elastica normal de la viga es que el diagrama de carga
Wo o la de la carga Q deberd de tener la misma configuracidn
que el diagrama de la deformacidén, como se representa en la Fg.
17. Entonces, cualquier carga capaz de originar una curva de
deformacidén andloga a la curva de carga, podrd considerarse
como la carga de inercia durante la vibracidén. La - frecuencia
natural de la vibracidén depende de la velocidad angular de la
misma. Como la carga Wo © la carga Q producen la flecha y que,
considerada como una desviacidn periodicamente variable de
valor mdximo {(+y) y de valor minimo (-y)} respecto a la posicién
media de la eléstica, puede tomarse come la proyeccidn de un

vector giratorio de longitud y , cuva velocidad angular es w
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; se trata, entonces, de un movimiento vibratorio arménico
simple del cual se deduce la frecuencia, puesto que cada
periodo o revolucidn de y, corresponde una oscilacidn completa

del eje resultando que

Si cuanto se ha propuesto se aplica al un sistema vibratorio
simplificado como el eje uniforme con carga uniformemente
repartida, la forma de vibraciones de primer orden puede
establecerse a partir de las ecuaciones (82) o (91") de la
flecha; de las cuales se determina que la carga Wo o la F,

valen:

W, - 384 E.T
5 14

- 384 E.I
513

considerando que la fatiga q es la carga que produce la unidad
de deformacién por flexién de la viga, la carga que produjo la
flecha y viene dada por el producto de la fatiga por la flecha,

la fatiga wvale

_ 384 E.T
q 51¢

_ 384 E.I
d 513

Teniendo en cuenta gue se estd tratando un eje de masa m,
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cuyo peso es G, equivalente a la carga F, o a la puntual Wo,
la referida masa vale el cociente que resulta de dividir su
peso por la aceleracién de la gravedad g; considerando la

fatiga g la carga referida a la unidad de longitud, resulta

que
F F 1 m
== 3 1==,:=== 100
g g ilogig g (100
Pero al oconsiderar la flecha como una desviacién
periodicamente variable entre (+y) y (-y) respecto a la

posicién media de la elastica, hay que admitir en ella un
movimiento pendular, similar al propuesto en el estudio de la
biela, ecuacidn (43), que representa el periodo de oscilacidn

del péndulo fisico

y si se hace el radio de giro k igual a la distancia 1 entre
la flecha y el cojinete, considerado como eje de oscilacidn,

ge tiene el péndulo equivalente o péndulc matemdtico

T =2, }_
g

y sustituyendo por lo hallado en la ecuacidén (100)

T =2 nq’ﬂl
g
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Siendo la frecuencia la reciproca del periodo

2

|
1

De la cual se obtien que

e

2n
T

£
"y

Sustituyendo ¢ por su valor hallado en la (99),

oo |3BAET 0

5m.13

Para un eje con una sola masa, © con una carga concentrada en
su punto medio, el procedimiento de cdlculo eg similar, siendo

la velocidad angular propia de la vibracién

_[48E.T
CO = —_—
m.13

(101")

En el caso en que se trate de un eje apoyado en sus
extremos con varias masas, propuesto como masas egquivalentes
Dunkerley [D] establecid un procedimiento de cédlculo de la
forma del sistema (89), determinando para cada masa m por
separado la velocidad angular propia, y luego calcula la

velocidad angular propia de vibracidén del eje y obtiene,

L .. (102)

w

Sl
Bl
Sl
Bul-



Que no difiere del cdlculo aproximado del numero de
vibraciones propio de primer orden propuesto por Kull [K], y

que da para

(103)

y las denominan ecuaciones de la rapidez de giro criticas.
Queda por hacer referencia al desplazamiento axial del eje,
ya propuesto, que produce alargamiento y acortamiento axial de

la cigliefia y, por tanto, unas vibraciones propias de frecuencia

1 q
- - 104
2 2 m' ( )

siendo m' la masa del eje y q' la fatiga para la deformacidén
eldstica longitudinal sin masa propia; se halla suponiendo el
eje empotrado por un extremo y libre por el otro, como la
unidad de fuerza de reaccidén que produce un alargamiento del
eje elastico respecto de su unidad de longitud. [H.S.] halld
que este desplazamiento del eje en los cojinetes estd en
resonancia con las fuerzas excitatrices y que, a veces, se
aflade a &l una vibracién leongitudinal que es consecuencia de

las vibraciones torsionales.
B-2) Las fuerzas excitatrices.

De cuanto se lleva expuesto, se infiere que son varias las
fuerzas capaces de producir vibraciones de flexién en los ejes

ciglefiales. En primer lugar figuran la fuerza de los gases Fa
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dada por 1la ecuacidén (1}, con intensidad maxima en las
proximidades del punto muerto alto en el periodo de combustidn,
y consecutivamente la F4 dada en la ecuacién (4) Fg. 2; 1la
frecuencia de esta fuerza variable es igual a la mitad del
nimero de revoluciones por segundo a que gira el eje motor, en
el motor de cuatro tiempos, e igual al ntmero de revoluciones
en los motores de dos tiempos y referidas a la velocidad

angular del eje

En segundo lugar figuran las fuerzas de inercia de las masas
alternativas y las debidas a la oscilacidén de las bielas, las
cuales se dan con intensidad variable segln se desprende de
la ecuacidn (51); pero, también su frecuencia eg variable como
lo demuestra el desarrollo en serie de la ecuacién (26) siendo
la de primer orden impar, todas las demis se dan en orden par
creciente, vy actlan gobre el eje en la misma forma que el
fluido motor. En tercer lugar figuran las fuerzasg centrifugas
de las masas giratorias no equilibradas, las del propio eje en
estudio, con intensidad constante para cada velocidad del eje,
y con su propia frecuencia. No obstante, estas fuerzas
centrifugas fueron estudiadas en forma particular, obteniéndose
las ecuaciones (51) vy (52), para su equilibrade con
contrapesos.

Tanto las fuerzas radiales tratadas como las tangenciales
se reducen a su vez a sus componentes armdénicos, a fin de poder
juzgar si la velocidad angular de cada vector para un
determinado nimero de revoluciones del eje coincide con la
velocidad angular de la propia vibracién. [H.S.] establece que
en las fuerzas de los gases los términos de primero y segundo

orden son de valor elevado; mientras que en las fuerzas de
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inercia de las masas, las mas importantes son las de segundo
orden. Que a plena carga y reducido nimero de revoluciones,
predominan las fuerzas de los gases; para la marcha en vacico
y numerc de revoluciones elevado, predominan las fuerzas de
inercia. A la relacién entre la frecuencia de la excitatriz ¥
la velocidad angular del motor w se la denomina nimero derorden

del armdnico, de forma que

Q= w.k (105)

No obstante, a fin de simplificar el estudio, cuarido la
distancia entre las fuerzas y los cojinetes no son iguales,
se consideran coplanarias y se halla su resultante, con lo cual
algunos de los arménicos se compensan unos con otros.

De la ecuacidén (105) gue establece la relacién entre Ta
frecuencia de la excitatriz y la velocidad angular del motor
se deduce el estado critico,

(105%)

Q = Koy, = 0,

Y gue
{'oe
Ogr = G (106)

Pero siendo la velocidad angular proporcional al nimerc de

revoluciones, también el nimerc de revoluciones critico es

r

n
n, = T‘-‘ (1067)

para los motores de dos tiempos; para los motores de cuatro
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tiempos es

I
e = 22 (1067)
7

Para motores con N numero de cilindros, el arménico
principal corresponde a k = N y con los miltiplos de N para los
motores de dos tiempos; y la mitad con sus miltiplos, para los
motores de cuatro tiempos.

Las ecuaciones (106) orientan sobre el nlGmero de
revoluciones del motor que se debe evitar, cuando se conoce el
nimero de revoluciones critico, o sobre la manera de como puede
evitarse éste por medio de las dimensiones del eje, a fin de

no temer el tal numero de revoluciones dado.

B-3) El nimero de revoluciones critico de los ejes cigiliefial

por causa de las masas giratorias.

Aln en el caso en que no se presenten las vibraciones de
flexidn hasta ahora consideradas, puede presentarse un fendmeno
de esta clase con cierta intensidad en consecuencia a las masas
giratorias, por causa de la forma de las masas y de su posicidn
respecto de los apoyos del eje, presentando diferente aspecto

la manifestacidén final, seglin los casos:
B-3.1) Las masas excéntricas.

Por cuanto se ha expuesto en el apartado {(1.4.) del
capitulo (1) las fuerzas resultantes y en el estudioc de la
biela, se observd que el centro de gravedad de estas masas no
se encuentra sobre al eje de giro y se refirieron en la forma
clasica al extremo B del radio R del ciglieflal; por tanto,

cuando no se ha previsto un equilibrado de las mismas o cuando
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este equilibrado es deficiente, presentan una excentricidad e.
La fuerza centrifuga que se desarrolla al girar el eje, 1lo
carga y tiende a deformarle alcanzando una determinada flecha.
El eje deformade gira en estado de equilibrio, pero al alcanzar
la velocidad critica flexa, alejéndose cada vez mas de su
primitiva posicidén de reposo. Este proceso es de forma
diferente al de las vibraciones de flexidén hasta aqui
estudiadas, de forma que no provoca una fatiga de vibracidn del
material por cambio frecuente de carga, sino un trabajo de
flexidén,

La desviacidn £ de las masas m no equilibradas, Fig.18f
viene determinada en un sistema de amortiguacidén por la
condicidén de igualdad entre la fuerza centrifuga por ellas
creada y la fuerza de reaccidn elastica del material. de forma

que

m.o (f +e) =q.f
de la que se obtiene, sucesivamente

£ g . W f + wi.e
m

_w.e (107)

este valor se hace inmensamente grande cuando alcanza la

velocidad critica
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Resultando gue

wkr =

= hQ

Que es de la forma de la dada en la ecuacidén (100) por la que
se obtuvo la velocidad angular de la vibracidén de flexidn del
eje, de manera que el nuimero de revolucicnesg critico coincide
con ntimero de vibraciones de flexion.

La misma ecuacidn (100} dice que la velocidad critica crece con
el médulo de elasticidad y con las dimensiones del eje, y gque
disminuye con la distancia entre apoyos y con la masa total del
eje.

Entonces, a cualquier flecha y producida por vibracién,
accidén de gravedad u otra causa cualquiera, correspondera una
fuerza eléstica g.y igual a la centrifuga, la flecha pocdra
permanecer y el eje quedarid en equilibric indiferente con
posibilidad de, por pequefias causas, llegar a flechas enormes
que llevan al eje a sufrir colapso. Desde
el punto de vista de la velocidad critica, los ejes se
clagifican en rigidos y flexibles, considerando un eje rigido
cuando trabaja a velocidad inferior a la critica, Yy que es
flexible cuando trabaja a velocidad superior a la critica.

Para poner los ejes flexibles a la velocidad de trabajo,
han de pasar por 1la critica, a la gue, como se sabe,
corresponden grandes flechas indeterminadas; por lo que, el
tiempo que esta situacidén dure ha de ser lo mas breve posible,

a fin de evitar el peligro de colapso del mismo.
B-3.2) Las masas con efecto giroscédpico.

En los estudios hasta aqui realizados se supuso al eje
apoyado en sus dos extremos. Pero los ejes de cigéfial llevan

después del Gltimo apoyo una masa en forma de disceo, de momento
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de inercia considerable, esto es, el volante.

_ En el apartado (1-4) del capitulo (1) se estudiaron las
fuerzas que producen un par motor, gque dan origen a la fuerza
F3 de la Fig. 2. El momento de este par motor es variable,
siendo unas veces superior al par resistente, y produce
aceleracidn positiva de todo el sistema mdvil, aumentando su
energia cinética; otras veces es inferior al par resistente,
nula, y aln negativa, disminuyendo la energia cinética del
gsistema mdévil. Resultando que el eje gira con movimiento no
uniforme, perjudicial no solo para el motor en si, sino por los
efectos que provoca sobre las maguinas receptoras. A fin de
salvar estas irregularidades se incorpora al motor, haciéndolo
solidario al eje el volante Se admite, en virtud del teorema

de las fuerzas vivas,

que el volante, durante el periodo de aceleracidn, acumula en
forma de energia cinética el trabajo motor en exceso que
devolverd para subvenir al defecto de trabajo motor. La masa

del volante se deduce del trabajo en exceso, de forma que

2 Tox
A V2

m =

Esta masa puede gser libre, después de un apoyo, y el eje se
comporta como una viga apoyada con una carga en voladizo, a la
distancia desde el apoyo hasta el plano transversal vertical
que contiene el centro de gravedad de la masa del volante.

La flecha producida por el volante se determina por una
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ecuacidn de la forma de la {93}, siendo

.1
v, =‘f Qg Y x dx
, (107)
_ 91y
v = 3B

Esta flecha interfiere sobre el eje en la forma que se
especifica en la Fig. 18f y, por tanto, modifica la flecha
obtenida en la ecuacidén (95). El mismo efecto lo causgaria una
hélice que estuviera montada en igual forma.

No obstante, el volante puede tener en la continuacidn de
la guia del eje otro apoyo; entonces, para determinar la flecha
producida le son de aplicacidén los razonamientos expuestos para
una viga apoyada en sus extremos y una carga concentrada en un

punto, ecuacidén (85), siendo

- 0,.1;
v 48 E.I

Pero como en el caso anterior, esta flecha interfiere sobre el
eje, y modifica la flecha obtenida en la ecuacién (95), como
se representa en la Fig. 18g.

Si el volante estd en voladizo o fuera del punto medio entre
los apoyos, la tangente a la linea eldstica ya no es paralela
a la recta que une los puntos de apoyo A-B-C sino que forma con
ella el dngulo de inclinacidén i. Entonces, al girar el eje, la
eldstica engendra una superficie lateral cdnica, vy el volante
gse comporta como un girdscopo,de forma que, a la vez que gira
gsobre el eje con la velocidad propia w, realiza un movimiento
de precesidn con la velocidad w'. Pérez del Rio [P.R] establece
que este efecto giroscdpico es secundario en los propios ejes,

cuando giran a velocidad no c¢ritica, pero que hay que
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considerarlos cuando la velocidad es superior a la critica.
En efecto, considerando (Fig. 18h) el eje flexado
elidsticamente por causa del peso del volante y en rotacidn, el
volante es un disco que gira alrededor del eje BC', oblicuo
respecto a él, con su velocidad angular w, y si se descompone
esta velocidad en direccidn del eje del volénte y perpendicular

a ella, se obtienen las w' y w".

Por congiguiente, en el instante considerado en que se hace
la descomposicidn de vectores, el volante posee las velocidades
w' v w", y en sus mismas direcciones y sentidos actdan los
vectores de log pares de fuerzas correspondientes gque son el
par M' motor y M" perturbador. Pero resulta que también existe
un par giroscdpico M”™ de sentido retrdgrado. Puede observarse
que cada uno de estos pares actuando sobre el apoyo B, tiende
a enderezar el eje,.

De acuerdo con lo estudiado en mecénica sobre el momento
de la cantidad de movimiento, que vale el producte de la

velocidad angular por el momento de inercia

y que, giéndo de aplicacidén en el estudio del girdscopo, este

momento vale

a4 _ - da
dt T

da _
dt i

M=T.0.0;

Por tanto, cada unc de estos pares elementales valdra
M=TI".w".w" {110)
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siendo I' el momento de inercia del volante respecto del eje
de giro w'!' situado en O, puesto gque el vector w debe estar
sobre la elédstica, y los vectores w' y w' dispuestos en
consecuencia. El cual momento de inercia respecto al eje BC!'

vale

I =m, (y te)? (111)

Que es el producto de la masa del volante por el cuadrado de
la distancia sobre el eje HD entre el punto O y el eje BC',
sobre el cual gira, cuya distancia es la suma de la flecha y
producida por el volante mas o menos la excentricidad e del
centro de gravedad por causa de la fuerza centrifuga de la masa
del volante al girar con radio la flecha y.

Para proceder al cdlculo del par giroscdpico, se empieza
por descomponer, a partir de 0, la velocidad w en las w' y w",
resultando que el movimiento del volante en cuestidn equivale
a otro mas complicado, de giro alrededor de un eje en la
direccidn de la nueva eléstica con la velocidad w' y alrededor
del eje HD con la velocidad w"; en este nuevo estado de cosas,
el radio de giro de la masa del volante se cambia de la
orientacidén HD en JK, paso que, como se deduce de la (Fig.
18h}), se obtiene multiplicando por cos i, y como en los
momentos de inercia los radios de giro figuran al cuadrado, se
pasa del momento de inercia respecto a w al momento de inercia
respecto a w' multiplicando el primero por coseno al cuadrado

de i, y se tendra que el momento de inercia I es
I"=m,.(y t e).cos? i (112)
De la ecuacidn {(110) se obtiene gque el par giroscdpico es

M =TI 0
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y como
o = w.cos i

o’ = w.sen i

resulta que

M’ =m, .. (y*te)?.cos? i.cos i.sen i

M =m .o’ (yte)?.cos® i.sen i

gseglin se desprende de la figura se admite que

se tiene que

M =m,.0?* (y t e)® cos® i

Pero este momento vale

M' = F'.l.cos i

resultando que,

y 81 no se considera la inclinacidén i por su bajo valor,

m, . w?
F! = —"l:) (yte)’
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Resulta, pues, que en todo instante para cada velocidad w
y para cada flecha vy, actuando las fuerzas eléstica vy
giroscopica de un lado y la centrifuga del otro, se ha de

establecer un equilibrio cuya ecuacidén es

g.y + fﬁ:j&-.(y te)=m,.0’.(y te) (113)

3.2.- Vibraciones de torsién

Las vibraciones de torsidn se producen cuando el eje
ciglefial eldstico es sacudido en el plano transversal vertical
produciendco oscilaciones de torsgidn; esto es, un movimiento
pendular del eje ciglefilal con todas las masas mdéviles a él
anejas alrededor de su eje longitudinal; este movimiento se
superpone a la torsidn estética.

La excitacidén de las vibraciones de torsién, la mayor parte
de las veces, se produce por el propio motor como congecuencia
de las fuerzas del fluido motor y a las de inercia de las masas
en movimiento de cada uno de los cilindros aislados. Estas
vibraciones se superponen a las variaciones de velocidad del
eje como consecuencia de su irregularidad en la rotacidén y de
la torsidén estatica del mismo por causa de las fuerzas
tangenciales variables.

Estas vibraciones se hacen muy violentas cuando haya
resonancia; es decir, cuando la frecuencia de la vibracidén
propia del eje y la forzada coinciden; las  deformaciones
producidas por estas causas fatigan tanto al eje que puede
llegar al colapso. Por tanto, debe evitarse el nimero de

revolucionesg critico del eje; en caso contrario, es
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necesario amortiguar tales vibraciones.

Si bien de las vibraciones de torsidén no se derivan fuerzas
al exterior, pueden hacerse notax indirectamente variaciones
en el &angulo de calaje entre las ciglieflas; dando lugar a
perturbaciones en la compensacién de masas, y en la
distribucién del motor, en el casoc en que no se transmita al
eje de camones, perjudicando el funcionamiento normal del
motor. Al mismo tiempo, las fuerzas de inercia de las masas
vibrantes realizan una carga suplementaria sobre el eje. Por
ello, la principal consideracién sobre las vibraciones de
torsién se refiere al peligro de la resonancia.

El estudio se lleva a cabo con la determinacidn del sistema
vibratorio, de la forma de vibracién propia vy del nimero de
vibraciones propio, de las fuerzas excitatrices, de las
deformaciocnes de resonancia vrelativas, de las curvas de
resonancia y de los nlmeros de reveoluciones criticos, de la
fatiga de torsidn del eje en la resonancia y de los medios para

convatir las wvibraciones.
A} El gistema vibratorio.

Cada eje ciglefial forma con los émbolos, las bielas y las
masas giratorias, entre las que se encuentran el volante hasta
la hélice u otra utilizacidn, un complicado sistema elidstico
giratorio. Por ello, en primer lugar, se empieza por calcular
el namero de vibracicnes propio del sistema del eje.

Teniendo en cuenta que las propiedades de la vibracidn
propia del eje durante la rotacidédn son las mismas que con el
eje en reposo, el estudic puede limitarse a la determinacidn
de la rapidez propia de las vibraciones de torsidn del sistema
en reposo. El cual sistema vibratorio se caracteriza por las
masas que lleva el eje y las porciones de eje entre las masas.
De esta forma presenta una estuctura sumamente complicada para

pretender la determinacidén exacta de su frecuencia natural
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torsicnal.
B) El sistema equivalente

A fin de simplificar el complicado estudio que presenta
el mecanismo motor, se reduce a un sistema equivalente que
posea las mismas propiedades vibratorias que el sistema real,
de forma que ambos sistemas deben coincidir en los efectos de
inercia de las masas vibratorias y en la energia de
deformacidn; por lo gque, el estudio queda resuelto en forma

aproximada.
b.1l) Las masas de sustitucidn.

El sistema idealizado propuesto por [H.S] y otros para sus
estudios consiste en la determinacidn de unas masas de
sustitucidn. Estas masas, individuales para cada movimiento,
se sustituyen por cuerpos eguivalentes de momento de inercia
invariable, y se llevan sobre el eje en forma de discos.

Para el cédlculo de la masa de sustitucidén del movimiento
rectilineo alternativo que comprende el émboleo, el vastago y
la cruceta; asi como, la segunda masa de descomposicidn de la
biela, si se admite en rigor el estudioc de la biela como se
realizd en la pégina 25 y siguientes, la ecuacidn (41)
determina aquella parte de masa de biela que se asimila al
movimiento en estudio. Pero estas masas poseen un movimiento
vibratorio arménico simple modificado por el efecto de
oblicuidad de la biela, y su velocidad instantanea viene dada
por la ecuacidn (20). La energia cinética que poseen vale la

mitad de las masas por el cuadrado de la velocidad
V2
Be = (Xm,) .~
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Sustituyendo la velocidad por la hallada en la ecuacidn (20)

se tiene

R.sen 2o

2 (114)
2.JL%.R*.5en? a

m
E, = lji%—il R%.@* (sen a t

Pero, si como ya se dijo anteriormente, el producto de la
masa por el cuadrade del radio de giroc es el momento de inercia

I, también

®° N R.sen 2a

E.=1I.. sen a t 2 114/
¢ Tty 2 yL? - R%.sen? a) ( )

De la cual se obtiene que el momento de inercia de estas

masas y el del disco equivalente, vale

r, - 2B L (115)
w2 -(sen o R.sen 2a )2

2./JI? - R%.sen? «

Pero si el eje sobre el cual se monta el disco gira con
velocidad angular constante y la velocidad de las masas es
variable, a cada velocidad de las masas le correspondera un
disco y nada mas que uno. Pero como la energia cinética es
funcién de la variable gue presenta el valor del paréntesis
se tomara para el valor intermedio del dngulo que se estime mas
conveniente.

Queda, ahora, por determinar el disco de sustitucidn, del

gque se conoce solamente su momento de inercia polar que, como
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se sabe, vale

pero que, es cilindrico y homogéneo, por lo que su masa es

2
m.r<.1,.m,

v el problema se resuelve estableciendo una relacidn entre las
dimensiones axial y radial, o bien, prefijando una calcular la
otra.

Para el disco de sustitucidén de la primera masa de
descomposicidn de biela puede partirse de la ecuacidn (37) que
da el momento de inercia de la dicha masa respecto de 1la
cruceta. La masa se toma de la ecuacidn (40), y la distancia
de su centro de gravedad a la cruceta de la ecuacidn (45),

siendo

I, =M-d.L*?
1
2 = (r2, 9 42 - ) g 2
{ 4.n2) £ (4.112)
L2 (2.7‘()4 g2 (116)
@t (2.m)¢
2
1,=m,.9

El disco de sustitucidn cumplird con la condicidn de que
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su momento de inercia ha de valer

m,.r? = M, % (1167)

Procediendo para su determinacidén, segin lo propuesto en el
apartado anterior.

En el caso en que esta primera masa de descomposicién
tuviera su centro de gravedad en el extremo del radio de
ciglefial, se procedera en la forma que se dird para el disco
de sustitucidn del mufidén.

Para resolver el problema de sustitucién de las masas
giratorias gque componen la ciglefia, se procede de la forma
siguiente: Se descompone la cigltefla en sus elementos, y se
determina el momento de inercia de cada una de las masas
respecto del eje longitudinal gue pasa por sSu centro de
gravedad y es paralelo al eje de giro al que se refiere el
momento de inercia de cada una de las masas y que, ambos ejes
pertenecen al mismo plano, como se representa en la Fig. (19).
Siéndole de aplicacidén el teorema del eje paralelo que da para
el momento de inercia respecto del eje AB, la suma del momento
de inercia polar para la referida masa vy el cuadradoc de 1la

distancia entre los ejes por la dicha masa.
T = I, + h2.m,

Asi, para los brazos de ciglieflal, dada la geometria que
presentan en el plano vertical transversal, se dtermina su
centro de gravedad Og, segln las coordenadas x, y, por la

ecuacidén general

B
fx ds
A

Co = "5
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Se determina el momentoc de inercia polar de dicha
superficie y se refiere a la masa, la cual se obtiene al
multiplicar la superficie por la dimensidén 1 axial del brazo
por la masa especifica. El centro de gravedad de la masa cae
en el eje que contiene al centro de gravedad de la referida

superficie, resultando que

I, = f 1,.m,.r*ds

Que obliga al conocimiento de la geometria de la superficie

y a su area. No obstante, a fin de simplificar el calculo, eé
norma reducir aquella superficie a la de un recténgule de igual
drea; entonces, como el momento de inercia de un recténgulo
respecto a un eje gue pasa por su centro de gravedad y es

normal a ella wvale

b.a?3 N a.b3

12 12
a.b
I, = 3 (a? + b?)

que al multiplicarlo por la masa especifica vy por 1, da

a2+b2

Ie = g 17

Resultando que el momento de inercia respecto del eje AB vale

a? + b?

IAB :hZ-mB +mB T
a? + b?
Ip =My (B2 + 12
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El disco que sustituya a los dos brazos ha de poseer el

momento de inercia que valga

a2+b2

m.r? =2m, (h? + 3

) (117)
Para el mufién, cilindrico, se procede de igual forma,
sabiendo que la masa del cilindro de revolucidn respecto a su

eje, que se encuentra a la distancia radio de c¢igliefial R con
el eje AB

I, =m,.R? +—-% m,.I;
T =m (R?+ —; rl)

Y el disco que sustituya al mufién de cigliefial ha de poseer
el momento de inercia que valga

m.r? =m, (R? +-% rl) (117)

Queda, ahora, por resolver el disco de sustitucién de los

gorrones, cuyo momento de inercia ya se conoce y vale

Y el disco que lo sustituya ha de poseer el momento de

inercia que wvalga
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Todos estos discos de sustitucidn, sumados, pueden
reducirse a uno solo; con lo cual, si el motor es de wvarios
cilindros, como todos ellos son iguales, cada mecanismo es
representando en el estudio por un disco.

Al sistema asi formado, hay que incorporarle el volante

gue, como se ha determinado, su momento de inercia vale

m.1,.m, 4 4

I, = =2z - 1)

Y el disco de sustitucidn ha de poseer el momento de

inercia que valga

- i) (119)

En un gsistema vibratorio extendido, con acoplamiento
rigido, cual es el caso de las hélices marinas y las aéreas,
asi como de generadores eléctricos, bombas y compresores
centrifugos y otras maquinas rotativas, [H.S], [B.G], [L.K] y
otros, establecen en sus estudios el factor de inercia que,
cuando no lo dan las casas constructoras de hélices, proponen

férmulas de la forma
factor de inercia = K.D® kg.m?
en la cual D es el diadmetro de la hélice en metros y K un

coeficiente que depende del numero de palas y de su forma, que

para hélices marinas pueden tomarse los valores

14 para hélices de 3 palas estrechas

il

16 para hélices de 5 palas estrechas

16 para hélices de 3 palas anchas

AN AR AN
1l

18 para hélices de 4 palas anchas
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No obstante, por causa del agua gue arrastran en la
rotacidn, aguel factor de inercia debe de incrementarse en
10 a 12 % para hélices de pequeilas y medianas dimensiones

15 a 25 % para héliceg de grandes dimensiones

b.2) Las longitudes equivalentes.

En el sistema idealizado propuesto por Hans Schrdn [H.S]
a partir de estudios realizados por Grammel y otros, se
considera que el eje ciglefial deberia ser sustituido por un eje
uniforme que sea equivalente en cuanto a las deformaciones
eldsticas por torsidn, de forma que la torsidn del eje dado y
la torsidn del eje sustituto sean iguales para el mismo momento

torsor aplicado.

b.2.1.) El eje uniforme.

En este caso se trata de un eje de geometria cilindrica
que puede terminar en un volante en cada extremo, cargado en
con unas fuerzas que lo someten a torsidn.

Admitidas las hipbétesis de la torsidn, sea el eje de la
Fig. 20, y en &l la generatriz AB, de longitud 1; el eje es de
radio r y los volantes de radio Rv, en el extremo de los cuales
se aplican las cargas Q. Bajo la accidén de los pares, la fibra
AB se halla sometida a las cargas Q, que, por cizalla, le
producen una fatiga q y una deformacidén angular i, con lo cual,
el punto B, al producirse la torsidn, gira alrededor del A
gsobre la superficie cilindrica pasando a la posicidn B' forma
el arco de hélice AB', y si se rectifica la superficie
cilindrica aparece el sector circular ABB', en el cual el

angulo de inclinacidn vale



Siendo K el m&dulo de rigidez por cizalla y g la fatiga,
si se verifica la ley de Hocke, en que las deformaciones son

proporcionales a las cargas, resulta

Pero si el punto B ha descrito sobre la superficie
cilindrica el arco BB', también, sobre la seccidn recta ha
descrito simultdneamente el BD, de manera dque el punto D
coincide con el B', los arceos BB!' y BD son iguales y como
consecuencia de la torsidn, el eje sufre acortamiento y la

deformacidén angular 0 scbre la referida seccidén recta, siendo

BD =r.g@
AB =1

Resulta gque

q=K£i—e (120)

Si en una seccidén cualquiera del eje, la a, por ejemplo
de la Fig. (20), se considera una fibra de seccidn anular ds
sometida a la fatiga q, la carga que soporta vale

g ds
y el momento elemental correspondiente
dM = g.xr 4dS

Sustituyendo la fatiga por su valor hallado en la (120)
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e integrando, se obtiene

[au= [ %2 r2qs

M=~I%gfr2ds

que es el valor del momento torsor total.

Pero, teniendo en cuenta que la integral

j‘r2 ds

es el momento de inercia de la seccidn considerada respecto a
gu centro, resulta que el momento torsor a que se halla

gometido el eje es

de cuya igualdad se deduce que el angulc de torsidn vale

=

o - M-I 921

b
-

Que es la ecuacidn de la deformacidn.

De lo razonado anteriormente, se desprende que

De la ecuacidn (121}, se deduce que hay una deformacién
del eje y, por tanto, un trabajo producido por el momento
torsor, y una energia potencial acumulada en el eje eldstico

por este trabajo de torsidn, resultando gque
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Que es la ecuacidn de la resistencia
De esgsta triple igualdad se deduce que la fatiga q que
produce la deformacién BD, vale

De la expresidn
f r¢.ds

se determina el momento de inercia polar de un circulo respecto
a su centro, descompuesto éste en fajas elementales en forma
de corona circular de radio medio r y de dimensidn radial dr,

que su area vale el producto de la circunferencia media por el

ancho de la corona, resulta gue

I, :.[ r?.2 n.r.dr

I,=2n f ri.dr (123)
n.r* _ m.d*

I = ==

0 4 32

siendo d el didmetro del eje al que corresponde esta superficie
frontal.

Establecido el estudio por torsidén del eje uniforme,
aplicado a los gorrones y al mufidn del eje, considerando el
material de igual elasticidad, de 1la ecuacidébn (121) se
desprende que la deformacidén experimentada por el eje es
proporcional al producto del momento torsor por la longitud del

eje, e inversamente proporcional al momento de inercia polar,
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siendo

M1,  M.1,

K.I,, K.I,,

Y para igual momento torsor, se tiene

I
1,=1, I"f
oe

124

. g ( )
1. = - 3

que es la ecuacién de la longitud reducida.

Para la deformacidn experimentada por los brazos de
cigliefial por causa de la fuerza tangencial o, si se quiere, por
el mismo momento torsor gque produjo la deformacidén en el mufidn
y log gorrones; puede considerarse a éstos como una viga en
voladizo, con una carga concentrada en el extremo libre.
Entonces, la flecha producida por la carga aplicada en el
extremo del radio del cigliefial es de la forma del arco BD, ya
que el momento que produce la torsidén del muiiébn y de los
gorrones, es el mismo momento que produce la flexidn de los
brazos, actuando por mitad en cada uno de ellos. Siendo de

aplicacidén la ecuacidn (107}, la flecha producida vale

0.R3

Yo = 33 E.7

y el momento de inercia, por tratarse de una superficie

rectangular respecto a un eje gue pasa por sSu centro y es
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paralelo a uno de sus lados, tomado de la Fg. 192, como se halld
anteriormenté, vale

a.b?

—
N

La sustitucidén de la cigliefla por un eje uniforme se
realiza por medioc de férmulas de reduccidn, de forma que la
longitud por ellas calculada dé un coeficiente elastico que
coincida con el obtenido experimentalmente; presentando la
mayor dificultad la gecmetria de los brazos de ciguefial.

A este respecto, Geigex [G.] ha establecido la longitud
equivalente para grandes motores diesel lentos y semilentos,

para la longitud equivalente o reducida de los gorrones

_ Ir
I, = (1,+0,4a) i

Para la longitud reducida de los brazos de cigliefial

Ir
1, = 0,773 (R - z.d,) =£
Ih

siendo

z = 0 para cuando 1,6<2<1,63 y 0,92<-8<1,2
dg dg
_ b _ R _
z =0,3 para cuando -—-—=1,33 y —=1,07
d, dy
- b _ R _
z = 0,4 para cuando —-=1,49 y —=0,84
dQ‘ dg

Para la longitud reducida del mufién

IZ‘
1,=(1, + 0,4 a) T

m
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Siendo para la longitud reducida de la ciglefia

- Ir Ir . (140 I 1
1, = (lg+0,4a)Tg + 0,773(R—z.dg)—f; (1 + ,4&:)—1—m (125)

De igual forma, Carter [C.] establece una férmula de
aplicacion general, particularmente aplicable a los motores

ligeros, siendo

I I 3 I
l1_=1,.-—=+ 2.(0,4a.Ir+0,637R.Eﬁ) +-E.lm.3ﬁ cm. {126)

g a m

le]

Aun cuando la férmula de Carter es aplicable a ejes de
ciglefiales de diferente geometria constructiva, no determina
valores exactos en los casos limites, por ejemplo, para ejes
uniformes.

Cuando en el sistema vibratorio extendido se instalan
acoplamientos elasticos, también se sustituyen estos por ejes
eldsticos eguivalentes, pero de longitud reducida, de forma que
le son de aplicacidn ecuaciones de la forma de la (124),

resultando que

Si en el sistema vibratorio se contemplan variaciones de
velocidad angular de ejes por medio de ruedas dentadas, se
reduce la longitud del eje reducido de la rueda conducida a la
de la rueda conductora, contemplando el cuadrado de la relacidn
de 1los didmetros de las ruedas dentadas; siéndole de

aplicacidén, también, ecuaciones de la forma de la (124), por
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lo que

[

<
Q,

AN

(128)

~
a
[
(=)
a
Q,
L N

En el caso en dque el eje equivalente sea idéntico al del motor,
el momento de inercia polar también lo es.

Cuando en el sistema vibratorio extendido se montan
grandes rotores, y no se conoce el factor de inercia, se
considera gque el rotor va montado sobre el eje formando con é1l
un sistema rigido en la parte de su longitud 1'. En este caso,
la longitud reducida es la correspondiente al eje hasta el

rotor, mas la del propic rotor referida a 1°'.

T I
1,=1 I"f+1’1r_°r (129)

r e
Qe org

Es norma usual en este estudio, a fin de simplificar los
cdlculos, tomar el radio reducidoe r al valor del radio R del
cigiefial como se ha considerado con los volantes en la Fig. 20.

El estudio asi realizado establece que para cada cigliefia
son necesarios cinco volantes en la forma que se representa en
la Fg. 21. No obstante, a los fines de estudio reducido, en un
motor de varios cilindros, cada cigliefla se sustituye por un

volante eguivalente.
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b.2.2.) Formas de vibraciones y nimeros de vibraciones

propios del sistema.

Se entiende como vibracidn propia a aquel estado de
vibracién gque puede persistir por si solo, después de una
excitacidn eficaz, sin participacidn posterior de fuerzas
exteriores ni resistencias amortiguadoras.

El sistema giratorio elé&stico presenta disposicicnes muy
varias, por causa del nimero de cilindros y la disposicién de
los mismos en el plano y en el espacio, que da lugar a formas
propias de vibrar diferentes, segln la disposicidén de los
cilindros y las masas existentes en cada uno de ellos; aungue
el propio eje reducido se considere sin masa, porgue su momento
de inercia propio es despreciable en comparacién con los
momentos de inercia de las restantes masas.

Referido al eje de ciglefiales de varios cilindros, el
sistema vibrante presenta muchos términosg, por lo que, tiene
varios numeros de vibraciones propios. El nlmerc mas bajo de
todos ellos se realiza con una forma de vibracidén de primer
grado, que es la vibracidn principal y presenta un ,soloc nodo
El nimero de vibraciones inmediatamente superior pertenece a
la forma de vibracidén de segundo grado y presenta dos nodos.
La siguiente vibracién es de tercer grado y presenta tres
nodos. En consecuencia, cada grado de vibracidén presenta un
nodo mas sobre el grado anterior; el nimero de nodos varia
entre (1) y (n - 1). Pero si el sistema vibrante posee (n)
masas dispuestas sobre el eje a la distancia intermedia
(n - 1); son posibles {n - 1) nlmeros de vibracicnes propios
cuya frecuencia o nimero de nodos varia entre (1) y (n -
1) ,tantos como elementos elésticos intermedios posea.

Cuando el sistema vibratorio extendido corresponde a un
acoplamiento rigido, la vibracidén principal o de primer grado
es la predominante, porque queda dentro del campo de aplicacién

del motor. Pero cuando el sistema corresponde a un acoplamiento
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elastico, la vibracién predominante eg la de sgegqundo grado,
porgue puede ocasionar una resonancia; mientras que la de
primer grado, generalmente, cae por debajo del campo de
aplicacién del motor.

Lag formas de vibracidn de tercer grado y las de grados
superiores, préacticamente tienen poca importancia porgque los
correspondientes numeros de vibraciones propios son muy

elevados.

».2.3) Procedimiento para determinar la forma de las

vibraciones de torsién.

Por cuanto se lleva estudiado, se observa que las
magnitudes wmas importantes para un sistema que vibra por
torsidén, son los momentos de las fuerzas tangenciales, el
médulco de rigidez y la fatiga elasticas, los momentos de
inercia de las masas y los angulos de torsidén experimentados
en la deformacidn.

Pero cuando esta solucidn presenta dificultades de
cadlculo, se procede al calculo de masas reducidas referidas al
radio de cigliefial, con fuerzas elasticas vy excitatrices, como
gse ha venido estudiando para determinar el sistema equivalente.
Entonces, si se refiere el estudio a una cigiiefia, representada
por un solo disco de sustitucidn de masa m, sobre un eje
empotrado por un extremo, como en la Fg. 22; la frecuencia
circular we puede expresarse como la velocidad angular we de
un vector Ve de longitud a, como la amplitud de la deformacidn
BB'; siendo el nimero de revoluciones n igual al nimero de
revoluciones ne propio del eje.

Si la deformacidn a representa la proyeccidn del vector
Ve sobre el didmetro del volante, a causa de su reducido valor
la dicha proyeccidn se considera igual al arco de radio r.
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De este modo, las deformaciocnes, referidas al tiempo, dan
una oscilacidén senoidal.

Pero si en un determinado momento, el par motor se anula,
se produce un movimiento inverso, y en el momento de la
inversidén, a la deformacidén a le corresponde una fuerza de
inercia o de aceleracidén gue vale:

2
F, =m.a.wg
y debido a la elesticidad del eje, se crea la fuerza de

reaccidén que vale:

R =gqg.a

Entonces, gl la wvibracidédn se verifica sin un sistema
amortiguador, como se supone en el caso de la vibracidn propia,

la condicidén de equilibrio accidén-reaccidn es

2
m.a.we = g.a

que simplificando y despejando, se obtiene la velocidad angular

de la vibracidn, que vale

de la cual se infiere que si la fatiga eldstica aumenta, la
velocidad angular de la vibracidén aumenta; y si la masa
disminuye, la velocidad angular de 1la vibracidén aumenta
también.

Si se incorpora a la ecuacién de la velocidad angular de

la vibracidén la longitud reducida 1 del eje, resulta que




Al numerador suele denomindrsele coeficiente de torsidn

eldstica, o también, momento de direccidén de la longitud

reducida; y el denominador, es el momento de inercia de la masa
reducida m.

De agui se establecen las férmulas esenciales de estas
vibraciones, y son:

Para la velocidad angular de la vibraciédn,

(130)

Para el nlimero de vibraciones por segundo,

n,B = 1 w
Tl (131)
P S

Para el periodo de la vibracidn, en segundos,

Para la frecuencia propia de la vibracién, en Hz

£ - e
o (133)
g

1
f= =
2 I,
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Pero, si para mantener la velocidad angular constante, con
la cigliefia se instala un volante de masa m2; siendo ml la masa
reducida de la ciglefia y 1 la longitud reducida del eje.
Teniendo en cuenta que lag masas se desgvian en sentidos
opuestos, la amplitud de la deformacién es la dada por los
vectores V1 yv V2, de forma que la masa reducida ml produce la
deformacidén al; y la masa m2 produce la deformacidén a2, como
se representa en la Fg. 23.

Las deformaciones, referidas al tiempo, dan una oscilacidn
senoidal para cada deformacidn. Por lo que, como a cada masa
le corresponde su propia velocidad angular de vibracidn, la
velocidad angular de la vibracién del conjunto es la suma

vectorial de las referidas velocidades, resultando que,

q, q,
m, m,

Yy que

y también, de

resulta, que

I +1

- my Tm,

T (134)
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El ntmerco de vibraciones por segundo del sistema, o

frecuencia del mismo, es:

1 C I, 1, (135)

a, = —2 = -1 =-21  (136)

De este modo, se observa que cuando no existen fuerzas
excltatrices ni amortiguadoras, la frecuencia propia de
oscilacidn es facilmente obtenikle. Dante Giacosa [D.G.]
propone en estos estudios procedimientos de cédlculo a partir
de las aceleraciones angulares instanténeas tomadas de los
angulos de torsidn; de forma gque, referidos a los volantes de
masa ml y angulo de torsidn 01, de masa m2 y adngulo de torsién

02, que

, . de

= dt2
2

I

2 dtZ

siendo el par de inercia en cada uno de los volantes
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Segln la condicién propuesta de accidn-reaccidn, el
sistema esgstd en equilibrado dindmico, cuando el par de inercia
originado por cada volante que actlia en cada extremo del eje
es igual a la reaccidn elastica que se genera como consecuencia
de la deformacién del elemento de torsidn; en cuyo caso, se

establece el sistema

d?e,
'—7R1(91*92)

I, =0
1 dtz
d?e,
o, ™ -R,(6,-6,) =0 (137)
dZe, d?e,

I, - .
™ode? T dt?

Y si la oscilacidn propia de cada uno de los volantes es
conforme a un movimientc vibratorio arménico, el sistema de

ecuaciones admite soluciones del tipo
6 = A cos .t + B sen @,.t

De la cual se infiere que cada uno de los volantes oscila con

movimiento vibratorio arménico, cuya amplitud en radianes vale

6 - A7+ B?

Y mientras la amplitud de la oscilacidén es diversa, la
frecuencia es la misma para ambos volantes, y constituye 1la
frecuencia propia de oscilacidn del eje.

Y para la aceleracidn, es de la forma

d2e

—— = (Acos w.t + Bsen v .t)
dt?
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Entonces, el sistema (137), simplificadoy sustituido,

resulta de la forma:

2
we 8, ~ Ry (8, - 8,)

I, 0, +1I, 6, -

1l
)

I,

(138)

(]

Si en la primera de las ecuaciones del sistema (138) se
sustituye el valor de 02, deducido de la segunda, se obtiene
la expresidn de la frecuencia de oscilacidn propia del sistema

reducido

que es idéntica a la ecuacidn (135).

Conviene cbservar, segln se representa en la Fg. 22, que
en la seccidén 8 del eje, durante el movimiento oscilatorio, no
verifica rotacidn. A esta seccidn se la denomina nodo vy divide
al eje en dos troncos; de forma que, las secciones
pertenecientes a un tronco efectlian oscilacién en fase con el
regpectivo volante; vy, en oposgsicidn de fase, con las secciones
correspondientes al otrc tronco. Resultando facilmente
determinable la posicidén del nodo.

También, de la segunda ecuacidn del sistema (138) de
equilibrio, se obtiene el valor de la relacidén entre las

amplitudes de oscilacién de los volantes,

0, I,
IZ

5; =

Y como las amplitudes son proporcionales a las distancias al

115



nodo, también,

1,

_91
1,

8,

Y, por tanto, la posicidén del nodo queda definida por la

relacidén

11_I2
1, I,

resultando relacidén de igualdades de forma idéntica a la
expresidén (136). No obstante, conviene observar que por medio
del sistema de ecuaciones de equilibrio del eje, se determinan
tan solo relaciones de amplitudes; de forma que solo se podran

obtener uncs valores, cuandoc se prefijen arbitrariamente otros.

EL MOTOR DE VARICS CILINDROS

De un modo general, se puede proceder al estudioc de un
motor de N cilindros, reduciendo el sistema equivalente a n
volantes y, como se dijo en (b.2.2), son posibles (n-1) nidmero
de vibraciones propios, cuya frecuencia varia entre (1) y (n-
l), tantos como elementos eldsticos intermedios o troncos
posea, y gque repregsentan todas las posibles oscilaciones
propias del eje.

Las ecuaciones propuestas por [(H.S.], [D.H.], [D.G.] vy
otrog, se fundan en el mé&todo de calculo debido a Holzer [H]
que simplifica el sistema de (n) wvolantes. Agi, [H.S.]

establece que para un sistema de (n) masas volantes a lo largo
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del eje, que puede equivaler a {n-2) nlmero de cilindros, mas
el volante de acumulacidén del trabajo en exceso del periodo
motor y el volante equivalente de la magquina de utilizacién
(hélice, rotor, etc.); la representacidédn por férmulas de las
(n-1) raices, da una ecuacidén de grado (n-1), de muy laboriosa
resolucidén, que para elcadlculo de las raices se necesita
proceder ©por tanteos. Entonces, se recurre a otros
procedimientos de célculo; como puede ser el procedimiento de
aproximacidn gradual, en el cual, se parte de la frecuencia
propia de un sistema de solas dos masas.

En el caso de un motor de N cilindros, consta de una masa
{m”) equivalente a la de los N cilindros, situada
aproximadamente a la mitad del eje reducido, y la masa M
invariable del wvolante de gran magnitud. Si, ademas, se le
encuentra acoplado un rotor, el sistema queda formado por la
maga (m”) y otra masa (M7), suma de las dos masas, la del
volante y la del rotor; situada, aproximadamente, en el punto
medio de la distancia entre ambas, comc se representa en la Fg.
24 .

En el caso mas complejo de ser este motor utilizado en la
propulsidén de un bugue, con volante junto con un acoplamiento,
eldstico o rigido, y la hélice; para la vibracidén principal o
de primer grado, la masa (m”) equivalente es la del nGmero de
cilindros mas la del volante con acoplamiento, situada sobre
el volante; y la segunda masa M de la hélice situada sobre
ésta, F.g. 25. Para la vibracidn de segundo grado, la masa (m™)
equivalente a los N cilindros, se sitda en la mitad del eje
reducido; la masa M del volante, con el acoplamiento, sobre el
propio volante. Fg. 26.

El nimero de vibraciones propio del sigstema de dos masas
se determina por las ecuaciones del grupo (134), sustituyendo
1 por 1°. De esta forma se obtiene la velocidad angular we
aplicable a las vibraciones de primer grado.

Comc es norma usual en estos cagsos, se numeran los
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¢cilindros a partir del wvolante, representando el sistema,
siempre, por las masa y las longitudes reducidas.

Para plantear el sistema de ecuaciones que establezca las
deformaciones de la vibracidn, se empieza por la deformacidn
aN del cilindro mas alejado del volante, asgnandosele el valor
{1), puesto que la escala de valores de a carece de
importancia. A continuacidn, se determina la deformacidn para
el cilindro (N-1) que viene a ser (aN-1), por deducidn de la
deformacién parcial (aN, N-1) de la deformacidén del eje (1N,
N-1) . Esta deformacidn se deduce de la igualdad de la accién-

reaccidén, o fuerza de inercia-fuerza de reaccidn,

Fy = Ry, n-1,
m.a.w’ = qg.a

O bien

2 _ q
My @y ©p = 3= +8y, (-1,
N, {N-1)

de la que se obtiene

2
My« @5
N, (N-1) ~ Qy- g lN,(N—l)

Si este planteamiento se aplica a la Fg. 24, se tiene como

forma general

118



De esta igualdad se infiere que la deformacidn del eje,
desde el nodo hasta la masa m7, vale

y que

Para determinar las deformaciones de los elementos N-2,
N-3, etc., se procede de igual forma; plantedndose el sistema
de ecuaciones, vreferido a la Fg. 24, incluyendo la masa
principal M.

y de forma general

ag=1,00
2
aj,=ag - = lg,,.mg.ay
g
(02
_ e
8g=a; - — ly;¢ (Mg.a5+m,.2;)
q
2
as=d, - 7 1., (mg.ag+m,.a,+m.ag)
2
P 1 (m,.a m_ .a +m..a.)
a,=a; - — cl@gte st 4.
4 5 g 574 8 B8 [ 6 5 5 (139)
2
as=a, - P l,py (Mge@gtm,ed@,+eeotlged g+, a,)
2
a,=a; - 3" l,,, (mg.ag+m,.a,+...+m,.a,+my.a,)
2
a, =a, - T I,r, (Mg.agtmy.@,+ ... *my.a;+m, . a,
2
ao_al - ? L (m8-68+m7-a7+...+m2-a2+.m1.al)

Perc, si se tiene en cuenta que los mecanismos de cada cilindro
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gon de igual masa, y estdn a igual distancia entre ellos, los
planteamientos del sistema (139) se simplifican por la

incorporacién del valor constante en cada expresidn,

2
A
qf 1..m,
Y de un modo general, se tien,

@2 n=0
e -
a,, =a, -~ — 1, ...y m.a, (1397)

o eyt

Como la masa M oscila al contrario de las otras masas m,
la deformacidén al es, también, de signo contrario.

El cdlculo de las deformaciones a viene establecido por
el valor de we obtenido por medic del sistema de dos masas, en
la forma de la ecuacidn {134). Si el valor de we coincide conla
frecuencia propia, como consecuencia del equilibrio de las

fuerzas de inercia que actdan, su suma es igual a cero, o sea,

wa. Y M.a, = 0 (Mya@yy_ .8y +...+M.a;) = 0  (140)

En el caso en que no se cumpla esta condicién, la
diferencia obtenida indica el valor de we sustiuido cuando se
aleja del wvalor verdadero w. Entonces, debe de repetirse el
calculec hasta encontrar el wvalor correcto de we, ©, en su
defecto, que la diferencia obtenida sea despreciable.

Si se trata el sistema por masas vy longitudes reducidas

iguales de los mecanismos motores, la (140) se convierte en,

n=0 n=0
wi.}j m,.a, = Wl (mr.E: a,+tM.a,) =0 (1407)
= n=N

n=N
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De la misma forma, en lugar de las deformaciones reales
se pueden introducir las deformaciones relativas referidas a
la deformacidén aN de la cigiliefia de orden N, de forma que para

la cigliefiade orden N, se tiene,

y, en general, para el orden i

con 1lo cual, se pueden establecer asi transformadas las
férmulas (139) y (140)

Una vez hallado el wvalor de we, se deternina la
frecuencia, o nimerco de vibraciones propio; bien por el grupo
{(133) o por el (131); si bien, referido al grupoc (131) suele
darse en el tiempo de por minuto.

Para las formas de vibracidn de segundo grado y grados mas
elevados, el nimero de vibraciones propic se obtiene
introduciendo el valor de we hallado para el sistema de dos
masas, como se repregenta en la Fg. 26; por las formulas (139)
y (140), corrigiendo después paso a paso we.

En cuanto se lleva propuesto, se halla referide a motores
denominados de cilindros en linea; pero son aplicables a los
motores de dos lineas de cilindros formando una V, o motores
en uve. Teniendo en cuenta gue sus mecanismos acclonan sobre
un udnico eje cigliefial; por tanto, sus mecanismos sge pueden
referir a un eje equivalente, sgemejante al de un motor en
linea.

Cuando los cilindros se disponen en uno o mas planos,
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formando estrella, el sistema consta de los N mecanismos del
tren alternativo reunidos en el mufién del eje cigleifial y de la
masa reducida de la utilizacidn; el nlimerc de vibraciones

propico se puede calcular por la ecuacidén (134)

b.2.4) Las fuerzas tangenciales excitatrices.

En cuanto se lleva tratado refernte a las vibraciones
torsionales de los ejes cigleflales, se ha puesto de manifiesto
que son provocadas por las irregularidades del par wotor,
procedentes de la fuerza de los gases sobre el émbolo,
determinadas en el apartado (1-2), y las fuerzas de inercia
creadas por las masas alternativas al moverse con velocidad
variable, estudiadas en el apartado (1-3), también aplicadas
sobre el émbolo.

En el apartade (1-4), gue trata de las fuerzas
resultantes, se estudiaron estas fuerzas y representaron en
la Fg. 13, asi como su consecuencia sobre el motor;
produciendo, por una parte, cargas no deseables causantes de
vibraciones, y, por otra, el par motor cbjeto del mismo, como
consecuencia de la fuerza tangencial F3, actuando en el extremo
del eje cigliefial; que a la vez, por causa de su irregularidad,
produce las vibraciones de torsidn del eje.

Aunque las masas giratorias, que fueron estudiadas en su
forma particular en el apartado (1-3), producen fuerzas
centrifugas, no ejercen influencia alguna sobre las vibraciones
de torsién; y cuando proceden de aceleraciones tangenciales,
no pueden considerarse como fuerzas excitatrices, ya que, como
se demostrd en la accidn-reaccidn, pertenecen al proceso de
vibracidn.

De cuanto antecede, referido a cada cilindro, se cobserva
que en un motor de cuatro tiempos, la fuerza excitatriz de los
gases se repite cada dos por dos pi radianes; mientras que la

la fuerza excitatriz procedente de las fuerzas de inercia se
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repite cada dos pi radianes. En los motores de dos tiempos, las
fuerzas excitatrices de los gases y de inercia se repiten con
igual frecuencia, o sea, cada dos pi radianes.

En los motores de variog cilindros en linea, la curva de
fuerzas tangenciales resultante carece de interés, puesto que,
como se demostrd anteriormente, el estudio se fundamenta en la
forma de las vibraciones propias, sobre las fuerzas
tangenciales de cada cilindro y sobre las longitudes elasticas
del eje. Por ello, el diagrama de fuerzas tangenciales de los
motores de varios cilindros permite reconocer en base al
nimero de vibraciones principales que el armdnico principal se
presenta intensamente cuando el orden de la vibracidn es igual
al nimero de cilindros. No obstante, a pesar de ello, aparecen
varias fuerzas tangenciales armdnicas que resultan activasg como
excitatrices para cada ciguiefia.

En consecuencia, la fuerza tangencial variable de cada
mecanismo de ciglefial, no puede ser considerada en su forma
estricta, sino que se debe de descomponer en sus componentes
armdénicos, para poder apreciar con mag rigurogidad la accidn

de las fuerzas excitatrices aisladas sobre el eje cigliefial.
a) los arménicos excitadores

Como se viene observando, el nimero de orden de los
arménicos designa el nimerc de las ondas de oscilacidn
completas por cada revolucidn del eje motor. Por ello, si se
toma como periodo basico el de una revolucidén del eje, en los
motores de cuatro tiempos se tiene que el armdnico primero
tiene como nimero de periodo 1/2, va que el ciclo de cuatro
tiempos se realiza en dos revolucionesg del eje; y la vibracién
principal tiene la velocidad angular de giro, o excitacidn, que

vale
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En los motores de dos tiempos , con una revolucidn por
ciclo motor, el primer armdénico tiene como numero de periodo
1, por lo que, la vibracién principal tiene la velocidad

angular de giro o excitacidén que vale
Q =

Seglin esto, en los motores de cuatro tiempos al lado de
6rdenes de nlmeros enteros aparecen otros de nlmeros
fraccionarios; de manera que si k representa la cifra del

arménico, el orden es k/2, y la velocidad angular de giro es

Y en los motores de dos tiempos, como k representa a la vez la

cifra y el namero de orden del armbénico, resulta que

gue es la velocidad angular de la fuerza excitatriz tangencial

armdénica de orden k, siempre de numeros enteros.
b) representacidén de los armdnicos.

La representacidén de las fuerzas tangenciales armdnicas
aisladas Fk puede realizarse con la ayuda de un diagrama
circular como el de Fg. 27b, en el que el vector Vk de la
fuerza gira con la velocidad angular de la fuerza excitatriz
tangencial armdénica de orden k del movimiento circular gue
corresponde a nk oscilaciones por segundo.

La Fg. 27a, representa una posicidén alfa de la fuerza
tangencial Ft, y en la Fg. 27b, la fuerza tangencial armdnica

de orden k, en la que, la amplitud temporal F°k es la
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componente senoidal de la fuerza tangencial arménica Fk,
midiendo el angulo de giro a partir del eje horizontal. Por lo
que, la variacidn total de las fuerzas sobre el angulo girado
por la manivela es una linea senoidal.

En la Fg. 27c, se representa la velocidad angular de la
excitacidn para diferentes valores del armdénico k, que vienen
dados por la relacidén de las velocidades angulares de cada
excitatriz y la velocidad angular del eje.

La frecuencia de la excitatriz viene dada, en oscilaciones

completas por segundo o Hz., por la ecuacidn,

f- 5 (141)

Las velocidades angulares de los arménicos son entre (1)

y (k). Pero si hay una fuerza Fk como excitatriz, de orden k,

la velocidad angular es

o bien

2.m.0 -
=k, 142

si se toma la velocidad angular en funcidén del nlmero de
revoluciones por minuto del eje, Fg. 27a, como es corriente
considerarla en cierta aplicaciones. Y, segin ge desprende de
la representacidn de la Fg. 27c¢, la variacidén de la velocidad
angular de los arménicos en funcién de la velocidad angular del

eje es una funcidén lineal rectilinea, puesto que

Qk
tang.p = —
w
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Correspondiendo a cada arménico una pendiente determinada, y

solamente una.

c.) Arménicos de las fuerzas tangenciales de los gases.

Las fuerzas tangenciales de los gases, que ya fueron
tratadas en el apartado (1.4.- Las fuerzas resultantes), a
partir de los estudios realizados en el apartado (1.2.- La
fuerza del agente evolutivo), tomadas del ciclo dinamico y de
la descomposicién de fuerzas, para las que se obtuvo la férmula
(52}, y su representacién en 1la Fg. 14; pueden ser
descompuestas en sus armdnicos, conforme a su examen a partir
de los diferentes procesos de trabajo: a cuatro tiempos, en el
que el ciclo se realiza en dos revoluciones del eje cigliefial;
a dos tiempos, en el que el ciclo se realiza en una revolucidn.

Del andlisis de la ecuacidn (52), se observa que la fuerza
tangencial varia en forma periddica, por causa de las
variables: fuerza instantdnea de los gases; éangulo (wt)
engendrado por el radio de ciglefial en su rotacidn; Entonces,
es posible desarrollar la ecuacién (52)en serie de Fourier, en

la forma

f(x) =-%.A0-+A1.cos.x-+A2.cos 2x + Ay.CO8 3X + ...

+ B;.sen X + B,.sen 2X + B;.sen 3X + ...,

y también representar la funcién de la fuerza tangencial

F, = f(wt)

indica en la Fg. 14, como una suma de oscilaciones simples, en

intervalos que pueden ser desde (wt=0) hasta (wt=2pi). Siendo
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el anidlisis arménico la determinacidédn de los cocientes

1
E'Ao A, A, j.--.B, ; B, ; By ;...

Por la aproximacién de funciones continuas en [0,2pi]l, por

polinomios trigonométricos, se tiene que

k=n

f{ot) = %.Ao + Y [Ag.cos(k.ot) + B .sen(k.ot)] (144)

e
—_

donde

2.m 2.1
A, =-%l[f(x).cos kx dx, B, = u[f(x).sen kx dx
[} Q

=R

No obstante, [H.S.] simplifica el cdlculo, juntando los

términos del mismo subindice, y obtiene para

k=0

flot) = %.AO +§Fk.sen(k.mt + @) (145)

donde

A
2 2
F, = JA{ + By, tang ¢, = Fi O

cuando se mide desde la horizontal, se le denomina defasado;
1/2.80 es el término de oscilaciédn libre como altura media Fm
de la curva de fuerzas tangenciales. Comoc ge expresd
anteriormente, en los motores de cuatro tiempos es k/2, y para

los motores de dos tiempos es k.
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De todo lo expuesto se establece, que cada armdnico de
orden k de la fuerza tangencial Fg del gas se compone de una
componente Ak y de una Bk.

En la Fg. 28a se representa la variaciédn de la fuerza
tangencial de los gases de un motor diesel de dos tiempos,
desarrollando la potencia maxima, y en la Fg. 28b el analisis
de los armdnicos correspondientes a las fuerzas tangenciales
de los gases a aquella potencia, calculados por el doctorando,
tomados del diagrama dindmico de la Fg. 1, que corresponden a
un cilindro del motor a gue se hace referencia en la Fg. 4,
pdgina 11, en cuanto a las fuerzas de inercia.

En la Fg. 2%a, ge hace un estudio de la misma forma, para
el caso en que el referido motor fuera transformado en un motor
de cuatro tiempos, al que se le considera el ciclo dinaémico de
la misma Fg. 1, consevando la mismas dimensiones del motor
referido; en la Fg. 29b, por descomposicidn de las fuerzas
tangenciales, se hace el estudio del andlisis de los armdnicos
correspondiente, considerando la fuerza tangencial variable una

componente senoidal dada por la férmula

F, = F, (sena + senza )

2 /3,8% - sen?a

d.) arménicos de las fuerzas tangenciales de inercia

En el apartado (1.3.-) se ha realizado el estudio de las
fuerzas de inercia creadas por las masas sometidas a movimiento
rectilineo alternativo y por lasg masas sometidas a movimiento
circular uniforme. Pero, como ya se dijo antes, las fuerzas de
inercia de las masas giratorias no ejercen influencia sobre las

vibraciones de torsidn, porque pertenecen al proceso de
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vibracién. Por tanto, son solo las fuerzas de inercia de las
masas alternativas, en la misma forma que la fuerza de los
gases, las causantes de estas vibraciones.

La descomposicidén en elementos armdénicos para estas
fuerzas tangenciales de inercia se establece a partir del
desarrollo en serie del coseno del angulo beta, en la forma en
que se ha procedido en la pagina 20, del cual se obtiene que

la aceleracidn instantanea, en forma general, vale,

n=

— 2
a; = R.o” (cos a + } A,

1

, « COSs 2na}

=

n=

Siendo la fuerza de inercia de la forma

=0

F, =Y (m,).R.0* (cos a-rg; A, . cos 2na ) (145)

1

la fuerza tangencial excitatriz es de la forma de la fuerza de
los gases, pero tiene el mismo valor tanto para los motores de

dos tiempog como para los motores de cuatro tiempos, y es,

F,, = F, (sen a + sen 2a )

* 2 /3,8% - sen’a

De la ecuacidn de la aceleracidn, se desprende gque
aparece una excitacién de frecuencia igual a la de la velocidad
angular del motor; después aparecen arménicos pares de segundo,
cuarto, sexto, octavo, etc. orden; aungue por encima de estos
valores, carecen de importancia, por cuanto se alejan bastante
de la frecuencia natural del wotor.

A este respecto, [H.S.] establece criterios para

descomponer las fuerzas de 1inercia en sus componentes
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arménicos, obteniendo ecuaciones aproximadas para las fuerzas

de inercia tangenciales, resultando de la forma:

Fip = E:(Hg).R.mz p% Y sen o —-% sen 2a —-% Y sen 3a -

1 5 3

Y? sen 4« t 53 Y3 sen 5a + == Y* sen 6a +..)

Y las amplitudes de los armdénicos de inercia de orden k

sS0n

Arménico 2° m,.R.0?.=.Y  Arménico 4° - m,.R.w’.

s

Arménico 6° - m .R.0® =.Y Arménico 8° -m,.R.o*.5.Y?

o
P N

Que son de la misma forma que los obtenidos por el
doctorando en la pagina 20.
Por otra parte, el armdnico 4°, o de segundo orden, es el que

por su gran valor actiia con mayor intensidad.

e) Arménicos de las fuerzas tangenciales resultantes.

En consecuencia a 1o que ge viene estudiando, se observa
gue en los motores de cuatro tiempos las fuerzas tangenciales
de los gases se producen con frecuencia mitad de la velocidad
angular del eje ciglefial; mientras que en los motores de dos
tiempos estas fuerzas tangenciles se realizan con frecuencia
igual a la velocidad angular.

Pero las fuerzas de inercia producen fuerzas tangenciales
con igual frecuencia en los motores de cuatro tiempos que en
los motores de dos tiempos, que coinciden con la velocidad

angular del eje motor. Por ello, en los motores de cuatro
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tiempos, la fuerza de inercia tangencial resultante es la suma
de la correspondiente a la de los gases y a la de inercila, y
en otras, es Unicamente debida a la inercia; de esta forma, los
arménicos, referidos a una revolucién del eje, se producen en
el orden (n) y (n/2), y con arreglo al nimero de cilindros en
{(n/2 + n).

Es norma usual, por parte de algunas escuelas, referir
estas fuerzas tangenciales a la procedencia de presidén sobre
el émbolo; pero, en ambos casos, la amplitud de los armdnicos
resultan de la misma forma, Fig. ( a) para los motores de
cuatro tiempos y Fig.{ b) para los motores de dos tiempos.

Teniendo en cuenta que los valores hallados para las
fuerzas tangenciales son aplicables a cada caso; de formas que,
si el motor gira con velocidad angular constante, a pesar de
las variaciones de carga, la fuerza tangencial de inercia y sus
arménicos son constantes; pero la fuerza tangencial de 1los
gases y sus armdnicos son variable segin las variaciones de
carga. En este caso, el estudio debe de hacerse para la
potencia mixima desarrollada por el motor.

Pero cuando el motor ha de trabajar con potencia y
velocidad angular variables, la amplitud de la carga y 1los
arménicos son diferentes; de este modo, puede ocurrir gue
algunos armdénicos resulten peligrosos. Entonces, conviene hacer
un estudio de ciertos armdnicos de cada carga.

HANS SCHRON [H.S.] se refiere a publicaciones de GEIGER,
WYDLER, DEN HARTOG, STIEGLITZ, KXIMMEL, HAZEN y MONTIETH
referentes a la determinacidén de ciertos arménicos en funcidén
de la presidn media desarrollada por el motor. No obstante, el
andlisis mas completo y utilizado es, aln, el establecido por
F. P. PORTER, titulado "Coeficientes Arménicos de las Curvas
del par torsor de los motores", en el cual hace un amplio
andlisis de ocho diferentes tipos de motores, de dos y de
cuatro tiempog, diesel y de explosién, lentos y rapidos, con

nimero de cilidros variable en uno o mas planos; de forma gque,
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uno de estos ocho motores prototipo de PORTER, a todo fin
practico, siempre serd suficientemente parecido a cualquier
motor que se presente.

En relacidén con lo que en este apartado se trata, se
refiere y determina para cada presidén media indicada producida
por el motor, asi como para las fuerzas de inercia, para los
(10) primeros arménicos los valores de la amplitud tomada del

desarrcollo en serie de Fourier

B.2.5) Las deformaciones en la resonancia

En cuanto se viene tratando sobre las vibraciones de
torsidén, se han estudiado por separado la forma propia de
vibrar de un sistema vibrante, y las fuerzas excitatrices
capaces de producir vibraciones en el tal sistema vibrante.
Pero también se ha puesto de manifiesto que cuando la
frecuencia de la vibracidén propia del sistema vibrante coincide
con la frecuencia de las fuerzas excitatrices producen
resonancia; estas vibraciones se hacen muy violentas, y las
deformaciones producidas fatigan tanto al eje que puede llegar

al colapso. Por ello, debe de tomarse en consideracidn:

a) La accidén de las fuerzas tangenciales

Cuando existe resonancia entre las fuerzas tangenciales
y el sistema vibrante eje de cigliefial, las vibraciones se hacen
peligrosas, porque las fuerzas periddicas provocan las
deformaciones angulares de las masas en forma de balanceo por
la ya tratada accidn-reaccidn. En este caso, conviene que la

intensidad de los armdnicos mas altos disminuya y se haga tan
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pequefla que las oscilaciones provocadas no sean peligrosas. La
magnitud real de las deformaciones por vibracién y la carga
adicional que la resonancia produce en el eje depende de la
amortiguacién que simultaneamente actide La accidén de las
fuerzas tangenciales en el campo que abarca la resonancia
resalta de forma clara en el andlisis de vibraciones por
graficas de coordenadas amplitud temporal o frecuencial, como
mas adelante se tratard, al poder medir 1la amplitud o
deformacién a, en funcién de la velocidad o de la frecuencia
de la excitacién OMEGA; porque, en los puntos en que exista
resonancia, donde @ = o.,, la amplitud se hace muy grande.

La deformacidn de la oscilacidn forzada para una masam
situada en el extremo de un eje, como en la Fg. 22, con fatiga
eladstica g para el caso limite, bajo la accidn de una fuerza
tangencial arménica Fk, en el que no hay amortiguacidn alguna,

viene determinada por la fdérmula:

Fk
g tae MO

vy s8i se cumple la condicién de que

hay resonancia, y la deformacidén resulta infinita, por lo que,
la curva represgentativa de esta resonancia es de la forma de
la tangente del &ngulo correspondiente como se ha puesto de
manifiesto en la Fg. 27 en la forma dada por la ecuacidn (142).

Pero si al sistema se incorxpora una amortiguacidn, con
coeficiente de amortiguacidn g", la amplitud viene modificada

en funcidén del coeficiente de amortiguacién y de la velocidad
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de la excitacidén, dada por la fdrmula:

- Fk
Vig- m.@%)* + q?.9?

a

m

(147)

En cuyo caso, si hay resonancia, la amplitud se mantiene
finita.

Por otra parte, hay que considerar que en su campo de
utilizacidén los motores pueden trabajar dentro de una amplia
gama de velocidades angulares; resultando que, conforme a la
férmula (142}, la frecuencia de la excitacién varia para un
arménico determinado, y con ella la deformacidén a, de manera
que la amplitud se presenta en forma dependiente de la
frecuencia. Por ello, como las deformaciones carecen de
importancia, por ser muy pedqueflas fuera del estrecho campo
critico, gse pueden considerar las amplitudes como una
asociacién de las deformaciones en el nimero de reveluciocnes

critico.

b) El1l nimerc de revoluciones critico.

Comoc se viene exponiendo, el nimero de orden de los
arménicos, si se toma si se toma como periocdo basico el de una
revolucidn del eje, la cifra representativa de los armdénicos
viene establecida por el orden del mismo, de forma que como el
motor de cuatro tiempos realiza un pericdo motor cada dos

revoluciones, el ndmero de periodo es 1/2. Entonces, en estado

critico, con referncia a la fdérmula (142), se tiene que,
1 1
3 kowkr = Qk = 5 (i}e
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siendo

(148)

Wgp

nolix| £

y el nimero de revoluciones critico es

(1487)

H
ro x|

En los motores de dos tiempos, con referencia a la foérmula

(142), se tiene que el estado critico es

kow, =8, = o,

Y que

O = % (149)

r

siendo el nimero de revoluciones critico

n, .
Ny, = 4 (149 7)

Por tanto, si el nimero de revoluciones critico se refiere
a la fuerza debida a los gases, sge presentan particularmente
violentas las vibraciones de un orden gque sean multiplos del
nimero de encendidos por cada revolucidn del eje de cigiefial,
gue corresponde a la mitad del nimero de cilindros N del motor;
por lo tanto, hay que considerar los miltiplos de N/2. En los
motores de dos tiempos, el nimero de encendidos por revolucién

es igual al nidmero de cilindros; por lo tanto, hay que
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considerar los miltiplos de N. Sucede, entonces, que con estos
érdenes, las excitaciones de todos 1los cilindros actQan
simultaneamente en la misma direccidén. Es por ello que se les
denomina arménicos principales y el nlmerco de revoluciones
correspondiente es el nimero critico principal. También, en los
motores de cuatro tiempos al nimero ne/N/2 y en los motores de
dos tiempos al nimero ne/N se les llama numero critico de
tiempos de encendido, porque el diagrama de fuerzas
tangenciales se establece conforme al nimero de cilindros.

Teniendo en cuenta que, a tenor de lo gue se viene
estudiando, la velocidad angular we de la vibracién propia y
el nimero de oscilaciones ne son independientes de la velocidad
angular w del eje y del nlmero de revoluciones n, al
representarlos graficamente sobre ejes de coordenadasg, como €8
norma ususal, las frecuencias ne resultan paralelas al eje en
gue se represente la velocidad angular del eje ciglefial; estas
consideraciones 1llevadas a la Fg.27¢c da las velocidades
angulares del eje cigleflal para las cuales hay resonancia.

En todo el estudio de las vibraciones de flexidn y de
torsién de los ejes ciglieflales, se vienen introduciendo
conceptos referentes a la influencia del nGmero de apoyos y al
nimero de cilindros; consideraciones que no se han tomado en
cuenta en el estudio de las fuerzas de inercia creadas por las
masas en movimiento; porque al ser los cilindros idénticos, las
fuerzas de inercia resultan iguales. Pero ya en el proxecto
de tese doutoral, en obxetivos e memoria explicativa do
traballo, se hace referencia al nldmero de cilindros y sus
consideraciones.

No obstante, antes de proceder al estudio de estas
consideraciones, conviene tratar otras cuestiones relativas a
la construccién de los motores, especialmente, en relacidn al
campo de aplicacidén y a la potencia requerida.

La potencia producida por un motor es proporcional a los

parémetros: Presidn media, volumen de cilindrada, nGmerc de

136



cilindros y velocidad angular del eje.

La presién media es funcidn del calor producido en la
combustidn, e influye muy poco en la fuerzas de inercia.

El volumen de cilindrada de cada cilindro y el nimero
de cilindros estan relacionados y, como mas adelante se verd
influye sobre las fuerzas de inercia; por tanto, conviene tener
lags ideas muy claras sobre el nlimero de c¢ilindros mas
conveniente, teniendo en cuenta las propiedades esenciales
propias de los diferentes nimeros de cilindros y de la de su
agrupacién, asi como del volumen de los cilindros; prestando
especial atencidén al comportamiento térmico con la wvariacién
del veolumen del cilindro, y al comportamiento dindmico segin
el ndmero de cilindros y su volumen, a fin de alcanzar las
condiciones mas satisfactorias en cuanto a funcionamiento.

Teniendo en cuenta que las exigencias mas importantes se
refieren a la construccidn facil y adecuada, a la rapida puesta
en marcha, al funcionamiento ordenado y tranquilo del motor,
con una sencilla conduccidn vy costo reducido en el
mantenimiento. La construccién de motores de unc o pocos
cilindros ofrece la ventaja de una gran sencillez; perc los
motores de varios cillindros ofrecen otras ventajas y pueden
satisfacer al mismo tiempo las mas rigidas exigencias sobre la
seguridad de construccidn. No obstante, el aumento del nimero
de c¢ilindros tiene su limitacidén natural por razones de
funcionamiento, de construccidn y de caracter comercial; aungue
la relacidn peso potencia desciende con el aumento del nimero
de cilindros, seglin estudios realizados por Kamm, Bensinger y
Kutzbach, dificulta el procesc de construccidn, el de
mantenimiento del motor y multiplica las posibilidades de
perturbaciones; por lo que, en determinadas aplicaciones de los
motores, hay un tamafio de cilindros que oscila entre estrechos
limites, el mas econdmico y el mas seguro.

En las aplicaciones, es de rigor, en lo que a volumen

de la cilindrada se refiere, establecer una relacidn entre la
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carrera del émboloc y el didmetro, relacidn que en sus limites

da lugar a los motores de carrera corta y de carrera larga y

que ademi&s influye en sentidos diferentes.

Mientras se mantenga la velocidad angular constante,

1la

velocidad media del émbolo es proporcional a la carrera, siendo

vme la velocidad media del émbolo, C la carrera del mismo y

2n/60 el nimero de veces gque por segundo el émbolo recorre

carrera.

su

El volumen de la c¢ilindrada viene dado por la férmula

_m.D:.C
VC_T
y, también
2 3
vczﬂ. c .C=E. ¢
4 2 4 2

siendo D el didmetro del émbolo y =z la relacidén entre
carrera y el diametro. Pero si el volumen de cilindrada se

a mantener constante y z variable, resulta que

W

1 ¢* nc”
Vo= e =5 = e
4 z2 4 ¢
Yy que, simplificando
¢3 ¢°3
z? z7%2
resultando gue
c3  z?
c? z°2
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y extrayendo la raiz cibica

3\/Fz3\/z—2o
e Yzt

resultando que

Por la gue se obtiene que la carrera del émbolo esta en razdn
directa del exponente 2/3 de la relacidn carrera diametro.
Pero, sSi como quedd establecido, la velocidad media del
émbolo, para una velocidad angular constante, es proporcional

a la carrera, en igual forma lo serd para la razdén z elevada

a 2/3

_2.C.n -_2.C".n
V===%5 """V 60

dividiendo la una por la otra, resulta

2.C.n

v _ 60
V‘ 2.C’ln

60

y simplificando

2
v._c¢c_z°
720NN o 2
Z‘3

De este razonamiento se infiere que la carrera corta para una
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potencia dada, manteniendo constante la velocidad media
admisible del émbolo, da lugar a mayores didmetros del cilindro
e incrementos en el coeficiente de admisidn; pero, en cambio,
ocasiona grandes cargas térmicas y mecénicas para el émbolo,
mecanismo wmotor mas concentrado, reduciendo la altura del
motor; la velocidad angular del eje aumenta y la velocidad
angular critica del eje ciglieflal aumenta también.

La carrera larga para la misma potencia dada, manteniendo
constante la velocidad media admisible del émbolo, da lugar a
menores diametrogs del cilindro, menores cargas térmicas y
mecanicas sobre el émbolo; pero, en cambio, el mecanismo motor
es mas grande, la altura del motor se hace mayor, la velocidad
angular del eje desciende y la velocidad angular critica del
eje cigleflal desciende también.

La velocidad media del émbolo y la velocidad angular se
mantienen dentro de limites establecidos, dependientes de las
condiciones particulares de cada motor. Partiendo de la
velocidad del émbolo, gque actualmente es mas aceptable gque del
namero de revoluciones, se clasifican los motores en los tres
grupos: Motores lentos, motores semilentos, o también
semirdpidos, y motores rapidos. No obstante, existe otra serie
de motores denominados extrarripidos utilizados en fines no
industriales. Pero en los proyectos es norma tener en cuenta
resultados anterioreg; hoy en dia, y solo a modoe de
orientacién, puede establecerse gque la velocidad del émbolo
oscila entre los 6 y los 15 metros por segundo, a fin de
alcanzar la maxima seguridad de funcionamiento posible.
Entonces, todos aquellos motores que sus émbolos alcancen
velocidades medias superiores a los 15 metros por segundo se
denominan motores extrarripidos.

Los motores lentos, de elevada potencia por cilindro,
capaces de admitir ciertas perturbaciones, con mantenimiento
reducido, tienen su campo de aplicacidén en instalaciones

terrestres fijas, en las que su peso y el espacio ocupado no
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son condiciones preferentes. Con los motores marinos, que son
reversibles, se es mas exigente, requiriendo de ellos gran
seguridad en el trabajo, que pesen poco y dJue ocupen poco
espacio. Estén directamente acoplados a la hélice y la
velocidad angular gqueda condicionada al rendimiento de ésta;
son motores de carrera larga, de cruceta, y la velocidad del
émbolc no supera los 8 metros por segundo.

‘ Los motores semirrdpidos, son de potencia media por
cilindro, tienen su campo de aplicacidn en las instalaciones
terrestres fijas y mdviles, generalmente de tronce a cuatro
tiempos, con poco peso, ocupan poco espacio, pero requieren
mayor entretenimiento. Sus cilindros pueden estar dispuestos
en linea en un solo planc, en nidmero no superior a doce, por
causa de las vibraciones torsionales del eje de cigueriales, o
en linea y en dos planos, formando un angulo variable que,
dependiendo del nGmero de cilindros por plano, oscila entre los
45 y 90 grados; pero en un caso especial, se amplia a 180
grados. Con los motores marinos, que no son reversibles, ni van
directamente acoplados a la hélice, si se instalan para la
propulsién, se es menos exigente en cuanto a peso y volumen,
pero entonces se requiere de ellos mayor seguridad en el
funcionamiento. ©La velocidad media del émbolc suele ser en
orden a los 9 metros por segundo.

Los motores rapidos, gue son de reducida potencia por
cilindro, de tronco a cuatro tiempos, con alta potencia
especifica, tienen su campo de aplicacidn preferentemente en
automéviles ligeros, en la aviacidén y en las embarcaciones
rapidas; pero requieren elevados costos de mantenimiento. En
la industria maritima y en la terrestre pueden emplearse como
motores auxiliares. La velocidad media del émbolo puede
alcanzar los 15 metros por segundo.

Loe numeros de cilindros usuales, su disposicidn
caracteristica y su campo de aplicacién, conforme a su norma

de funcionamiento, pueden reunirse seglin los siguientes
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criterios:

Motores de explosioén, que son rdpidos y extrarrapidos,

generalmente a cuatro tiempos, pues los de dos tiempos, por

elevado consumo, tienen el campo de aplicacién muy limitado.

Disposicién caracteristica:

a)

b)

c)

Cilindros verticales en una sola fila.
Numero de cilindros, 2, 4, 6, 8,
Campo de aplicacion:
Automdéviles ligeros, pequenas
instalaciones fijas, aviacidn
y embarcaciones ligeras.
cilindros en dos filas, verticales con un solo eje
en "V", y horizontales en un plano con un solo eje
Nimero de cilindros, 2 x 1 a 2 x 8
Campo de aplicaciédn:
Automéviles ligeros, pequehas
instalaciones fijas, aviacidn
y embarcaciones ligeras.
Cilindros en estrella con un solo eje
Numero de cilindros en el plano, 3, 5, 7, 9
Numero de cilindros en dos planos, 2x5, 2xX7, 2X9
Campo de aplicacién:
Aviaciodn.
Motores diesel, que pueden ser lentos, semilentos y
rdpidos, de dos y de cuatro tiempos.

Disposicién caracteristica:

a) cilindros verticales en una sola fila, motores lentos,

de cruceta, de dos tiempos.

Nunmero de cilindros, de 4 a 12,

Campo de aplicacidn:
Instalaciones terrestres fijas,
de gran potencia, instalaciones

marinas de media y gran potencia
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b) Cilindros verticales en una sola fila, motores
de dos tiempos, lentos, de cruceta, de émbolos
opuestos, con un solo eje de ciglienal.
Numero de cilindros, de 4 a 9,
Campo de aplicacidn:
Instalaciones marinas de
media y gran potencia.
c) cilindros verticales en una sola fila, motores
de tronco, semirrdpidos, de cuatro tiempos,
Nuimero de cilindros, de 6 a 12,
Campo de aplicacidn:
Instalaciones terrestres
fijas de potencia media y
automotores, instalaciones
marinas de potencia media.
d)} Cilindros verticales en dos filas con un solo eje
en "V", v de cilindros horizontales en un plano,
motores semirrdpidos, de tronco, a cuatro tiempos
Numero de cilindros, de 2 x 58 a 2 x 10,
Campo de aplicacién:
Instalaciones terrestres fijas
de media y elevada potencia y
automotores, instalaciones
marinas de media y gran potencia
e) Cilindros verticales en dos filas con un solo eje,
en "V", y de cilindros horizontales en un plano,
motores rédpidos, de tronco, a cuatro tiempos.
Numero de cilindros: 2 x 2 a 2 % 10,
Campo de aplicacién:
Instalaciones terrestres fijas de
baja y media potencia,automotores
y automéviles, como auxiliares en
instalaciones marinas y propulsién

de embarcaciones ligeras.
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f) Cilindros verticales y horizontales en una sola
fila, de émbolos opuestos, con dos ejes, motores
rdpidos y semirrdpidos, de tronco a dos tiempos.
Nimero de cilindros: 2 x 4 a 2 X 8
Campo de aplicaciédn:

Instalaciones marinas de baja
y media potencia, automotores,

aviacién.

Por cuanto se ha propuesto, es de rigor establecer las
cuestiones relativas a los métodos operativos del motor y al
calaje o distancia angular de los periodos motores.

De cuanto se lleva expuesto, se desprende que las
dimensiones principales de los ejes de cigliefal no se fijan
solamente por motivos de resistencia, sino también prestando
atencién a las vibraciones de torsién, como mas adelante se
vera, al tratar el modo de combatir las vibraciones. A este
respecto, [H.S.] da unos valores gue, aungque no constituyan
magnitudes permanentes, son de gran utilidad, estableciendo
para

Motores diesel fijos de cuatro tiempos y simple efecto

1200 < nel < 2500 vibraciones/minuto
Motores diesel fijos de dos tiempos y simple efecto

1000 < neI < 1500 vibraciones/minuto
Motores diesel y otto para automéviles

7000 < nel < 15000 vibraciones/minuto

Motores diesel marinos de dos tiempos, reversibles,

directamente acoplados a la hélice

300 < nel < 1000 vibraciones/minuto

1500 < nelIl < 3500 vibraciones/minuto

Motores diesel marinos de cuatro tiempos, directamente

acoplados a la hélice

500 < nel < 1200 vibraciones/minuto
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1500 < nelIl < 3000 vibraciones/minuto
Motores diesel semilentos sin acoplamiento transmisdr,

6000 < nel < 12000 vibraciones/minuto

con acoplamiento transmisor
4500 < nel < 7000 revoluciones/minuto
Motores en fila con acoplamiento elastico intermedio
1300 < nel < 1600 revoluciones/minuto
15000 < neII < 25000 revoluciones/minuto
Motores en 1700 < neI < 3000
revoluciones/minuto
7000 < nell < 15000 revoluciones/minuto
Motores en estrella con transmisidn
7000 < neI < 10500 revoluciones/minuto
sin transmisidn

10000 < neI < 12500 revoluciones/minuto

Siendo nelI el nimerco de vibraciones propio de primer gradc por
minuto y neII el nlmerc de vibraciones propio de seguhdo grado
por minuto.

La relacidén entre la frecuencia ne y el nlimero de
cilindros N es directa cuando se aumenta el nlimero de cilindros
sin variar sus dimensiones. Pero ne disminuye lentamente con
N cuando la rigidez del eje cigleiial no es la adecuada
conforme a las vibraciones de torsidn.

También ha establecido cifras y orden de las fuerzas
excitatrices criticas de las diversas disposiciones de los
cilindros en la forma gue se representa. Las cifras en negrilla
gon los armdnicos principales; los armbnicos secundarios
intervienen com mayor © menor intensidad, y en algunos casos
pueden ser peligrosos, segin la forma del sistema vibratorio

y la sucesidn de combustiones de los cilindros
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Fuerzas tangenciales arménicas excitatrices de la velocidad
critica para diferentes niimeros de cilindros con encendidos a
intervalos iguales.

Nimero de orden de los armdnicos para motores

N.C de dos tiempos | de cuatro tiempo
disposicidén de los cilindros en linea
3 36 9 12 15 1,5 3 4,5 & 7,5
4 4 5 8 10 12 2 3 4 5 &6
5 2 3 5 7 8 10 12 13 11,52,53,545%8646,5717,5
6 36 9 12 15 18 1,5 3 4,56 7,5 9
7 25 7 9 12 14 16 19 12,53,54,56728 9,5
8 4 5 8 9 11 12 13 15 16 22,53,544,55,56 6,5
1 7,5 8 8,5
disposicidén de los cilindros en V
con el eje simétrico
2x4 357 8 9 11 13 15 16 1,5 2,5 4 5,5 6,5 7,5 8
2X6 23579 11 12 13 15 1,5 2,5 3,5 4,5 5,56 6,5
1 7,5 8,5
2x8 7 9 14 16 18 23 25 3,554,578 9 11,5 12,5
con el eje en cruz
2x4 | 23568 10 11 13 14 | 11,552,553 452%5,5 6,57
disposgsicidn de los cilindros en estrella
5 2 5 10 15 20 1 2,5 5 7,5 10
7 2 7 14 21 i1 3,5 7 10,5
9 2 9 18 27 1 4,5 9 13,5
11 2 11 22 33 1 5,5 11 18,5
2x7 2 14 28 42 1 7 14 21
2x9 2 18 36 54 1 9 18 27
Cuando 1las bielas secundarias estdn articuladas , se
presentan

solamente armdnicos principales, a excepcidn del

segundo armdnico, de primer ordemn.

unidad de superficie

Por otra parte, SCHEUERMEYER ([M.S

refieren al orden de

.] v BAUER [G.B.] se

las fuerzas arménicas con relacidn a la

del émbolo en kg/cm2 y a una revoluciédn

del eje motor, para motores de dos y de cuatro tiempos segin
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Fuerzas tangenciales armdnicas FkG de los gases
de motores diesel de simple efecto en kg/cm2

1/2 2,42 0,00 6 0,43 1,12
1 2,76 4,43 6 1/2 0,34 0,00
11/2 2,73 0,00 7 0,27 0,56
2 2,31 4,31 7 1/2 0,22 0,00
2 1/2 1,91 0,00 8 0,17 0,44
3 1,61 2,86 8 1/2 0,14 0,00
3 1/2 1,31 G,00 9 0,12 0,27
4 1,04 2,22 10 0,10 0,24
4 1/2 0,81 G,00 11 0,08 0,00
5 0,66 1,51 12 0,06 Q0,07
5 1/2 0,54 0,00

¢) El trabajo de la vibracidn y la amortiguacién.‘

Cuando entre las fuerzas excitatrices y las resistencias
amortiguadoras existe una condicidén de equilibrio, accidn-

reaccidn, se alcanzan las deformaciones de resonancia en una

vibracidén forzada. En este caso, las deformaciones se balancean
tanto tiempo como sea necesario para que la propia
amortiguacién del sistema iguale al valor de 1la energia

aportada.

Entonces, si una fuerza que varia periddicamente actia
gobre un sistema capaz de vibrar, en su estudio debe de
considerarse una vibracidén atenuada por amortiguacidn; pero
esta vibracidén amortiguada, en el caso de resonancia tiene

particular importancia.

El trabajo realizado por el arménico de orden k con una
amplitud o intensidad Fk dentro de una oscilacidén, en el
c¢ilindro Ni, cuando se alcanza la deformacidn maxima ai, viene

dado por la férmula

T, =m.a,.F, .sen B,

1
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ya que, como se establece en la Fg. 27, la fuerza Fk forma con
la deformacidn a el angulc beta.

Como todos los cilindros del motor son idénticos y el
trabajo se reparte por partes iguales entre ellos, 1los
arménicos tangenciales Fk de cada cilindro tienen el mismo
valor; pero los angulos de fasa son distintos, porque el
trabajo lo realizan en tiempos diferentes y, por tanto, 1los
arménicos estan unidos entre si por la sucesidn de encendidos
y cigliefias o codos. Si bien la deformacién ai es diferente para
cada cilindro, siempre tiene la misma posicién de fase, porque
todas las masas alcanzan su maxima oscilacidn al mismo tiempo.

También el dngulo de fase beta entre el vector Vk y el
vector de la deformacidn a varia de un cilindro a otro; de
forma que, siendo los vectores Vk de valor Fk y el vector de
la deformacién a, las componentes horizontales de estos Gltimos
son, en cada caso, las deformaciones de las masas oscilantes
del sgistema, como se desprende del estudio de la Fg. 22. La
velocidad angular de los vectores para los armdénicos de orden
k es @ =k.w, siendo ©w la velocidad angular del eje de

ciglefial. Y el trabajo de la fuerza excitatriz es

T =m1.F (a;.sen B;)

de esta forma se representan los vectores Vk de los arménices
de las fuerzas tangenciales Fk de los diferentes cilindros con
el mismo &ngulc de fase, pero las oscilaciones estéan
desfasadas en el wvalor del &angulo beta; consideracidn gque
permite componer los trabajos de la oscilacidén de manera
sencilla vy, por tanto, obtener el trabajo correspondiente al

namero de cilindros considerados, por la férmula

i=N

T =n.Fk Y} a;.sen B (150)
i=1
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En el gue la resultante
i=N
Y} a;.sen B,
i=1

tiene un angulo de fase phi de magnitud desconocida; pero que
en el caso importante de la resonancia, este dngulo alcanza una
posicién tal en la que se producen las deformaciones de
oscilacidn maximas y el trabajo cedido alcanza su midximo valor,
todo lo caul corresponde a phi=90°, de forma que la resultante

vale

Y. ay

Pero si las resistencias amortiguadoras han de estar en
relacidén con las fuerzas excitatrices, teniendo en cuenta que
la fuerza de rozamiento k~ es proporcional a la velocidad, la
fuerza total de rozamiento Fr oscila en fase con la velocidad
y estéd defasada en 90° con respecto a la de deformacién, el
trabajo consumido por amortiguacién durante una oscilacién en

el cilindro de oren i, vale
T =-m.a; (k7.a;.2)
en la que, el valor méximo de la fuerza amortiguadora es
(k7.a;.Q)

para los N cilindros

[
1l

1N
k- = - mH.kT.@ Y af (151)
=
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La amortiguacidén que resulta de los rozamientos en las
diversas zonas del motor depende de la viscosidad del aceite
de lubricacidén y del ajuste en los cojinetes. En cuanto a la
amortiguacién de los materiales, HOLZER ([H.H.] establece que
es independiente de la frecuencia de oscilacidn, pero gque
resulta ser proporcional a una potencia de la deformacidn de
la oscilacidén, GEIGER y FOPPL consideran que para gJgrandes
deformaciones del eje ciglefial esta amortiguacidédn interna es
una parte importante de la amortiguacidn total y que depende
de la elasticidad del material de forma inversa. Pero que
también existen otras amortiguaciones, externas al motor, como
el efecto del agua sobre las hélices en los motores marinos,
el fluido en los acoplamientos hidrdulicos, asi como la
amortiguacidén electromagnética en los generadores, si bien
deben de ser considerados por separado.

En consecuencia a ello, en una vibracidn forzada con
amortiguacidén, los trabajos de las fuerzas Fk y K se compensan
dando una resultante nula. Entonces, para la cigliefia de orden

i y para el armdnico de orden k, se tiene

n.F..a;.sen B; - n.k”.al. =0

y para las ciguleflas los N cilindros

i=N
al =0 (152)

i=1

=N
F.. Y a;.sen B; - k™.Q.
=

De esta forma, HANS SCHRON establece que para las
deformaciones de resonancia, partiendo de la hipbdtesis
admisible dde resonancia la forma de la vibracién provocada
coincide con la forma de la vibracidén propia y, por tanto,
Q=w,, de la cual pueden obtenerse las deformaciones en el

extremo libre del eje cigliefial, asi como las deformaciocnes
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correspondientes a diferentes arménicos. Si se introducen las
deformaciones ai determinadas a partir de la fdérmula (140), la

ecuacidn del trabajo da

i=N 1=N
F.. Y a;.senB.ay =k .u,. ¥ (a;.a,)° (152 7)
= =

resultando que

También considera la expresidn de la resultante

i
R =Y a;.sen B, (154)
i=1

que determina el trabajo especifico de excitacién de un
arménico para N cilindros y para Fk=1 que, en el caso en que
exista resonancia, se le denomina deformacidén de resonancia
relativa, tiene gran influencia en 1la magnitud de las
deformaciones reales y precisa consideracidn especial.

En cuanto a la direccidn de los arménicos, se empieza por
trazar la estrella que los represente, con independencia de la
longitud de los vectores; pero, teniendo en cuenta las
consideraciones ya establecidas para los motores de dos y de
cuatro tiempos, donde, para los primeros, el calaje y angulo
de distancia entre encendidos vale 360/N y el vector dque
representa al primer armdénico gira a la misma velocidad que el
eje motor; mientras gque en los segundos, la distancia entre

encendidos vale 720/N y el vector del primer armdénico de orden
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1/2, gira a mitad de velocidad que el eje motor; por lo que,
entre dos encendidos el vector ha girado un a&ngulc de 720/2N.
Y de un modo general, para el armdnico k y para las ciglefias

a, b se tiene, para losg motores de dos tiempos

y para los motores de cuatro tiempos

k 720 -
ﬁaiﬁb:_z" N (155 )

Para los motores en V se procede de igual forma. Se
determinan los vectores Ve de cadas fila y se suman; teniendo
en cuenta gue la distancia de encendidos en lag dos filas wvale,
para los motores de dos tiempos 360/N; y para los motores de
cuatro tiempos 720/N; pero como los encendidos se alternan
entre filas, el &ngulo entre vectores de cada fila depende del
procedimiento de trabajo vy de la sucesidén de encendidos
adoptada.

De manera que, para el armdnico de orden k, en un motor
de dos tiempos el &ngulo entre vectores vale

a, = k.a, (156)
siendo a, el a&angulc engendrado por el ciglieflal entre dos
encendidos en una linea de la V; y para un motor de cuatro

tiempos

(156 )

De forma que el vector de una fila y el vector siguiente

de la otra, que forman el angulec «,, dan por suma el vector
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resultante Vr como medida de la deformacidn total del eje

cigiefial.

En los motores en estrella, en los gue el namero de
arménicos excitadores es relativamente corto, como se ve en
el cuadro de "fuerzas tangenciales armbénicas excitatrices", la

deformacién por resconancia, tomando we de la férmula (130)

-

. {%

- (157)
a :—k

k7.0

e

b.2.5) Las fuerzas de inercia en los motores de varios

cilindros

Como se viene estableciendo, los cilindros de los motores
son idénticos, por lo que, la geometria y el peso de las masas
en movimiento son iguales. En consecuencia, las fuerzas de
inercia producidas por las masas en movimiento son del mismo
valor para cada posicién angular de cada cigliefia.

En el capitulo 2, se ha concluido que las fuerzas de
inercia pueden obtenerse o representarse por medio de un vector
giratorio en un plano vertical transversal que contenga al eje
geométrico del cilindro; pero, también en las cuestiones
relativas a la construccidén de los motores en linea y en uve
van sobre un plano longitudinal vertical que contenga al mismo
eje geométrico del cilindro. Entonces, las fuerzas de inercia
de un motor de varios cilindros quedan representadas por medio
de los vectores gque giran sobre el eje, en cada plano, Yy
orientados en la direccidn de las respectivas cigliefias que,
como se expuso, se hallan caladas en los motores de dos tiempos
a 360/Nc y en los motores de cuatro tiempos a 720/Nc. No

obstante, analizada la férmula (58), los vectores giratorios
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gque representan las fuerzas de inercia secundarias, estén
calados: para los motores de dos tiempos a 2x360/Nc, para los
motores de cuatro tiempos a 2x720/Nc grados.

Por razecnes de claridad y comprensidn de las vibraciones
producidas por estas fuerzas de inercia y de su equilibrado,
es norma referir todas las fuerzas individuales al centro de
gravedad del motor, sumarlas vectorialmente y determinar su
resultante; de forma que, para las masas giratorias, segin la

férmula (51), la resultante vale

Nc

F,, =Y mg.R.0?.cos a (158)

rv
1

y segin la férmula (527), vale

Ne

F,, = Z: mg.R.w’.sen a (159)

Para las masas sometidas a movimiento alternativo, del primer
sumando de la férmula (55), para las fuerzas de inercia

vertical primarias, vale

Nc

Fo, = Z: ma.R.w’.cos a (160)

Y por la férmula (58), para las fuerzas de inercia vertical

secundarias, vale

Ne
FES::Z: ma.Y.R.w?.cos 2a (161)
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Y de un meodo general, de la férmula (145), resulta que,

Nc n =t
F,, = 21: (ma.R.w? (cos a + Z;Azn.cos 2na) ) (162)
n=

‘ También se observa que estag fuerzas de inercia tienen
la forma de fuerza centrifuga, gue es el vector giratorio,
tomado como mdédulo, de velocidad nw y argumento igual a nwt.

Estas ecuaciones son generales, aplicables a todos los
tipos de motores, haciendo las consideraciones gque le son
propias por causa de la disposicidon de los cilindros en planbs
y la forma de articular las bielas al eje cigliefial.

Cuando el resultado obtenido de cada una de las férmulas
es cero, la fuerza de inercia resultante de ese orden es nula;
se dice gque se equilibran entre ellas, y no producen
vibraciones o sacudidas del motor por esta causa.

Bajo las condiciones que anteceden consideremos dos
motores de seis cilindros en linea, uno a dos tiempos y otro
a cuatro tiempos.

Para el motor de dos tiempos el calaje o distancia angular

entre encendidos vale

360 _ 360 _ (0
N 6

[+

Los cigUeilales estan calados a 60°, pendiente de fijar el orden
de encendido, sobre el que influyen las fuerzas de inercia y
el par motor; que fijaremos en 1, 5, 3, 4, 2, 6, como se intica
en la Fg. 30a.

Aplicando las f£6rmulas {(158) y (159) particulares de las
masas giratorias, y teniendo en cuenta gue en ellas aparece
la expresidn (E:ﬂ%).R.wz, tomada como mdédulo del vector

giratorio, que se representard por Feg; resulta que,
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para el movimiento vertical para el movimiento horizontal
8 6 5 6
Y (Y. mg)R.w?.cos a - Y Fcg.cos a Y (Y mg)R.o’.sen a = Y Fecg.sen o
1 1 1 1

CN1- Fcg.cos 0,0 = 1,0 Fcg CN1- Fcg.sen 0,0= 0,000000 Fcg
CN2- Fcg.cos 240 =-0,5 Fcg CN2- Fcg.sen 240=-0,866025 Fcg
CN3- Fcg.cos 120 =-0,5 Fcg CN3- Fcg.sen 120= 0,866025 Fcg

|
|
|
CN4- Fcg.cos 180 =-1,0 Fcg | CN4- Fcg.sen 180= (,000000 Fcg
|
|
|

CN5- Fcg.cos 60 = 0,5 Fcg CN5- Feg.sen 60= 0,866025 Fcg
CN6- Fecg.cos 300 = 0,5 Fcg CN6- Fcg.sen 300=-0,866025 Fcg
Fp, = 0,0 Fcg Fp, = 0,0 Fcg

Se observa que en ambos casos la fuerza resultante es

cero; por lo que, conforme a ellas, el motor estd equilibrado.

Aplicando las férmulas (160) y (161), particulares de las
masas alternativas, teniendo en cuenta gque en ellas aparecen
para las fuerzas de inercia primarias la expresidn
(Y ma).R.0?, tomada como mddulo del vector giratorio, que se
representa por Fca; y para las fuerzas de inercia secundarias
la expresidn (E:ma).Y.R.wz, tomada como médulo del vector
giratorio, que se representa por F'ca, resulta que para las

fuerzas de inercia vertical primarias

6 6
Y (Y ma)R.w?.cos a = Y Fca.cos a
1 1

Y para las fuerzas de inercia vertical secundarias

6 6
Y (Y ma).Y.R.0*.cos 2a = ) F'ca.cos 2a
1 1

Resulta
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CN1l- Fca.cos 0,0 = 1,0 Fca CNl- F'ca.cos 2x0,0 = 1,0 F ca
CN2- Fca.cos 240 =-0,5 Fca CN2- F'ca.cos 2x240 =-0,5 F’ca
CN3- Fca.cos 120 =-0,5 Fca CN3- F'ca.cos 2x120 =-0,5 F'ca

|
|
|
CN4- Fca.cos 180 =-1,0 Fca | CN4- F ca.cos 2x180 = 1,0 F'ca
|
|

CN5- Fca.cos 60 = 0,5 Feca CN5- F ca.cos 2x 60 =-0,5 F ca
CN6- Fca.cos 300 = 0,5 Fca CN6- F ca.cos 2x300 =-0,5 F'ca
F,, = 0,0 Fca Fp, =0,0F ca

Se observa que en ambos casos la fuerza resultante es
cero, por lo que, conforme a ellas, el motor estd equilibrado
y trabaja libre de vibraciones.

Para el motor de cuatro tiempos el calaje o distancia
angular entre encendidos vale 720/N_, = 720:6 = 120°

Los cigliefiales estan calados a 120°, pendiente de fijar el
orden de encendido, sobre el que influyen, entre otras, las
fuerzas de inercia y el par motor, que tomaremos el del motor
gsobre el gque fundamentamos la tesis, 1, 5, 3, 6, 2, 4, como se
indica en la Fg. (31la).

Aplicando las mismas f£6rmulas {158) y (159), para las
magsas giratorias, haciendo las mismas consideracionecuanto a
vectores, que las establecidas para los motores de dos tiempos,
en estos motores resulta que

6 6 6
(mg)R.w?’.cos a = Y} Fcg.cos a Y (mg)R.w’sen a = Y Fcg.sen c
1 1 1

HL"J =3

CN1l- Fcg.cos 4,0 = 1,0 Fcg CN1l- Fecg.sen 0,0 = $,000000 Fcg
CN2- Fcg.cos 480 =-0,5 Fecg CN2- Fecg.sen 480 = 0,866025 Fcg
CN3- Fcg.cos 240 =-0,5 Fcg CN3- Feg.sen 240 =-0,866025 Fcg

CN4- Fcg.cos 600 =-0,5 Fcg CN4- Fecg.sen 600 =-0,866025 Fcg

CN5- Fcg.cos 120 =-0,5 Fcg CN5- Fcg.sen 120 = 0,866025 Fcg
CN6- Fcg.cos 360 = 1,0 Fcg CN6- Fcg.sen 360 = 0,000000 Fcg
Fe, = 0,0 Feg Fopy = 0,0 Feg
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Se observa gque en ambos casos la fuerza resultante es
cero; por lo que, en lo que a ellas se refiere, el motor esta
equilibrado.

Aplicando las mismas foérmulas {160) y (161), haciendo las
micmas consideraciones que para los motores de dos tiempos,

resulta que para las fuerzas de inercia vertical primarias

6 6
Y (Y ma)R.0’.cos @ = ) Fca.cos a
T 1

Y para las fuerzas de inercia vertical secundarias

6 6
Y (Y ma)v.R.0?.cos 2a = Y Fca.cos 2a
1 1

CN1- Fca.cos 0,0 = 1,0 Fca | CN1- F'ca.cos 2x0,0 = 1,0 F'ca

CN2- Fca.cos 480 =-0,5 Fca | CN2- F'ca.cos 2x480 =-0,5 F'ca

CN3- Fca.cos 240 =-0,5 Fca | CN3- F'ca.cos 2x240 =-0,5 F’ca

CN4- Fca.cos 600 =-0,5 Fca | CN4- F ca.cos 2%X600 =-0,5 F'ca

CN5- Feca.cos 120 =-0,5 Fca | CN5- F ca.cos 2x120 =-0,5 F'ca
| -

CN6- Fca.cos 360 = 1,0 Fca CN6- F'ca.cos 2x360 = 1,0 F ca
Fp, = 0,0 Fca Fy, = 0,0Fca

Se obsgerva gue en ambos casos la fuerza resultante es
cero; por lo que, en lo que a ellas se refiere, el motor esta
equilibrado.

También a estos motores le es de aplicacidén el principio:
No existen en general resultantes de las fuerzas de inercia
tratadas.

Aplicando la férmula (162), se obtiene que la resultante
de las fuerzas de inercia de 4°, 8° y 10° orden son cero; y
para las de 6° orden es 6 Fi, tanto en los motores de dos
tiempos como en los de cuatro tiempos. Entonces, De una manera

general, rige el principio: Da fuerzas de inercia libres aquel
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orden para el cual la estrella de manivelas derivada da un

diagrama de fuerzas de inercia de igual direccién.

b) Disposiciédn de los cilindros en dos filas, en V

Esta disposicidén suele utilizarse cuando el ntmero de
cilindros del motor es elevado, por causa de los esfuerzos de
torsidén a que se somete el eje cigleflal, con el elevado nimero
de cilindros en una sola fila, o cuando, para un nidmero de
cilindros dado se precisa un motor mas corto.

El dngulo formado por los dos planos de la V,en general
se determina por la condicidén de una distancia de encendidos
regular, como ya se expuso anteriormente, siendo para motores

de dos tiempos

y para motores de cuatro tiempos

720
aP:N

(o]

No obstante, HANS SCHRON [H.S] establece criterios
diferentesg, partiendo del criterio de que cada una de las filas
entre si tiene compensacidédn de fuerzas , en la forma en que se
ha establecido para los motores de una sola fila. Por lo que,
el angulo formado por los dos planos de la V influye en la
direccidn y en la magnitud de la fuerza de inercia resultante.
Entonces, en el caso en gue en una fila exista una resultante
no nula, el vector gue la representa puede describir una linea
recta, una circunferencia o una elipse, con la frecuencia que
corresponda al orden n de la fuerza de inercia libre. La
resultante de 1los dos planos resultarid orientada en 1la
bisectriz del adngulo de la V. Tanto el angulo de la V, como la

forma de articular la biela a la cigiefia son variables.
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La disposicidn mas favorable para la compensacidén de
fuerzas es la del angulo de la V en 90° y las dos bielas
articuladas al mufidén.

De esta forma, se puede referir el estudio al caso de un
motor de 2x6 cilindros, a cuatro tiemposg, al que se refiere la

Fg. 32a; para el cual, el angulc de los planos de la V vale

Cada mufién recibe al par de bielas 1-7; 2-8; 3-9; 4-10;
5-11; 6-12. Se puede fijar para la fila 1 de cilindrog el orden
de encendidos 1, 5, 3, 6, 2, 4; y para la fila 2, entre otros,
fijar el orden 12, 8, 10, 7, 11, 9; de forma que, el orden de
encendidos para el motor resulta ser: 1, 12, 5, 8, 3, 10, &,
7, 2, 11, 4, 9; por lo que, a este motor le corresponde la
distancia angular, regular, de encendidog 720:12=60°, y en cada
fila 720:6=120°. Entonces, a cada fila 1le corresponde una
estrella de vectores giratorios como los de la Fg. 3la y 31b.
Pero &i en aquel caso, aplicando la ecuacidn (162), hasta el
oreden 10, se determind que para una fila no estdn compensadas
las fuerzas de inercila del orden 6; también, en estes motores
resultan no compensadas las fuerzas de inercia del orden 6 en
cada plano, gue como se sabe valen

6

Fye =Y (m,)bs.R.0’.cos a
1

en cada plano de las filas; concurrentes en el eje de giro del
ciglefial. La resultante de estas dos fuerzas de inercia es la
diagonal del paralelogramo gque determinan, y en este caso,
sobre la bisectriz del angulo de la VvV, Fg. 32b, y tiene por

valor

o
Frpis = 2.Fﬁ.cos—§ (163)
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Un caso particular de estos motores es cuandeo la Valcanza
el valor de 180° y da el motor de cilindros opuestos o motor
Boxer, haciendo variar esencialmente la compensacidn ¢} Moes
de émbolos opuestos.

Esta disposicidén suele utilizarse por las mismas razones
expuestas para los motores en V. Por ello, cuando se construyen
de un solo eje ciglefilal presentan caracteristicas de los
motores Boxer. Pero, cuando estog motores son de dos tiempos
y existe decalaje entre las ciglefias, presentan caracteristicas
de un motor en V.

Cuando estos motores se construyen con dos ejes de
ciglieales, sus caracteristicas son las de dos motores en linea.
d} Los motores en estrella.

Estos motores, muy poco utilizados en la actualidad,
llevan sus cilindros montados en un plano transversal para cada
estrella, y el nimerc de cilindros en cada plano varia entre
3 v 9; generalmente son motores de cuatro tiempos. Todas las
bielas van articuladas a un mismo mufién, en la forma que se
denomina atague centrado, para que las masas de las bielas sean
iguales; o bien, llevan una biela principal y todas las otras
bielas van articuladas a ella. Los ejes de los cilindros forman

angulos iguales de valor

Cuando los motores de cuatro tiempos se construyen con un
numero impar de cilindros, como se representa en la Fg. 33a,
para un motor de cinco cilindros; de esta forma se consigue una
distancia angular de encendidos igual. Pero cuando el motor
se construye con nimero par de c¢ilindros, no le es de
aplicacidén aquella divisidén y presenta particularidades al
respecto; una de ellas puede ser la de calajes alternos; por
ejemplo, para un motor de seis c¢ilindros con calajes alternos

de 90° y 30°, resultando los dos primeros periodos motores a
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120°, el tercero a 90° &6 150°, los cuarto y quinto a 120° y el
sexto a 150° & 90°, representado en la Fg. 33b. Cuando el
motor es de dog tiempos, el calaje es regular, tanto si se
trata de un nimero par o impar de cilindros.

Establecidas las consideraciones para este tipo de
motores, consideremos un motor de cinco cilindros a cuatro
tiempos, de ataque centrado, Fg. 33a. Los ejes de los cilindros
forman una estrella en angulos de 360:5=72°; el eje de ciglefial
es de un eje para cada estrella. La férmula (158) da para la

fuerza de inercia vertical de las masas giratorias

— 2
Frgy = (Iy)R.0%.COS A

Gnica, por tener el caracter de fuerza centrifuga, que es el

vector giratorio o médulo de valor

(Mg )R’

y consta de la suma de las masas de la ciéﬁeﬁa y de la segunda
masa de descomposicidn de las biela, aplicadas en el extremo
del radio de cogliefial, en la forma gue va se ha estudiado. Egta
fuerza de inercia tunica, por ser UGnica la fuerza centrifuga,
puede aplicarse a cualquiera de los c¢inco cilindros, tomando
como origen su eje geométrico para medir el argumento wt.

Para la fuerza de inercia horizontal de estas masas la
férmula (159) da

- 2
Fpgn = (M )R.w’.5€n Q

gh

también dnica, por las razones ya expuestas, peroc aplicable
simultaneamente con la fuerza de inercia vertical al mismo
cilindro. En cuanto a las masas alternativas, también le son
de aplicacidn las fdérmulas generales (160}, (16l) y (162),. S8i
se toma el eje geométrico del cilindro nimero 1 como origen,
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a partir del cual se miden los &ngulos, la f&rmula (160) da

para las fuerzas de inercia vertical primarias

5 5

Fpp = ¥, (m,)R.0’.CcOS a = Y F,,.COS &
1 1

CN1- Fca.cos 0,0
CN2- Fca.cos 288
CN3- Fca.cos 216
CN4- Fca.cos 144
CN5- Fea.cos 72

1,000000 Fca
0,309017 Fca
-0,809017 Fca
-0,809017 Fca
0,309017 Fca

il

Estas fuerzas de inercia estdn orientadas sobre el eje de
su cilindro, como se representa en la Fg. 33c, siendo la
resultante la suma de los referidos vectores. La fuerza de
inercia resultante gueda determinada por la suma vectorial de

todas ellas; de manera que referidas al eje del cilindro N° 1,

CN1l- 1,000000 Fca.cos 0,0 1,000000 Fca
CN2- 0,309017 Fca.cos 72 = 0,0954582 Fca
CN3- 0,809017 Fca.cos 324 = 0,654508 Fca
CN4- 0.809017 Fca.cos 396 = 0,654508 Fca
CN5- 0,309017 Fca.cos 288 = 0,045492 Fca

Fep 2,5 Feca (164)

La fuerza de inercia libre para compensar o equilibrar
resulta ser 2,5 veces el médulo o vector que gira.

Para las fuerzas de inercia vertical secundarias, por la
formula (161)

5 5
Fpe = ¥ (ma)Y.R.cos 2a = Y F’ca.cos 2a
1 1
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1,000000 Fca
-0,809017 F ca

CN1- F ca.cos 2x0,0
CN2- F'ca.cos 2x288
CN3- F ca.cos 2x216 0,30%017 F ca
CN4- F ca.cos 2x144 0,309017 F eca
CN5- Fca.cos 2x 72 =-0,809017 F'ca

Cada una de estas fuerzas de inercia estd orientada sobre
el eje de su cilindro, como se indica en la Fg. 33d. La fuerza
de inercia resultante queda determinada por la suma vectorial
de todas ellas; de manera que, referidas al eje del cilindro
N° 1, wvale:

CN1l- 1,000000 F'ca.cos 0,0 = 1,00 F'ca
CN2- 0,809017 F'ca.cos 252 =-0,25 F'ca
CN3- 0,309017 F'ca.cog 144 =-0,25 F'ca
Cn4- 0,309017 F 'ca.cos 216 =-0,25 F'ca
CN5- 0,809017 F'ca.cos 468 =-0,25 F'ca

Fep = 0,00 Fca

Se observa en este caso que la fuerza de inercia es cero;
por lo que, en lo que a ellas se refiere, el motor esta
compensado.

Aplicando la férmula (162), se observa que las fuerzas de
inercia de 4°, 6° y 8° orden no estan compensadas; mientras que

las de 10° orden son cero.

También es norma usual utilizar el procedimiento grafico
para determinar la resultante, con tratamiento vectorial de los
médulos de las fuerzas, como se indica en las figuras (30b) vy
(31b) para los dos motores de seilis cilindros, el uno de dos
tiempos y el otro de cuatro tiempos ya estudiados. De manera
que, cuando la grafica resulta una poligonal cerreda, se deduce
que las fuerzas de inercia de ese orden estan equilibradas y

no producen vibraciones del motor y, en general, se establece

164



el principio: El efecto dinamico de las masas est& compensado
cuando el centro de gravedad del conjunto coincide con el eje

de giro.

Hasta aquil se han referido todas las fuerzas de inercia
al centro de gravedad del motor y, por tanto, consideradas en
un mismo plano. Pero, también, se ha puesto de manifiesto que
para los diferentes cilindros en linea, estas fuerzas no se
hallan en un mismo planc. Entonces, las fuerzas de inercia
pueden estar total o parcialmente compensadas; sin embargo, en
estos motores puede aparecer un nuevo tipo de perturbacidn
producida por pares de fuerzas de inercia cuyo brazo es
coincidente con el eje motor, vy su causa radica en el hecho de
que las diferentes fuerzas de inercia no estdn en el mismo
planc considerado, perpendicular al eje. Pero, también se ha
puesto de manifiesto que para los diferentes cilindros, estas
fuerzag fuerzas no se hallan en el mismo planc y gque, ademas,
nc son concurrentes, vy solc en algunos cagos, algunas son
paralelas; son, mas bien, fuerzas cruzadas; las cuales, al
componerlas, resultan en general una fuerza y un par de
fuerzas, que por excepcidn puden ambas, o una a una, ser nulas.

Entonces, la composicidn de fuerzas de inercia en un motor
de varios cillindros podra dar lugar a una fuerza y un par no
nulos, a una fuerza no nula y un par nulo, a una fuerza nula
y un par neo nulo y a una fuerza y un par nulos.

A fin de determinar la accidn de las fuerzas de inercia
sobre un motor, volvamos al caso de los motores de seis
cilindros en linea ya estudiados. Para el motor de dos tiempos
de la Fg. 30, el eje de cigliefiales estd dispuesto en la forma
que se indica en la Fg. 34a, y en lo que a las fuerzas de
inercia verticales y horizontales de las masas giratorias se
refiere tomaremos sus vectoresg, gue también son sus valores
maximos, orientados en el sentido de sus respectivas cigéfias;

de forma que se tienen las fuerzas Fg, Fg,, Fy, Fyyr Fuis ¥y Fyy en
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los planos que contienen los ejes de los cilindros
perpendiculares al eje motor Yy a las distancias
0,0,, 0,0,, 0,0,, 0,05, 0,0;.

Entonces el sistema de fuerzas en cuestidén esta
constituido por las referidas fuerzas que no son ni
concurrentes ni paralelas; para componer estas fuerzas
cruzadas, elegimos el punto 0, y aplicamos en &l dos fuerzas
iguales y paralelas a la Fo Y contrarias entre si, o sea, la
Fg ¥y sU reaccién ~Fyzi repetimos la operacidn con las demas
fuerzas y se obtienen las fuerzas vy sus reacciones
Fe3 ¥ Fa3r Fou ¥ “Fogr Fos ¥ “Fysy Fog ¥ Fgp i de este modo se tienen

seis fuerzas Fyy, Fg, Fgyr Foqr Fgs ¥ Fyg, que por ser iguales y

gi!
estar caladas a 60° se hallan en equilibrio, como ya de

demostrd, y cinco pares gue son

-F, - 0,0,- Fp;; -F

_ng

g3 -0,05,- F
-0,05~ Fosi -F

g1t Fgq 0.0,- Fg,
~0,0,- F

g2
g6

gb

A fin de poder componer estos pares de fuerzas, procedamos
de acuerdo con la ley de fuerzas paralelas, descomponiendo las
fuerzas F_,, Fg, Fy ¥y Fy; en dos componentes, aplicando una en

O, y otra en O;; debera también verificarse la proporcionalidad

ng - ng.l - Fg26 ( l 65 )

0,0, 00, 0,0,

Y dJque

Fop = Fopy + Fopg

En consecuencia,es
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Fg;.040; = F ;.00

165°
F,.0,0, = F,c.0,0, { )
y también
00, 4
FgZI :mongzgquzzorB ng
0.0 (166)
F, -—-t2p -Lp _0,2F
g26 - 0105. g2 ﬂg' g2 n f 9‘2

Procediendo de la misma forma con las fuerzas

Fy30 Fgu ¥ Fys, resulta que

F_. = 9693 -3 Fr. -0,6F
g31 ~ ()1()6 st g3 ?g *E g3 ! g3
166)
0,0, _ 2 _ (
Fg36 = m-Fg_? = E-ng = 0,4 Fg3
060, 2
Fg.41 = 0106 oFg4 = goFgJ = 0[4 Fg4
F —0104F4—3F 0,6 F
946 0105. 7% - 5 hed T TS 94
0405 1
F = F o= =.F ., =0,2F
g51 0106 g5 5 g5 r g5
_ 0.0 _ 4 _
Foss = Bi. Fes = 5 Fos 0,8 F

Se tiene ahora un sistema (figuras 34b y 34c) constituido
por las fuerzas F,, F,, Fy,, F,,, F5;, aplicadas en 0; y por las
fuerzas Fg, Fuq, Fyq, Fyer Fgq aplicadas en O, . Para su composicidn
se puede emplear el principio de fuerzas cruzadas, y ver que
sucede con fuerzas y pares; pero es mas corriente proceder a
la composicidn por el principio de fuerzas concurrentes
coplanarias, procedimiento ya estudiado en la (figura 30).

La fuerza de inercia vertical resultante en los planos de
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log cilindros 1 y 6 vale
Plano del cilindro N° 1,

Fg,.cos 0,0 =1,0x1,0 F,=1,0F,
F, .cos 240 =--0,5x0,8 F, =-0,4 F
F;.cos 120 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F,
F, .cos 180 =-1,0x0,4 F, =-0,4 F,
Fg,.cos 60 =0,5x0,2 Fg = 0,1 Fg

Fies = 0,0 F,

Plano del cilindro N° 6

F,.cos 300 = 0,5x1,00 F, = 0,5 F,

F,..cos 240 =-0,5x0,2 F, =-0,1 F,

Fy.cos 120 --0,5x0,4 F, =-0,2 F_

F,c.cos 180 =-1,0x0,6 F, =-0,6 F,

F.,.cos 60 = 0,5x0,8 Fg = 0,4 Fg
Fige = 0,ﬁg

Pero si la suma de todas las fuerzas en cada plano es
cero, la resultante es nula, y nulc es el par.

La fuerza de inercia horizontale resultante en los planos

de los cilindros 1 y 6 vale

Plano del cilindro N° 1

Fg,.sen 0,0 =0,000000x1,0 Fg:=0,00000 F,

F, .sen 240 =-0,866025x0,8 F, =-0,69282 F,

F,,.sen 120 = 0,866025x0,6 F, = 0,51961 F,

F,,.sen 180 = 0,000000x0,4 F, = 0,00000 F,

Fs,.sen 60 = 0,866025x0,2 F, = 0,17321 F,
Fig, = 0,0 F,
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Plano del cilindro N° 6

F,s.Sen 300 =-0,866025x1,0 F, =-0,866025 F
F,c.Sen 240 =-0,866025x0,2 F, = 0,173205 F
Fac.sen 120 = 0,866025x0,4 F_ = 0,346410 F
F,s.Sen 180 = 0,000000x0,6 F_ = 0,000000 F
F,;.Sen 60 = 0,866025x0,8 F, = 0,692820 F

Fieg = 0,0 F,

e IV

i} It
s ]

Q

iR6

Pero g1 la suma de todas las fuerzas en cada plano es
cero, la resultante es nula, y nulo es el par.

Para el estudio de las fuerzas de inercia de las masas
gometidas a movimiento alternativo se procede de igual forma
situando el vector conforme a gu argumento nwt. Aungque en este
estudio, trataremos scolo las fuerzas de inercia de primer orden
y las de segundo orden.

En cuanto a las fuerzas de inercia primarias, ya hemos
determinado que son de la misma forma que las de las masas
giratorias, Fg. 34d, y hasta las hemos sumado, férmula (57).
Admitimos, entoncesg, que la suma de estas fuerzas es cero, que
la resultante es nula, y nulo es el par.

Para las fuerzas de inercia vertical secundarias rigen los
mismos principiocs, vy le son de aplicacién todos los
razonamientos expuestos para componer fuerzas y pares. Se
presenta el cuadro de fuerzas de la Fg. 34e, que da como

resultante en el planc del cilindro N° 1

F,.cos 2x0,0 =1,0x1,0F, =1,0F,
F, .cos 2x240 =-0,5x0,8 F, =-0,4 F,
Fy, .cos 2x120 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F,
F, .cos 2x180 = 1,0x0,4 F; =0,4F,
F;,.cos 2x 60 :—O,5x0,2 F,=-0,1F,

F,, =0,6F,

irl
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En el plano del cilindro N° 6

F,.cos 2x300 =-0,5x1,0F, =-0,5
F,,.cos 2x120 =-0,5x0,2 F, =-0,1
F,,.cos 2x120 =-0,5x0,4 F, =-0,2
F,s.cos 2x180 = 1,0x0,6 F, = 0,6

0,4

a
F.,.cos 2x 60 =-0,5x0,8 F, =-

F,,=0,6F,

ar

La fuerza de inercia resultante en cada uno de los planos
no es nula, tienen el mismo valor, estdn en la misma direccidn,
pero en sentido contrario y dan lugar a un par de inercia que
produce vibracinoes de torsién en el plano longitudinal
vertical, con frecuencia doble de la velocidad angular del

motor en reveluciones por segundo.

Para los motores de sels cilindros a cuatro tiempos, por
ser conceptos generales, emplearemos los mismos razonamientos
propuestos para los motores de dos tiempos. En los motores de
cuatro tiempos las ciglieflas estdn caladas a 720/6 = 120°;
tomandeo el orden de encendido de la figura 31, resulta se 1,
5, 3, 6, 2, 4, yel eje de ciguefiales queda dispuesto como se
representa en la Fg. 35a.

Entonces para las masas giratorias la fuerza de inercia

vertical resultante, como se indica en las figuras 35b vale

En el plano del cilindro N° 1

F, .cos 0,0=1,0x1,0F, =1,0 Fy
F, .cos 480 =-0,5x0,8 F, =-0,4 F,
Fy .cos 240 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F_
F,,.cos 600 =-0,5x0,4 F, =-0,2 F,
F,,.cos 120 =-0,5x0,2 F, =-0,1 F,

Fips = 0,0 F,
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En el plano del cilindro N° 6

Fg,.cos 360 =1,0x1,0 F, = 1,0 F,
F,s.cos 480 =-0,5x0,2 F, =-0,1 F,
Fys.cos 240 =-0,5x0,4 F, =-0,2 F,
F,.cos 600 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F,
F,.cos 120 =-0,5x0,8 F, -0,4 F,

Pero si la suma de todas las fuerzas en cada plano es
cero, la resultante es nula, y nulo es el par.
La fuerza de inercia horizontal resultante, Fg.35¢ vale

En el plano del cilindro N° 1

Fg.sen 0,0 = 0,000000x1,0 F, = 0,000000 F,

Fy,.sen 480 - 0,866025x0,8 F, = 0,692820 F,
Fy;.sen 240 =-0,866025x0,6 F, =-0,519615 F,
F,,.sen 600 --0,866025x0,4 F, =-0,346410 F,
F,,.sen 120 = 0,866025x0,2 F, = 0,692820 F,

En el plano del cilindro N°6

Fg.sen 360 =0,000000x1,0 F, =0,000000 F,

‘F,e.sen 480 = 0,866025x0,2 F, = 0,173202 F,
F,e-sen 240 =-0,866025x0,4 F, =-0,346410 F,
F,.sen 600 =-0,866025x0,6 F, =-0,519615 F,
Fy,.sen 120 = 0,866025x0,8 F, = 0,692820 F,

Firg = 0,0 F,
Pero si 1a suma de todas las fuerdas en cada plano es
cero, la resultante es nula, y nulo es el par.
Para las masas sometidas a movimiento rectilineo

alternativo trataremos, igualmente, las fuerzas de inercia de

primer orden y las fuerzas de inercia de segundo orden.
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También para las fuerzas de inercia vertical primarias
Fg. 35d, admitimos que son de la misma forma que las de las
masas giratorias; que la suma de estas fuerzas en cada plano
es cero, que la resultante es nula, y que nulo es el par.

La fuerza de inercia secundaria resultante, wvale

Para el plano del cilindro N° 1

F,,.cos 2x0,0 =1,0x1,0 F, =

1,0
F, .cos 2x480 =-0,5x0,8 F, =-0,4 F,
F,, .cos 2x240 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F,
F, .cos 2x600 =-0,5x0,4 F, =-0,2 F,
Fg, .cos 2x120 --0,5x0,2 F, =-0,1 F,
Fipg = 0,0F,

Para el plano del cilindro N° 6

F,.cos 2x360 - 1,0x1,0F, =1,0 F,
F,..cos 2x480 =-0,5x0,2 F, =-0,1 F,
F,,.cos 2x240 =-0,5x0,4 F, = 0,2 F,
F,..cos 2x600 =-0,5x0,6 F, =-0,3 F,
Fes.cos 2x120 =-0,5x0,8 F, =-0,4 F,

r
Fiops = 0,0 F

Pero si la suma de todas las fuerzas en cada planoc es

cero, la resultante eg nula, y nulc es el par.
Se dice que estos motores tienen las fuerzas de inercia
y los pares de inercia tratados, compensados, y, por tanto el

motor trabaja libre de vibraciones.

De cuanto antecede se deduce el principio: Las fuerzas de
inercia no equilibradas y los pares de inercia no equilibrados,
producen vibraciones en los érganos gue constituyen el motor;
estos movimientos periddicos, en general de pequefia amplitud,

pueden producir grandes fatigas en los materiales y fendmenos
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tan graves como son las grietas y las roturas.

Las fuerzas de inercia horizontales no equilibradas
producen vibraciones horizontales, de frecuencia igual a la
velocidad angular medida en revoluciocnes por sequndo; Las
fuerzas de inercia vertical primarias producen vibraciones
verticales, de frecuencia igual a la velocidad angular del
motor medida en revoluciones por segundo; Las fuerzas de
inexrcia vertical secundarias producen vibraciones verticales
de frecuencia igual al doble de dicha velocidad angular; en
general, las fuerzas de inercia verticales de orden n producen
vibraciones verticales, de frecuencia n veces la referida
velocidad angular. Los pares de 1inercia horizontales no
equilibrados producen vibraciones de rotacidén en un plano
longitudinal horizontal, de frecuencia igual a la referida
velocidad angular; los pares de inercia vertical primarios no
equilibrados producen vibraciones de rotacién el un plano
longitudinal vertical, de frecuencia igual a dicha wvelocidad
angular; 1los pares de 1inercia vertical secundarios no
equilibrados, producen vibraciones de rotacidén en un plano
longitudinal vertical, de frecuencia doble de la velocidad
angular en revoluciones por segundo. El par escorante produce
vibraciones de rotacidn en un plano vertical transversal, de
frecuencia doble de la velocidad angular tomada en revoluciones
por segundo.

Por cuanto se lleva estudiado vemos que en un motor
alternativo las vibraciones son de dos clases, unas que afectan
al eje, cuales son las vibraciones de flexidén y las vibraciones
de torsidén, y otras gue afectan a la fundacidn.

En consecuencia, un motor alternativo en funcidn
constituye un sistema vibratorio complejo, pues, como tal,
posee fuerzas de excitacidn que tienden a producir y mantener
las vibraciocnes; pero también, masas vibrantes y fuerzas de
amortiguacidn que tienden a vreducir vy, ailn, anular las

vibraciones.
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En cuanto a las fuerzas de excitacidn, se han estudiado
en rigor, aplicéndolas en cada caso.

Las masas vibrantes son todas las que constituyen el motor
y la fundacién que lo soporta, el casco y el agua que lo rodea,
hasta limites indefinidos, en los motores marinos; en los
motores terrestres, fijos, vibra también el edificio y la
tierra que lo rodea hasta limites indefinidos, y en los mbviles
el vehiculo c¢on sus derivaciones.

Son fuerzas de amortiguacidn las imperfeccicnes eldsticas
de los materiales por los que se transforma en calor una parte
de la energia de deformacién, los rozamientos, la accidén de
masas amortiguadoras gque absorben trabajo y la accidn de otras
masas pendulares u oscilantes, los llamados extintores de

vibraciones, que dan fuerzas defasadas.
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CAPITULO 4.) El equilibrado de los motores

Estudiadas todas las causas que son capaces de producir
vibraciones en los motores y expuestos los efectos que de ellas
dimanan, es preciso conocer los procedimientos adecuados para
alcanzar una compensacidén de los efectos dinamicos. Pero si
hemos visto que las vibraciones que afectan al motor son de dos
clases, de dos clases tendran que ser los procedimientos de
compensacién; uno para compensar las vibraciones producidas por
las fuerzas de inercia, y otros para compensar las vibraciones
de torsién de los ejes.

Conocida la causa productora de las fuerzas de inercia,
se intuye que su compensacién o equilibrado se conseguirid con
un dispositivo que sea capaz de producir en cada momento una
fuerza de inercia igual y contraria a la productora.

En efecto, considerande las férmulas (51) y (52),
relativas a las fuerzas de inercia creadas por las masas que
giran, se ve gue todos sug términos tienen forma de fuerza
centrifuga, como ya se dijo anteriormente, la cual se toma como
argumento y gqueda representada por un vector gue gira.
Entonces, si coplanario con este vector se consigue otro de
igual magnitud, de sentido contrario, se compensa, y la
resultante es nula, y nulo es el efecto dindmico. Por tanto,
81 en cada brazo del cigtiefial se monta una masa coplanaria y
que su centro de gravedad coincida con la direccidén del radio
de ciglefial y esté& a la distancia Re del eje de giro; que el
centro de gravedad de ambas masas lo contenga el plano vertical
transversal del eje geométrico del cilindro. Estas masas al

giral crean una fuerza centrifuga que vale

— 2
Fouy =HM,.R_ .0
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y i se cumple que

2 2
My oRo.0? = () mg).R.o

Resulta que las fuerzas de inercia de las masas giratorias
quedan equilibradas porgue ambos vectores giran con la misma
velocidad w, y su proyeccién, que es la fuerza de inercia
primaria instanténea, vertical y horizontal, que corresponde
al Angulo wt, contado a partir del eje del cilindro, Fg.36a.
y el motor no vibra por esta causa.

Considerando el primer término del segundo miembro de la
férmula (55) se observa que es de la misma forma que la (51},
pero relativa a las masas en movimiento alternativo. Entonces,
sl coplanario a este vector (Ema) .R.0?, se consigue otro igual
en magnitud, perc de sentido contrario, se compensard, y la
resultante serd nula, y nulo serd el efecto dindmico. Pero va
no podréd conseguirse de la misma forma que para las masas
giratorias, porque ya hemos visto que estos contrapesos crean
una fuerza de inercia horizontal gue no la crean las masas
alternativas, y el equilibrado se reduciria a un reparto en
fuerzas de inercia vertical y horizontal como se demuestra

haciendo

[(Ym)+(Y m)].R.w? = M .R,.c?

En este caso, las fuerzas de inercia vertical primarias se
equilibran, pero se crea una fuerza de inercia horizontal de
igual magnitud que la fuerza de inercia de las masas
alternativas. No obstante, cabe un equilibrado parcial con este

procedimiento de contrapesos, y es, haciendo

(> mg).R<M,.R < (Y} m~+Y m).R

176



1/2MeRedw?

Oma)/4¥YR4w?

1/2MeRe4 w?

Fg 36



Resultando un equilibrado parcial con una masa, de la forma
Con ello, la fuerza de 1inercia vertical de las masas
giratorias gqueda equilibrada, se ha reducido a la mitad 1la

fuerza de inercia de las masas alternativas y se crea una

(Y m,

R
M, :'§; [(Y mg) + ~=—1

fuerza de inercia horizontal equivalente a la otra mitad, pero
invertida.

Si uno de los extremos se hace respecto de las masas
alternativas, resulta que el equilibrado parcial se hace de

seglin
_ R L Qomg)
Me_'Eg [(Z:Wa) __ng_]

De esta forma, la fuerza de inercia de las masas
alternativas queda equilibrada, la fuerza de inercia vertical
de las masas giratorias queda reducida a la mitad y la fuerza
de inercia horizontal queda invertida y tiene por valor la
creada por la equivalente vertical menos la mitad de su fuerza
de inercia.

Para el equilibrado de las fuerzas de inercia vertical
primarias hay que recurrir a cotros procedimientos; uno de ellos
es el de montar dos ejes auxiliares, simétricos respecto del
eje del cilindro, portando cada uno de ellos una masa de
equilibrado, opuestas entre si. Los ejes giran a la misma
velocidad w que el eje de cigliefiales, del que unoc de ellos
recibe el movimiento y éste arrastra al otro. Las masas al
girar crean una fuerza centrifuga, que verificardn 1la
condicidn

%.Me.Re.mz + %.Me.Re.mz = () m,).R.0?
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Y como se pretende un equilibrio, su suma sera cero.

Por otra parte, cuando se estudid en forma particular el
movimiento circular uniforme,de aquella fuerza centrifuga
referida al eje del cilindro, dimanaba una fuerza de inercia
vertical, y referida a otro eje normal a él, dimanaba una
fuerza de inercia horizontal. Pués bien, si estas masas se
disponen como se indica en la Fg. 35b, de forma tal que sus
vectores que giran formen con el eje del cilindro el mismo
angulo wt que el vector mdédulo de la fuerza de inercia, en lo

que concierne al movimiento vertical se cumplir& la condiciédn,

1 1
3.1‘4"9.126402.005 ot + i.Me.Re.mz.cos wt =- (Y m,).R.e?.cos ot

Y en lo que corresponde al movimiento horizontal, se tiene

F. = %.ME.Re.mz.sen Wt

por cada una de las dos wasas, pero como son opuestas se
equilibran, y el motor trabaja libre de estas vibraciones.

También podria incluirse en este equilibrado la fuerza de
inercia vertical de las masas giratorias, pero asl queda libre,
no equilibrada, la fuerza de inercia horizontal.

Para equilibrar la fuerza de inercia vertical secundaria
se procede de la misma forma que para la fuerza de inercia
primaria, como se representa en la Fg. 36c. En este caso, las
masas de equilibradro giran con velocidad 2w y en su
instalacidn se montan en oposicidén al eje de ciglefial cuando
el émbolo esté en su puntc muerteo alto y en conjuncién cuando
esté en el punto muerto bajo, para que se cumpla en toda

pogicidn la condicidn de equilibrado

m).Y.R
> ‘Z) .R.40%.cos 20t = - 2 (—-21-.ME.RE.4m2.cos 20t)
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También aqui dimanan fuerzas de inercia horizontales, que se
equilibran por ser opuestas y del mismo valor.

Ya hemos visto que cuando los motores son de mas de dos
cilindros, en calaje regular, las fuerzas de inercia estén
equilibradas. Perc como consecuencia de que las fuerzas de
inercia no estén en el mismo planc puede aparecer un nuevo tipo
de perturbacidn producida por pares de fuerzas de inercia cuyo
brazo es coincidente con el eje motor, el cual puede ser
necesario equilibrar.

Para el equilibrado'de los motores de varios cilindros no
se actia sobre cada ciglefial, aungue se evitarian ciertos pares
de inercia, pero aumentaria el nimero de piezas y el peso del
motor; mas bien se utilizan las buenas condiciones del propio
motor procediendo sobre el ndmerc de cilindros, calajes
relativos de los ciglefiales, orden de encendido, peso de las
masas gue puedan producir fuerzas de inercia, e introduccidén
de contrapesos en los ciglefilales extremos.

Por todo ello, se comprende que el equilibrado es en gran
manera complejo, hasta tal punto gque, aun en mwmotores
especiales, el equilibrado se refiere solo a una parte del
problema, o sea, a los primeros términos de agquel desarrollo
en serie de la ecuacidn (26). Aqui estamos tratando hasta el
segundo término.

Cuando la reduccidn del efecto dindmico por contrapesos
en los cigleflales extremos no es suficiente, se debe de
recurrir al equilibrado por el sistema de masas tratado para
las fuerzas de inercia, montados en los extremos del motor;

pero orientando las masas conforme a las fuerzas resultantes

Para atenuar las vibraciones de torsidn de los ejes se
procede de muy diferente forma que para compensar las de las
fuerzas de inercia; pues, como se ha visto, las fuerzas de
inercia son solo una pequefila causa de estas vibraciones de

torsidn que, comoc se ha puesto de manifiesto, no solo afectan
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al eje, sino a todo el conjunto que forme el sistema vibratorio
cerrado.

Log procedimientos para atenvar las vibraciones de torsién
deben de ser capaces de actuar sobre todas ﬁéuellas causas que
dan origen a lo propuesto en la férmula (153), de la cual se
desprende que la amplitud de las vibraciones se reduce
disminuyendo las deformaciones relativas a; o las fuerzas F,,,
o variando «,, o elevando el coeficiente de amortiguacién K~.
Entonces, variando todos o cada uno de los parametros, se
consigue disminuir las vibraciones ya existentes, o se previene
contra vibraciones perjudiciales del eje de cigilieflales. Por
ello, con los razonamientos propuestos se pretende:

A) Disminuir el peligro de resonancia, haciendo»que se
distancien suficientemente la velocidad de excitacién Q y la
velocidad propia w,, lo cual se consigue:

a) Variando la velocidad angular o del eje motor, o lo q‘ﬁe
ez lo mismo, el nimero de revoluciones.

b} Alterando el sistema vibratirio, o sea, engendréndo otro
nimero de vibraciones propio por transformacién de las
propiedades eldsticas, desplazando la frecuencia propia en la
zona de las frecuencias bajas ¥ altas; le cual se consigue
trasladando la posicidén de las masas, en especial el vdlante;
variando el diametro del eje de ciglefales, en general
reforzdndolo, y disminuyendo las masas giratorias, con lo cual
se eleva el nlimero de vibraciones propio. Cuando el aumento de w;

se halla limitado, se procede de forma diferente; unas veces
introduciendo contrapesos vy, otras, montando un elemento
intermedioc elédstico entre el eje de ciglefiales y la
utilizacién, con el fin de reducir el niGmero de vibraciones
bésico. De esta forma se puede salir de los estrechos limites
que impone una transmisién rigida; porque, aunque resulte mas
compleja, el nlmero de vibraciones de segundo orden n
aumenta considerablemente.

También contribuyen a protejer de las vibraciocnes los
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acoplamientos eldsticos y los acoplamientos hidr&ulicos, que
defienden log ejes contra las perjudiciales vibraciones de
resonancia, bien sea aumentando la elasticidad del eje, o bien
sea por una linea caracteristica eléstica que actla contra
contra el vaivén de la resonancia, Yy finalmente por
amortiguacidén debida al rozamiento.

B) La disminucidn de las fuerzas tangenciales arménicas es
siempre mas complejo, por causa de las debidas al fluido motor,
pues al trabajar el motor en condiciones econdmicas, no puede
ser objeto de variacidn; las debidas a las fuerzas de inercia
son, <o se ha demostrado ya, compensables.

C) La variacidn de la resultante de las deformaciones de
resonancia relativas puede reducirse con disposicidn adecuada
de las manivelas y por sucesidédn de encendidos, pues como hemos
tratado ya, se puede variar el orden de encendido sin varial
la posicidn de las cigliefias; por tante, tante en los motores
con una sola fila de cilindros como con dos filas, es posible
disminuir en todos los cilindros los arménicos intermedios y
hacerlos inofensivos.

D) La influencia de la amortiguacidn propia del sistema
va se ha tratado anteriormente y se ha puesto de manifiesto que
la parte que interviene como consecuencia del movimiento del
mecanismo de manivela no produce mejora mas gue cuando es
compatible con un buen rendimiento mecénico; es de menor
importancia la amortiguacidén interna del material del eje.

E} Los aparatos salvavibraciones son medios adicionales que
disminuyen las deformaciones de oscilacidn y se recurre a ellos
cuando presenta serias dificultades conseguirlo por los
procedimientos hasta aqui expuestos; estos aparatos son:

a) Amortiguadores de vibraciones, que se fundan en una
accidébn pretendida de combinar las masas del amortiguador con
las masas del sistema vibrante y, fijando una amortiguaciédn,
reducir artificialmente energia de la vibracidn para limitar

las deformaciones. En estes aparatos la energia de la
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deformacién se reduce o anula por rozamiento mecanico © por
agitacién turbulenta de un ligquido, que se transforma en calor;
en otrog casos, se hace intervenir la resonancia del
amortiguador para impedir que sobrevengan vibraciones.

b) Extintores de vibraciones, que consumiendo muy poca
energia son capaces de reducir las deformaciones criticas del
sistema vibrante por procedimientos muy sencillos como masas
pendulares.

El amortiguador de vibraciones solo deberia utilizarse
siempre que con los medios propuestos deducidos de la férmula
(153) no se consiga la amortiguacidén deseada, porque ocasiona
un incremento en el peso del motor y una reduccidn de potencia
producida por el motor.

No obstante, los amortiguadores y los extintores de
vibraciones son indispensables en agquellos motores que trabajan
con nimerc de revoluciones variable, por causa de su elevada
potencia especifica y por los fuertes arménicos de torsidn que
de ellas dimanan; a no ser que se prevean ciertas limitaciones
de la velocidad angular del motor en régimen de funcicnamiento
prolongado; dificultad gue no siempre puede compensarse, aun,
en instalaciones con acoplamiento hidr&ulico.

El amortiguador de vibraciones dindmico, es un medio
eficaz contra las vibraciones de los ejes, pues mas que aplicar
resistencias que consumen energia, retienen las vibraciones
y las compensan. Pueden ser de diversas formas; unas veces se
acopla al eje de cigleflales como sistema vibrante una masa
giratoria que produce rozamiento, o lleva un elemento elastico
y otras veces, se montan en el eje de ciguefiales unas masas
suspendidas a modo de péndulo, sin apenas rozamiento.

Al primer caso pertenecen los amortiguadores de resonancia
vy los amortiguadores de friccidn, en los cuales la deformacidn
de la vibracién del eje gueda limitada por causa de la accién
amortiguadora del rozamiento mecanico o la del propioc material

al segundo caso pertenecen los extintores de vibraciones, en
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los cuales se impide la produccidn de una vibracidn peligrosa
de un amortiguador dinamico no amortiguado

En cuanto a los amortiguadores de resocnancia, en la forma
que suele aplicarse a los ejes de ciglefiales, la teoria del
vibrador mecénico establece una relacidén entre las fuerzas
antagonistas elasticas y la resonancia; de manera due,
conocidas las fuerzas excitatrices, las fuerzas de aceleracidn
o inercia y la fuerza de reaccidn de las masas, permite deducir
las relaciones fundamentales para obtener la funcidn de
resonancia. Siendo m; la masa del sistema principal que se
amortigua, m, la masa del amortiguador que se monta, g, la
fatiga elédstica del sistema, g, la del amortiguador, x; la
amplitud de deformacién del sistema, x, la de la masa del
amortiguador, Fe la amplitud de la fuerza excitatriz y Q la
velocidad angular de la fuerza excitatriz; despreciando la

amortiguacién propia del sistema y del amortiguador, las

ecuaciones del movimiento son de la forma

2
m, . a’x . (9,*9,) -X, - q,.X, = F_.5en Qt
dt ?
m2c dt2 +q2.(X2—X1) = 0

HANS SCHRON [H.S] establece consideraciones al respecto

haciendo

X, = X,5.5en Qt
X, = X,,.-5en Qt

y otras transformaciones relativas a la velocidad angular del

sistema y de la masa del amortiguador, a la relacidn entre la
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velocidad angular de la fuerza excitatriz y la velocidad
angular del sistema, y a la deformacidn estitica del sistema
determina que la funcidén de resonancia para el sistema

principal es

2
-
R XlO'ql _ W3
1 2
Fe (1_9_2)_(1+_%-&2)_&
w3 1wy 9t

y gque la funcidén de resonancia para el amortiguador es

R. - X209z _ 1
2 F 2 2
€ (1_9_).(:“&_9_)_23

2 2
w3 4 o] @

De las cuales se infiere que cuando la frecuencia propia del
amortiguador se hace igual a la frecuencia de la fuerza
excitatriz, o sea, cuando m§::92, la funcién de resonancia del
sistema principal es nula, porque nulco es el valor del
numerador de la expresidn; el movimiento x,, de la masa
principal m, desaparece y la masa permanece en reposo. También
la funcidén de resonancia del amortiguador se simplifica y el

movimiento x,, de la masa del amortiguador vale

%30+92 _ _ 4

R, =
Fe q2

La fuerza del amortiguador varia conforme a la fuerza
excitatriz y act@a contra ella. Cuando exista resonancia del

sistema principal, la cual debe de ser equilibrada por el
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vibrador amortiguador, se cumple que ®, = £, de manera gue con

las deduciones anteriores, se cumple

Wy, = w; = 8

pero como se ha establecido en el apartado (b.2.3) y en los

antecedentes de la fédrmula (130)
AL (R K
m, m,

de las cuales se obtiene que la realcidn de velocidades

angulares del sistema amortiguador y el sistema principal vale

W, |9, my qd, m,
22 . ;

Wy g, m, aq, mn,

que eg la magnitud relativa del amortiguador, y la relacidn de
lag constantes eliasticas del sistema amortiguador y el sistema
principal, que pueden substituir en la férmula (168)

En la Fg.37a, se presenta la grafica de un caso aislado
obtenida por [H.S.] para una variacién de la funcién de
resonancia de la masa principal de un sistema con amortiguador
dinadmico en la que cuando Q =0, se hace R, =1; cuando el
denominador es igual a cero, R, = .

El sistema principal-amortiguador puede ser el de la
Fg.37b, en la cual, el eje de cigliefiales estd representado por
la masa m, de fatiga g, y el vibrador adicional amortiguador de
masa m, y de fatiga q,, y gque entre los dos existe un eje
eldstico. En el tiempo t el conjunto estd girando a una
velocidad angular dada, sin que exista fuerza excitatriz
alguna, en consecuencia la vibracién es nula, y como nada hay

que amortiguar, no existe angulo de desfase entre la masa del
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amortiguador y la masa principal. En el instante t~ se aplica
una fuerza excitatriz F_, que acelera el sistema principal y
produce la vibracidn correspondiente, la cual produce la
amplitud F_,.sen @t y la masa del amortiguador queda desfasada
en retraso el angulo a,,. Entonces, el gistema amortiguador de
la masa m, con radio r, y con el tramo de eje elastico de fatiga
o constante eldstica g,, que se aplica al sistema principal de
masa m;, y fatiga eldstica g, sobre cuyo eje se aplica la
fuerza, o se considera empotrado, no permite que se produzcan
vibraciones de velocidad angular @, de la fuerza excitatriz
para unas dimensiones adecuadas mientras la masa acoplada m,
produzca vibraciones de torsién. De este modo, la vibracidn
se desvia hacia otra zona de velocidad angular del eje que
pueda ser menos empleada; pero no se extingue. Si la masa m,
no se mantiene muy pequefia hace variar el nimero de vibraciones
propio del motor. Cuando el amortiguador es un sistema con
amortiguacidén, la masa m, estd provista de una disposicidn
amortiguadora con en coeficiente de amortiguacidén k, en la que
las fuerzas amortiguadoras son proporcionales a velocidades
angulares. Esta incorporacién al sistema altera sus propiedades
haciéndolo mas eficaz, pues, al presentar puntas de resonancia,
limita la amplitud de las deformaciones habidas, pero se debe
de procurar que las deformaciones ocasionadas sean de igual
magnitud, como se representa en la grafica de [H.S.] de la
Fg.37c, en las que se aprecia la diferencia de la amplitud sin
amortiguador a como con amortiguador da dos ondas de menor
amplitud.

No obstante, puede presentarse el caso en que el
coeficiente de amortiguacién k,; sea nulo, para el cual [H.S]
establece que la expresidn general de la funcidén de rescnancia
como deformacién vibratoria sin dimensidén, dando por conocida
la deducién de las ecuaciones del movimiento ya exXpuestas en
la (167}, que conforma con las cbtenidas por DEN HARTOG [D.H],
HAHNKAMM [L.H) y GEISLINGER [L.G], obtiene para la funcidén de
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resonancia

R X10°91 _
1 _“5:—
2
(2.252 22, (22 @2
K O 0w (169)
2 2 Z a2 2 2 @l
(2_]_(1_9_)2(&—1+ﬂ?_.9_)2+[_@29__(9_-1)(&72)]2
k 2 m 2 m 2 2 2 2 2
\ kr €1 W1 1 @] 1 ] 0] w3 W o]

En la gque la amortiguacidn critica vale

2.4,
4

kk = 2.m2.®2 =

r

Analizada la férmula (169}, se observa la variacién por
la influencia de la relacién de la velocidad angular forzada £/w,
para un determinado sistema, para valores variables, de la
relacidén de las velocidades angulares del amortiguador y del
sistema principal ®,/w,, o frecuencia del amortiguador
frecuencia del sistema principal, gque pueden 1llegar a ser
iguales, en cuyo caso la férmula y el célculo se simplifican
considerablemente. La magnitud relativa del amortiguador m,/m,
es variable, pero siempre con valores reducidos. La
amortiguacidén k,/k,, varia entre 0 e ®, que como ya se dijo,
cuando m, estd unida rigidamente a m, toma el valor ®», Fg.37a;
la velocidad angular critica de m; con amortiguador es siempre
algo mas baja que la de m sola. En otro caso limite
corresponde a la amortiguacidn nula, cuando el coeficiente de
amortiguacidén del amortiguador k, es nulo, que da varias
posiciones de resgonancia con valores infinitamente grandes de
R,, y valor nulo para cuando la velocidad de la excitacidn es

igual a la velocidad del sistema principal, también
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representado en la figura 37a.

En la grafica de la Fg.37d, [H.S] toma valores diferentes
para la amortiguacidn k,/k,, y todas las curvas pasan por dos
puntos independientes de la amortiguacidn llamados puntos fijos
A y B; en general, el punto A suele estar mas alto que el B.
Los puntos A y B pueden desplazarse hacia arriba o hacia abajo

sobre la curva

=

k2
Ky

variando la relacién de velocidades ®,/w; del amortiguador
respecto del sistema principal; cuando se toma un valor
conveniente de ésta, los puntos A y B estdn a la misma altura,
por lo que, dando un valor adecuado a k,/k,, la curva tiene una
tangente horizontal en A o en B. '

Cuando el sistema principal tiene amortiguacidn propia,
k>0, los resultados obtenidos dan valores diferentes, y la
férmula (169) de la funcidn de resonancia se complica, pero
GEINLINGER [L.G] establece gque no es necesarioc gque sea
deducida, es suficiente con hacer resaltar las diferencias con
la amortiguacidén 1libre. Por otra parte, DEN HARTOG [D.H]
partiendo de estos mismos razonamientos obtiene las gréaficas
e y £ de la figura 37. con sus respectivos valores.

Otro caso particular de amortiguador dinamico es el de
friccidn con rozamiento hidrdulico, que le son de aplicacién
los mismos razonamientos dimanados de la formula (169), gque

resultan ser de la forma

425 (8242 -
() 2-(ml)-2+_ 0

Los extintores de vibraciones son vibradores sin

amortiguacidén, en los cuales las magnitudes que en otros
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mecanismos representan la constante eléstica, Yy no son
afectadas por la velocidad del motor, pero dependientes de la
velocidad angular del eje con el cual gira el vibrador, da un
compensador de vibraciones suficientemente eficaz. Dispuesto
un brazo rigido de longitud L que va fijo al eje de giro sobre
el plano de la masa m;, Fg.39a, y en su extremo lleva un bulén
sobre el que puede oscilar una masa m, con centrc de gravedad
a la distancia 1 del buldn, posee las propiedades de un péndulo
con su velocidad angular propia w, guarda cierta relacidén con
la fuerza centrifuga, como se ha tratado en el estudio de
labiela; siendo g, la constante eldstica del movimiento y o la

velocidad angular del eje motor, resulta que

La frecuencia del péndule varia en funcién lineal con la
velocidad angular.

El péndulo que trabaja sin amortiguacidn salva el sistema
principal de vibraciones de torsidén peligrosas para un
determinado orden de armdénicos excitadores sobre toda la gama
de velocidades angulares. El acoplamiento de esta masa pendular
no aumenta las posibilidades de resonancia.

La utilizacidén de este extintor de vibraciones se funda
en un trabajo de TAYLOR [E.T], basado en el péndulo matematico
en el cual se tiene, Fg.39%a, el brazoc L gque gira sobre el eje
0 con velocidad angular w; el extremo B del brazo L es el eje
de suspensidn alrededor del cual oscila la masa m, que tiene
su centro de gravedad a la distancia 1 de B. En la rotacidn,
si la velocidad angular del eje es constante, y no existen
otras perturbaciones, el plano gue pasa por OB contiene el
centro de gravedad de la masa m,. Pero si en un momento

determinado se crea una perturbacidn, una vibracidn de torsién,
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por causa de esta vibracién la masa m, se desvia de su posicidn
anterior y su centro de gravedad pasa a G° gque dista de 0 el
radio r”; pero también el brazo del péndulo 1 forma con el eje
anterior el &dngulo ¢ . Ahora, la fuerza centrifuga creada por

la masa m, vale

_ - 2
F, =m.r .o

Para una velocidad angular elevada del eje, la accidn del campo
gravitatorio puede despreciarse en relacidén con la fuerza
centrifuga; a la vez que son despreciables las fuerzas de
Corioclis que se presentan en pegqueiflas deformaciones por la
torsidén del sistema y el movimiento y el movimiento simultaneo
de oscilacidén de la masa m, sobre B.

Como ya sabemos del movimiento circular uniforme del eje
de ciglefiales, la fuerza centrifuga se descompone en dos, de

manera que da una fuerza F; en la direccidén de BG~ que vale

F, =F,.cos B =m,.r .0¢.cos BB

y otra F, normal a ella que vale
F, =F,.sen B =m,.r .o’.sen B
la cual produce un momento respecto a B gque vale
— — - 2
M=F,.1 =1.m.r" .0".s5en B

Del tridngulo OBG~ se tiene que

r'.sen 3 = L.sen (180-9¢)
o= 1. sen.(180-9)
sen B
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Y gue

M=m.l.L.0°.sen o

Pero ya hemos visto que l.w?’.sen ¢ es una aceleracidn
angular instantdnea, y que la velocidad tangencial instantanea

vale en este caso

d2

©

= l.l.m%.sen )

Q
(3
N

Por otra parte, como consecuencia de la aceleracidén de m,

se crea una fuerza de inercia tangencial que vale

d?p

F, =m,.1.1 07

- 2 2
=m,.l*.0°.5en ¢

actuando contra la fuerza F,, por lo que la condicidn de

equilibrio es

-m,.1%.w5.sen ¢ + my.1.L.w’.sen ¢ = 0

y simplificando

Que es la velocidad angular de la oscilacidén propia del
péndulo. Entonces, si el péndulo debe actuar para el arménico
de orden k , a fin de mantener el sistema principal en reposo

mientras toda la excitacidn va al péndulo, habra de ser

Q =, = K.
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o bien

Y para un orden dado del arménico, se tiene:

L 2
=~ =k 171
7 ( )

Entonces el sistema principal con un péndulo de este
género queda libre de la accién del arménico de orden k en toda
la zona del nlmero de revoluciones; pero la incorporacidn del
péndulo no produce nuevas formas de vibracién ni de resonancia
del sistema del eje de ciglieflales. Cuando en la zona donde va
montado el péndulo existe un nodo de la vibracidn, el vibrador
no es activo.

El péndulo matemdtico que se viene considerando, con la
masa concentrada en G con longitud del péndule 1, dqueda
sustituido por un punto material con una masa de cierta
extencidn. Por causa de esta extensidn del péndulo debe tenerse
en cuenta el momento de inercia polar de su masa m, alrededor
de su centro de gravedad, y el valor minimo de la longitud del

péndulo es:

1,

A fin de reducir la longitud del péndulo debido al espacio

reducido del carter se monta la masa con doble suspensidn.
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4.1) Forma de construccidén de amortiguadores dinamicos

Por cuanto se ha tratado sobre la amortiguacién de
vibraciones, se comprende que estos aparatos pueden ser
construidos de diversas formas, empleando siempre materiales
eldsticos y amortiguadores. Por ello se hard una descripcidn
y funcionamiento de dos tipos.

En la figura 38a, se representa un amortiguador dinamico
de casquillos elédsticos de la MAN, gque se fundan en los
principios ya expuestos para ejes elasticos y resortes, en los
que las deformaciones elasticas experimentadas son
proporcionales a las cargas recibidas; en consecuencia, las
propiedades de un amortiguador dindmico pueden obtenerse con
resortes de forma especial. En base a las propuestas de
PIELSTICK [G.P] y de GEISLINGER [L.G] estd construido este
amortiguador, el cual consta, Fg.38a, de un nGcleo a formado
por un disco que se monta sobre el eje motor en la zona en que
la deformacidén de torsién es maxima; este disco de forma
especial, con unos vaciados para recibir la mitad de cada
casquillo eldstico o resorte ¢, en numero variable; recibe
también unos bulones & que reciben los casquillos ¢. Scobre este
nicleo, ajustada, pero libre en cuanto a movimiento, se monta
la llanta b, en la que se labraron los otros medios vaciados
para recibir a la otra mitad de cada casquillo. La masa de la
llanta se calcula conforme a lo tratado sobre la masa m, .

Al girar el motor arrastra al amortiguador, y los
casquillos eldsticos, aplicados sobre los bulcnes, se hallan
sometidos a flexidén, de manera que cuando aumenta la flexidn
del resorte se acorta su longitud eficaz.

Con las vibraciones de torsidn del extremo del eje se
producen movimientos relativos entre el eje y la masa de llanta
amortiguadora, someten los resortes a flexidn y el rozamiento

entre las laminas de diferente espesor que forman el casquillo
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elidstico presentan una superficie amortiguadora consumen
trabajo. A medida que aumenta la flexién el resorte
experimenta un acortamiento en su longitud libre, por lo que
variando la rigidez del resorte, varia la frecuencia propia del
sistema, impidiendo que se produzcan deformaciones peligrosas.

Se acompafia la curva caracteristica del resorte, que
obedece a una ley exponencial, de utilidad para la eleccién de
log resortes.

Otro tipo de amortiguador es el denominado de fricciédn,
el representado en la Fg.38b, es el debido a LANCHESTER, el
cual consta de un disco de masa m, empernado al extremo del eje
de cigtiefial donde se producen las deformaciones de torsidn
midximas, portador de los dos discos de friccidén b, sobre este
disco se montan las dos masas de amortiguacidén m, en forma de
anillos ajustadas sobre un casquillo pero libres en cuanto a
movimiento; las dos masas de amortiguacidn van accionadas por
unos resortes f gque aprietan las dos masas conta los discos de
friccién con intensidad variable. Por la accién de los
resortes, entre las masas de amortiguacién y los discos de
friccidén se crea una fuerza de rozamiento Fp. Con pequefias
deformaciones en el extremo del eje motor la masa m, permanece
unida a la m, al modo de embrague de friccidn; de este modo,
el sistema principal de masas del motor se incrementa con la
masa del amortiguador, y la frecuencia propia se hace mas baja.
Pero si en estas condiciones, por efecto de una excitacidn
critica principal el motor entra en una zona de resonancia, las
deformaciones aumentan y la fuerza centrifuga o de inercia

también aumenta venciendo la fuerza de rozamiento, o sea,

2
mD.aD-weD > FR

Ocurriendo que la masa m, se desliza sobre las masas m,, que
se quedan retrasadas porque la tensidn del resorte no es

suficiente para mantener el embrague. Hay una energia de
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vibracién consumida por el rozamiento que se transforma en
calor; al mismo tiempo que se produce el deslizamiento, el
sistema tiene otra frecuencia propia. La velocidad critica
primitiva ya no es la mwisma, porque las deformaciones
producidas ya no son peligrosamente grandes. De lo cual se
desprende que la accidén amortiguadora queda fijada por las dos
variables: por las masas m, y por la fuerza de rozamiento Fy,
la cual puede regularse de la forma mas conveniente.

Para el cdlculo de las masas m, se empieza por admitir un
valor dado para la velocidad angular e, del conjunto sistema
principal amortiguador, en vez de la velocidad angular o, del
sistema principal, de manera que ., < @, ¥ la diferencia entre
ambas es la correccidn, y se toma

0,750, < @y < 0,850,

La importancia de la correccidn viene expresada en la grafica
¢ de la figura 38 por la distancia x de las amplitudes de las
deformaciones a la vez gue por el trabajo de torsidn del eje
en funcién del ndmero de revoluciones n del sistema principal
con masa amortiguadora y sin ella; también el nimero de
revoluciones de resonancia mas bajo corresponde al sistema
principal con las masas embragadas y el mas alto a con las
masas libres. Por ello, si en la zona perturbada del valor
critico n,/k debe mantenerse un trabajo admisible del motor,
marcando este trabajo se tiene el punto B, por el cual debe
pasar la nueva curva de resonancia. La amplitud de esta curva,
en unién con la curva primera, sefilala la minima correccidn por
J'{min y
Para mayor seguridad se debe evitar una interseccidn
demasiado alta de las dos ramas de la curva por un aumento de
la correcciémn.
Para un primer valor de las masas m, se calcula el sistema
ampliado por medio de w,, partiendo de la gran masa del

volante o de la hélice, hacia el amortiguador, como ya se ha
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expuesto al tratar las masas reducidas, y de la condicidén de
gque la suma de las fuerzas de inercia debe de ser cero, se

deduce la ecuacidn

Ay
2 2
mD-aD'(DeD = E mn-an-(\)en
M

Como hasta las masas del amortiguador se conocen todos los
valores, puede deducirse m, referida al radio r.

Por la magnitud adecuada de la fuerza de rozamiento Fy
entre la parte fija m, y la parte giratoria m, del amortiguador
se tiene un medio de evitar que el trabajo de torsidén sea
demasiado elevado, por cuanto que al crecer peligrosamente la
deformacién del eje se hace posible que se afloje la masa m,
y a partir de aqui ya no es valida la curva de resonancia.

El deslizamiento se realiza cuando la fuerza de inercia
de m, excede a la fuerza de rozamiento, de manera que para la

desviacién a resulta

El valor maximo de esta expresidn para la amplitud a, es
2
my.apn.Q = Fp

siendo la velocidad angular €, la excitatriz de orden k

m.n'

Q. - k.o = k.22
K © 30

Los extintores de vibraciones, son siempre de construcidn
muy simple y no existen diferencias substanciales entre ellos
gse montan siempre en los brazos de cigliefial, pendulantes por
dos estrobos; pero mas corrientemente se montan en la forma que
se indica en la Fg.38c, que es el amortiguador de CHILTON; en

los brazos de cigliefial, opuestos al mufidn, se montan dos
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bulones de didmetro d, que reciben a la masa pendular
vibradora, en la cual se labran unos orificios de diametro d,
superior al de los bulones y de holgura diametral 1 =d, -d;;
por tanto, para la realizacidén de este péndulo hay dos
condicionantes: la magnitud de 1la masa y 1la reducida
longituddel péndulo; por lo que, la velocidad angular
conveniente ©, no es la Unica condicidén para el péndulo
extintor satisfactorio. Las oscilaciones creadas por la masa
del péndulo estdn en razdn inversa a su magnitud, por este
motivo hay gque procurar disponer de grandes masas con pedqueflas
oscilaciones y con una frecuencia propia elevada; de forma que
la oscilacidén para un arménico F, del orden k es:

F
a, =-—m—"--f (172)

2
mzow .I

Otro extintor utilizado es el que se representa en la
Fg.38d, debido a STIEGLITZ y SALOMON, en el gque la masa
pendular es un rodillo montado en una fogonadura labrada en el

propio brazo de cigtiefial con holgura diametral adecuada.
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CAPITULO 5.- ANALISIS DE RESULTADOS

En la presente tesis doctoral, estudiada la complejidad
gue presenta el comportamiento dinamico de estas méquinas en
funcionamiento; se comprende gue cada tip6 de motor precisa de
un andlisis particular de resultados conforme al niimero de
cilindros y a la disposicién geOmétr%célde ellos; asiiéémo, al
calaje del eje de ciguefiales por ca&éé del orden de encendidos.

Como unas veces, por causa de fa-regularidad natural del
motor, conviene un determinado orden de encendido, que puede
incidir sobre el comportamiento dinadmico del mismo. Este doble
desiderdtum obliga, unas veces, a proceder al equilibrado del
efecto dindmico, y, otras, a tomar una resolucidn intermedia
que sea admisible en todo campo de aplicacidén- del motor.

En consecuencia, en este capitulo se estudia¥i, en primer
lugar, el comportamiento dindmico de un motof.diééel de dos
tiempos, por causa de las fuerzas de inercia de las masas en
movimiento; en base a la experiencia que el doctorando pdsee
sobre &l; de las caracteristicas que se especifican en el texto

El otro motor diesel que se estudia es de caracteristicas
diferentes, pero conocido, del que se trata el efecto dinémico
de las vibraciones torsionales del eje.

Motor diesel de dos tiempos, de seis cilindros, de
1,15 m de carrera y 0,6 m de didmetro del émbolo, sobrecargado,
que a la velocidad angular de 14,87 rad/s (142 r.p.m.) produce
la potencia de 5500 C.V.I., 4045 K.W.I., con orden de encendido
1, 5, 3, 4, 2, 6, a distancia angular de 60°. El émbolo con
todos sus accesorios pesa 565 Kg., el vastago de émbolo pesa
475 kg., la cruceta completa pesa 530 kg., la biela de longitud
2,5 m. pesa con sus cojinetes 1050 kg., de los que, por la
descomposicidn segin las férmulas (49) y (50) corresponden al
movimiento alternativo 350 kg. y al movimiento circular

uniforme 700 kg.. El cigiefial de cada cilindro pesa 2585 kg.
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gue por su geometria, figura 12a, las masas cuyo centro de
gravedad no estd sobre el eje de giro O, reducidas al eje del
mufién pesan los brazos 403 kg. y para el mufién 297 kg.

Con egtog datos reales, tomados de las caracteristicas del
motor, se determinan las fuerzas de inercia correspondientes
a cada movimiento.

El doctorando ya ha demostrado que no podrd alcanzarse un
equilibrado total de las fuerzas de inercia primarias, en un
motor monocilindrico, si no se equilibran por separado primero
lag fuerzas de inercia creadas por las masas giratorias, a
diferencia del proceder mas corrientemente utilizado, del
equilibrado parcial también expuesto.

Las férmula (58) da para la fuerza de inercia vertical

gsecundaria

!
I

ivs

(Y m,).Y.R.0*.cos 2a

Y Jue

565 + 475 + 530 + 350
(Y m,) =

9.80665 =195,8 u.t.m.

El vector giratorio o fuerza centrifuga para ambas

férmulas vale

1,15 1,15

F,= (Y m,).Y.R.0 = 195,8x x=1=>x14,87% = 5725,7 kp.

F_ = 56150,2 N.

l.a fuerza de inercia vertical de estas masas vale

F,,, = F..cos 2a = 5725,7.cos 2a kp.
F,, =56150,2.cos 2a N.
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Esta fuerza de inercia estd representada en la figura 13a,
teniendo en cuenta que esg cos (0° < a < 360°).

La disposicién del eje de ciglieflales es la de la Fg.34a,
y ya se ha demostrado que las fuerzas de inercia tratadas estan
equilibradas por su forma natural; gque también estéan
equilibrados los pares de inercia de las masas giratorias y los
pares de inercia vertical primarios de las masas sometidas a
movimiento rectilineo alternativo; pero quedan libres los pares
de inercia de segundo orden, que el doctorando determind valen

la fuerza resultante en el cilindro N° 1 F;, =0,6 F,, y para
el cilindro N° 6 F,; ., = -0,6 F,_.

En consecuencia a ello, este motor estaba sometido a
vibraciones de rotacidén en el plano longitudinal wvertical,

sobre el eje AA”, entre los cilindros 3 y 4, con la intensidad

0,0
0,6 F,. 12 .(-0,6 F,)
y también

0, O

0,6x5725,7. .(-0,6x5725,7) m.kp

0, O

0,6x56150,2. .(-0,6x56150,2) m.N

y con frecuencia doble de la velocidad angular del eje en
revoluciones por segundo.

Esta vibracidn, junto junto con otras causas, como pueden
ser la montura del motor cerca del nodo de las vibraciones del
bugue, ha comprobado el doctorande que la fatiga producia 1la
rotura por traccién de los pernos de sujeccidn de la bancada
del motor a los polines del buque en los extremos del motor.
Esta rotacidn del motor es visible y medible a la altura de las
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culatas.

Por ello considera y estudia:

Que este motor debiera sexr equilibrado respecto de
estes pares de inercia, en la forma que se establece en la
Fg.36e. Siendo necesario establecer la posicidén de las masas
de equilibrado en los cilindros N° 1 y N° 6. Para lo cual se
procede en la forma siguiente:

Realizada la descomposicidn de fuerzas conforme a lo
establecido en la férmula (166), resulta que sobre el cilindro
N° 1 se tienen las fuerzas centrifugas o vectores que giran,

para

000 -- F,, = (0,0+0,6) F,

o =
a=1200 - F26+F56: (0’2+0,8) Fa
« = 2400 —- F, +F,, = (1,0+0,4) F,

En el cilindro N® 6, para

o = 0000 -- F,, = (0,0+0,6) F,
a = 120° -- F,+F, = (0,2+0,8) F,
o = 2400 -- F. +F; = (1,0+0,4) F,

Por lo que se presentan las estrellas de vectores que
giran segin la Fg. 36d, para el cilindro N° 1 y 36e, para el
cilindro N°® 6.

Para determinar la fuerza libre resultante, empecemos por
componer las fuerzas de 120° con las de 240°; se demuestra en
mecdnica que la resultante de esta composicién viene dada por
la raiz cuadrada de la suma del cuadrado de ambas fuerzas, mas

el doble del producto de las mismas, por el coseno del angulo
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que forman, siendo

F~, = |F1+(0,6F,)*+2.F,.0,6.F,.cos a
F g = /(1+0,62+2x1x0, 6xcos 120) F,
F',=y1,36 +1,2 (-0,5).F,

F°_=-0,8717798 F,

El dngulo que esta resultante forma con las fuerzas de
120° lo determinamos por las férmulas de la resolucidn de los
tridngulos rectilineos oblicudngulos, por ser conocides los
lados del tridngulo, que son los tres vectores Fa, 0,6Fa y el
0,8717798Fa; siendo el coseno del angulo referido la suma de
los cuadrados de los lados que forman el &ngulo, menos el
cuadrado del lado opuesto al angulo y todo ello dividido por

el doble del producto de los lados que forman el angulo, o sea

(1.F,)? + (0,8717798.F,)? - (0,6.F,)?

cos 4 = 2.F, x 0,8717798.F,

Que simplificando y dando valores, resulta

1 +0,87177982 - 0,62

€08 % = T x1x0,8717798

= 0,802955

vy como el a&ngulo es el arcc cuyo cosenc vale lo calculado, el

dngulo resulta valer

a, = 36,586755° = 36°35'12"

El dngulo que forma esta resultante con el vetor giratirio

de los cilindros 1 y 4 vale

a, = 120 + 36,586755 = 156,586755° = 156035/12"
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La fuerza de inercia libre viene dada por el vector que
gira, resultante de la composicidén de los vectores de los
cilindros 1 y 4 con la resultante hallada anteriormente, que

aplicando el mismc razonamiente anterior, viene a valer

F, = 0,8717798% + 1,47 + 2x=,8717798x1,4.cos 156,586755 F,

F, = J/0,48000125 F,
F, = 0,692820 F,

Procediendo de igual forma en el cilindro N° 6, se obtiene

una resultante que vale

F, = - 0,692820 F,

r

Y se obtendréd el par

Fr_OIOG_(_Fr)

Si se hace 0, O, =5 1, resulta que este par vale

0,692820 F,.5.1 = 3,464 1.F,
M=3,464.1.() m).Y.R.0?

Es preciso determinar el dngulo que forma la resultante
Fr con el eje del cilindro a fin de determinar el par torsor
de inercia y la posicidn de las masas de equilibrado de este
par de torsidn; procediendo en igual forma que para el caso

anterior resulta que

(1,4 F )2 + (0,692820 F,)? - (0,8717798 F,)?
2x1,4F,x0,692820 F,

cos a, =

sacando factor comin, simplificando y dando valores, resulta
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que este dngulo vale

1,42 + 0,6928202 - 0,87177982
2 x 1,4 x 0,692820

cos o, = = 0,866025

como el dngulo es el de un arco cuyo coseno vale lo hallado,
resulta que el adngulo vale 30° y la fuerza de inercia libre en

cada unc de los cilindros extremos esg: para el cilindro N° 1

F, =0,692820 F, .cos 30° = 0,6 F,
y para el cilindro N° 6
F, =0,692820 F, . cos 150° = - 0,6 F,

El motor se halla sometido a una vibracién de rotacidn que

tiene la intensidad de

0,6 x5725,7 . 2L . (-0,6 x 5725,7) m.kp-

2
51
2

0,6 x 56150,2 . . {-0,6 x 56150,2) m.N

La distancia entre ejes de cilindros 51 esg de 5,95 metros

por lo que estaba sometido intensidad de vibracidn de

0,6 x 5725,7 x 5,95 = 20440,75 m.kp
0,6 x 56150,2 x 5,95 = 200455,27 m.N

Una vez determinada la intensidad de la resultante y el
angulo formado con el eje geométrico del cilindro, queda por
determinar el wvalor de las masas de equilibrade m' y la
posicién angular de las mismas; puesto que en todo momento del
movimiento, han de crear una fuerza de inercia igual vy

contraria a la del vector estudiado, con la misma frecuencia.
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El vector giratorio resultante vale

( m,).Y 2
0,692820 F_ = 0,692820————3————.R.w

Y el equilibrado de esta fuerza se realiza cuando se cumple la

condicidén

m).Y
0,692820.—(-—Z—;)—.R.4 w =2.m.r.4 &?

que simplificandc, resulta

0,0866.(Y m,).Y.R = -m’.r (173)

siende m’ cada una de las dos masas de egquilibrado sobre cada
cilindro extremo, y r la distancia del eje de giro al centro
de gravedad de la referida masa.

Se observa, entonces, que la condicidn de equilibrio es
para el producto m’.r; pero m’ es el producto del volumen por
la masa especifica, y si esta masa es la giratoria de
equilibrado es necesario fijar su geometria a fin de
simplificar el cdlculo. Se propone la solucidédn de fijar el
didmetro d de la rueda y tomar como masa de equilibrado la que
corresponde a la mitad del c¢irculo, porque asi vya dgueda
determinado r, por la fdérmula propuesta al tratar el centro de
gravedad de una masa de esta geometria, que vale para 1la

superficie

r =

ro| 0y

4
3n’
y como el volumen de la masa vale

)i.e

oo

=
v = 2.(
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de esta forma, siendo d prefijado y r determinado, la Gnica
incdgnita es e como espesor de las ruedas.

Como las ruedas de equilibrado giran a la misma velocidad
angular que el vector de fuerza libra; el vector que representa
la fuerza centrifuga de las masas de equilibrado, en todo
momento de la rotacidén, forma con el eje a partir del cual se
miden los dngulos un angulo de igual valor que el vector que
gira, resultante de las fuerzas de inercia.

En la Fg.36d’ y 36e’, se representa la disposicién de las
masas de equilibrado.

b) Con esta propuesta de equilibrado, desde el eje de cada
par de ruedas engranadas, se puede tormar un compresor rotativo
del tipo Root, por ejemplo, para sobrecargar el motoxr. De
manera gue las ruedag dentadas para el accionamiento de 1los
émbolos rotativos del compresor equilibran los pares de inercia
vertical secundarios gin aumento alguno del peso del motor.

Que cumple el resumen propuesto en el proyecto de tesgis
doctoral.

Pero el trabajo quedaria inconcluso conforme a lo que se
ha estudiado respecto de las vibraciones torsionales. No
obstante no puedo concluirlo en el motor tratado para las
fuerzas de inercia por carecer de datos suficientes para
determinar la fuerza instanté&nea de los gases y las fuerzas
excitatrices que de ella dimanan.

Por ello, voy a referirme a un motor de seis cilindros a
cuatro tiempos, instalado en la Escola Superior da Marifia Civil
donde soy profesor numerario e imparto docencia en la materia
Motores de combustidn interna y turbinas de gas.

De este motor dispongo de los datog: Potencia indicada 160
KW., presién de sobrecarga 1,3 bar, presidn maxima de
combustidn 105 bar; didmetro del cilindro 120 mm., carrera del
émbolo 154 mm.; grado de compresidn 16; velocidad angular 1500
revoluciones por minuto & 157,08 radianes por segundoc. Pero,

a fin de obtener los restantes datog necesarios para concluir
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la tesis, desmonté el motor para medir y pesar las distintas
piezas mdédviles y fijas; obteniendo que el émbolo con buldén y
segmentos pesa 3,5 kg.; la biela con los cojinetes pesa 4,05
kg., tiene la longitud de 294 mm. y determinado su centro de
gravedad queda a 196 mm. del eje del pie, hallando que la parte
de masa en movimiento rectilineo alternativo pesa 1,3 kg. y que
la parte sometida a movimiento circular uniforme pesa 2,75 kg..
Por su geometria se determind que cada brazo de cigilefial pesa
5,2 kg., siendo su espesor axial 23 mm., determinando que su
centro de gravedad queda sobre el eje de rotacidn; el mufidn
tiene la longitud de 49 mm. y de diémetro 82 mm.; calculado
su peso esg de 2,034 kg.; los gorrones tienen la longitud de 65
y 45 mm. con didmetro de 94 mm. y su peso calculado es 3,546
kg. v 2,455 kg..

Con estas caracteristicas el doctorando empieza por
estudiar y trazar el ciclo diné&mico para determinar las fuerzas
excitatrices de torsidén; para ello, retira la valvula de
inyeccidén del cilindro N° 4, y con el indicador de presiones
mide la presidn de compresidén maxima, la cual es de 50,5 bar.
De esta forma se dispone de datos suficientes para calcular el
ciclo dindmico, empezando por el periodo de compresidn teniendo
en cuenta gue es una evolucidn politrdpica y que se rige por
la ley de Poisson-Laplace que establece que el producto de la
presidn por el volumen elevado a un exponente n es constante

teniendo en cuenta que

Como se conocen las dimensiones del cilindro, se halla que

su volumen de cilindrada vale

2 2
v = r[.c‘i4 .C _ 3,1416XO,‘112 x0,154 _ 1,741698x10 m?
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El volumen de combustidén se determina del grado de compresidn

y del volumen de la cilindrada

v+ v, Ve . 1,741698 _ -3, 3
- . = = = 116113x1
G et v Gl 16 - 1 0,116113x10 °m

El exponente politrdpico de la compresidén se obtien por

p
n = = r2 - 1,3199 = 1,32
log 16

Partiendo de la condicién légica en gque la franca combustidn
se inicia 15° antes del punto muerto alto y finalice otros 15°
después del mismo, que por la ecuacidn (31) se calcula el
espacio recorrido por el émbolo en funcién del angulo girado,

para estos 15°, vale

¢’ = R[(1l-cos a) +-%.Y.sen2a

¢/ =0,77((1-cos 150) + %.0,2619.sen2 150] = 0,3299x10 “*m.
En este instante el wvolumen del fluido wvale

m.d?

v/ =0,1161132x10 % + .0,3299 = 0,153426x10 °m?

Por tratarse de una compresién politrdpica, se halla que

la presidén en el momento en que se inicia la combustién vale

1,857812
0,153426

V.
P =p; (Vi)n =1,3.¢ )1:32 = 34,96533

Si se considera que el incremento de presidn desde este
punto hasta la presidén mixima se realiza por mitades, antes y

después del punto muerto alto, resulta gque la presidén de
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combustién en el dicho punto muerto alto tiene gque ser en bar

p. -p'+ AP _ 34 96533 + 105 = 34,96533

3 2 = 69,98266

El exponente politrdpico para esta parte de la

combuscidn, vale

logPa  10g.59.98266

0 - P~ . 34,96533 _ 5 490146
logV_  10g0:153426
v, 0,116113

Y para la segunda parte de la combustidn, también se halla que

el exponente politrdpico vale

P 105
log— log——=>——
n = Pa 69,98266 _ _1 4559699
loaV"  1og0:116113
g 990,153426

Para el pericdo de expansidn se estima que el exponente
politrépico vala 1,3, resultando que la presidén final de esta

expansidén vale, en bar.

Pr = Pp ()7 = 105 (375553877

i

y1+3 = 4,068776

Con los valores hallados por estas ecuaciones ge trazd el
ciclo dinédmico de la Fg. G&% y para su comprobacidn, se
determina a partir de &1 y de los valores obtenidos por cdlculo
la potencia que desarrolla el motor.

Teniendo en cuenta que el trabajo de la compresién viene
dado por la férmula de la politrépica, y que se puede considrar

por partes, una anterior a la combustidén y cuyo trabajo viene
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dado por

pi'vl Vi n-1
- 1o 2
T o1 [1-¢ V,) ]
1,3x105x1,857832x10 3 1 1,857832 4,32, _ 921 .7
- - -\ = e —— ! - - J
1,32-1 [ (0,153432) ] !

Y para la primera parte de la combustidn es

-

= p‘.v‘ - _‘_{___ n-1
v = Pty
34,965332x10°%0,153426x10 ° . 0,153426 1,09, _
= » - e —— ' _"]-
t 2,490146-1 (1-(gTe113) | =718 Y

Para la segunda parte de la combustidn, donde se inicia
la expansibn, vale

PV, v’ 1-n
HarTa | -1
e L) ]
69,98266x10°x0,116113x10 > 0,153426 12 45556 _;; .

- 14559 _17 = 325 J
Te 1-(-1,45596) L5, 116113 ]

T, =

Y para la expansidn, tomando 1,3 el exponente politrdpico, vale

PreV’

- _ (Y yaa
105x105x0,153432x10 0,153432 .1 54
) 1102153432 1310 L 9908 g
Te 1,3-1 [1-(Tig57g32) 1 = 2828,

El trabajo atil por ciclo y cilindro, vale

T, = (-921,7 - 185 + 325 + 2828,8) = 2047,1 J

Teniendo en cuenta que la potencia es el trabajo en la

unidad de tiempo, resulta gue la potencia indicada, siendo n,_

el nimerc de ciclos por minuto, y N, el nimero de cilindros,
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vale

p. . TuleNe o
i 60x1000 )

Y dando valores

_2047,1 x 1500 x 6 _
P 60 x 2 x 1000 153,53 xwl

Que es un valor préximo al dado en las caracteristicas del
motor.

Por otra parte, también se puede determinar la presidn
ficticia o media indicada, deducida del trabajo Gtil y del

volumen de cilindrada, y vale

T
P = u_oo_ 2047,1 = 587673 N/m? = 5,88 bars

2 v, 2x1,741698x10 3

De esta forma se dispone de los datog necesarios y
suficientes para trazar la curva de esfuerzos tangenciales, o
fuerzas tangenciales excitatrices de los gases y sus arménicos.
Perc de la (figura 2) ya se habia determinado, ecuacidn (52),

que la fuerza tangencial, variable en cada instante, vale

Y.sen 2a
F, = Fg.(sen o+ )]

2./1-Y%.sen? «

La fuerza instantdnea Fg de los gases se determina a
partir del diagrama, pero en este caso se determina mejor a
partir de 1las ecuaciones gue se han propuesto para la
compresidn, combustidn y expansidn; pero es siempre el producto
de la presidén instantdnea por la seccidén del émbolo. Por otra

parte, va se ha medido y calculado la politrdpica de compresidn
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Yy Su constante vale

p.v’=C =1,3x10°x(1,857812x103)"32? = 32,28685 N.m?

de la que se obtiene que la presidn instantdnea vale

C
v i

p:

Pero v vale en cada instante, el volumen de combustidn hallado

v = 0,116113x10 2 m®, mas el volumen engendrado por el émbolo
en el instante, o sea, la seccidn del émbolo por su parte de

carrera recorrida, que como se halld en la ecuacidn (28) es

1

C” =R [(1 ~ cos a) 1-5 Y.sen? aj

La fuerza instantdnea vale entonces para la compresidn

32,28685 x 11,3098 x 1073

(S..R [(l-cos a)—% Y.sen? a]+v)"

F, =

Por lo que, la fuerza tangencial instantéanea para la

compresidn, vale

F.= ' 0,365158 (sen o + Y.sen 2a \

t
(S.-R[(l-cos a)—--;—(.sen2 al+v, )4 2.J/1-Y%.sen? a

En la cual debe tomarse ( 180° < a < 345° )

Para la primera parte de la combustidn, el cdlculo no
varia en cuanto a forma; varian scolamente el angulo que en este
caso se toma ( 3459 < a < 360° ), y la constante politrdpica que

vale

p .v7=C"=34,96533x10°x(0,153426x10 %)%* =1,11308x10 3 N.m?®
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Y la fuerza tangencial viene dada por

-3 -3
F-.= 1,11308x10-°x11,3098x10 (sen a+ Y.sen 2a )

(S.-R[(l-cos oc)—--;—(sen2 al+v, )% 2y1-v%.sen? a

Para la segunda parte de la combustidén, gue continda
hasta 15° después del punto muerto alto,se tiene (0° < a < 15°)

y la constante politrépica es

p,-va=C"=69,982666x10°x(0,116113x10 %) */**® = 3,75x10" N.m?

Y la fuerza tangencial vale

12 -3
F,= 3,75x10"°x11,3098x10 (sen a+ Y.sen 2a )

(S..R[(1l-coe a)+u§sen2 al+v,) 1438 2y/1-Y2.sen? a

Para la expansidn, que se extCiende hasta al punto muerto
bajo, se tiene (15° < a < 180°), y la constante politrdpica

vale

Dy-v™" = Cx = 105x10%.(0,153426x10 °)** = 115,5734 N.m’

Y la fuerza tangencial importa

-3
115,5734x11,3098x10 (sen a+ Y.sen 2a )

Fres Y 2 2
(S..R[(1l-cos a)+~§sen2 a]+v)is 2y1-vY%.sen? a

Con este procedimiento de cdlculo y las correspondientes
ecuacicnes de las fuerzas tangenciales se trazd la curva de la
Fg.42, en la cual se incluyen los calculos establecidos para
la representacién de los arménicos (pagina 124 y siguientes)

Yy Su representacidn en la Fg. 27.
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Forma de vibraciones propia y nimero de vibraciones del eje

Para proceder a la obtencién de un valor aproximado de la

velocidad angular propia ®.,, eS necesario conocer el sistema

vibratorio, como se ha establecido en el apartado (2.2.3) vy,
entonces, proceder a la determinacidén del sistema equivalente,
y a las masas de sustitucidn. _

Como todos los cilindros son idénticos, las masas mdviles
y fijas son iguales; por lo que, calculando las masas, la masa
de sustitucidén y la longitud equivalente para un cilindro,
satisface el célculo para todos los cilindros. Para ello,
empiezo por calcular las masas de cada ciglefial, midiendo sus

dimensiones y determinando su peso; cada brazo de cigliefial mide
la superficie de 325 cm?, y espesor de 2,3 cm.; reducida su
geometria a un rectdngulo tiene la dimensidén en la direccién
del radio b = 26 cm. y en el plano transversal a = 12,5 cm.,y
pesa 5,2 kg.; el centro de gravedad coincide con el eje de
giro, por lo que aplicada la ecuacién (117) es h = 0. El
momento de inercia polar de estas masas vale

a2_'_1_-‘,2

IOb = 2'mb 12

Siendo la masa la relacidén entre el peso y la aceleracidn de
la gravedad.

Por la ecuacidn (117) se obtiene la masa equivalente que vale

2 2

M,.R? = 2m, (h? + %)
2 m a2+b2
Mmoo (T S

1

Dando los valores ya determinados, resulta que

2 2
m, - ——2%5,2 o, 12,57 + 26

9,81x0,0772 12

) = 1,24 k/m.s? (u.t.m.)
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Fuerza tangencial de inercia primarias y secundarias de las
masas alternativas productoras de vibraciones de torsidén en un
motor semmilento.
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La masa del mufién y la segunda masa de descomposgicidn de
la biela tienen su centro de gravedad en el extremo del radio
de ciglefial; se ha determinado que esta parte de masa de la
biela pesa 2,75 kg. y gque el muiién pesa 2,034 kg.. La fdrmula

{117°) determina la masa equivalente de estasg dos, y vale
m,.R? = (3 m).(R? + 1 r?)
2 2
1 2 1 2
m, "Eg-(zjm)-(R 5 Y
dando los valores ya propuestos y determinados, resulta

1 2,754+2,034 .1 ) ,
m, = . 0,077+ = 0,041 = 0,5568 k/m.s
2= oo72t 9,81 O 2 00417

La masa equivalente que sustituye a los gorrones del
ciglefial se determina por la ecuacién (118), teniendo por
medido que tres de los gorrones pesan 3,546 kg. y los otros
cuatro pesan 2,455 kg., resultando que

m,.R? :-% m,.rg
1 1 2
_ 1 3,546 1 2 _ 2
. 1% 0,0472 = 0,0673k/m.
T g7 9,81 X Y 0673k/m-s

Y también

. 1 2,455 1 2
= =x 0,047
M = 90772 9,81 2% "

0,0466 k/m.s?

Por la distribucidén de los gorrones en el eje de
cigliefiales, a los cigliefilales de los cilindros numeros 2 y 5 les
corresponde la masa de 0,0466 kg. ; mientras que a los
ciglieflales de los cilindros nimeros 1, 3, 4 y 6 le corresponde
una masa de 00,0673 kg. y otra maga de (,0466 kg., resultando

una maga media de 0,05695 kg.; de esta forma, la masa de
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sustitucidén para los cilindros nimeros 1, 3, 4, 6, vale

m, +m, +m; =1,24+0,5568+0,05695 = 1,8435 kg/m.s?
(Y m) =1,8435 x 4 = 7,4152 kg/m.s’

Y para los cilindros nlGmeros 2 y 5, vale

m +m +my° =1,24+0,5568+0,0466 = 1,8435
(Y m) =1,8435 x 2 = 3,6870 kg/m.s?

En cuanto a la sustitucién del ciglefial por una parte del
eje uniforme que sea egquivalente conforme a las deformaciones
elasticas por torsidén. Esta longitud reducida o equivalente,
puede determinarse por las fdérmulas (125) de GEIGER, o por la
(126) de CARTER; tomando las de Carter, que dan

3 I

Ir Ir Ir
I, =15025 +2 (0,4b.540,637R. 2F) + —.1,. =
g g a

H

=l

Dando los valores medidos, y los valores hallados para el
momento de inercia de las superficies de las diferentes piezas;
considerando que el eje equivalente tiene el igual diametro que
el gorrdén, resultando que los momentos de inercia polares son

para el gorrdn:

I, - .dg - .94%%&.0,0944 - 7,665x 107 m*

I, = 766,5 cm*
Para los brazos del ciglefial

Ia=—al‘2b .(a%+b?) =

0,1251:;0,023_(0,125+o,0232)= 3,8702x10 ° m*

I, = 387,02 cm*
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Para el mufidn del cigliefial

I, = Z.d} = %.0,0824 - 4,4387 x 1075 m¢

I, = 443,87 cm?

Llevando estos valores a la fé6rmula de Carter, en el
sistema c.g.s. que utiliza, se determina que referida a los

gorrones de 6,5 cm de longitud vale

766,5 766,5 766,5
- 6 r2.2.(0,4x3,2 12.,0,637x7, Tx =015
Ir = 65X agg, 5 72 (0,4%3, 2x 22ms +0,637x7, Tx 35503 ) *
3 66,5 _ i
_hEX4’9X443,87 33,56 cm ;

y referida a los gorrones de 4,5 cm. de longitud, la longitud
reducida vale 31,56 cm. & 0,3156 m.

Quedan por resclver la masa equivalente del volante y la
masa equivalente del generador trifdsico al que suministra
potencia.

El motor instala un volante con las dimensiones siguientes
medidas de la llanta: didmetro exterior 0,42 m., didmetro
interioxr 0,18 m., longitud axial 0,12 m.; el momento de inercia
de este volante vale

. S

_ 3,1416x0,12x7860 a_ 4y _ 4
I, 3 x 9,81 .(0,21°-0,09*%) 0,2838 k.m

En consecuencia a la férmula (119), la masa equivalente

vale

2 _
m,.R2=1T

v

Para el generador trifdsico, a falta de los datos
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correspondientes al factor de inercia, lo considero como un
volante, de la forma en que ya se ha propuesto en el apartado
(b.2.3) v en la figura 24. Entonces, el sistema gqueda reducido
a una masa equivalente a los seis cilindros, y otra gran masa,
suma de las masa del volante y la masa del generador, situada
en un punto aproximadamente intermedic entre ambas masas; como
se desprende de la figura 26. El rotor del alternador tiene la
longitud de 0,5 m. y el didmetro de 0,36 m.. La distancia entre
los planos vertical-transversal gque contienen el centro de
gravedad de cada una de las masas es de 0,46 m.. De esta forma
se mide que la distancia entre el eje geométrico del cilindro
mas proéximo al volante y el plano que se considera contiene la
gran masa volante-generador vale 0,52 m. El momento de inercia

de la masa del rotor, conforme a las dimensiones medidas, vale

n.l.m, 4

I

Ifo = 2
I - 3r14162X 0'5;.;;822 x 0,18% = 0,6606 kg/m.s?

Aplicando la misma férmula (119), se determina que la masa

equivalente del inductor, wvale

2 _
m, . R° =1,

I 0,6606
m._ = = = 111,13 kg/m.s?
®f  R?2 0,0772 ! g

La masa equivalente del grupo volante-inductor vale

m,, +m, = 47,8682 + 111,13 = 159 kg/m.s?

ev

El gorrdén del ciglefial que se apoya en el cojinete de

218



bancada mas prdéximo al volante, se prolonga con igual diametro
de 0,094 m. en longitud de 0,16 m. y termina en un plato de
unidén gue recibe al veolante.

El inductor del generador va montado en un eje empernado
al volante con longitud de 0,15 m. en diametro de 0,14 m.; para
recibir al inductor reduce si didmetro a 0,12 m., en la
longitud de 0,5 m..

A fin de determinar la longitud reducida de estes ejes,
determino la influencia del volante sobre el tramo de su eje
segin lo establecido en la fdérmula (124), considerando que el
eje equivalente es del mismo didmetro que el gorrdn del eje,

vale

Y para la influencia del inductor sobre todo el tramo de eje,
tomo en consideracién la propuesta de HANS SCHRON para la

longitud reducida de estos generadores, que vale

o
I

IOI‘ + 19 . ID
I.. T

I r

1
1,=1,. + Tf'

ol oe

siendo 1, la longitud de eje de 0,14 m. de diametro, le es la
longitud del eje de didmetro 0,12 m. gue recibe al inductor e
Ice es el momento de inercia polar de la seccidn de este eje.
Dando valcres a la férmula anterior, y teniendo en cuenta que
el inductor del generador influye sobre el tramo de eje entre
el volante el el cojinete de bancada mas prdximo a &l resulta

que al tomar el didmetro del eje equivalente del mismo wvalor
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de 0,094 m., se determina que esta longitud vale

3—"2;:0,0944 0.5 3—"2x0,0944 " x0,094"
1, = 0,15x== + L2x=2 * 0, 16x—"—
A 4 L 4 i 4
32XO,14 32x0,12 32x0,094

1, = 0,2533 m.

La longitud reducida del conjunto velante-inductor, vale

L=1_+1

rv rr

L=0,16 + 0,2533 = 0,41333 m.

Como es norma expresar el médulo de elasticidad y la
resistencia o fatiga de los materiales en Newtons centimetro
cuadrado o milimetro cuadrado, © bien en kilopondiocs centimetro

cuadrado o milimetro cuadrado, tomaré las masas reducidas en
kg/mm.s? y las longitudes reducidas en mm.. Tomando el médulo
de elasticidad del acero empleado en la construccidn de los
ejes E = 21000kp/mm?* y que el mdédulo de rigidez, se toma
K =2/5 E, el momento de inexcia polar es el de la superficie
transversal del eje reducido, que se tomdé en 94 mm. de

didmetro; resultando que la constante del sistema g~ wvale,

segin la férmula (134), para el eje reducido

. I,.K
q” = ;2
3, 1%6 x 944 x 21000 x %
q° = — - 10859508 kp.

Por la formula de CARTER (126), ya quedd determinada la
longitud aparente del eje de cigllefial de cada cilindro, que son
341,1 mm. y 321,1 mm., tomando el valor medio de 331,1 mm..

Estos valores, llevados a la PFg. 44a, determinan que la masa
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de sustitucidén del eje de ciglieflales de los sels cilindros se
encuentra situado entre los clindros numeros 3 y 4 y tiene por

valor

1 =341,1 + 321,1 = 662,2 mm.

También se determind que la masa de sustitucidn del eje

de cigiiefiales vale

m~ =0,0074152 + 0,003687 = 0,0111022 kg/mm..s?

De igual forma se determiné que la masa de gustitucidn del

grupo volante-inductor vale

M=0,0478682 + 0,11113 = 0,159 kg/mm..s?

Y la distancia entre las masas m~ y M, vale

l1+L =662,2 +413,3 =1075,5 mm.

Con estos valores llevados a las f6rmulas (134), se
determina la forma de vibracidén propia y el numero de
vibraciones propio del motor; siendo la velocidad angular de

la vibracidén del conjunto

o zd g~ m M =¢ 10859508  0,0111 + 0,159
e 1+L " m~ .M 1075,5 0,0111 x 0,159

w, = yIT3165 = 986,5 rad/s

La constante de las férmulas (139) para las masas de
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sustitucidn del eje de cigliefilales esg

w? 973165

—. am= ———— x 331,1 = 0
g I q.m 10859508 X (1 x 0,00184965 = 0,053553

vy para el grupo volante-inductor

w? _ 973165 _
~.L.m = 10859508 x 413,3 x 0,00184965 =0,070149

Con estes valores se obtiene las deformaciones relativas
de las férmulas {(139)

a, =1,00; a; - 0,946447; a, = 0,842209; a, = 0,692868
a, = 0,506422; a, = 0,292856; a, = -0,007438

Con estes valores, la formula (140) da la resultante
R = w2.2: m, .a,=
973165[0,00184965x4,280802+0,159x(-0,007438)] = 6554,6 kp.

Como R tiene un importante valor positivo, indica que la

velocidad angular de 986,5 radianes es demasiado baja;
tanto,

por
es necesario llevar a cabo un cédlculo con mas favorable

valor para esta velocidad, que tomaré w, = 1008, 5rad. de la que
gse obtiene los siguientes valores:

2

We 1017072
. o= e 1,1 x 0,00 = 0,05732649
T 1. ..m To859508 X 331,1 x 0,00184865 9
y gque
W 1017072
C.Lom=—-'"'* %413,3x0,0 = 0,007155
= L.m 10859508 X ,3 x 0,00184865 , 8569

Con estos valores, llevados a la férmula del grupo (139)
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se obtienen las deformaciones relativas gque valen

a, =1,000000

a; = 1,000000 - 0,0573265 = 0,942674

a, = 0,942674 - 0,0573265(a,+a.;) = 0,831307

a, = 0,831307 - 0,0573265(a,+as+a,) = 0,672190

a, = 0,672190 - 0,0573265(ag+as+a,+a,) = 0,474633

a, = 0,474633 - 0,0573265(agz+as+a,+a+a,) = 0,248147

a, = 0,248147 - 0,0715586 (a,+as+as+a+a,+a;) = -0,0501769

Con estos valores llevados a la férmula (140) da la

resultante

R =@y m,.a, =

=1017072[0,00184865x4,168951+0,159x(-0,050176%9)]1 = 2,7 kp.
Este valor de @, es satisfactorio, pues si se trazara en
un diagrama los valores de R en funcién de w,, el Gltimo valor

de R difiere muy poco de cero. Tomamos, pues,w, = 1008,5 rad/s

El nimero de vibraciones propio y la frecuencia se toman

de las férmulas (135) y valen

1
n, =f = 5
:'5§§?TZT€ x 1008,5 = 160,589 oscilaciones/s

QR =

La representacién grafica de las deformaciones relativas
calculadas, determina la forma de vibracidn propia de primer

grado, que se representa en la Fg.44c.

Deformaciones de resonancia segin la sucesidn de encendidos
En el apartado (B,2,5) se ha estudiado las deformaciones

en la resonancia, y se ha obtenido la férmula (154) de 1la

resultante que determina el trabajo de excitacidén en la
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resonancia.

A fin de determinar los valores de las resultantes, se
procede a la determinacién de los armdénicos a lo ya expuesto
en la férmula (155), referidec al motor en estudic en el gque el
calaje es, seglGn la Fg.44b, 1, 5, 3, 6, 2, 4, y la distancia
angular entre encendidos es 720/6 = 120°. Resultando que de la
estrella de direcciones del arménico excitador se trazan las
poligonales de las deformaciones de resonancia relativas como
se representa en la Fg.44 armbénicos. Teniendo en cuenta que la

férmula (155°) da para los armdnicos de orden k,

k 720
L

de la cual se infiere que para este motor, segin la estrella
de la Fg.44b de arménicos, resultan las siguientes estrellas
de direcciones:

Para el armdnico k = 1, o armdénico de orden 1/2, el dngulo

1 720
Ba = By = - —g— = 60°

presenta la estrella de la figura (44b).

Para el arménico k = 2, o arménico de orden 1, el angulo

720

= 120°
6

Baiﬁb:%‘

presenta la estrella de la figura (44d), que coincide con la
estrella del calaje de ciglefiales

Para el arménico k = 3, o arménico de orden 1 1/2, el
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angulo

= 180°

3 720
Pa =P ™ 57
Presenta la estrella de la figura (44e)
Para el armdnico k = 4, o arménico de segundo orden, el
angulo

720

- :E_.._,..........: (o]
Ba - B 5.5m =240

Presenta la estrella de la figura (44f)
Para el armdnico k = 5, o armdénico de orden 2 1/2, el

adngulo

ﬁa—Bb=%. = 3000

Presenta la estrella simétrica a la de la figura (44c)
Para el armdnico k = 6, o0 arménico de tercer orden, el

dngulo

ﬁa—ﬁb=g. - 3600

Pesenta la estrella de la figura (44g).
Para el arménicc k = 7, ¢ armdnico de orden 3 1/2, el

angulo

= 42009

720
ﬁa_ﬂb: 6

po |~

Presenta la estrella de la figura (44c).
Para el armdénico k = 8, o armdnico de cuarto orden, el
angulo
8 720
B, - B, :-E.-#gm = 480°
Presenta la estrella de la figura (44d).
Siguiendo en este mismo orden, se observa gque las
estrellas de direciones se repiten con las mismas cifras, o con

las mismas cifras distribuidas en forma simétrica; de manera
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que se cumple para los armdnicos k = 1, 5, 7 y 1ll; para los
armdénicos k = 2, 4, 8 y 10; para los armdénicos k = 3, 9 y 15;
para los arménicos k = 6, 12 y 18. Y de un modo general, para
los armdénicos principales los radios de la estrella tiene la
misma direccién.

La resultante de las deformaciones relativas viene
representada por la poligonal de las deformaciones determinadas
en el apartado anterior, figura (44c). Por todo lo expuesto
anteriormente, en la figura (44h) se representa la poligonal
para los arménicos k =1, 5, 7, 11, 13 y 17 gque no eg cerrada,
y la resultante vale la suma vectorial de todas ellas, gque se
determina por la composicidn de fuerzas, para lo cual utilizaré
el mismo procedimiento que para la resultante de las fuerzas

de inercia; empiezo por determinar la resultante de a, y a; por

la f6rmula general

2 2
R, = Jal +as + 2.a,.45.C08 60

Dando los valores correspondientes, resulta

R, =1,184133 =1,088179

Determino que el dngulo que forma esta resultante con ag vale

2 2 2
.—.‘-25 +Rl —a1

2.4a5.R;
cos a; = 11,3902°

cos a; = =0,980305

El &ngulo que forman R, con a,, vale

a, = 60° + 11,3902 = 71,3902° = 71023/25"

Procediendo de igual forma para R, con a&,, se obtiene

R, = Jai + R{ + 2.a;.R,.cos 71,3902
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Dando valores

R, = y2,102823 =1,450111

El &ngulo gque forman R, con a,, vale

, a; +R - Ry
COS Oy = =0,703529
2.a5.R,

o - 45,28920 = 450177217

Y el angulo que forman la resultante R, con a, vale
a, = 60° + 45,2892 105,2892° = 105017217

L.a resultante de estas dosg vale

R, = JaZ + R} + 2.a,.R,.cos 105,2892

R, =2,338059 = 1,529072

El dngulo que forma R, con &, vale

aZ + RZ - R?
2.84.R,

a, = 66,1767° = 66°10'36"

cos ab = - 0,403917

Y el &dngulo que forma la resultante R, con a, vale
a, = 60° + 66,1767° = 126,1767° = 126°10'36"

La resultante de la deformacidén &, con R, vale

R, = Jaj + R{ 2.a,.Ry.cos 126,1767
R4

= /1,706550 = 1,30635

El angulo que forman la deformacidén a, con R, vale

, a3 +R{ - R} /
COS 0y = > 2. R = -0,327587%; a, = 109,1224°
rEE2 M
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El &ngulo que forma la resultante R, con a, vale

ag = 60° + 109,1224 = 169,1224 = 169°7/21"

La resultante de la deformacidén R, con la a,vale

R =a; + R{ + 2.4,.R,.cos 169,1224

R =.0,264633 = 0,514425

El a&ngulo gue forma la resultante R con la R, vale

R? + R} - a;
2.R.R,
a, = 17,7569 = 17°45'25"

= 0,952359

cos a, =

El angulo que forma R con a; vale

Op = Oty +60° - @, = 109,1224° - 60° - 17,7569° = 31021/56"
En las figuras (44i) y (44j) se representan las poligonales
de los armdnicos k = 2, 4, 8, 10, 14 y 16 las resultantes

valen: Para las deformaciones (a,; + a,) ¥y (a, ~ as)

= J{a,+a,)? + (a,+a.)? +2.(a,+a,).(a,+a.).cos 120°
3 4 2 5 3 4 2 5

Rl
R, = 2,138346 = 1,462308
El &ngulo que forma la resultate R con (a, + a,) vale
(a;+a,)? + R - (a,+as)?

2.{as+a,).R,
a, = 57,0741° = 57°427"

= 0,543554¢°

cos o, =

Esta resultante forma con la deformacidn (&, + &,) el angulo

57,0741° - 60° = -2,92590 = -2055/337
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y en sentido directo

3600 - 2,9259 = 357,0741 = 3570427/

La resultante de la deformacidn (a, + ag) con R;

R = |/(a,+a5)? + Rf - 2.(a;+a,)-R,.cos 357,0741°

R = /0,0506236 = 0,224997

El dngulo gue forma la resultante R con (a, + @) vale

(a,+az)? + R? - R:
2.(a,+az) R

o = 160,6237 = 16002735"

cos a’ = = -0,943359

Como se puede observar, la figura (44j) es simétrica a la
figura (44i); por tanto, sus resultantes tienen igual valor y
son simétricas en cuantoc a angulos formados.

En la figura (44e) se representa la pcoligonal de los
arménicos k = 3, 9 y 15, y vale:

R = (a, +a, +a;) - (4,

+a5 +a6)
R =1,394971 - 2,773981 =

-1,379011
En la figura (44g) se representa la poligonal de los
arménicos k = 6, 12 y 18, y vale:

R=a, +a, +a, +a, +a;+ a
R =4,168951

I

Resumiendo, las resultantes valen

R ;R.;R,;R,;;R4;Ry; = 0,514425
R,;R,;;Rg;iRg;R 43Ry = 0,224997
R,;Ry;R,5 =-1,379011
R.;R,,;R,g = 4,168951

La resultante R toma el valor mé&ximo para los armdnicos
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principales 6, 12 y 18, siendo igual a la suma algebraica de

lag deformaciones individuales de a, hasta a,

Velocidad angular critica

En el apartado (B.2.5.b) en el que se estudid el namero
de revoluciones critico y se obtuvieron las fdérmulas (148) vy

(148') que da para

w
kT EF T
2

]

ne
X
2

Y como se ha hallado que «, = 1008,5 rad/s, la resonancia se

presenta para la velocidad angular de

1008, 5
(A)k —Wk

2

y para el numeroc de revoluciones

2 ° 2 x9631,2
k k
2

Considerando que la velocidad angular del motor en régimen
de funcionamiento normal es de 1500 revoluciones por minuto, o
157 rad/s; tomando la velocidad angular variable entre 770 y
1751 r.p.m., pueden entrar en resonancia con la frecuencia
propia del eje los siguientes armdnicos:
2 x9631,2 _ K < 2 x 9631,2

1751 770
11 < k< 25
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Por tanto, corresponden a los de orden 5 1/2 y 12 1/2,
entre los que se encuentran los 6rdenes principales 6, 9 y 12,
asi como, los intermedios 7 1/2 y 10 1/2. No obstante, puede
realizarse una comprobacidn de resultados a partir de la tabla

de valores de la pagina (147), llevandolos a la férmula (153).
Trabajo de torsidén adicional del eje

Al trabajo producido por los momentos de torsidn Gtil

ya determinado
' =a_.(a, +a s
= ag.(a, + a5). ¢
al que se le habia determinade que el &ngulo de torsidn en

grados, vale

[+]
L]

se aflade el trabajo que producen las vibraciones de torsién.

Para el arménico principal de orden 6, gue vale

n :-2§%%Lg = 1605,2 r.p.m.

se calcula por la férmula (153) la deformacién a; del cigliefial

sexto en el extremo libre del eje con la fuerza tangencial de

sexto orden dado en la tabla de la pagina (147}, donde se da
ge F, = 0,43 kp/cm2 =0,0043 kp/mmz, con §:ai.sen B; = 4,168951,
con el coeficiente de amortiguacidn, segln BRANDT, siendo
0,0008 < k< 0,001 kp.s/cm®, con w, = 1008,5, y con la férmula
Y al-=al+alva; +a; +a; + ai =

alignll,002+0,9426742+0,8313072+0,672190%+0,4746332+0,248147°
3 al = 3,318397
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de manera que esta deformacidn vale

_ Fg . R
ag = — >
k .Q}ezai
4 - 0,43 x 4,168951
6 0,001 x 1008,5 x 3,318397
a, = 0,5753 cm = 5,357 mm.

referida al radio de ciglefial de R = 77 mm.

El dngulo de torsidén vale, segin se halld,

& _ 57,3 x 5,357
0 =%57,3x — = 2! ’
? %R 77

0, = + 3,9861° = 3°59'10"

De la misma forma se ha obtenidc para cada uno de los

demds armdnicos, con el valor corregpondiente de E}.y'zzai.senﬁi

la deformacidn en el mismo ciglefial, dando menor deformacidn.
Referida esta deformacidén al radio del gorrdn, la deformacidn

vale:

z 47
H—g: —
. 5,357 x 77

)
I

g 2g

a, = 3,26 mm.

El trabajo maximo del eje se presenta en la proximidad del

nodo de la vibracidén, y vale

T/ = ag.(a; ao).-%

; 8400
=3,26.[0,248147 - 0176 -

T/ = 3,26.[0, * (-0,0501769) 1. 722

T/ = 131,18 kp/mm?

Teniendo en cuenta que la resistencia del acero aleado gue

se utiliza en la construccidn de los ejes de cigliefiales es de

80<g<170 kp/mm.?, esta carga es absolutamente admisible para el
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eje, haciendo dispensable la instalacidén de un amortiguador de

vibraciones en esta velocidad.

También, a mayor abundamiento para sacar conclusiones al
respecto, antes de analizar las graficas de amplitud-frecuencia
tomadas a este motor, considero conveniente determinar la
amplitud de la maxima deformacidn producida por las fuerzas
tangenciales basicas debidas a los gases y a la inercia de las
masas alternativas a partir de la férmula (122), en la gque se
ha establecido la ecuacidn general de la resistencia, que
relaciona el momento torsor y el momento de inercia polar, asi

como el a&ngulo de torsidn

Para determinar el momento torsor, en este capitulo de
examen de resultados, determiné el ciclo dinamico de la Fg.41
para de alli hallar el wvalor de 1la fuerza tangencial
instantdnea de los gases, representada en la Fg.42. También se
le determind a este motor el valor de las fuerzas de inercia
de las masas alternativas para hallar la fuerza tangencial que
se representa en la Fg.43. De la figura 42 se mide que 1la
fuerza tangencial tiene el valor maximo de 40621,5 N. a los 19°
de giro del eje de ciglefial, y de la grafica 43 se obtiene que
para este angulo la fuerza tangencial de inercia vale 4258,5
Newtong; y la fuerza tangencial instanténea vale 44880 N. Como
el momento torsor vale el producto de la dicha fuerza por el
radio de ciglefial vy 1 es la hallada longitud equivalente entre
las masas de sustitucidén del eje de cigleflales y la del grupo

volante-inductor el angulo de torsidn vale

_ F..R.17  44880x77x1075,5 . ggo x 10 rad
K.I 4 ! "
0 82375’9}{3,1413529;:94
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Pero como el angulo de torsidn vale arco divido por el radio

del eje, la deformacidén que la fuerza tangencial le infiere al

eje, vale

a

0.r = 5,889x10 3x47 - 0,276656 mm.

Llevado este valor a la férmula del grupo (139} se tiene

a, = 0,276656
ag = 0,276656
a, = 0,221653
a, = 0,194244
a, = 0,156152
a, = 0,109471
a0:=0,056768
Con egto
resultante

R = w2.§: m .a_
R=973165[0,00185

El nimero

1

0,055003 = 0,221653
0,055003 (a.+ag) = 0,194244
0,055003 (a+a;+a,) = 0,156152
0,055003 (a+a;+a,+a,) = 0,109471
(
(

0,055003 (a,+as+a,+a,+a,) = 0,056768
0,068656 (a,+a,+a,+ray+a,+a,) = -0,012914

s valores llevades a la férmula (140) da la

37x1,014944+0,159x(-0,012914)]--167,26 kp

de vibraciones propic y la frecuencia segin las

férmulas (135) valen
1
n, = f = z'n.o% =

x 986,5 = 157 oscilaciones/s

2x3,141592

Procediendo de igual forma en las deformaciones por

resonancia, dan la

R,
R,

8 resultantes

iRg;R.;R;R4;R;; = 0,160512

jR,iRg;R 3R ,;R;; = 0,018482
R3;R9;R15 =”O;370162
R;iR\,;R,; = 1,014944
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Con estos valores se ha trazado la grafica de arménicos de
la Fg.46, gue como se observa, no varia con la grafica de
arménicos de la fg.45, en cuanto a forma; pero si, en cuanto
a deformaciones.

También aqui se presenta la resonancia para la velocidad

angular

986, 5

W =

(ST

y para el numero de oscilaciones por minuto

m e _ 2 x9420,3
k k
2

Si se toman velocidades angulares variables entre 753 y
1712 r.p.m., pueden entrar en resonancia con la frecuencia

propia del eje los siguientes armdénicos

2 x 9420,3 < k < 2 x 9420,3

1712 753
11 <« k < 25

entre los que se encuentran losg drdenes principales 6, 2 y 12.

Entonces, para el armdnico de orden 6 se tiene que vale

n = EEE%1L3 = 1570 r.p.m.

Aplicando la férmula (153} se calcula que la deformacidn a,
del cigiefial sexto en el extremo libre del eje, con la fuerza
tangencial de sexto orden tomada de la tabla de la pagina (147)
que da para F, = 0,0043 kp/mm?; y z:ai.senﬁ =1,014944 mm. se

calculd con el mismo coeficiente de amortiguacidén de BRANDT,
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siendoc

Y al-alvad+aivajva; - ai =
0,2766652+0,2216532+0,1942442+0,1561522+0,1094712+0,056768°
Y al - 0,206986 mm.

La amplitud o deformacién aé referida al radio de ciglefial de

77 mm., vale

F¢.R,
r:'i6 = ; >
k .(,L)E-Z aj_
a 0,0043 x 1,014944
6 0,001 x 986,5 x 0,206986
as = 2,1058 mm.

La cual le infiere el &ngulo de torsidn gque vale

a 57,3 x 2,1058
6 - +57,3x — = 4 !

2 X R 77
g -+ 1,5671° = 1° 34/ 02/

Esta deformacién referida al radioc del gorrdn vale

r
6 x —2 =2,1058 x 47

77
1,7364 mm.

El trabajo méximo del eje se presenta en las proximidades

del nodo de la vibracidn y vale

r_ 8400
T a, - {a, + ag) - 11,33

/= 1,7364.70,056768 + (-0,012914)].

8400
41,33

[n]
1

= 15,48 kp/mm?

Esta carga es consecuencia Gnicamente de la deformacidn
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producida por las fuerzas tangenciales bésicas, a las cuales
hay que sumarles, en la forma que resulte, las fuerzas del
andlisis armdnico.

La frecuencia propia del motor en estudio, determinada

de la férmula general, es

1
f=_—
2.1 ©

f = —>= =25 Hz

Que esg, también, la frecuencia de las fuerzas de inercia
primarias. Pero como se trata de un motor de cuatro tiempos,

la fuerza tangencia de los gases se da con la frecuencia

_f _ 25 _
f,= 5 =5 =12,5 Hz

Por tanto, el arménico k se da con la frecuencia 12,5 k
y cada oscilacidn se produce en el tiempo 1/12,5 k.

A fin de fijar conceptos para sacar conclusiones al
respecto, partiende de los valores obtenidos para las
resultantes y sus frecuencias, determino el tiempo en gue se
produce la oscilacién seglin el armdnico, y amplitud de la
deformacidén referida al gorrdn del cigliefial; valores con los
que construyo la sigulente tabla:

Arménico| Frecuencia| tiempo| amplitud

k=1 12,5 0,080 1,051
k = 2 25, 0,040 0,101
k =3 37,5 0,026 -1,414
k = 4 50, 0,020 0,045
k=25 62,5 0,016 0,259
k =6 75, 0,013 1,035
k = 7 87,5 0,011 0,103
k =8 100, 0,010 0,007
k =9 112,5 0,009 -0,105
k = 10 125, 0,008 0,011
k = 11 137,5 0,007 0,031
k = 12 150, 0,006 0,105

Se observa que a medida que el orden del armdnico se
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va haciendo mayor, la amplitud se va haciendo menor, y los
riesgos de resonancia van descendiendo porque las velocidades
a que puedan producirse se alejan de la velocidad angular del
motor.

De la férmula de la frecuencia se desprende que el
diagrama de dominio temporal viene dado poer una onda senoidal,
como ya se ha estudiado y representando en la figura 27, como
un vector V, dque gira a la velocidad del arménico que
representa. Si estos vectores son las resultantes halladas, y
sus valores son los que se dan en la pagina 235; los dngulos
que forman con la fuerza principal se determinaron en las
paginas 226 a la 229, representadas en la figura 44. Tomando
como origen de la deformacidn &,, a partir de la cual se miden
los angulos, se halld gque la resultante R, del arménico k=1
vale 0,160512 mm., y va en retraso, segln la rotacidén, en el
angulo ot = 31,3655° « 180° = 211,3655°, que es el dngulo comin
a los armébnicos k calculados en la pagina 226. De la misma
forma se pueden hallar y representar las senoides de 1los
vectores k=2 y los de su serie, que el a&ngulo en retraso vale
160,6237°; para k=3 y los de su serie, el &ngulo vale 180° &
360°; para k=4 y los de su serie, el a&ngulo vale 180°-31,3655=
148,5445°; para k=6 y los de su serie, el dngulo vale 0.000°,

En general, puede decirse que para el anguloc 4m, que es
el angulo en que se realiza el ciclc en los motores de cuatro
tiempos, se producen tantas frecuencias como cifras indique k,
iniciadas a partir del origen comin.

En cada instante, la amplitud total es la suma vectorial
de las amplitudes senoidales parciales. Estas senocidesg pueden
representarse bajo la grafica de la figura 42, en la forma que
se obtienen de la figura 27.

Las graficas de las figuras 47 y 48 representan un
andlisis temporal de las amplitudes, tomadas por el director
de la tesis y el doctorando, con el analizador gque se

especifica, en el motor de seis cilindros a cuatro tiempos con
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METRITEK-DIV. MANTENIMIENTO

Machine 1 MACHINEPEGASO(A)
Date & Time : 15.05.95 17:26:07
Operator : MANFERPAZ
Comment S
Envelope : Filtered Envelope
Average : 1 Linear averages

mm/s 4

1.868

1.246 7

0623 7

0.000 7

-0.623

-1.246 7

Andlisis temporal de amplitudes tomado en el cojinete extremo
del lado del grupo volante-inductor, en el motor estudiadeo,

con el acelerdmetro Tandem-Piezo VIB 8510

Fg. 47

(c)



orden de encendido 1, 5, 3, 6, 2, 4, a que se refiere la tesis.

El transductor (A) es un acelerdmetro Tandem-piezo tipo
VIB 8510, se instald sobre el travesafic que contiene al
cojinete de bancada mas préximo al volante, y el transductor
acelerébmetro (B) tipo VIB 8515, se instald sobre el travesafio
extremo que aloja al cojinete de bancada mas alejado del
volante.

De un andlisis de las graficas se deduce que las
amplitudes maximas apenas varian en cuanto a intensidad, v solo
varian ligeramente en cuanto al tiempo. Las amplitudes son
mucho mas oscilantes en el cojinete del ladc del volante; por
una parte, por la accidén de los armdnicos y, por otra, por la
accidn del grupo volante-inductor, con forma propia de vibrar
diferente cada uno de ellos y por su influencia sobre los
referidos armdnicos; pudiendo suceder, gque al mantener el
volante la velocidad angular mas constante varie la componente
senoidal de los armdnicos acercidndose mas a la resonancia; en
el bien entendido de que los cojinetes de bancada estén en
perfectas condiciones y que el eje de cigleflales esta
correctamente alineado. Si‘se cumplen estas condiciones, en
este caso, el comportamiento del volante es contrario al de los
amortiguadores y extintores de vibraciones; cuando se admite
que el veolante, en virtud del teorema de las fuerzas vivas,
acumularéd en forma de energia cinética, el trabajo motor en
exceso, para subvenir al defecto del trabajo motor, llevando
la fuerza tangencial y el par motor a un valor mas constante,
que esg el fundamento de los amortiguadores y extintores de
vibraciones.

También se han tomado graficas para hacer el andlisis
frecuencial de las amplitudes, y los resultados obtenidos dan
valores parejos en las amplitudes maximas.

A mayor abundamiento_para las conclusiones, el doctorando
ha determinado la amplitud resultante de las componentes

senoidales para el instante 21,50 ms. en las graficas de las
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METRITEK-DIV. MANTENIMIENTO
Machine : MACHINEPEGASO(B)
Date & Time : 15.05.95 17:26:07
Operator : MANFERPAZ

Comment H

Envelope : Filtered Envelope
Average : 1 linear averages

1.237

0619 ]

0.000 7

-0.619 7

Analisis temporal de amplitudes tomado en el cojinete extremo
‘alejado del grupo volante-inductor, en el motor estudildo,

con el acelerdmetro Tandem-Piezo Tipo VIB 8515

Fg. 48
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figuras 47 y 48, tomando la amplitud de cada armdnico k de la
tabla de la pdgina 237, empezando por situarlo en su posicién
angular inicial respecto del eje geométrico del cilindro, fijar
su posicién angular respecto del eje normal al anterior y
determinar la componente senoidal de cada armdnico.
Considerando gque en el instante t=0, las amplitudes dadas
resultantes

en la tabla de la pagina 237, reducidas de las

halladas de la pagina 234, y representadas en la figura 44, en
el tiempo t cada una de ellas engendra el dngulo que vale Wt
radianes, y en grados

a=2.n.f.t =2 x180 x0,0215 £ =7,74 £
Por esta f&rmula determino el valor de la amplitud de cada
arménico en el tiempo t=21,5 milisegundos y el &angulo girado

por el vector.

Armdénico | Angulo { Amplitud

k =1 7,74x12,5 sen 38,11x1,051 = 0,648¢
k =2 7,74x25 sen 37,22x0,101 = 0,0611
k 3 7,74x37,5 sen 20,25x-1,414= 0,4894
K =4 7,74x50 sen 3,28x0,045 = 0,0026
k =5 7,74x62,5 sen 65,11x0,259 = 0,2349
k =6 7,74x75 sen 49,50x1,035 =-0,7870
k =7 7,74x87,5 gen 78,60x0,103 =-0,1010
k = 8 7,74x100 sen 77,72x0,007 =-0,0068
k =9 7,74x112,5 sen 60,75x-0,105= 00,0916
k = 10 7,74x125 sen 43,78x0,0101=-0,0069
k = 11 7,74x137,5 sen 74,39x0,0304=-0,0293
k = 12 7,74x150 sen 9,00x0,105 = 0,0164

mm. = 0,6136

Que es la amplitud resultante de los arménicos en el
expresado instante.

Comparando estes resultados con los obtenidos en las
graficas 47 y 48 del propic motor en funcicnamiento, se
observan pequefias variaciones en las amplitudes; diferencias
admisibles, que se deben a diversas causas, unas veces por la
variabilidad del par motor maximo y su accidn dindmica, otras

por la resistencia del material utilizado y, en general, porque
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no es posible incorporar al cadlculo comportamientos dinamicos
nce previstos. Es por ello que las amplitudes calculadas dan
valores inferiores a las obtenidas del motor.

Las referidas graficas fueron tomadas cuando el eje motor
giraba a la velocidad de régimen de 1500 r.p.m. y la potencia
producida era del 50 % de la méxima. Del andlisis temporal de
las mismas se desprende que las amplitudes son menos variables
en el lado del acelerdmetro (B), aungue bien diferenciados los
periodos, donde la amplitud calculada toma valores prdéximos a
las medidas.

Por el contrario, las amplitudes medidas por el
acelerdmetro (A) sufren mayores variaciones en el tiempo a la
vez que alcanzan valores muy superiores; los periodos estédn en
corfespondencia, aungue ligeramente desfasados en el tiempo.
. Como se dijo anteriormente, estas diferencias son debidas a la
accidn del grupo volante-inductor en la torsidn, a las masas
con efecto giroscdpico (B-3,2) y a las vibraciones axiales del
eje, las cuales no hemos podido captar porgue el aparato de que
disponemos (SISTEM-2), no permite disgregar las vibraciones
hasta su procedencia. No obstante, en la padgina 236, calculo
que la maxima deformacidén o amplitud referida al radio del

gorrdén vale a, = 1,7364 mm/s , que se aproxima suficientemente

a 1la obtenid; con el transductor que , comoc se observa en la
grdfica, vale a, = 1,868 mm/s.

A fin de comparar los resultadeos obtenidos en los
calculos con el comportamiento del motor, se elevd la potencia
desarrollada por el motor, con igual nuimero de r.p.m., hasta
la calculada en la padgina 211, que importa 153 KWI.. Entonces,
se obtuvieron las graficas de las figuras 49 y 50, con la misma
escala en los ejes de coordenadas amplitud tiempo.

En el andlisis temporal del lado del acelerdmetro (B},
se obsgserva, ahora, que las amplitudes son mas irregulares, son
menos sostenidas y los periodos estan ligeramente desfasados;

pero lo mas resaltante es el valor que toma la deformacién o
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METRITEK-DIV. MANTENIMIENTO

Machine : MACHINEPEGASO(B)
Date & Time : 15.05.95 17:29:10
Operator : MANFERPAZ
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amplitud méxima, gque se acerca al valor calculado en la pagina
236 para la maxima deformacidén.

Sin embargo, el andlisis temporal del 1ladoc del
acelerémetro (A), presenta un comportamiento mas regular, con
deformaciones miximas menos sostenidas, con lo cual se reduce,
en parte, el efecto dinémico; a pesar de que la amplitud maxima
alcanza valores iguales.

Teniendo en cuenta que el trabajo de torsidn adicional
del eje, determinadco para estas condiciones en la pagina 236,
es muy pequefio, el motor presenta un comportamiento mas regular
en esta potencia.

Procediendo de la misma forma, se puede determinar la
amplitud en el tiempo y en la frecuencia que se considere mas
desfavorable en el funcionamiento del motor. Entonces, los
resultados obtenidos por calculo pueden confrontarse con el
andlisis temporal o frecuencial por las graficas del motor enm
aquellas condiciones de funcionamiento fijadas para el ediculo.

En este estudio, el doctorando no ha considerado
necesario realizar otros cdlculos para confrontacidn, porqﬁe
los valores de amplitud mdxima calculados son aproximadamente
del mismo valor que los medidos, que son admisibles en todo el

tiempo de funcionamiento del motor.
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8

Efectos de la instalacidn desacertada de un motor con

pares de inercia libres en el nodo de la vibraciones

del buque.

Fg. 51



CAPITULO 6.- CONCLUSIONES.

La presente tesis doctoral

Explica:

a) Como es el comportamiento dinamico de un motor de
combustién interna alternativo por causa de la variable fuerza
de los gases en el ciclo en consecuencia a la rapida combustidn
gradual, a modo de explosidn, pero sin violencia, a fin de que
pueda alcanzar el rendimiento maximo; asi como, por causa de
la aceleracidédn de sus masas en movimiento.

b) Como se debe de proceder para conocer y determinar
el efecto dindmico de las vibraciones producidas por las
fuerzas de inercia cuando la velocidad de las masas no es
constante y como un movimiento circular uniforme, con velocidad
angular constante, produce fuerzas de inercia

c) Como se debe de proceder para conccer y determinar
el efecto dinédmico de las vibraciones de torsién producidas por
las fuerzas tangenciales de leos gases y las fuerzasg de inercia;
asi como de las vibraciones axiales de los ejes de ciglefiales

Vemos, pues, gque en los motores de combustidn interna
alternativos las vibraciones son de dos clases, a saber: las
que afectan a losg drgancs fijos y por lo tanto a la fundacién,
y las que afectan al eje de cigliefiales.

Por ello, en el animo de contribuir a la aplicacidn de
las técnicas del equilibrado para mejorar el comportamiento del
motor en todo régimen de funcionamiento, y para que constituya
una intencién de utilidad en el &Area de la conduccién y del
mantenimiento, se presenta esta tesis realizada en base a los
estudios e investigaciones de autores anteriormente citados,
y de otras publicaciones y trabajos gque se hace referencia en

la bibliografia.
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Expone:

a) Como debe ser el motor de combustidn interna
alternativo conforme a la relacién peso potencia, segin el
campo de aplicacidn.

b} Un criterio para la limitacidn del nGmero de
c¢ilindros por causa de las vibraciones producidas por las
fuerzas de inercia de las masas giratorias y de las fuerzas de
inercia de las masas en movimiento alternativo.

¢) Un estudio aclaratorio sobre el equilibrado
disgregado de las fuerzas de inercia de las masas giratorias
y de las fuerzas de inercia de las masas en movimiento
alternativo.

d) Como en los motores de combustidn interna
alternativos existe una velocidad de rotacidén critica en la
cual entran en resonancia los oérganos fijos del motor y la
fundacién, gque, si de un bugque se trata, el casco es parte de
la fundacidn, y vibra todo &l con el agua que lo rodea, hasta
limites indefinidos; pero como la forma de vibrar del casco
depende del estado de carga del buque, resulta que la velocidad
critica no es un valor fijo, sino variable entre un maximo y
un minimo definidos y dependiente del calade del buque;
entonces existirdn tantas zonas de velocidades criticas, como
maneras de vibrar tenga el casco. Y como existe también una
velocidad torsional critica, gue es aquella en la que coinciden
o entran en resonancia, la frecuencia del par motor y/o sus
armdénicos y la frecuencia de torsidn propia del eje.

e} Como se puede proceder para combatir aquel efecto
dindmico, equilibrandolo unas veces, y reduciéndolo a efectos
admisibles otras. Si bien, todo equilibradeo conlleva un aumento
en el namero de mecanismos y en el peso del motor; pero, por
otra parte, con el equilibrado, no eg necesario dimensicnar
tanto las piezas mdéviles y fijas por causa del trabajo

adicional que producen las vibracicnes.
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Propone:

a) En relacidén a las vibraciones producidas por las
fuerzas de inercia, tomando como referencia el motor marino
estudiado en el Capitulo 5. Un equilibrado de las vibraciocnes
de rotacidn en el plano longitudinal-vertical producidas por
los pares de inercia vertical secundarios; toda wvez gque
calculado el par de rotacidn, (pagina 204), la intensidad de
estas vibraciones resulta ser de valor suficiente para producir
considerables movimientos del motor. De tal forma, que el
doctorando llegd a medir en el plano longitudinal vertical, en
la culata, a 5,25 metros de la bancada, por los medios de que
a bordo disponia, movimientos de 10 a 15 milimetros de amplitud
Estes movimientos producian frecuentes roturas de los pernos
de anclaje de la bancada del motor a los polines, en el extremo
del motor hacia proa. Examinada la rotura se percibia producida
por traccidn, y en algunos casos combinada con cizalla.

Por tanto, este motor, necesariamente, tenia que ser
equilibrado respecto a estes pares de inercia; sino en su
totalidad por las UGnicas razones de coste y peso, si, en cuanto
a reducir el efecto din&mico, a fin de evitar aguellas roturas,
reduciendo el coste de mantenimiento y el riesgo de averias,
ya gue no por montar estos mecanismos se reduce el rendimiento
del motor, sino gue, mas bien, se incrementa la regularidad
natural del motor.

Pero tampoco puedo atribuir estes efectos Unicamente a las
vibraciones propias del motor, pues, como se dijo anteriormente
el casco tiene su forma propia de vibrar; y seria perjudicial,
por desacertado, si el motor estuviera instalado en el nodo de
las vibracicnes del casco del buque, porque sus vibraciones son
fuertemente excitadas por los pares de inercia libres del
motor. En este caso estd todavia mas justificada la necesidad
del equilibrado propuesto, como se demuestra en la Fg. 51.

Entonceg, si fuera necesario montar el motor en una zona

de nodos de las vibraciones del buque, el equilibrado del motor
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tenfa que ser impuesto.

El equilibrado se lleva a cabo por medioc de las masas
calculadas y montadas en la forma propuesta; de manera gque
estas masas pueden constituir una transmisidén de movimiento a
otros mecanismos, a saber: la instalacién de unos compresores
rotativos que suministren aire para la sobrecarga del motor,
coadyuvando a la reduccidn relacidn peso/potencia del motor,
y/o la montura de un generador eléctrico para el suministro de
energia electrica a los servicios del bugque, con costo mas
reducido, pordque el rendimiento de estes motores es mas elevado
que el de cualquier otro; sistema muy utilizado actualmente.

Pero también propone una alternativa estudiada para este
motor de seis cilindros a dos tiempos; consiste en adoptar un
calaje especial, de manera que los cilindros nlmeros 1 y 6
estén calados a 0°, que los cilindros nlmeros 3 y 4 también
estén calados a 0° y de la misma forma estén calados los
cilindros nimeros 2 y 5. Como en los 360° todos los cilindros
tienen que pasar por el periodo motor, los grupos de cilindros,
en calajé regular tienen que estar calados a 360:3=120°. De
esta forma, el motor presenta un equilibrado natural perfecto
de las fuerzas de inercia y de los pares de inercia de primero
y de segundo orden, los momentos internos son menores que en
el motor estudiado, y su instalacidn es posible en una zona
cualquiera de las vibraciones del cuerpo del buque. Pero
presenta el inconveniente de poseer grandes oscilaciones del
par motor, que afectan desfavorablemente a las oscilaciones de
torsidn del eje de cigliefiales.

b) En relacién a las vibracicnes de torsién producidas
sobre el eje de ciglieflales, excitadas por la variacién del par
motor total y sus arménicos, tomando como referencia el motor
de seis cilindros y cuatro tiempos, estudiado en el mismo
Capitulo 5. La instalacidn de un cojinete de apoyo entre el
volante y el generador eléctrico, por las razones siguientes:

1) Al analizar las gridficas tomadas del motor por el
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Sistem-2, figuras 47, 48, 49 y 50; en las figuras 47 y 49, que
corresponden al acelerdmetro (A) del lado del volante, se
observan fuertes y frecuentes oscilaciones irregulares, gue son
resistidas con desahogo seglin se ha calculado; pero si se
comparan con las amplitudes medidas con el acelerdmetro (B) ge
aprecia una notable diferencia entre ellas, y si consideramos
las deformaciones relativas calculadas en la pagina (234), las
mayores amplitudes se alcanzan del lado del acelerdmetro (B)
como se representa en la figura 44. No obstante, como se ha
calculado en la pégina (236), el trabajo maximoc del eje ge
presenta en la proximidad del nodo de la vibracidn; entonces,
como parece desprenderse del cdlculo y de la figura 44, este
nodo se presenta del lado del grupo volante-inductor;por tanto
al incorporar al sistema el referido cojinete de apoyo, la
longitud equivalente L referida a la masa M, varia, haciendo
variar la posicidén del nodo, reduciendo el trabajo maximo del
eje y repartiendo la carga entre los dos cojinetes. Pero,
ademds, las vibraciones de flexidn y el efecto giroscdpico del
grupo volante-inductor se reducen, haciendo menos intensas las
referidas oscilaciones en esta zona.

2) Que no se alcance en ningln momento la velocidad
angular critica de 168 radianes o 1605 r.p.m., que corresponde
al armbénico principal de orden 6, porque el trabajo maximo del
eje gue se presenta en la proximidad del nodo de la vibracidn
segin se calculé vale t = 131,18 kp/mm?, y la deformacién en
el extremo libre del eje a, = 5,357 mm., gque es solo admisible
durante un tiempo muy corto de marcha del motor. Como los
restantes armdnicos dan trabajos maximos menores, pueden ser
admitidos durante mayores tiempos de funcionamiento del motor
sin que precisen de una amortiguacidn.

Finalmente, de la geometria del eje de ciglefiales y de las
dimensiones medidas, se desprende que este motor ha sido
estudiado tanto en las vibraciones ocasionadas por las fuerzas

de inercia, cuanto mas en las vibraciones torsiocnales del eje.
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NOMENCLATURA BASICA EMPLEADA Y UNIDADES

Simbolo Concepto

A ..., coeficiente.

a ..... aceleracidn con subindice de velocidad.
a ..... amplitud de la deformacidn de ejes.

a ..... dimensidn lineal en momentos de inercia.
B ..... coeficiente.

b ..... dimensidén lineal en momentos de inercia.
c ..... carrera del émbolo.

c ..., dimensidén lineal en momentos de inercia.
D ..... didmetro del émbolo.

da ..... didmetro de ejes.

E ..... médulo de Elasticidad.

Ec .... energia cinética.

e ..... dimensidn lineal.

e ..... excentricidad de un eje al girar.

e ..... espesor.

F ..... fuerza, en general.

Fi .... fuerza de inercia.

£ ..., frecuencia, en general.

£ ..... degviacién.

g ..... aceleracidn de la gravedad.

h ..... dimengidén lineal.

I ..... momento de inercia ecuatorial.

Io .... momento de inercia polar.

i ..... angulo de inclinacién.

K ..... mddulo de rigidez.

K’ .... radio de giroc del péndulo.

Kr .... fuerza de rozamiento.

k ..... nimerc de orden de los arménicos.

L ..... longitud de vigas, biela,

1l ..... distancia a centros de gravedad.

le .... longitud equivalente de ejes.

lg .... longitud del gorrdn.
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Unidades

m/s?
mm/ s

cm

cm

cm

cm
kp/mm?
kp/m, N/m

cm

cm
kp, N
kp, N
Hz

m/s?
cm
cm
cm
rad

kp/mm?

kp, N

m, mm



longitud del muiidén.

masa.

momento de una fuerza, par motor.
masa.

masa reducida, masa egquivalente.
namero de c¢ilindres.

nimero del armdénico.

namero de revolucicnes por minuto, segundo.

nimerc de vibracicnes propio del orden.

nimeroc de revoluciones critico.
presidén.

carga o fuerza sobre ejes.
carga, fatiga eléastica, Q/S.
coeficiente de torsidn eléastica.
coeficiente de amortiguacidn.

radic del cigliefial.

radico de giro en deformacidn de ejes.

reaccidén en apoyos de vigas.
superficie.

pericdo del péndulo.

tiempo.

velocidad.

vector.

volumen.

carga en un punto.

longitud en cédlculo diferencial.

relacidn entre biela y radio cigliefial.

flecha.

dngulo girado por el eje cigliefiales.
angulo de inclinacidn.

dngulo de calaje.

dngulo de oblicuidad de biela.
angulo del armdnico.

angulo del arménico de orden k
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mm
kg, u.t.m.
kpm, Nm

kg, u.t.m.
kg, u.t.m

N/m?

kp, N
kp/mm?
kp/mm?
kp/mm?

kp, N

m?, mm?
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r.p.m..

r.p.S..

rad....

rad/s.
rad/s.
rad/s. .

rad/s.

rad/s. .

nimero de vibraciones propioc del orden.
nameroc de revoluciones critico.

angulo de torsidn.

velocidad angular del eje.

velocidad angular de la vibracidn.
velocidad angular critica.

velocidad angular de la excitatriz.

velocidad angular critica de excitatriz.
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