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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Motivacion

En computacion, a unificacién convertiuse nun campo de intensa actividade. Nunha
forma abstracta, o proceso de unificacion podese expresar como :

dadas as descripcidns s y ¢ achar os obxectos w que se adaptan as
descripcidns s e ¢ [107].

Tratase, polo tanto, dun mecanismo esencial para extraer informacidn relevante a
partires de pares de datos obrigados a ser identificados. Se a identificacion non é
posible, esta situacion debe ser rapidamente detectada.

Se as instanciacions das expresiéns pédense facer coincidir sintdcticamente, diremos
que se trata da unificacién de termos libres e se coinciden como elementos dunha mesma
clase ecuacional nunha teoria E, entén se chamara E-unificacion.

Na automatizacién do cofiecemento soense empregar descripciéns a xeito de reglas
como :

lo—)?"o
ll-—>r1

[h =T

para expresar a informacion acumulada nun determifiado campo.

Neste proceso de mecanizacion, soe ser fundamental cofiecer se a descripcién actual
s pode facerse coincidir con algin dos /; previos, en cuio caso, a regla l; — r; é activada.
Noutros casos é importante saber se dias descripciéns dadas son representaciéns do
mesmo obxecto.

Na figura 1.1, o é a instanciacién que identifica a s € a ¢ e contén a informacién
extraida, (s)o é a nova expresién resultado da unificacién.
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4 Algoritmos de Unificacién Ecaucional

Figura 1.1: Unificacién dos termos s, ¢

Esta operacién de identificacién usase en campos como a visién por ordenador, o
procesamento da lingoaxe natural, os sistemas de computacién alxebra.lca. en deducc10n
automatica e outros [168, 107].

Nalgins casos, a descripcién actual é concreta (sen parametros), mentras que en
moitos outros os datos son flexibles 6 admitir variables. A operacién de identificacién de
obxectos no primeiro caso é cofiecida como matching, e é polo tanto, un caso particular
de unificacién.

A potencia da unificacién frente s diversas formas de matching radica
especialmente en que permite o paso das variables nos dous sensos. Ten na sta contra
a propia complexidade do paso de informacién nas ddas direcciéns.

Cando as descripcidns son a sda vez termos dunha &lxebra ecuacional, a
unificabilidade de s e ¢ pddese ver como a xeralizacién dos métodos de resolucién de
ecuacions. Dada a gran cantidade de situaciéns posibles no caso ecuacional, baseadas
nas propiedades das estructuras alxebraicas, desenrolironse diferentes técnicas para
obter métodos de unificacién ecuacional. En diferentes campos (proba automatica,
programacién léxica con igualdade, sistemas de reescrita médulo ecuacional entre
outros) compren algoritmos de unificacidn ecuacional ben para teorias especificas ou
ben para un grupo amplo de teorfas. Noutros casos, en vez de utilizar directamente un
método de unificacidn ecuacional, aproveitironse mecanismos de ésta para o tratamento
da igualdade neses campos (e.g. o cilculo RPC de Snyder e Lynch[172] na proba
automatica e o narrowing para enriquecer as lingoaxes funcionais con variables l6xicas
e unificacién[146, 128]).

Nesta tese relacidnanse os obxectos empregados na teoria de unificacién cos
da teorfa de categorias. Moitos elementos da ciencia da computacién nacen das
investigaciéns nos campos da légica e a dlxebra. A teoria de categorias xurde da
necesidade dos alxebristas e xedmetras por captar a razén intrinseca das sdas propias
construcciéns, basdndose mais nas relacidns entre os obxectos que nas sias propiedades
internas. Por elo, convirtese nunha ferramenta eficaz para a descripcidn, pois permite
englobar as diferentes lingoaxes matematicas, sendo especialmente axeitado para as
transformacidns entre as distintas lingoaxes.
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Na computacién, a teoria de categorias é requerida pola xeralidade das sidas
construcciéns respecto da teoria de conxuntos, o que se observa no concepto
computacional de funcién, mellor captado pola nocién de morfismo nunha categoria,
que a sia correspondente nocién conxuntista. Amais, calquera acceso & estructura
interna dos obxectos é expresamente evitada xa que as propiedades son consecuencia
das relacions entre morfismos e non dos obxectos empreados. Na computacion é
fundamental a deteccién das propiedades xerais dun programa que son independentes
da sia implementacién, co obxectivo de obter unha semantica clara dos programas.

A teoria de categorias ofrece unha lingoaxe formalizada e axeitada para dar as
propiedades abstractas das estructuras. Como sinala Rydeheard [159] :

Category theory is largely constructive. This means that category theory
may be considered as computer programming, albeit of a rather high level of
functionality. Readers of this should be aware that when they browse through
textbooks on category theory they are reading very sophisticated programs!.

Por elo, as categorias son usadas cada dia con malor éxito na computacién e.g. na
especificacién de programas; como ferramenta matematica na semantica das lingoaxes
de programacién; as categorias cartesians pechadas como semantica das lingoaxes
tipadas de segundo orde[161, 5, 15].

1.2 Temas relacionados

A decidibilidade e o tipo de E-unificaciéon dunha teoria dependen fortemente das sias
propiedades alxebraicas. Un exemplo da complexidade da unificacion ecuacional é a
infinitariedade e decidibilidade da unificacidén asociativa[139], mentras que a unificacién
asociativa coa distributividade pola esquerda e pola dereita é indecidible[177] e a
asociativa e conmutativa é finitaria. .

Dada a complexidade da unificacién ecuacional, tefien aparecido diversas técnicas
para obter E-unificadores :

A primeira consiste no desenrolo de algoritmos especificos de E-unificacién para
teorias con propiedades dadas como a asociatividade, conmutatividade, idempotencia,
identidade. Algunhas lingoaxes de programacién como OBJ3 e MAUDE[76, 125],
dispofien de rutinas para o matching e a unificacion en presencia destes axiomas, sendo
tratados os axiomas como atributos das operacions.

Unha segunda técnica consiste na descomposicién da teoria en subteorias, de forma
que todolos operadores e axiomas da primeira deben selo dunha soa das subteorias.
Se existen algoritmos de unificacién ecuacional para as subteorias, entén baixo certas
condiciéns bastante xerais[11], pédense obter algoritmos de E-unificacién para a teoria
inicial. O problema xurde se se desexa introducir algin axioma que empregue
operadores de varias subteorias, 0 que ten sido resolto recentemente, nun caso bastante
simplificado, por Ringeissen{149]. Dada a complexidade da unificacién ecuacional, cabe
suponer unha limitacién na efectividade do método de combinacién de teorias.
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Unha tercera via consiste en procurar a E-unificacién no senso que Siekmann
[168] denomina universal unification algorithm : Dada unha clase £ de teorfas,
un algoritmo que acepta como entradas tanto 6 par de termos a unificar como &
teorfa £ € & e xera un conxunto completo de E-unificadores do par. Incorporando
0s axiomas especificos da teorfa os axiomas de igualdade, a regra de resolucién
podese ver como o primeiro algoritmo universal de E-unificacién. O mecanismo de
unificacién universal mais cofiecido é o de narrowing[64]. Este é completo para aquelas
teorfas cunha presentacién candnica[90] e existe unha ampla variedade de técnicas
que melloran o narrowing reducindo o nimero de soluciéns redundantes(91, 147, 22}
procurando a terminacion[148, 37], posto que o procedemento de narrowing non é
necesariamente finitario (que unha teoria sexa canénica non implica a finitariedade
da sia E-unificaciéon). A completitude do narrowing tense usado para tratar coas
funciéns nunha lingoaxe de programacién léxica con igualdade [76]. Outra forma de
integrar a programacion logica e funcional, é a de incorporar a unha lingoaxe funcional
un mecanismo de resolucién, conservando a sintaxis funcional e usando narrowing para
a semantica operacional(146, 128].

Kirchner[103] obtivo un método que proporciona algoritmos de E-unificacién como
extension do algoritmo de unificacidn de termos libres de Martelli e Montanari[119)].
Para elo, sobre un problema dado, actdan unha serie de regras de transformacién,
sendo necesarios tres tipos de regras para a unificacion ecuacional : a descomposicién
do problema ou eliminacién do operador superior, o mesturado ou reunién de termos
unificados cunha mesma variable e as regras de mutacién que-empregan directamente
os axiomas. Este terceiro paso € especifico de cada teoria. Para as chamadas teorias
sintacticas, Kirchner probou que a mutacion pédese automatizar. As teorias sintdcticas
inclien moitas das teorias cofiecidas (como as asociativas e conmutativas) pero non é
sequera semidecidible se unha teoria é sintactica[106].

Para o caso xeral, tardaron en aparecer algoritmos universais de unificacién
ecuacional mais efectivos que a resolucidn cos axiomas de igualdade e que a
paramodulaciéon aplicada en calquera factor{38]. Alguns destes novos algoritmos,
[71, 50] empregan unha variante do método de Kirchner, sustituindo a mutacién
especifica de cada teoria por unha nova regra de mutacién moi laxa. Estes son
chamados métodos tep-down [T1, 50| e pédese decir que as derivaciéns que se obtefien
estan guiadas polos operadores superiores. Os métodos down-up en cambio, imitan
o mecanismo de narrowing, o cal é completo se se procede a unha compleccion sen
fallo {(unfailing complection) de pares criticos[72, 56, 129]. Os E-unificadores estin
dirixidos polos propios pares criticos e a secuencia que se obtén por estes métodos
atopase bastante cerca da propia derivacidn que proba a igualdade das instanciacions.

Para realizar unha lingoaxe ldxica e funcional que combine os atomos ecuacionais
e os predicados ordinarios, téfiense empregado sistemas ecuacionais condicionais como
nas lingoaxes BABEL e K-LEAF[128, 74], onde os predicados son considerados como
funciéns booledns e o dtomo p é equivalente 4 ecuacién p = true. Nese caso, o

-

procedemento de narrowing non é completo nen sequera no caso candnico se existen
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variables extra (variables da parte condicional non presentes na cabeza). A unificacién
ecuacional en teorias xerais con presentaciéns condicionais, ata agora sé ten sido
estudiado por Delsart [50], can método de E-unificacién do tipo top-dewn.

Rydeheard e Burstall{161], estudiaron a unificacién dende un punto de vista
categdrico, mostrando que o mecanismo de unificacién de Robinson[150] é o resultado
de aplicar, na categoria que chamaremos de substituciéns !, resultados xerais de teoria
de categorias. '

Baader[8] usou a categoria das alxebras de termos sobre conxuntos finitos e os
seus homomorfismos para obter resultados acerca do tipo de unificacion das teorias
chamadas conmutativas. O seu complemento alxebraico viu dado por Nutt e Baader[12]
onde se mostra a doble interpretacién (alxebraica e categérica) destes resultados.

Os morfimos na categoria de substitucions, tefien moi restrinxido o seu dominio de
actuacién. Baader{9] denomina unification restricted a esta forma de unificacién, na que
os morfismos non poden mover calesquera variables, frente 4 unification unrestricted
para a cal as sustitucidns poden actuar tamén sobre conxuntos de variables fora do
problema dado.

Rydeheard e Stell[162] mostraron que, empregando a nocién de 2-categoria, o
narrowing podese incorporar a unificacién ecuacional na categoria de substitucidns.
Na 2-categoria, as substitucidns son l-células e unha de elas pode ser remplazada
por outra ecuacionalmente equivalente se existe algunha 2-célula que leve unha na
outra. Sen embargo, dado o interés por empregar presentaciéns condicionais e que,
como se probard, a nocién de 2-categoria non é apropiada para incorporar a igualdade
condicional, utilizase a nocién de sesqui-categoria [?]. Stell considera que as sesqui-
categorias son mais axeitadas para expresar a igualdade, o que se confirma 6 probar
aqui que, a diferencia da 2-categoria, a sesqui-categoria permite a incorporacién das
ecuacidns condicionais como 2-células dela.

1.3 Obxectivo da tese

O principal obxectivo desta tese, é a obtencién dun método de E-unificacion na
categoria de substitucions, que xeralice a forma de narrowing empregada por Rydeheard
e Stell para teorias candnicas a teorias xerais. O novo algoritmo, pédese ver como :

e unha extension da forma de narrowing empregada por Rydeheard e Stell, que
permite amais o emprego de presentacidns condicionais.

¢ un método de unificacion ecuacional down-up mais depurado que os xa existentes,
tanto por incorporar ecuacions condicionais, como pola eliminacién de moitas das
solucions redundantes dos anteriores métodos.

Yaqui se diferenciard entre substitucidn e sustitucidns.
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Se se compara cos procedementos previos, obsérvase que mellora notablemente o
realizado por Dougherty e Johann[56] que é o que impén condiciéns mais fortes &
aplicacién de axiomas. O que se desenrola nesta tese, atépase a medio camifio entre
este e o propio narrowing. Para elo probarise que : se os problemas a resolver (tanto
0s iniciais como 0s intermedios) son lineais, o0 noso método coincide con narrowing’,
mentras que se 0s ariomas son lineais o de Dougherty e Johann ¢ o aqui proposto son
equivalentes. ‘

Dado que a linealidade dos axiomas pola esquerda ten sido imposta con algunha
frecuencia (e.g. {87]) como unha das condiciéns relevantes para lograr a canonicidade,
nos casos mais dificiles de tratar, ¢ cando o noso método faise precisamente mais
efectivo que o de Dougherty e Johann.

Método
Problema Dougherty e Johann | Novo Método | Narrowing
linealidade unificandos e equivalentes
consecuencias redundancias > <—==>
linealidade de equivalentes non €
axiomas <—==> completo
€aso redundancias > > redundancias non €
xeral completo |  completo completo

Taboa 1. Comparacion entre diversos procedementos de E-unfiicacion

O maior control nas variables que se precisa 6 traballar na categoria de
substituciéns, obliga a diferenciar entre as variables do problema dado e as dos axiomas
empregados. Esta diferencia entre o papel dunhas e outras variables, é xustamente
a que permite comparar e resaltar a forma de actuacién do método proposto co de
Dougherty e Johann e co narrowing.

Un breve resume deste traballo e sinalando as principais aportaciéns é a seguinte :

No capitulo 2 introdicense as distintas estructuras empregadas, resaltando
especialmente as propiedades das sustituciéns relacionadas coa unificacién. Unha
variante da rescritura e da compleccién sen fallo, é utilizada para probar que o proceso
de compleccién por pares criticos pode estenderse a presentaciéns condicionais e que
proporciona relaciéns completas por niveles.

Introdicense tamén algins conceptos da teoria de categorias como as categorias
de Kleisli e a categoria de substituciéns. Dase unha caracterién dos morfismos nestas
categorias. Para a igualdade de sustituciéns esténdese & categoria de substitucidns
mediante a incorporacién de morfismos (2-células) entre sustituciéns (1-células).
Prébase que a nocién de 2-categoria non é apropiada para o uso- da igualdade
condicional e que, en cambio, a nocién de sesqui-categoria si soporta este xeito de
presentacion da igualdade.

%nese caso particular, o narrowing é pois tamén completo en teorias xerais.



No capitulo 3 estiidiase a unificacion de termos libres e se recollen os principais
algoritmos de unificacién, mostrando diversas comparacions entre os mesmos.
Estidiase a forma de obter unificadores en forma factorizada que serd empregada
no novo método de unificacion ecuacional. Introdicese a unificacion de pares de
sustituciéns e estudianse as relacidns entre as categorias de unificadores. Demdstrase
que a propiedade dos unificadores mais xerais, de ser equivalentes as sustitucions
idempotentes, corresponde & existencia dunha adxuncién entre as categorias de
coigualadores e a dos coigualadores "idempotentes”.

O capitulo 4 trata da unificacion ecuacional, realizando en primeiro lugar un repaso
das técnicas de E-unificacidn, resaltando o método de narrowing, as sias diferentes
adaptaciéns e probando que é completo no caso de conxuntos pechados de presentacidns
condicionais. Estidianse os distintos algoritmos universais para teorias xerais.

Desenrélase unha variante do mecanismo de abstraccién (utilizado noutros procesos
diferentes de unificacién) que é empregada para realizar un método de unificacién
ecuacional semellante 0 de Dougherty e Johann, aplicable 4 unificacién de pares de
substituciéns. A partir da abstraccion obtense un novo método de E-unificacién
que mellora considerablemente o de Dougherty e Johann e prébanse a correccion e
completitude. Mastrase que o novo método permite amais a incorporacion tanto de
ecuacions condicionais como de novas melloras que non lle fan perder a completitude.

No capitulo 5, resumense as conclusions deste traballo e suxirense novas lineas de
investigacion.

No Apéndice A, mostrase o cddigo -das funcidons empregadas para unha
implementacién do novo algoritmo na lingoaxe de programaciéon funcional CAML.
Esto permite realizar unha comparacion entre os mencionados algoritmos universais
de E-unificacion.

No Apéndice B, mostranse os resultados experimentais na resoluciéon de diversos
problemas prantexados, tanto no numero de soluciéns redundantes, no nimero de nés
xerados en cada derivacion, como no tempo utilizado na resolucién destes problemas.
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Capitulo
Nocions e estructuras previas

Neste capitulo intréducense a maior parte das nociéns bdsicas empregadas
posteriormente. A razén de estudiar con certo detalle as sustituciéns idempotentes
¢ debido a que esa propiedade estd fortemente relacionada cos unificadores mais xerais.
Mostrase como conservar algunhas das propiedades da reescrita ainda nos casos mais
problematicos e probase que as relacins que dirixen 4 igualdade condicional gozan da
propiedade da completitude por niveles se se incorporan a igualdade os pares criticos
xerados por un proceso unfailing complection. Considéranse algunhas definiciéns de
teoria de categorias e dase unha caracterizacion dos morfismos en Catsubst. Para
tratar coa igualdade ecuacional de substitucidns, introddcense as 2-categorias e as
sesqui-categorias. Esta ultima permite incorporar as presentaciéns condicionais en
condiciéns semellantes 4s formadas exclusivamente por pares de termos.

2.1 Estructuras de datos

2.1.1 Conxuntos, Relaciéns e Arbores
Conxuntos e cadeas

Se X é un conxunto, | X| expresara 6 cardinal(X) e por (z1,...,2,) ou < 2y, ..., 2, >
& n — upla ordenada de z,,...,2,. Se X e Y son conxuntos, entén X x Y é o
conxunto de tédolos pares ordenados (x,y) con x € X ey € Y. Usarase a notacién
X\Y={zeX,z¢Y}. 0 conxunto X € unidn diszunta de Y e Z se estes conxuntos
non tenen elementos en comin.

Unha funcién F : X — Y é calquera subconxunto de X x Y tal que, para todo
z € X existe exactamente un y € Y con (z,y) € F, o dominio de F.domFéXeo
rango é ran(F) = {y € Y|z € X,(z,y) € F}. Para cada z € X, o tnico y € Y tal
que (z,y) € F dendtase como F(z), Fz ou ben (z)F, dependendo do contexto.

Para cada B C Y, F~Y(B) = {z € X|Fx € B} e para cada A C X, F(A) =
{Frlze A},F/A=FN{AXY).

11
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Sey €Y, entén F~'(y) = F~}({y}). Unha funcién F : X — Y é inzectiva se
(Vz,2' € X)(z # 2’ = Fz # F2') , sobrezectiva se rango(F) = Y e bizectiva se é
inxectiva e bixectiva. Se F': X — Y ¢ G:Y — Z son funcidns, entén

GoF = {(z, )|z = G(F(z))}.

O conxunto {1,2...} de enteiros positivos dendtase por N. Se k > 0 é un enteiro e
F: X — X entén F* = I (funcién identidade) se k = 0, e F* = F o F*! noutro caso.

Urha cadea sobre un conxunto X é unha aplicacién de {1,2,...,n} — X, X* é
o conxunto de todas as cadeas de X (peche de Kleene). Asi, N* é o conxunto de
todalas cadeas de enteiros positivos. A cadea vacia denotarase como <>. A cadea
<Z1,...,ZTp> expresa a funcién F(7) = z;, 1 <i < n.

A lonxitude dunha cadea w denétase como |w|. Para calquera cadea e calquera
enteiro k > 0, definese k : w como <> se k = 0; como as k primeiras entradas en w
no mesmo orden que en w se 1 < k < |w}; e como w se k > |w|. A k-ésima entrada da,
cadea w sera representada por wy.

A concatenacién de cadeas indicase por un punto
Ty Tn > <Yy W >=< Ty, T Y1y > . A cadea < zq,. .. 2, >
tamén serd representada por x, - ... z,. Emprégase a notacién - S, (5 :7) como
abreviatura de {7 - wl|w € S}, ({w: mlw € S} respectivamente).

Relacidns

Unha relacion — en X é un subconxunto de X x X. Por ¢ — y represéntase a
(z,y) €—. Unha relacién — en X ten a propiedade :

o refleziva se Vz € X(z — z),

o simétrica se Vz,y € X se z — y entdén y — z,

e transitivase Vr,y,2 € X(z - yey — zentén z — z),
e antirrefleziva se Vo € X(NON(z — z)),

e totalse Vz,y€ X(ouz - youy —zouz=y),

e non ten cadeas infinitas descendentes (finitaria ou noetheridn) se non existe
nengunha secuencia z;, zz,... de elementos de X tales que z; — 4, para todo
1> 1, ‘

® b6 orden parcial, abreviadamente wpo {well-founded partial order) se é transitiva
e sen cadeas descendentes infinitas,

¢ un bd orde é un orden total coa propiedade wpo,

e case-orden se ten as propiedades reflexiva e transitiva.
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Cando se tefia un conxunto P de propiedades e unha relacién dada, dirase que a
relacion satis faiP se satisfai cada elemento de P.

A P — clausura dunha relacion — en X, é a interseccién de tédolos subconxuntos
de X x X que contefien dita relacién e satlsfan P. Denotase por :

e —71 3 clausura transitiva de —,
e —* 4 clausura reflexiva e transitiva,
e o~ & clausura reflexiva, transitiva y simétrica.

Por simple induccién na lonxitude da secuencia, prébase que + —* y sempre
e cando exista unha sucesién finita «,,...,7x,k > 2, de elementos de X tales que
T ==z, wk—y,esel<z<kent0n:c,—-*:c,+1.

Mediante 0 mesmo procedemento deméstrase que T —* y ssel ex1ste unha sucesion
finita x;,...,2x,k > 1, de elementos de X tales que 2 = 2,2, =y, ese 1 <i < k
entén z; — 2iy1.

A condicion z «* y verificase sempre e cando exista unha secuencia finita
T1,...,Tk,k 2 1, de elementos de X tales que =, = z,2, = y, yse 1 < i < k
entén z; — 2,41 ou z;4; — x;. Cando sexa necesario destacar os elementos de tal
secuencia indicarase (este Ultimo caso) como z &~ y(zy,...,zk).

Sexa — unha relacidn en X, entén :

¢ z € X éreducible se Iy € X (z — y). En caso contrario dirase que é irreducible,

¢ z é unha forma normal para y sse y —* z e z é irreducible. A forma normal do
termo y, se é Unica, expresarase por y |,

e unha relacién — en X é con fluente se para todo z,y € X, tal que Iz —* z, z —*
yentén Ju € X, ¢ —=* u, y —=* u,

e — en X € Church-Rosser se para todo z,y € X tal que £ «* y entén
dw,z =" w *y,

— en X ¢ localmente con fluente se para todo z,y € X, tal que se 3z € X,z —
z—yentén Jue X,z - " u, y =" u,

- & — é candnica se é finitaria e confluente.

2.1 ([87]) Seza X un conzunto e — unha relacién en X tal que —% € un wpo en X.
Enton as sequintes condicions son equivalentes:

a) para calquera z1,z2,y € X, se 1 y ¢, son formas normais de y entén T, = x5,

b) para calquera z,z1,y,y1,€ X, se ¢ —* y, &, € unha forma normal de z e y €
unha forma normal de y, entén =, = y,,

'a expresién sse emprégase como abreviatura de se e s se.
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¢) — ¢€ localmente confluente,
d} — € confluente,

e) — verifica a propiedade de Chuch-Rosser.

A equivalencia neste caso entre ¢) e d) é cofiecida como lema do Diamante?.
Se o orden non € un wpo non se pode conseguir a implicacién ¢) = &) como mostra
o seguinte exemplo :

b .
Exemplo 2.1 X = {a,b,c,d) VRN
a C
| !

d

Arbores

As arbores son estructuras utilizadas na formacién de termos e as sias propiedades
-apareceran en distintas partes deste traballo. Un estudio detallado deste tipo de dato
atopase nos traballos de Rosen e de Peterson e Stickel [155, 138].

Definicién 2.1 Sezan 7,w € N*. Definense :
o Pa(m)=(|n| —1): 7 para 7 #£<> (pai),

o Hiz(r) = Pa(r) < Tz — 1 > onde m #<>; M- # 1,y Pa(r)- Tle = T (irmdn
pola esquerda), :

o w=Tsejw| :T=w (antepasado),
o w<Tsew=Te T#w (antepasado estricto),

¢ wlmse(wA7T6 7 %w) (independencia).

Un conxunto M C N* é independente se todolos seus elementos son independentes
entre si.

Definicién 2.2 Un dominio de drbore € calquera subconzunto finito D de N* que
verifica que Pa(D) C D e Hiz(D) C D.

Definicién 2.3 Seza V calquera conzunto. Unha drbore de membros de V ¢ calquera
Juncion R: D — V na que D € un dominio de drbore. Os elementos de D son os nds
da drbore.

2este nome provén da demostracién realizada por Huet.
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O conxunto de tédolas arbores de membros de V denétase por V. . Se R é unha
arbore e 7 € un no de domR, enton Rx representa o valor da arbore en 7, ou sexa o
"simbolo” no nd .

Definicién 2.4 Sexan R,S € V.;= € dom(R). Definense
o Bjm = {(w,z)|(r.w,z) € R} (subdrbore de R en ),

o Rlr — 5] ={{w,2)|(w,z) € Re m Aw}U{(r-v,2)|(7,2) € S} (reemplazamento
en © de R por §). '

Dado que R é a unién diszunta de Ry = {(w,z) € Rym Aw} y Ry = {(w,z) €
Rir 2w}, Blr — S| = BoU{(r - 7,2)|(1,2) € S}.

2.2 Sexan w,m,y € N*. Entén pddese observar que :
1. w=xsse(Iye N Yw-v=r);
2. sew X mexw =7, entdn w X v (transitividade),
3. se w %X Pa(r), entdn w < T,
4. sew =Xmetaménw L v, entdn m L v,

5. sem #<>, enton Pa(w 7) =w - Pa(x).

2.3 Sezan R,S5,T € Vi, w,m € domR; v € domS. Verificanse as sequintes
propiedades :

1. Rfmn = S sse R=R[r « 5],
2. Rlr « S)/(7-~) = S/v (embebemento),
R[x « Sly « T|] = R[r « S][x -y « T} (esociatividade),

se w L m enton Rlr — S]/w = Rjw (persistencia),

SN

sew L w enton R[r — Sjw « T] = Rlw « T|[r « 5] (conmutatividade),

&

v € domR/7w sse 7 - v € domR,

7. se w € domR e~ € domR/x, entén (R/r)[/y = R/{(x - v),

8. para M C domR un conzunto independente, ‘defz’nese

R[M « S] como R se M = 8, noutro caso Rlw; «— S]...[wn «— S] onde
(wi,...,wn) € calquera ordenacion dos elementos de M,
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calquera conzunto de follas en domR € independente, onde n € por definicidn
unha folla se domR N Pa~'(x) = 0.

Proba :

1.

b2

Pola definicién de R[x — 5] este conxunto pddese expresar como a unién disxunta
de Ry e R, onde Ry = {(w,z) € Rlr A w}, By = {(r-v,z)|(v,z) € §}. A arbore
R é igual a Ko U E; sempre e cando Ry = {(7 - v,2) € R}. Pero esta condicién
corresponde xustamente a R/x = S.

Expresando novamente B[ «— 5] = R U Ry de igual forma que en 1, Rfr «
Slfm-y = Bifm-y={(w,e)l(r 7 w,z) € B} = {(w,z)|]y-w € S} = /.

R[r « S[y « T7] pédese expresar como unién disxunta Ry U RS U R}, onde
Bo = {(w32) € Rt Aw}, R = {(r w,0)@,2) € S e £ w} s R =

{(7v-w,z)|(w,z) € T'} pero a mesma expresién representa a R{r « S[r-v « T).

R[r « S] = RoUR,. xaquer Aw, w ¢ domR,. Dado quew A T, w-y & domRy,
de forma que R[r « S]/w = Ro/w = R/w.

Rix « Sllw « T] = Ry U R, onde Ry = {(y,z) € R[r « S]lw £ 7} e
Ry = {(w-7,2)l(v,z) € T}. Expresando Ry = R3U R}, R} = {{v,z) € R|
T A7 w AR = {(r 12)l(1a) € Sew £ 7} oblense que
R[r « S]lw — T) = ROUR}U R,.

. Y € domR/7 sse Jz,(r-~,z) € Rsse n-+v € domR.

(B/m)/7v = {(,2)|(7-w,3) € R/r} = {(w,2)|(7 -7+ w,7) € R} = R/(W “7)-

Sexan {wr,...,wn), (Ws1), - - - ,Ws(n)} ddas ordenacions dos elementos de M (onde
o é unha unha permutacién). Para |M| = 1 o resultado é naturalmente certo.
Suposto para [M|~1. Se 0(n) = n o resultado é certo directamente por induccién.
Noutro caso :

Rlwy « 5]...[wn-1 & Sl{wn — §] = Rlwy1) — 5]...[wo(m) — S][@n — 5]

= aplicando a conmutatividade (n — o(n)) veces Rlwsqy — S5]...[wn «

S)... [wegn) — S

Sexan 7,w, ™ # w duas follas. Son independentes se 7 4 w,w £ 7. Se 7 < w
entén w = 7.7 0 que contragli a hipétese de que domR N Pa™'(x) = § D.

Definicién 2.5 Seran w, 7,y € N*. Se 7 = w-~v. dise que ¥ € o cociente de ™ por w,
e expresarase por mjw =y
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2.4 Dadosw,m € N, w <7, e k=<r/w Entin
we(r/w) =7 ,(xjw)/k=1n/(w-k).

Proba. Denotando por v = #/w,# = w - vy directamente por definicién de 7 /w. Se
Y=k u,tensemr =w-y=w-k-uepolotanto u = 7 /{w- k).

2.5 Sezan R,S,T € Vi; w,m € domR; w < 7. Entdn
1. R/7 = (R/w)/(7/w) (cancelacidn),
2. Rlr «— S)jw = (R/w)[r/w « 8] (distributividade),
3. R[r « S)lw « T]| = Rlw « T (domiriancia).
Proba.
1. Sexa R/m = R/(w - (r/w)) = (R/w)/(r/w) (aplicando 2.4 e o caso 7 de 2.9).

2. Sexan Ry = {(w-7v,2) € Rlr « S|lx Aw-v}, e By = {(w-7v,z) € R[x ~
S1|13k;w -y =7 k;(k,z) € S}. Sexan
B = {(1,2)|w- 7,2) € B} i = 0,1. Entén Ry = {(.o)lw/w £ 1} e
B, = {(7,2) = (xk,2)[(k,2) € 5). Dado que Rlr — S)fu = {(1,2)](w-,) €
RoURi} exaquew 2w, vy=(r/w) -k, tense B = {((w/w) - k,x)l(k,z) € S}.
Pero desto dedicese que Ry U Ry = (R/w)/[(7/w) « §).

3. Para probar a domifancia, exprésase R[r «— S|lw « T] = RyUR,, Ry =
{(r,z) € Blr — 5], w A4} = {(7,2) € Rlw £ v xa que 7 A 7}.
Ri = {(w-k,z)|(k,z) € T}. De onde Rjw + T] = Ry U R, O.

Definicion 2.6 Sexa a € V. Definese unha funcién @ : (V.)* — V. da forma sequinte:
Sexa < Ry,..., R, >¢ (V)"
4 <Ry, By > = {(<>, o) H{Ujar{(G - @ 0)l(w,y) € R;})

Esta chamarase drbore de raiz a e subdrbores Ry,...,R,. O caso a(<>)
(abreviadamente &) representa a arbore de raiz a e sen nengin outro né. '

2.6 Dadosa € V; S, Ry,...,R, € V,; w € domR; para algin j tal que 1 < j < n.
Enton '

a<hy,. .. Bn>[<j>weS=a<Ry,...,RfweS8]...R,>.
Proba. Pola definicion de a@ para ¢ # j tense que d < Ry,..., R, > [j-we— S]/j--w =5

ed < Bi,...,B. > [j-w« S| = Ri con (2 # j). Pola primeira propiedade de 2.3
estas duas igualdades caracterizan as ddas expresiéns que se desexa igualar O,



18 | : Algoritmos de Unificacién Ecuacional

2.1.2 Termos e Sustitucions.

Introddcense conceptos de termo e substitucidn asi como algunhas definiciéns e
propiedades derivadas. Unha referencia xeral é o traballo de Huet[87].

Partese dun conxunto V de simbolos de variables e outro conxunto ¥ de simbolos
de operadores denominado signatura. Suporase que ¥ € finito e que VNE = 0, as{
como a existencia dunha funcién ar : VUE — N U {0}, tal que ar(v) = 0 para v € V.
Para calquera simbolo z,ar(z) é a aridade de z.

Cando non exista confusién, denominarase variable e operador a un simbolo de
variable e a un simbolo de operador respectivamente.

Definicién 2.7 Un termo ¢ un membro do conzunto
Ty = {t € (VU L) [Vr € dom(t) [dom(t) N Pa~' () = ar(tx) }
Danse as seguintes definiciéns e notaciéns :

¢ cando non sexa necesario destacar os operadores, o conxunto dos termos tamén
se denotara por 7,

e i € un termo concreto se os seus simbolos son todos operadores i.e. Vr €
dom(t), tx € L. o conxunto dos termos concretos escribese como Tz(B) e é
cofecido como universo de Herbrand,

e sexa X C V. O conxunto dos termos en X, 75(X) (ou tamén T(X)) é
Tz N (X U XE).. O conxunto das variables de ¢, Var(t) esta formado por todos os
simbolos variables presentes en ¢, i.e. Var(t) = {v € V|3, tr = v},

o identificanset = {(<>, s)} e o simbolo s. De igual forma, non se diferenciaran ¢/
e tm se 7 € unha folla de . Asemade se dom(t) # {<>}, t<>= f,ar(f) =k,
t/<1>=t1,...,t/<n>=t, entdén dendtase t = f(ty,...,t,), '

e os operadores de aridade 0, serdn chamados constantes. Nos operadores
monédicos (de aridade = 1) omitirdnse habitualmente os parénteses e remataran

nunha constante (iniciada por letras , b, ¢, d,) ou nunha variable (letras z, y, 2, w).
E.g. f(gz,a) é o termo {(<>,"f"),(1,7¢"),(2,7a™), (11,72")},

¢ se ¢ € un termo, o simbolo t <> serd chamado operador superior de t,

e un subtermo de ¢ é unha subdrbore de ¢ que a sia vez tamén é un termo. Para
indicar que s € subtermo de ¢ utilizarase a notacién t[s]. Para facer explicitas as
variables z,,...,2, do termo { escribirase t{z1,...,z,], Var(t) = {z1,...,z,} e
se s € outro termo arbitrario, Var(t,s) = Var(t) U Var(s),

o télinealse (Vz e V)(t/r=tlw=z=1=w),
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e os elementos do dominio de ¢ denominanse as posicions de {. O dominio
represéntase como I1(¢),

e unha posicién 7 de t é non varitable se tx € ¥. O conxunto destas posiciéns
exprésase por [Ix(t),

¢ sexa s subtermo de ¢. Empregaranse as seguintés notacions para os conxuntos
de posiciéns : Il4(t) (ou simplemente II;) é {r € II(t),t/x = s}, Iy(s) =
H(s)\Ils(s), |

e sexa 7 € N*. Definese recursivamente o mator antecedente w de ™ en t por :
w =7 se = € [I(¢). Noutro caso w = maior antecedente(Pa(r)),

¢ a lonzitude dun termo é a maior lonxitude das posicidns dese termo, i.e. lonz(t) =
maz{|y], v € II(#)},

¢ o tamano de t definese polo nimero de operadores e variables {contando
repeticiéns) que ten. Asi, tam(z) = 1 se 2z € V, tam(f(t1,...tn)) = 1 +
Yi=htam(t;),

¢ o tamano estricto de ¢ é o niimero de operadores (incluindo repeticiéns) que posie.
tamn_estr(u) = 0se u € V ; tam-estr(f(t1,...1,)) = 1 + EiZltam_estr(t;),

e a ertensidon de t, ext(t) = tam(t) — |Var(t)|.

Sustitucions
Definicién 2.8 Unha sustitucion ¢ unha aplicacion 8 : Ty — Tg que verifica :

o se ¢ € unha constante (c)f = c,

eset € T ,t<> = far(f) = n # 0,t = f(t1,...,t,), entdn ()0 =
f(ti8, ..., t.0),

o erxiste un conzunto finito X = {z1,...2,} C V tal que Vy € V\X, y8 =y.

Nesas condiciéns, dise que 0 estd determinada por X e escribese § =
{z1/t1,...,za/ts}, onde t; = z;#, 1 < 7 < n. Unha sustitucién queda caracterizada
univocamente polos seus valores nas variables.

Para indicar a aplicacion da sustitucién 8 6 termo ¢, usarase a forma (¢)8, co fin de
reservar a aplicacion pola dereita a4 accion dun operador sobre seus argumentos.

Para simplificar 2 notacién, escribirase tamén t8 en vez de (¢)d. Se 8,4 son
sustitucions, denotarase como # o ¢ (ou tamén 8¢), a sustitucién composicion :
(t)(8o @) = ((t)8)¢ e polo tanto, utilizase para a composicién de sustituciéns un orden
inverso 6 empregado para o das aplicaciéns. A mesma notacién I'oo e ', empregarase
para componer a sustitucién ¢ cun conxunto I' de elas (pola dereita c o T ou oT'.)
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Definicién 2.9 Se t,s son termos, e 8 € unha sustitucién, definense :

e Dom(8) = {v € V|vb # v} (dominio de 6),

I{8) = {v € V|3u & Dom(8) ,v € Var(ub)} (imaze de 8),

Var(8) = Dom(8} U I(8) (variables de §),
Rango(8) = {v8lv € Dom(8)} (rango de 8),
seza W CV, Wo = {zo,2 € W},

o 0 < 0 se existe A, 0 =c),

e 0=0seo <0, e <o. Neste caso dirdse que o ¢ 8 son equivalentes.

Debe notarse que 6 esta determinada por Dom(6) polo que, t§ = ¢ sse Var(¢)N
Dom(8) = @, e que Var(t6) C (Var(t) \ Dom(ﬂ)) U I(9).
Sexa 8 = {z1/t1,...,2,/t,} unha sustitucién, ¢ un termo e Var(t) N Dom(f) =
{z1,...,2m}. Entén :
t0 = t[Il;, — t1]...[II,, « t,).

Por elo, unha sustitucién actuando sobre un termo sé modifica o contido das
posicioéns cuio simbolo é unha variable do dominio da sustitucién.

2.7 Seza t un termo, 8 unha sustitucion e = € II(10).. Entdn ou ben 7 € TI(t) ou
existen nds w,y tales que # = w-v, w € I(t), tw € V, e v € TI((tw)d). No primeiro
caso t0/m = (t/x)8. No segundo t0/7 = (tw)b/v e dise que 7 estd creada por .

Proba. Se = € II(%) o resultado obtense de aplicar induccién en |r}. Se |7| = 0 entén
t=t/r etd/m = (t/m)f. Por outra parte, i8/Pa(x) = (t/Pa(x))8. Se t/Pa(r) =
fl1, .ty t0), tense que 66 = (t/m)0 = (t/(Pa(r) - i))8 = (t/Pa(r))8/i =
(10/(Pa(x))/ i = (18)/.

Noutro caso, sexa w o maior antecedente de m en t. Polo tanto Jw,v; w €
[(t), w-v = 7. Deséxase probar que tw € V. Se tw é constante (t/w)f = t/w
e por elo m = w. Se tw € X non é constante, entén w -3 € I(t), w-i < =
para algin ¢, o que contradi que w sexa o maior antecedente de 7 en t. Sexa pois
v = tw unha variable. Pola propiedade anterior (para w), t8/w = (t/w)8 = v8. Asi

6/7 = 18/(w - 7) = (t8/w)/y = (v8) /7 = ((tw)8)/7 O.
2.8 Sezan s, t termos, 7 € II(s), e 6 unha sustitucién. Entdn :
i) 7 € TI(sh),
ii) (s/m)0 = (s6)/,
iii) (s[x = 1])0 = (s6)[r 1],
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) se para toda posicidn v € Il(s),y L =,s/v ¢ Dom(0), entén s[r «— t]§ =
s[r — t8} = s[r « tO].

Proba. Induccién na lonxitude de |r|. Para # =<>, obviamente = ¢
II(s6), (s8)/m = 56 = (s/m)8 e (s[r — ])8 = t8 = (s0)[r «— ¢4)].

Suposto para |r| — 1, i} e ii) son semellantes 6 caso anterior. Para iii) e da
distributividade (2.5), dedicese :

(s[r — &])0 = (.s [Pa(r) — (s/Pa(m)li — t])])e = s8[Pa(r) — (s/Pa(r)[i — 1])0] =

sH[Pa(ﬂ') — (sf)/Pa(:rr)[i — tB])] = s0[r « t0] onde i = v/ Pa(r).

Para iv), supdnse que s[r «— ¢]f # s0(r — t6]. Xa que s{r «— t]f/x = tf =
s{m « tf]/ debe existir unha posicién w tal que s[r — t]fw # s[r — tOlw. As
posicions w < 7 verifican (s[r «— td))w = (s[r — tfw € X. Polo tanto, existe
w, w L ms[r — t0fw # sblr — tfl/w. Se Vw L m,sw ¢ Dom(8), entén
(s[m «— t]§)w = (s[r « 10])w contradiccién O.

2.9 Sezxan 0,0 sustitucions.

1. se I(8) " Dom(o) = 0,1(c) N Dom(0) = @ e Dom(6) N Dom(c) = O, entdn

fo = of,
2. se t € un termo, I(6) N Dom(c) - B, e Var(t) C Dom() entdn to = té.

Proba. Se z ¢ Dom(#) U Dom(c),(z)8c = (z)0 = z = (z) = (z)0f. Para
z € Dom(c) entén como z ¢ Dom(8), zb0 = z0 = z08, xa que I{c) N Dom(8) = §.
Anélogamente para z € Dom(#0). '

Para 2. deméstrase primeiro que se Dom(6) N Var(t) = @ a sustitucién 8 é
transparente para t, i.e. t§ = t. En efecto, sexa = unha folla de ¢, que pode ser
constante ou variable. Nos dous casos (¢/7)8 = t/. Por iv) de 2.8, t0 = t{r « t/n]f =
tlr — (t/m)8) = t[r « t/x] = t. Xa que Var(t) C Dom(f), entén Var(tf) C 1(8), e
Var(t0) N Dom(o) = 0, (t0)o = 16 0.

Tipos de sustituciéns

Definicién 2.10 Se W C V e 0 € unhe sustitucidn, a restriccidn de § a W ¢ a
sustitucion 0w tal que para toda z €V :

o 20w =z0 sex e W,
o lyw =z sex g W.

Tamén se usard a forma o = 8 [W] para expresar que ow = Ow. Para un conzunto de
sustitucidns U, Uw € o conzunto de sustitucidns {ow|c € U}.

Da definicién dediicese que 1y = 0 se Var(t) C W.
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Definicién 2.11 Seran 0,8, p sustitucidns e W CV dise que :
- 8 € concreta se I{6) = 0,
- o € idempotente se o = 07,

- p € un renomeamento se € invectiva en Dom(p) e I(p) = Rango(p). Se
p=Az1/yr,. . xnfyn}, o7 = {01/21,.. .yn/za} € a sustitucién inversa de p,

- unha permutacion € un renomeamento bizectivo. Polo tanto, toda permutacién p
¢ un renomeamento que leva Dom(p) en si mesmo,

a sustitucion identidade representarase como ¢,

-a unidn c U@ de o e § se 0 = 0 [Dom(c) N Domn(8)] definese como :
z(0U8) = zo se x € Dom(a), noutro caso z(o U 8) = z0, -

o < 8[W] se existe A, § = aA[W].

2.10 ([59]) Calquera sustitucidn inzectiva que leve V en V € unha permutacidn.

Proba. Se z € Dom(s), entén v = zo # z con v € Dom(c) pois ve = v = zo con

v # z contradi a inxectividade. Como Dom(s) é finito, & establece unha permutacién
de Dom(o) 0.

2.11 Unha sustitucidn o € idempotente sse Dom (o) N (o) = 0.

Proba. No caso de non ser idempotente 3z € V,(z0)e # zo. Entén Jy €
Var(oz),yo # y, de onde y € I{o) N Dom(s). Reciprocamente sexan z,y €
Dom{c),y € Var(zo). Entén zoo # zo e polo tanto ¢ non é idempotente O.

Se 0 = {21/81,...,Tn/5n} € idempotente, pédese expresar como composicion de
sustitucions simples (non importando a orde destas) o = {z1/s1}{z2/52} ... {2./3.} .
Outras caracterizacidns das sustituciéns idempotentes pédense atopar no traballo de
Eder([59]. Nétese que a composicién de sustituciéns idempotentes non é necesariamente

idempotente : ‘

Exemplo 2.2 o = {z/f(y)} = = {y/f(2)}, A composicién To = {z/f(y),y/f(2)}
verifica ToTo = {z/f(f(z),t/f(2)} e polo tanto non € idempotente.

Non obstante, é posible, en certas condicidns, aseguri-la idempotencia da composicién:

2.12 Sezan o,7 sustitucions idempotentes con Dom(s) N I(t) = 0. Entén o1 €
idempotente. ‘

Proba. Sexa z € Dom(ot). Se & € Dom(c) tense que z € I(0),z ¢ I(7) e asi
z & I{o7). Se £ € Dom(7), tense z ¢ I{a7) pola idempotencia de = 0.
Obsérvese que no exemplo anterior, o7 é idempotente.
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2.1.3 Instanciacion, Matching e Unificacién

Os termos pédense ordenar usando a instanciacién : conversion dun termo noutro por
unha sustitucion. Os textos de Huet e de Eder[85, 87, 59] son referencias xerais deste
apartado.

Definicion 2.12 Dados s, t termos, dise que t € unha instanciacién de s e que o € un
matching de s e t se so =t. A ezistencia dun matching de s e t erprésase por s < t.

2.13 Sexa s <t. Se so =1, s8 =1 enton ovar(s) = Ovar(s)-

Proba. Sexa z € Var(s); s =t. Sexa 7 € II,(s). Necesariamente 20 = t/r = zoD.

A relacion € é un case-orde, pois non verifica a propiedade simétrica nen a
antisimétrica nen €, xeralmente total. Para esto ultimo, obsérvase que f(fz,y) £
fly, fx) € f(fz,y). Para a antisimétrica chega con coller duas variables diferentes.
Para a simétrica z < f(z) £ z. '

Definicién 2.13 Dados s,t termos e 8,0 sustitucions, e W C V, empregaranse as
sequintes notacions :

s>tset<sesLt,

s=tses<tet<s,

o <w 0 se oy < Ow,

O'Ewgseo'wng.
Definicion 2.14 A susititucion 0, € :

un unificador de s, t se st = t0,

un unificador de I' = {s; 2 t1,...,8n z ty} sesd=t0,1<i<n. 3 No que sigue,
Unif(I') expresard o conzunto dos unificadores de T,

un unificador mdis zeral ou mgu (most general unifier) de I' se :

@ € unificador de T tal que :
se o unifica a I', enton 8 < o.

un unificador mdis zeral de I' restrinzido a W se € unificador de T’ e se o unifica I’
entén 8 < o [W).

Pola transparencia das sustituciéns sobre os termos que non postien variables no
seu dominio, tense que se s,t son termos tales que Var(t) N Dom(6) = @ e § é un
matching de s e ¢ entén 8 tamén é un unificador de s, t.

.
30 simbolo = fai mencién expresa de que se trata dun problema de unificacion.
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2.14 Se s >t entdn ext(s) > ext(t)

Proba. Probarase que se s > t entdn ou tam(s) > tam(t) ou ben tam(s) = tam(t)
e {Var(s)| < |[Var(t)].

A diferencia entre s e ¢ radica nos subtermos de ¢ nos que se atopan as variables
z € Var(t), pois se 7 € Ilg(t), entén 7 € Mg(s). Asi debe probarse que algunha
variable que contribie en ezt(t) fai medrar a extensién de s.

Se {Var(t)| = 0, non existe s > t. Sexa z € Var(t) e o matching de t e s. Se zo
non ¢ variable, incrementa a extensién. Se polo contrario, as variables son levadas en
variables, se o = y entén se o fose inxectiva, tratariase dunha permutacién e ¢ = s.

Por elo, 3z,2" € Var(t),zo = 2'c e polo tanto, por induccién no niimero de variables,
WWar(s)| < |Var(t)| e ext(s) > ext(t) O

Como consecuencia :
2.15 ([87]) A relacion > € noetheridn.
2.16 ([59]) Se s =t existe unha permutacion p, sp =t.

Proba. Sexan A, X, sA =t, t\' = s e 2 € Var(s). Necesariamente z)\ € Var(t). Se
zA =1z') tense x = 2', xa que zAX =z =z’ = 2’AN. A permutacién p é = AVar(sy O.

Sexa @ ([87]) unha bixeccién entre T x 7 e V. Definese unha operacién binaria A nos
termos dada por:

sAt=f({tiAs1)...,(tn Asn)) se s = f(s1,...,8.), t = f(ts,...,tn),
s At = ®(s,t) noutro caso.

Se existe, a menor (resp. maior) das cotas superiores (resp. inferiores) dun
conxunto, é o supremo (resp. infimo) do conxunto. Un reticulo é un conxunto
parcialmente ordenado no que todo par de elementos ten supremo e infimo. Un reticulo
é completo se todo subconxunto non vacio ten supremo e infimo.

Sexa ’Zfi o cociente 75/ = completado cun maior elemento T.
2.17 [t A 3] € o infimo de [s] € [1].

Este infimo é denominado zeralizacidn mds especifica en [139].

Proba. Sexan s,? termos, s £ ¢, t £ 5. Por definicién de &, ®(s,t) < s, &(s,t) < ¢,
Emprégase induccién na suma dos tamafios dos termos. Se tam(s) + tam( ) =2
necesariamente s = a, t = b con a e b un par de constantes diferentes. Sexa u
unha cota inferior de s e t. Se u < s entén ext(u) = 0 < ezxt(s), u é variable e
u = ®(s,t). Suposto para todo par de termos tam(s') + tam(t') < tam(s) + tam(t).
Se t<>= f # g = 5 <>, as cotas inferiores de s ¢ de ¢ son os u € V e polo tanto
u = 0(s,t). Set = f(t1,...,ta), s = f(s1,...,8,), as cotas inferiores son ou ben v € V
ou f(u1,...,Un), CON Uy,... Uy, cotas inferiores de (2),51),..., (tn, Sn) respectivamente.
Aplicando induccién obtense o resultado requerido O
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A
2.18 O conzunto de termos T € un reticulo completo.

Proba. Sexa § un subconxunto non vacio de Tz(X)/ = e sexa s un elemento arbitrario
de 5. O nimero dos elementos t de 75(X)/ = tales que ¢ < s é finito. Xa que cada
dous elementos tefien infimo, obtense o infimo de todos eles facendo a interseccién (que
non é vacia xa que [z] < [s], Vs € S).

Como se probara no seguinte capitulo, se dous termos tefien unha cota superior
(distinta de T) ent6n tamén tefien un supremo. Polo tanto, se |S| é finito, o resultado
obtense por induccién. Noutro caso, constriese unha sucesién S; € S; C ... C
SneoinS=UisoSie|Si] =1 Sexas; <...<s; <...asucesién de supremos. Se esta
sucesién detense, este valor é o supremo. Noutro caso, dado que o nimero de elementos
< [¢] de Tz(X)/ = é finito, a tinica cota superior é T e polo tanto este serd o supremo
O.

2.1.4 Equivalencia de sustituciéns e idempotencia

As sustituciéns idempotentes son especialmente axeitadas para representar
unificadores. Este tipo de sustitucidns e a stia relacién coa unificacién ten sido estudiada
principalmente por Eder e por Lassez et al.[59, 113].

2.19 Sexan o, sustitucidns tales que ¢ = 7. Eriste unha permutacidn £ tal que
ol =T.

Proba. Sexan p,p’ tales que 7 = op,0 = 7p’. Os conxuntos V\Var(Vo), V\Var(Vr)
son finitos, e pédese supofier que IA : V\Var(Ve) — V\Var(Vr) inxectiva. Xa
que zopp’ = zo necesariamente ypp' = y, con y € Var(Ve). Como consecuencia
yp € I{op) = I(7). Porelo pyorvo) : Var(Ve) = Var(V1) levay en yp inxectivamente
(posto que compotiendo con p obtense y). A permutacién ¢ definese como AU PlVar(Vo)
union de ddas inxectivas, e polo tanto, £ é unha permutacién O,

2.20 Para cada sustitucidn o eziste outra idempotente 7, tal que o < 7.

Proba. Sexa z unha variable calquera non contida no dominio de o. Definese a
sustitucién z6 = z,Yz € Dom(o). Pola eleccién de z, Var(V8) N Dom(s) = @, e
Dom{a) = Dom(8). Por elo, a composicién o6 ten o dominio incluido en Dom(o) e
dado que Var(Vead) C Var(V8), necesariamente Var(Vo8) N Dom(c8) = 0, e polo
tanto 0@ é idempotente O.

Dentro das sustitucidns equivalentes, as idempotentes tefien un cardcter minimal
dado polo seguinte resultado :

2.21 Se 0,0 son sustituciéns idempotentes equivalentes o = 0, entén -

i) |Dom(a)| = [Dom(8)|,
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uw) (o) = [1(O)},

Proba. Para i) se probaré que existe unha aplicacién inxectiva & : Dom{o) = Dom(§).
En efecto, sexa * € Dom(cs). Se z € Dom(f) definese h(x) = z, noutro caso
zo =z € I(0),z # z, xa que I\, 26 = z = (20)), e definese h(z) = z. Hai que probar
que z € Dom(#), e o caracter inxectivo de h. Se z6 = z, e tendo en conta que pola
idempotencia z € Dom(c), tense que 8 = z = zoA = z) e tamén 20 = 2 = zo ) = z),
ou sexa z = z o cal é unha contradiccién.

Para probar o caracter inxectivo sexan z,z’ € Dom(a),z # z’. Por construccién
se z,2' € Dom(0) necesariamente h(z) # h(z’). Se z,2’ € Dom(),20 = z =
(R(z))A, 2’0 = z' = (h(2'))X e polo tanto A(z) # h(z'). Se = € Dom(8),z’' ¢ Dom(6),
pola idempotencia de o,z & I(g), h(z) = z # h(z') € I(0).

Para ¢i) utilizase tamén a construccion dunha aplicacién inxectiva entre I(c) —
I(9). Sexa z € Dom(c) N Dom(8),t[y1,...,ym] = zo. Necesariamente zf =
tlz1,-.-,2m] xa que 3A, N, 60X =8, 0 = 8). Por elo z; = y;A deben ser m variables
distintas. Faiselle corresponder k(y;) = zi. Se z € Dom(c),z ¢ Dom(8), é semellante
6 caso anterior con h{z) = z.

A proba do caracter inxectivo de k € semellante 4 do caso i) O.

2.22 Sere o unha sustitucion :

1) se existe unha aplicacion p de Ven V tal que (p(2))o = z para tedo z € Var(Vo)
e p(z) =z se x & Var(Ve), entdn p € unha sustitucidn e op ¢ unha sustitucién
wdempotente equivalente a o,

2) calguera sustitucion idempotente que sexa equivalente a o podese expresar como
op onde p verifica a condicion anterior.

Proba de 1). Xa que [Dom(c)| € finito, p é unha sustitucién. Se z € Var(Ve) por
definicién zpo = z. Polo tanto cpo = o de onde se obtén a idempotencia de op. Pola

definicion de p, ésta é un renomeamento en Var(Vo). Por outra parte opp™ = 0.
Proba de 2). Sexa 6 unha sustitucién idempotente equivalente a o e A, X
permutacions, tales que oA = 8, 8) = o. Para definir p prébase que Vz €

Dom(c) N I{c) entén Jy € Dom(c), yo = z. Se = € Dom(f) e polo tanto = ¢
1(68),z € Dom(}), 3y € I{6) N Dom(XN'),y ¢ Dom(0) e tal que yo = y0N = y\' = z.

Sexa x ¢ Dom(0). Se z ¢ I(0) ¢ andlogo 6 caso anterior. Se z € I(#), e xa que zo #
z,z0)N = X' # z. Posto que 2 € I(0),z € I(X), existe y € I(6) N Dom(X), yX ==z
eyo = yfXN = yN = z. A sustitucién p vén dada por zp = y O,

Como consecuencia :

2.23 Sera o sustitucion non idempotente equivalente a unha idempotente 9. Entdn
{Dom(8)] < |Dom(c)|.
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Proba. Sexa y € Dom(s) N I(s). Xa que a sustitucién p empregada na
propiedade anterior leva y en z para algin ¢ € Dom(c) ,zoe = y. Polo tanto,
zop = yp = z,z ¢ Dom(op). Dado que Yz ¢ Dom(c) pddese definir zp = z,
dediicese que Dom(ap) C Dom(o) e |Dom(op)| < |Dom(c)|. O resultado séguese da
propiedade 2.21 Q.

A anterior proposicién non se pode modificar para incluir a imaxe (contra do que
cabe agardar de 2.21). Como un exemplo de elo sexa ¢ = {y/f(z),z/y,u/y}, e

0 = {y/f(z),u/z}.

Observouse que as sustituciéns idempotentes tefien un certo caracter minimal
respecto do resto de sustituciéns equivalentes. Unha caracterizacién das sustitucions
equivalentes as idempotentes obtense relacionandoas co mgu como se observa nos
seguintes resultados:

2.24 Se s,t son termos unificables entdn eziste un mgu o idempotente ¢ Dom(o) C
Var(s,t).

A demostracién desta proposicion verase no seguinte capitulo.

2.25 Seza 0 un unificador mdis zeral idempotente de I'. Enton ¢ € Unif(T') sse
¢ = 6¢.

Proba. Se 6 é mgu idempotente de T', e ¢ € Uni f(T), existe A tal que ¢ = 6\ = 90X =
8¢. Se ¢ = 8¢ entén 8 < ¢ e por conseguinte é unificador O. '

Esta propiedade é a empregada por Robinson ([152]) para definir o unificador mais
xeral.

2.26 Se o € unha sustitucion, son equivalentes
i) ezxiste un conzunto de pares de termos T con o como unificador mdis zeral de T,

i) existe unha sustitucidn idempotente que € equivalente a o.

Proba.
i) = 4t). E consecuencia directa de 2.24.
1) = i). Sexa § = {z1/ty,...,&n/ts} unha sustitucién idempotente equivalente a

? ? .
o. O conxunto de pares de termos {ey=4,...,2, = tn} ten como unificador a
f e por elo tamén a o O.
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2.1.5 Ecuacidns e igualdade ecuacional

Definicion 2.15 Unha ecuacion € un elemento de T x T. A ecuacidn (s,t) escribirase
s =t. Se E € un conzunto de ecuacions, enton E~' = {r =1 |l = r € E}. Unha
ecuacion s = t € concreta se s e t son termos concretos.

Definicién 2.16 Se E € un conzunto de ecuacions, dous termos s,t verifican a relacion
s =L t se existe unha ecvacion (I = r) € EU E™!, unha posicion n € Il(s), e unha
sustitucion 6 tal que

sfm =18t = s[zx « (r)d].

Nestas condiciéns, denotarase tamén por s =} t (I = r, 7, 8) se é necesario indicar
os detalles da ecuacion, posicion e sustitucion. A relacion =g definese como a clausura
reflexiva transitiva de =%. Por ser =} simétrica, =g tamén o ¢ e é polo tanto unha
relacién de equivalencia. A clase de equivalencia que contén é termo ¢ represéntase
como [t}g ou tamén como [t].

Dada a simetria da relacién =g, o conxunto de ecuaciéns F sera interpretado como
un conxunto de pares non orientados i.e. se v = v € F entén v = u € E. No que

segue, os conxuntos de ecuaciéns seran usados sen orientacion.

2.27 Sezan s,t € T, 0 unha sustitucion, e E un conzunto de ecuacidns . Se s =g t
enton s@ =g t0 (estabilidade).

Proba. Por induccién na lonxitude k£ de s = ty =% ¢ty =L ¢y... =L ¢, = t. Para
k=0,s=t,s0=10e s =g 6. ‘

Suposto para k& — 1, entén s6 =g tx18 ,tx_1 =f t(l = r,7,¢) , tk1 /7 = 1$,t =
ti-1[x — r¢]. Pola propiedade 2.7, ty_18/7 = (ty—1/7)8 = I$6 16 = (tk_llqﬁ —

r@})0 = ti_10(¢ — (48], de onde ;18 =} t0(I = r,z, $8) O.

2.28 Sezan t € T,{m,...,7,} un conzunto de posiciéns independentes do termo t.
Se para todo i, 1 < i < n t/m =g s, enton t =g t[r; — s1]...[Fn «— 8n] (Monotonia).

Proba. Primeiro se vera que se t/m =g s entén t =g ¢{[r «— s]. Para elo utilizase
induccién na lonxitude da secuencia t/7 = to =} t, =% ... =k tr—1 =L tx = 5. Para
k = 0 é consecuencia do caso 1 da propiedade 4.

Suposto para k — 1, t =g t{r « t;_,],ts1 =§ s({ = r,w,$). Polo tanto t,_;/w =
16 ,tx = te_a|w « r¢). Aplicando os casos 1 e 3 de 2.3: t =g t[r « tpq] = t[r «
tei[w — (L1 /w)]] =k tr — tima]w « 76]](I = r,7 - w,¢) = t[r « s]. De onde o
lema se obtén de aplicar o resultado 4 de 2.3 e n veces o resultado anterior 0.

Definicién 2.17 Sezan s, t termos e E un conzunto de ecuacions. Dise que s € unha
E-instanciacion de ¢, se existe unha sustitucion 6, chamada E-maiching de s e ¢, tal
que s =g t0.
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Dirase que s e t son E-unificables se eziste unha sustitucion 9 tal que s =g t0 e
8 serd chamado un E-unificador de s e t. A substitucion 6 ¢ un E-unificador de ' se

¢ un E-unificador de cade par s = t € I'. Por Ug(T') indicase o conzunto de tddolos
E-unificadores de T.

2.29 Sezan s,t € T, E conzunto de ecuacions. Son equivalentes :
i) s € unha E-instanciacion de t,
i) existe s' € [s],s' instanciacion de t.

Se para un E dado e para todo termo t, [¢] é finito e existe un algoritmo que o xera,
é posible determinar se un termo é ou non unha instanciacién de outro (e polo tanto
extraer o correspondente E-matching).

Cabe supofier que nese senso, a E-unificacién sexa semellante 4 E-instanciacién
e que, para obter os E-unificadores do par de termos s, ¢, sexa suficiente con buscar
s’ € [s] ,t' € [] tal que &', sexan unificables. O problema non é tan simple (ainda
para o caso das teorias para as que [s] é finito e existe algin algoritmo que o xera).
Como mostra delo :

Exemplo 2.3 E = {f(a) = g(a)}, F. = {f(z) < g{z)}, za que [f(T)]E =
{f(@)}, lg(2)]e = {9(=)}.

Definiciéon 2.18 Sezan 8, ¢ sustitucions e E un conzunto de ecuacidns. 6 e ¢ somn
iguales médulo E, o que serd expresado por § =g ¢, se t§ =g t¢ para todo termo t.
0 <g ¢ se eriste unha sustitucion A, 9\ =g ¢. Se 6 <g $,0 #g ¢ represéntase por
0 <g ¢.

Sexa E un conxunto de axiomas na signatura I. Definese Ty g(X) = Tx(X)/ =.
Os elementos deste conxunto non son necesariamente elementos de Tk

Exemplo 2.4 ¥ = {f,¢} X = {2}, E = Ef( z) = g(2)}. O elemento

Y,
g:q(x),f(a:,x)} de Tg({z}) non coincide coa clase {g(z), f(z,z), f(y,z), f(u,z)...} en
E.

2.1.6 Alxebras e Congruencias

Dada unha signatura X, unha X-dlzebra A é un conxunto A e unha funcién 4*7/) 4 4
para toda f € £. O conxunto A chamaselle base da X-dlzebra.

Tanto 75 como Tg(X) son dlxebras (de termos), onde Jalty, .. ta) = f(tr,. .., 1),
con A = Ty no primeiro caso e 4 = Ty (X)no segundo.
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Homomorfismos e Substituciéns

Sexan A, B diias alxebras de bases A, B respectivamente. A aplicacién ¢: A — B é un
$-homomorfismo (ou snnplemente homomorﬁsmo) se para todo f € T e calesquera
ap, ..., € A, falar,...,an)¢ fola1d,...,a,¢).* Os endomorfismos son os
homomorﬁsmos nos que A B. Os isomorfismos son aqueles homomorfismos que
tefien inverso. '

As sustitucidns son endomorfismos na alxebra de termos nos que sé varian un
numero finito de variables.

Dado que unha parte deste traballo, utiliza as sustituciéns nunha forma mais
restrinxida que a usual, 6 ser necesario explicitar as variables do dominio e da imaxe,
emprégase o nome de substitucion para non confundir este tipo de homomorﬁsmosr
entre dlxebras de termos sobre conxuntos finitos, coas sustituciéns.

Definicién 2.19 Serxan X,Y conzuntos finitos de variables. Os homomorfismos de
Te(X} a To(Y') serdn chamados substituciéns de X a Y.

O feito de facer explicitas tales variables é unha alternativa 4 dificultade que se crea
nun problema (e.g. de E-unificacién) polo feito de que unha sustitucién pode mover
calesquera variables, podendo ser usadas nunha regra ecuacional [95, 45]. En Common
e Lescanne [45] empréganse sustitucions no senso habitual, asi como T(X)-substitucidns
que corresponden ds mencionadas substituciéns.

A relacién entre ambas é moi forte como se mostra a continuacién :

2.30 Sexan X.Y conzuntos finitos de variables. FEziste unha substitucion o de X
a Y sse existe unha sustitucién o' tal que Dom(o’) C X,I(0') C Y, e para todo
teTg(X), to'=to e, X\ Dom(cs) CY.

Proba. Dada o esténdese a todo 7 a partir de yo' = yo se y € X e yo' = y noutro
caso. Dada o’ definese to = to’, t € Tg(X). O.

Definicién 2.20 Sezan & unha signatura, X un conzunto de vmmbles e A unha %-
dlrebra de base A.

unha L-asignacién € unha aplicacidn X % A. Denotarase por nx X - T5(X) a
asignacidén n(z) = z,

unha Z-alxebra inicial A € unha L-dlzebra, tal que dada calguera outra T-dlrebra B
existe un unico X-homomorfismo ¢ : A — B,

A € unha X-alxebra libre sobre X se eziste unha asignacion X 2 A, tal que para
toda E-dlxebra B e asignacion X EA B, existe un unico homomorfismo A

B, ¢A =9,

40s homomorfismos como as substituciéns seran aplicados pola dereita.
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2.31 As X-dlzebras iniciais, asi como as X-dlzebras libres sobre un X dado, son dnicas
agds isomorfismos.

Proba. Se A, B son iniciais, entén existen homomorfismos tinicos A LA B, B 4 A
Pola unicidade ¢ : A — A debe ser a identidade de A e ¢4y : B — B a identidade de
B. Por elo ¢ = 1.

Anéalogamente obtense o resultado para as libres O,

2.32 Sexa ¥ : X — A unha asignacion arbitraria. Entdn eriste un unico
homomorfismo ' : Tg(X) — A tal que no ¢’ = .

Proba. (f(t1,...,6:))¢" = f(t19,...,t.1’) esta ben definida e é a tnica forma na
que se garantiza que sexa homomorfismo O.

2.33 A dlzebra Tz(0) € a T-dlzebra inicial e To(X) ¢ a L-dlzebra libre sobre X.

Dada unha asignaciéon ¢ : X — A, expresarase igualmente por ¢ o correspondente
homomorfismo T3 (X) — A. -

Congruencias

Definicién 2.21 Sera A unha E-dlzebra. Unha relacion binaria = en A € unha 5-
congruencia se se verifican :

i) = € unha relacion de equivalencia en A,

it) dado f € ¥ ,ar(f) = k, ai,b; € A ,a; = b1 : 1. .k Entén fa(ey,...,a;) =
falby, ..., b). :

Unha congruencia = € completamente invariante (/33]) se dado calquera endomorfismo
¢:A— A, tal que a = b entdn (a)d = (b)¢.

Exemplo 2.5 £ = {f}, A = {a,b,c}, fala) = a, fa(b) = b, fa(c) = c. Definese
unha relacion B = {(a,b)}. R zenera unha relacion de equivalencia = que non
€ completamente invariante, za que o endomorfismo (a)p = ¢, (b)¢ = b, () = ¢,

ver;’ﬁca que a = b,(a)¢ Z (b)é.

Toda X-congruencia sobre unha dlxebra A, define unha S-ilxebra cociente A/ =
dada por fa;=([a1],...,[ax]) = [fa(as,.. ak)] onde [a;] representa & clase de a; en
Al=

Pola. definicién dada verificase que A/ = ¢ unha X-dlxebra e a aplicacién canénica
A — A/=, a~» [a] é un E-homomorfismo.

A conexion entre ¥-congruencias e - homomorﬁsmos é de feito mais forte, pois
dado un X-homomorfismo obtense unha ¥-congruencia.
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Definicién 2.22 Seza ¢ : A — B un X-homomorfismo. O nicleo de ¢ definese como
a relacion a; =4 az se (a1)¢ = (az)¢.

2.34 Sexa ¢ : A — B un Z-homomorfismo. Tense que :

i) o nicleo de ¢ € unha E-congruencia,
it) ¢ € un isomorfismo, sse ¢ € bizectiva,
i) Se ¢ € sobre, entdn A/ = e B son isomorfos.
Proba :

i) sexan ay =4 by,...,ax =4 b e f un operador de aridade k. Entdn
(falar,-. ae))d = felarg,...,exd) = fo(b1d,...,0:é) e polo tanto
fA(al, . ak) = fA(bl, ey bk),

i1) a aplicacién inversa de ¢ é tamén homomorfismo (e 6 homomorfismo inverso tamén
é aplicacién),

i1t} a aplicacién A/ =4— B é claramente bixectiva e polo tanto, o homomorfismo
correspondente € un isomorfismo 0.

Sexa = unha congruencia en 7 completamente invariante. Tédolos endomorfismos en
T / = proceden de endomorfismos de 7.

2.35 Seza A unha X-dlzebra e¢ = unha I-congruencia completamente invariante.
Enton :

e para todo endomorfismo ¢ en A, a aplicacidn ¥=: Al= — A/=, ([a] ~ [a¥)]))
¢ un endomorfismo. Se para todo a € A, at = ayp entdn = = 0=,

o Para calquera endomorfismo ¢ : Ty/ = —» Tg/ = exz’ste‘qﬁ : Ty — Ty tal que
v = ¢/=
Proba.

o = definida por [a])= = [a¥] estd ben definida por ser = completamente
invariante e € endomorfismo como consecuencia de selo 9,

e para erguer un endomorfismo en 7y dende ¢ constriese primeiro a composicién
Yo con ¥ : T — T/ = o homomorfismo canénico. Para toda variable z,
selecciénase un representante t € [z]p, z¢ = t. Por construccién de ¢, verificase
a lgualdade p = ¢/= 0.

Pédese observar que a relacién = nos termos, dada pola def. 2.13 non é realmente
unha congruencia xa que ¢ = y,y = y, pero f(z,y) Z f(y,y).
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2.1.7 Teorias ecuacionais

Definicién 2.23 Unha dlzebra A satisfai a ecuacidn s = t, se para calquera asignacion
p: X —» A X = Var(s,t) se verifica que syp = t3f. Unha variedade ecuacional de
L-dlzebras € unha clase de L-dlrebras H tal que eziste un conzunto de ecuacidns E,
para as cales H € a clase de dizebras que as satisfdn. Tamén se di que H é a clase
dos modelos de E. A notacion A = E ezpresa que A € un modelo do conzunto E.
Unha ecuacion s =t € unha consecuencia do conzunto de ecuaciéns E, se se verifica
en todolos modelos de E. A teoria ecuacional Teo(E) definese como o conzunto de
tédalas consecuencias das ecuacidns de E.

Para indicar que 8 =t € unha consecuencia do conzunto E de aziomas, emprégase
tamén a notacion E [= s =1 como abreviatura de que se A = E, entéon A= s = t.

Dados dous conzuntos de ecuacidns son equivalentes se dan orire ¢ mesma teoria
ecuacional.

Birkoff[18] probou a existencia dunha alxebra libre xerada por X en toda variedade
ecuacional.

Para obter as consecuencias dun conxunto de ecuaciéns E pédese empregar
unha forma que fai explicita a reflexividade, transitividade, simetria, estabilidade e
congruencia : Para elo definese a deduccién ecuacional F por :

i) bt =1t para todo t € 75 (axiomas reflexivos),
i) s =1tk t=s (axiomas simétricos), s,t € Tg,
i) s=1t,t=uk s =y (axiomas transitivos) s,¢,u € Ty,

) Se f é operador k-ario, (s1 = t1,...,5 = ) F f(s1,...,8) = fltr, ..., t)
(axiomas reflexivos funcionais),

v) Se o é unha sustitucién s =t I so = to (estabilidade).

Nétese que dado un conxunto de ecuaciéns E, a relacién - coincide con = E-

O teorema de Birkoff establece a equivalencia entre as ecuaciéns satisfeitas nos
modelos da teoria, e as que se producen como consecuencia da relacién + (completitude
da deduccién ecuacional).

2.36 Sexa E un conzunto de aziomas. E |= eq(s,t) sse £+ eq(s,t).
Unha teoria ecuacional pédese representar tanto por :
® as ecuacions dunha presentacion,
® as ecuacions da teoria,

e a alxebra de termos Té =Ts/=E.
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Se E =0, entén Tg = 7 é a propia alxebra de termos e a iguald&de ecuacional =g
é a identidade sintactica.

A medida que se incorporan ecuacions a teoria, esta faise madis restrinxida. De
feito pode suceder que a &lxebra de termos tefia un unico elemento en cuio caso
dise que a teoria é inconsistente. Unha condicién suficiente para a inconsistencia
dunha teoria, é que incorpore axiomas do tipo z = t,z € Var(t), xa que dados
calesquera termos s, s’ mediante dias instanciaciéns diferentes o, 8 podese facer s =}
tz = t,<>,{z/s}), s = t{z = t,<>,{z/s'}) e s =g §’. Esta situacidn evitase
imponendo a condicién de que as variables dos lados esquerdo e dereito dos axiomas,
sexan as mesmas. Unha teorfa cunha presentacién desa forma dise regular (i.e.
Var(l) = Var{r} para toda [ = r € E). Unha teoria é libre de colapso se non contén
ecuaciéns da forma z = t,z € Var(t),z # t, (ecuacions colapsadas) o que protexe
da inconsistencia producida por unha ecuacién z = t, = ¢ Var(t). Moitas teorias
consistentes, non son regulares nen libres de colapso. e.g. os axiomas 0%z = 0, 1*z = z.

Unha teoria é permutativa se todolos seus axiomas son permutativosie Yli=r €
E, e para toda u € £ U V,|II,({)| = |II,(r)| (cada simbolo aparece 0 mesmo mimero
de veces en cada lado da ecuacién). Unha teoria permutativa é variable permutada se
tén unha presentacion na que coinciden as posicidns de cada operador e s6 varian as
posicions das variables.

Unha ecuacién da forma f(z,...,%i,...,2,) = z; conécese como prozeccion. Unha
teoria é case libre de colapso se para cada ecuacién colapsada existe unha proxeccion
co mesmo operador Superior.

Unha teoria é finita se as clases de equivalencia da congruencia definida polas
silas ecuacidns, tefien cardinal finito. Unha teoria é noetheridn se non existen cadeas
infinitas descendentes de sustitucidéns polo orden <g. Unha teoria é Q-libre se para
toda ecuacién f(s1,...,8n) = f(t1,...,ts) necesariamente s; = ¢;,7 = 1,...,n. A
teoria co axioma conmutativo € unha teoria finita e noetherian pero non {)-libre.

Unha teoria é simple se non existen ecuaciéns que colapsen subtermos propios,
Il =r € E,n € II{I), se 7 #<> entén [/r = r. Exemplo de teoria simple, é a
asociativa. ‘ ‘

Sexa E un conxunto de axiomas. E é unha presentacion sintdctica (tamén chamada
presentacién resolvente) se para calquera secuencia s =% s1(lo = 7o, %0, 00),81 =
so(li = m,7,m) - 801 =k Sn(lpey = Tno1,%nz1,pn_1) como moito unha das
posiciéns m; € <>. Unha teoria é sintdctica se ten algunha presentacién deste tipo.
Estas foron definidas por Kirchner[103] quen mostrou a utilidade de dispofier de
presentacions sintacticas para simplificar a E-unificacion neste tipo de teorias.

Unha presentacién é rm-sintactica se para toda secuencia so =} s1(la =
_1 _ 1 — .
Ta, W0, PO)) 8 =g '52(11 = 71,7, Pl), ce-Sn-1 =g Sn(ln—l = Th-1,Tn-1, Pn—l) se verifica
que j = |{m:|mi = <>}| € m. Unha teoria é m-sintictica se dispén dunha presentacién
tn-sintactica.
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2.2 Igualdade Ecuacional e Reescrita

2.2.1 Reescrita e Reescrita condicional
Reescrita

E cofiecida a importancia da igualdade en campos como a proba automdtica, a
computacién simbélica, as lingoaxes de programacién de alto nivel e outros. Sen
embargo, o reemplazamento de iguais por iguais que da lugar 4 relacién =g crea moitos
problemas debido 4 simetria. Para limitar a explosién creada por esta e conservar o
significado de tal predicado, utilizase a reescrita, que impén unha direccionalidade 6
reemplazamento.

As relacidns de reescrita, gozan de moitas das propiedades da igualdade e dende
un punto de vista operacional corrresponden a métodos do tipo de encadeamento cara
adiante. O seu mecanismo de inferencia deduce novos termos a partir de expresiéns
cofecidas, a diferencia dos métodos que reducen os problemas a subproblemas e que
requiren a miudo backtracing[84j.

Unha referencia moderna e ampla acerca da reescrita ecuacional é o artigo de
Dershowitz e Jouannaud[52].

Definicién 2.24 Unha relacién — en T € unha relacién de reescrita se € pechada para
o reemplazamento e pare a aplicacidén de sustitucidns i.e. :

e sel-resecT,mell(s) tense que s[t — ] — s[r «— 7| (monotonia ou
congruencia), | :

e sezan | — 1 e o unha sustitucion, entén lo — ro (estabilidade).

A relacién =}; é evidentemente unha relacién de reescrita, pero o que se pretende é
atopar outras relaciéns — C =}, para as que «* coincide con =p.

Definicién 2.25 Seza R un conzunto de pares de termos {(l,r1),...,(l,,ra)}. Dise
que s se reescribe en t, s —p t (tamén se respresenta por s —rn .y, t) se eziste

(li,r:) € R,w € 1(s), o tal que :
s/m=lLo, t = s[r « rio]

O subtermo s/m (resp. a posicion w) € un termo redex (resp. posicién redex).
Un subtermo s’ de s € innermost (respectivamente outermost) se s’ non ten subtermos
redez propios (respectivamente non € subtermo propio de nengin subtermo redez de
s). As posicidns correspondentes a subtermos innermost e outermost son chamadas
posicions innermost e outermost respectivamente.

O conzunto R denominase sistema de reescrita de termos ou abreviadamente
sistema de reescrita. A clausura transitiva de —g é conecida como derivacidén de
reescrita ou simplemente derivacion.
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Pdédese ver que — g ¢ unha relacion de reescrita, e que un termo non ten subtermos
redex sse é irreducible pola relacién —g.
Xeralmente incliense nas relaciéns de reescrita as seguintes condicidns para tédolos

pares (I,r) de R :
1. Var(r) C Var(l),
2. I non é variable.
Con elo obtéfiense condicions necesarias para a terminacién de — g, pois :

1. se 3z € Var(r),z ¢ Var(l) a relacién —» non é noetherian xa que non se
impoifien condiciéns as instanciaciéns de Var(r)\Var(l), podendo instanciarse
no propio termo inicial. E.g. Se z € Var(r)\Var(l),zo = {, tense [ = r[l] =&
r[ril)] =& ..., '

;

o

se [ € V entdn toda posicion dun termo é redex e polo tanto, a relacién non é
finitaria. :

Para garantir a aplicabilidade da relacién —pg é conveniente que a derivacién en
R sexa confluente e noetheridn. Esta tltima requirese para lograr a computabilidade
e a primeira para obter unha dnica forma normal de calquera termo. Un sistema
de reescrita confluente e noetheridn determina un procedemento de decisién para a
correspondente teoria ecuacional. .

O problema de atopar un sistema de reescrita canénico para unha teoria dada
ten, en xeral, unha solucién negativa, xa que existen teorias para as cales a igualdade
non ¢ decidible [118, 140]. Para a igualdade dos termos concretos (tamén chamado
problema das palabras) a solucién segue a ser negativa[120]. Incluso existen teorias cun
procedemento de decisién para as cales non existen sistemas de reescrita canénicos. Un
dos casos mais representativos ¢ o daqueles que inclien o axioma conmutativo, xa que
nengunha orientacion de este, permite obter a terminacién.

Ténense proposto diversas alternativas para aproveitar as ventaxas da reescrita no
caso de que non sexa posible, ou non se cofieza a forma de garantir a confluencia ou a
terminacién baixo nengunha orientacién dos axiomas.

Definicién 2.26 Seza R un sistema de reescrita ¢ S un conzunto de aziomas. Dise
que s se'reescribe en { médulo §, s — g5t se existen (I,r) € R, 7w € [I(s),0,s',t tal
que :

s=gs;s/r=lo, ' =&[xr —ro|, t =5t

O conzunto R chamarase sistema de reescrita médulo S.
E claro que - € —p/s € que “—gys coincide con =gyRr-1ys-

Xa que a reescrita modulo S utiliza a relacién =g, supénse a existencia dun
procedemento de decisién para ela. Para garantir a terminacién de —Rgys débense
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impofier certas condicions ¢s axiomas de S, como por exemplo non ter un axioma cun
termo variable no lado dereito e varias posicidns desa variable no outro ou ben ter
axiomas regulares [52].

Téfiense empregado distintas condicidns sobre R e S para asegurs-la decibilidade
de =pupr-1ys (como en [112, 87, 138, 94]), e.g. se =g ¢ decidible, entén =g p-1us, 60
tamén se R/S é Church-Rosser mddulo S onde ; R/S é Church-Rosser mddulo § se
H*R/S - —’}}/s=5 ‘—}‘2/5-

Dous casos especificos pero de gran importancia corresponden 4 reescrita asociativo-
conmutativa e 4 reescrita canénica concreta. A primeira por :

® a propia importancia dos axiomas asociativo e conmutativo en tédolos campos
de uso da reescrita e.g. para a representacién de obxectos abstractos como os
conxuntos e multiconxuntos, -

® 3 pi‘opia, dificultad de -orientacién,
e a existencia de algoritmos de unificacién nesa teoria [176, 61].

A reescrita en presencia dos axiomas asociativo e conmutativo é o paradigma da
separacion entre a pura reescrita e a que se realiza médulo un conxunto de axiomas.
Practicamente todas os desenrolos desta ultima tefien sido ideados para aplicalos
cos axiomas de asociatividade e conmutatividade. Como exemplo de elo son os
traballos de Peterson e Stickel, Lankford e Ballantine, Huet, Steinbach, Kapur et al.
(138, 112, 87, 173, 101].

A importancia da reescrita candnica concreta, débese as ventaxas que posie a
alxebra inicial : :

e disponibilidade dun orden total nos termos,

* posibilidade de orientar as instanciaciéns concretas de regras con variables que
son, por si mesmas, imposibles de orientar,

e posibilidade de reconstruir sustitucidns a partir de instanciaciéns concretas,
nalgins casos,

e decibilidade da igualdade no caso de R finito € S vacio,
¢ simplicidade da 4lxebra de termos concretos.

Unha propiedade esencial da reescrita é a de ser finitaria. No caso de utilizar
a reescrita moédulo un conxunto de ecuaciéns, a terminacién de R non implica
necesariamente a de R/S. Para asegurd-la terminacién pode usarse unha relacién
> irreflexiva, pechada para a sustitucién e o reemplazamento e que contena a relacién
R. Para os casos maéis simples a orientacién das regras obtense dende un bé orden
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nos termos usando a lonxitude, tamario, ou extension®. Pero existen axiomas que non
poden ser orientados utilizando estas funcions nos termos e. g. o axioma a¢ = b.

Xa Knuth e Bendix [108] utilizan unha relacién compatible coa reescrita. A
finalidade destas relaciéns e :

e indicar o senso no que deben de ser aplicados os axiomas,

¢ proporcionar condicions suficientes para determinar se unha relacion de reescrita
é finitaria,

e sustituir unha regra dificil de compatibilizar con drdenes conecidos, por outra ou
outras que poidan ser orientadas, ou ben incluila entre os axiomas.

Na actualidade existe un gran nimero de relacidns empregadas para garantir a
finitariedade en distintos casos: as baseadas en rdenes polindmicos e exponenciais, na

extension lexicografica e de multiconxuntos, simplificacion, case-ordenes, e subtermos
(51, 156].

Reescrita condicional

Xa que un dos principais campos cara os que se dirixe a unificacién ecuacional é a
programacion léxica con igualdade, estidiase a reescrita no caso de teorias presentadas
por un conxunto de regras condicionais.

Definicidon 2.27 Dados os termos ty,...,t,,u1,...,U,, [, T, @ expresion :
? ?
t1 =u1,...,tn=un=>l—>r
.. ? ?
chamarase regra condicional, de cabeza | — r e de corpo t; = wy,...,t, = u,. Un

conzunto S de regras condicionais, rera unha relacion Rg = Uo<; Rs j, onde as relacidns
Rs,; (tamén expresadas por — g, e —ps para Rs), veien dadas por :

¢ Rgo= {(s,t)] eziste ) = uy,...,tn = Uy, = | — r € S, unha sustitucidn p e unha

posicion m € II(s), tal que s/mr =1p, Vi, 1 i< n, tip=1up, t = s[r — rp]},

e Rg; = Rs ;1 U{(s,t)| existe t; L U, ...,y < U, =l — r € S, unha sustitucion
p € unha posicion w € II(s), tal que s/x =1lp, Vi, 1 <i < n, tip CRs oy Uil T =
s[r rp]}.

Se s —g¢ i, necesariamente s —hs,; t para algin j. O menor j ‘que o cumple
denominase profundidade de s —} ¢ £.

Spara que o orden dado por estas sexa pechada para o reemplazamento, é preciso usar a reescrita
na sia forma restrinxida i.e. { non variable e Var(r) C Var(l) para toda regra { — r.
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Se non hai posibilidade de confusién acerca do conxunto de regras condicionais, o
subindice correspondente pode aparecer omitido.

E claro que tanto as Rgs; como Rg son relaciéns de reescrita. Se non hai condiciéns
en nengunha regra, Rs = Rs;,0 < 7. Como no caso non condicional, a confluencia de
Rs esixe que Var(r) C Var(i). '

Poden existir variables no corpo dunha regra condicional, non presentes na cabeza,
sen por elo perder a confluencia.

Exemplo 2.6 S ={a — b, ¢ — ¢, f(z,b) = fle,z) = b — ¢}. Rs € confluente
dado gue b —p s c. '

Tédalas variables dunha regra condicional, que non se atopen presentes en Var([) seran
chamadas variables eztra.

A relacién de igualdade =% que se obtén a partir dunha relacién de reescrita
condicional é, como na reescrita sen condiciéns, RUR™. Se ¢U/ é un conxunto completo

de E-unificadores de {t, L Uly.no,ln ~ Un }, entén as relaciéns xeradas mediante a regra
f1 % uy,...,ty = up = [ — r poden ser obtidas, polo conxunto {10 — r8,6 € cU}.

Xa que existen teorias que non son finitarias®, este conxunto pode dar lugar a unha
presentacion infinita de regras non condicionais.
Bockmayr(21] estende a reescrita condicional, & reescrita modulo ecuacidns,
construindo a relacién — (ryg), en forma semellante 4 reescrita condicional xa sinalada.
No caso de existencia de variables extra, a canonicidade non € unha condicion
suficientemente forte como para obter resultados semellantes 6s que se dan na
‘unificacién ecuacional nas teorias candnicas sen variables extra ou sen condicidns.

Definicion 2.28 Sezxa R = Up<; Ri dado a partir dun conzunto de regras condicionais
S. R € confluente por niveles se cada R; € confluente. Se R € noetheridn e confluente
por niveles dise que € completo por niveles.

Unha relacion R pode ser confluente sen ser confluente por niveles. O exemplo 2.6 é
unha proba de elo, xa que R é confluente e finitario, pero By xerado por {a — b, a — ¢}
non € confluente. En cambio, se R é noetheridn necesariamente cada R; éo. A relacién
dada polas regras z = flz) = a — b, ¢ = f(c), é confluente por niveles pero non é
completa por niveles ¢ fallar a finitariedade.

Nétese que se R é confluente por niveles, dado un termo s poden existir diversas

formas R; normais para 3. E.g. ¢ — b, f(a) = f(8) = b — ¢, xa que a forma
Ry-normal de a € b, mentras que a sia forma R;-normal é c.

2.37 Sexa R completo por niveles ¢ s§ —p, t0. Eriste unha derivacion sf' <p. t§'
onde para todo x € Var(s,t), z6' = (z8) |g, .

%10 senso de ter conxuntos finitos de E-unificadores minimais.
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Pola conﬂuencm existe u € 7,50 —p u g, t0.

Para cada z6,z € Var(s) non normalizado, se verifica 39 —»R sOlr — 28], 7m €
II;(s). Pola confluencia e terminacién dedicese a existencia de u’ € T, tal que para
todo z € Vaar(s,t) s6 =g, sO[r — 20 =5, o' +%, t0[r — 2] —} t0 O.

2.2.2 Confluencia e conxuntos pechados

Un problema abordado inicialmente por Knuth e Bendix [108] é o de cémo modificar
un sistema non confluente de regras para dispofier dun sistema de reescrita confluente
para a teoria que definen. Xeneralizaciéns do procedemento de Knuth e Bendix foron
abordadas por Landford e Ballantine [112] en teorias co axioma conmutativo e teorias
permutativas, asi como por Huet [87] e por Peterson e Stickel[138). Estes tltimos
probaron que, baixo certas condiciéns de compatibilidade, pédese aplicar o método de
compleccién a un sistema de reescrita (R, S) se existe un algoritmo de E-unificacién
para a teoria xerada por S.

O proceso utilizado por Knuth e Bendix cofiécese como compleccién por pares
criticos e estd amplamente referenciado e xeralizado en Buchberger[30].

Definicién 2.29 Sezan (I,r),(I',r') variantes de regras € R. R presenta o par critico
(lp[x —r p] rp) sew 6 Oz(l) e p = mgu(l/x, ).

Seti =up,.. th=u,=>1—>r ¢ L TR = Uy, = I' = r’ son dias regras
condicionais € e:czste 7 € lg(l), p € un mgu de I/ e de U, dirdse igualmente que R
presenta o par critico :

? 2 7
tip = ULP, .y tnp = Unfy t;p - uapa 3tmp = ump = (lp[?!‘ =-r P] Tp)

No caso de que para estes dias reglas condicionales existe i,p,m, 1 < i < n,7 €

Ox(t; ) (resp. ™ € Hz( ) p= mgu(t,/'fr,l) entdn a ezpresion t1p = ULP, ... Lip[m —
7 ? 7
el = wipy.tip = uwip tip = g, thp = upp > Ip o T (resp para
tip = u,p[w —r p]) tamén se dird que € un par critico de R.

2.38 ({108, 87)) Sezxa R € un sistema de reescrita €8 +pu—pgt, entén eriste
w con s —p w e tou ben eriste un par critico (I,7), unha sustitucién 1 e unha
posicion 7 € IIg(u), tal que s = ulr — IA] e t = u[r — F7A].

Proba. Sexan u — s(z,l — r,p), u — ¢(x',I' — r',p'). Dependendo da posicién
relativa de r, 7’ tense que :

1) sem L #' entdn s —* s[r’ «— r'p] 1,

2) se 7" = 7-w, w € I,(I). Neste caso existe un par critico (I6w « '8],7é),
6A = pUp’. Polo tanto s = ur « réd] = u[r « 7], t = u[xr — r'é}] = ulr
7" r'p') = ulr — (I6A[r' — r'8A])] = u[r  (I8[x" — '6])A] = ufr — I}].
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3) ¥ = 7 w-w tal que existe z € Var(l), w € II,(I). Neste caso, u rediicese
primeiro aplicando I’ — r’ nas posiciéns 7 - 7., 7, € II,(!) e logo aplicase I — r.
Sexa p” a sustitucion dada por zp” = zplw’ — r'p], yp" = yp,y # x. Asi

s = u[r - w (1) e v'p'l[r — rp"] «*t.

No caso condicional o resultado ¢ igualmente certo e se obtén por unha proba
similar. No caso 2) tédalas condicions ¢;6 < w6, t1.0 = 6 do par critico son verificadas
por A e polo tanto a derivacion se verifica. ,

No caso 3), atendendo as derivacidns entre as condiciéns obsérvase que t;p" «—*
rip & uip =" uip” polo que u[r - w - M (I) « r'p’] se reduce usando I'p" — rp” O.

Este importante resultado non sé ten producido un procedemento para obter
regras confluentes, senon tamén un sistema de derivacién e proba : o razoamento por
compleccion ou razoamento cara adiante. O procedemento de compleccién describese
en [30] como :

Algoritmo 2.1 Algoritmo de compleccion de pares criticos
Entrada : Un sistema de reescrita R
Salide : Un sistema de reescrita confluente G

Seza G =R
Seza B = U mec{ pares criticos de (u,v)}
Mentras B # §
Facer {
Seza (s,t) = elemento de B
Sezxa B = B \{(s,1)}
Seza (s,t) = (s,t) | /* forma normal de (s,t) pola relacion G */
Se s £t enton
Facer {
analizar (s, )
Seza B = BU; qecipares criticos de (s,t) e de (p, q)}
Seza G = GU{(s,t)} } }

O paso de analizar(s,t) é empregado tanto para orientar o par resultante, como
para deter a execucién do algoritmo se o par critico non pode ser orientado preservando
a terminacién [108]. Huet [88] da unha proba completa da correcién deste algoritmo
cando se incorporan unha serie de regras de reduccién para mellorar a eficacia.

Existen conxuntos de regras para os que o anterior procedemento non acaba. Este
non € o tUnico problema, xa que existen ecuacidns, que son utilizadas para obter a
igualdade de dos termos, para as que se precisa empregar a ecuacién nos dous sentidos,
dependendo este da instanciacidén resultante.

Para o caso dunha teoria dada por un conxunto finito de ecuacidns concretas, e
xa que existen ordenes totais nos termos concretos, toda ecuacién é orientable. A
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compleccién por pares criticos xera un procedemento de decisién para tales teorias
(a decibilidade xa foi probada por Ackermann). O método de compleccion sen fallo
(unfailing completion{13]) é unha maneira de aproveitar parcialmente esta situacion,
tamen no caso xeral, no que unha regra pode xerar conxuntos infinitos de pares
criticos e.g. f(g(f(z))) — ¢(f(z)). Este proceso de compleccién obtense a partir
dun orden total nos operadores e variables e dunha forma para estender este orden
total para todolos termos, (e.g. o recursive path ordering{51]). Se se incorporan
todalas instanciacidns dos pares criticos, obtense un procedemento de compleccién
que non falla, xa que todalas ecuaciéns xeradas son sempre orientables, se ben poden
producirse infinitas ecuaciéns. Deste xeito, para toda a clase ecuacional dun termo,
existe un elemento en forma normal e a igualdade ¢ semidecidible. Este proceso
de compleccién ten sido amplamente utilizado en diversos campos da unificacién
ecuacional (e.g.[72, 28, 25, 11, 149]).

Unha variante do proceso de compleccidn sen fallo, é desenrolado por Dougherty
e Johann[56] para construir relaciéns non simétricas e confluentes que permitan
Xerar a igualdade ecuacional. Aqui amplianse os resultados de Dougherty e Johann,
incorporando as ecuaciéns condicionais (regras condicionais que poden ser usadas nos
dous sensos). '

Definicién 2.30 Dada unha relacidn > mondtona, finitaria e confluente, dise que
dirixe d relacion C, se C € o peche simétrico de ». Neste caso C ¢ pechada.

Nétese que non se esixe na definicién que > sexa estable. Polo tanto, dita
relacién non serd, en xeral, unha relacién de reescrita. A restriccién Var(r) C Var(l)
da reescrita, que impide orientar satisfactoriamente certas regras, non é neste caso
necesaria. A cambio, a relacién debe incluir tédalas instanciaciéns dunha regra (se ben
diferentes instanciaciéns poden utilizarse en distintos sensos).

Exemplo 2.7 A partir de R = {f(z,g9z,2z) = f(z,y,2z)}, a ecuacién ¢ orientada
ne forma | — r na instanciacidn f(a,ga,ga) = f(a,a,a) er — I na instanciacion

fla, f(a,ge,a),a) > f(a,ga,a).

Se =f é pechada, entén pode considerarse obtida a confluencia, se bén as
instanciaciéns deberan orientarse atendendo & >.

Se =L é pechada e, se s > ¢, entén, s =%} t e polo tanto, existe unha ecuacién
u = v en E, unha sustitucién p e 7 € II(s), tal que s/7 = up, t = s[r «— vp], ou
alternativamente, /7 = vp, s = t[r « up] xa que u = v pode ser utilizada nos
dous sensos. Como para a relacién =}, o caso anterior poderd ser expresado por
s> t(u=mwv,m,p).

Definicién 2.31 Se s > (u = v,, p), dirase que € propia, se para toda x € Var(u,v)
zp ¢ irreducible.

Propiedades dunha relacién > pechada que dirixe a =L :
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e se a teoria é consistente, toda variable € irreducible para >.
Proba : Suporiendo que z = ¢,z € V, debe existir unha ecuacion u = v € E que,
pola consistencia, v € V,u € Var(v). De onde, up = z,z € Var(t),z ~ t[z] »
t[t[z]] ... Contradiccidn.
Elo mostra asemade que se u = v € £, e up > vp, entdon u non € variable,

¢ pola confluencia e finitariedade de > todo termo ¢ é reducible a unha tinica forma
normal ¢ |,

¢ as reduccions propias tefien un senso minimal, analogo o das reducciéns innermost

[83].

2.39 Sezan E un conzunto de ecuacions pechado, dirizido por » e t un termo non
irreducible. Entdn, eriste unha secuencia t >~ t' propia.

Proba. Xa que t non € irreducible, existe unha posiciéon = € Ils(t) que é reducible
e cuios subtermos son todos eles irreducibles. Sexan polo tanto u = v € E, p tal que
t/m = up,up > vpeY = Var(v)\Var(u) e se define p' por yp' = (yp)l sey € ¥V,
zp =zp, z €Y. Sexa t' = t[r « vp']. Xa que t = t{r — up),t =} (v = v,7,p")
tense que ¢ > t’ € unha derivacién propia, posto que ¢’ > ¢ contradi a terminacién de
= 0.

Sexa E un conxunto de ecuaciéns. Empregando o algoritmo de Knuth-Bendix,
obviando o paso de analizer e tomando o par critico sen orientacién obtense a sucesidn
E°C E'C...C E"..,onde E° = E, E' = E'UPares-criticos(E"1),7 > 1. O
conxunto {J;»o E* denotarase por C(E). En forma aniloga xérase o conxunto C(E) de
ecuacions condicionais dende o conxunto inicial E de ecuaciéns deste tipo. A partir
de C(E) constriese, na forma indicada previamente, a relacién Re(gy das igualdades
(nun s6 paso) xeradas por regras condicionais de C(E), tamén expresado como =, g.

Sexa Il =r € E, Var(r) € Var(l), o conxunto de pares criticos inclie pares de
variantes de r, xa que para todo z,y onde x € Var(r)\Var(l) o par (r,r[ll; « y]) é
un par critico.

O seguinte resultado mostra a utilidade da definicién da relacién pechada.

2.40 Para todo conzunto de ecuacidons condicionais E, Ro(gy € un conzunto pechado.
Existe unha relacion ~ que dirize Rogy e que € completa por niveles.

Proba. Definese un orden total > finitario en £ U V e esténdese a todo T a partir do
orden lexicograficoen : (tamano,operador superior,orden lexicogrdfico nos argumentos).
Polo tanto : s = f(s1,...,8n) >7t =g(t1,...,tn) se: '

a) tam(s) > tam(t), ou

"t[z] > t[t[z]] dedticese de aplicar a monotonia.
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b) tam(s) =tam(t)e f > g, ou
c) tam(s)=tam(t), f=geH e N Vj,1 <j<i—1,8;=t;, es >rt;
Sexa > = >7 N =f ). Debe probarse que > ¢ :

1) monétona,

3

)

2) finitaria,
) confluente,
)

’ . ’ . » _-1
4) a sta clausura simétrica é =} p,.

1) Sexa 5 - t. Compre probar que
f(ul...,ui_l,s,...,u,.,) - f(ul...,u,-_l,t,...,un).

® se tam(s) > tam(t) entén
tam(f(ur-.., %1, 8,00 un)) > tam(f(ur .. uimg, by ),

o se tam(s) = tam(t), 5 = g(s1,...,5m),t = h(t1,...,h,) e ¢ > h entén
tam(f(uy...,uim1,8,un)) = tam{f(uy... y8i—1,%,uy)) € o resultado obtense
polo caso ¢), xa que Vk < i —1,up =ug e s >7t,

® o terceiro caso é semellante ¢ anterior.

2) O orden lexicografico en (tamanio,simbolos,léxico) é finitario, e polo tanto >+ éo.
Xa que > C >7, tense que > tamen é noetherian.

3) Para chequear a confluencia, pola propiedade 2.1, ¢ suficiente comprobar a
confluencia local.

? 2 L T I '
Sexan sy = U,y 8n = Un I = 7, 8y = uf, ... bt = ul, = I' — ' as regras
condicionais empregadas nas derivaciéns s < u > t. Por elo, existen ,1’, p,
onde
i — — ) —_ 14
S1P =C(E) Y15 - - -1 SnP =C(E) Unpy 1) =c(B) UM, -, tnl =¢(B) U7,

uf/7 =lp, u/n’ = I'n,
s = ulr  rpl, £ = ulr’ o 1],
8ip =c(E) wip, 4 =cp) ¥, 1 <i<n, 1 <j<m.

e onde as variables de ambas regras (tanto as da cabeza como as do corpo) tefien
sido renomeadas. Dependendo das posicions relativas de 7 e de 7' tense que :

3.1} ser L ' entén s = u[r — r(pUn)][r' « r'(pUn)] < t pola monotonia de =
e a conmutatividade (2.3). Xa que se verifican as condiciéns s;p =¢(g) uip

tamén se verifican s;(p U n) =¢(gy wi(p U n) (e o mesmo para t; < u’),
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3.2) noutro caso pddese supodier que 7 -w = 7. Aqui ou ben w € [Ig(f) ou w é
unha posicién variable ou creada por p.

3.2.1) no primeiro caso (I/w)p = I'n, polo que p U 5 é unificador de (I/w,!')
e C(F) presenta un par critico. Aplicando a propiedade 2.38, dado
que os pares criticos estdn en C'(E), que o orden é total, e supoifiendo
sen pérdida de xeralidade que lpfw «— r'n] =* rp entén t = u[r’
rn} = ufr « lplw — r'p]] =* ulr «— rp] = s. Pola separacién das
variables, tamén se verifican as condiciéns s;(pU 1) =c(g) ui(pUn) e as
ti(o Un) =cz) wilp Un),

3.2.2) no segundo caso Jz € Var(l),l/w’ = z,0’  w = w. Polo tanto I'y
é un subtermo de zp. Xa que Iy »~ r'n, e gracias a monotonia, se
o' = pvar(niz) 2P = zple e r'nl, lp>-1p' ufn' > (ulr — rpl)/n’
necesariamente u >* s = u[r « rp'],u = ¢t »* u[r « rp’]. Xa que
p =c(g) P, de sip =c(g) uip dedicese que s;p’ =¢(g) uip'.

4) Polo caracter total de >7 e pola definicién de > tense que ¢~ e =g coinciden,

A relacién > é amais unha relacion completa. por niveles. Sexa =IC(E) a relacién
Rc (), obtida na definicién 2.28 para = C(F). Definese ;= > N —C(E),
Para probar a confluencia local de >, sustltuese na proba anterior a condicién
8§ < u > t por s <; u »; t. Falla probar que as condiciéns empregadas nos
pasos 3.1), 3.2.1), 3.2.2) son resoltas por algunha derivacién de profundidade < :.
En 3.1) e 3.2.1) as derivacidns empregada.s para resolver as condicidons son as de
810 =C(E)i-1 U1+ Snf =C(E)i=1 Unps -+ 1 tmT =¢(E)i-1 Uy, 7. _ _

O caso 3.2.2) probase por induccion en z. Para simplificar a notacion suporase que
n=1=m

As derivaciéns empregadas son u > s > s[r - I (r) - @ « r'p] = u[r « rpfe
u =t >* t[r - (1) w « r'n] = u{x — rp']. As Unicas condiciéns a verificar que
non se topaban nas derivaciéns previas (e xa que logo de profundidade < 1) son as
s10 < u1p’, correspondentes 4 ultima derivacién realizada. Por hipétese s,p = uyp.
As Unicas posiciéns para as que se pode producir unha desigualdade (i.e. s1p # u1p)
son da forma w; - @, w; € I1;(s1) {ou ben de u;). Para cada posicién deste tipo pode
suceder que : '

e corresponda a unha instancia dunha variable de [, esto é existe y € Var(l) N
Var(s(,u1), wy -V = w; - @,

e corresponda a unha instancia dunha variable extra, de xeito que existe y €
Var(si,u1)\Var(l), wy, Sw, -w,

® que sexa unha posicion non variable de s, ou u;.

Para as posicions que se encontran no primeiro caso, rediicense mediante #; =
7 Y ;
Uy s tm = tp, = ' = 1/ as posiciéns da forma 7w, - v, wj, € My(r) en s e as da forma
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T -wy - v en t. Noétese que entén o novo matching para / — r é unha nova sustitucién
(que por simplicidade de notacién segue a escribirse como p'), yo' = yp[v « r'g).

No segundo caso, as instancias da variable extra son modificadas por yp' = yplv —
!

r'n].

No terceiro caso, en vez de usar sy < ULy .-y Sn L un, = [ — r emprégase o par
critico 8,6 = U1, ...,8,0 Z Up, 116 = uyb, ... b < u,,6 = 6 — ré. Dado que
6 < pUn, seguirase empregando p’ como a instanciacién para as variables de [, r,

Se tras estas operacions, as condiciéns son resoltas sen precisar novas derivacidns,
a profundidade da derivacion é agora 0. Noutro caso repitese o proceso ata lograr que
os pares de expresidns das condiciéns coincidan. Este proceso remata, dado que sé
son modificadas aquelas condiciéns v de s;,u; para as que s;/v = Iy’ (respectivamente
u;fv = U'n).

Suposto para i — 1. Pola confluencia de »;_; pode suporierse que u estd en forma
t — 1 normal para »;_;. Enton verificase que s1p =¢(g)-1 u1p € hai que topar unha
derivacion desa profundidade para s;p/ <y p'. Existe unha derivacion de s;p =7 s;p’
cuias condiciéns son da forma ¢, =¢(g)i_1 uin resoltas por unha derivacién propia.
En forma analoga 6 caso ¢ = 0 constniese unha nova derivacién s1p >}_; s,p’. Deste
xeito, obtense que t »; t[{r — rp] e polo tanto >; é confluente O.

Dado un termo ¢ o cardinal do conxunto {s|t > s} non é necesariamente finito.

Exemplo 2.8 E = {f(g(a)) = f(y)}, t = f(g{a)). Entont > f(z),Yzc V.
O riumero de derivacidns propias dende t s debe ser finita, za que polo orden imposto,
existe unha menor variable no orden >7, dado que f(z), f(y) forman un par critico e

f(z) > fly) se z> 9.

Pode observarse que, xa que o cardinal de ¥ é finito, dado un termo ¢, o cardinal de
{{s]z]t >r s} onde = = < N > é necesariamente finito. Elo proba que o nimero de
derivacions propias ¢ »* ... é igualmente finito.

2.3 Categoria de Substitucions e Igualdade

2.3.1 Categorias

Na teoria de categorias utilizanse extensamente probas de tipo constructivo e moitas
veces doadas de algoritmizar. Por outra parte, as categorias proporcionan modelos
especialmente interesantes de teorias alxebraicas e préximas a procesos de naturaleza
finitaria e algoritmica. Permite realizar a integracién de procesos aparentemente
diferentes, polo que € apropiada para a xeralizacién e construccidon de obxectos de
tipo abstracto.

Unha referencia cldsica de a teoria de categorias é a obra de Mac Lane [116]. Os
“textos de Barr e Wells e de Asperti e Longo[15, 5] son referencias recentes da relacién
das categorias coa computacion.
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Definicién 2.32 Unha categoria C € un par de clases Ob(C} ¢ Mor(C) de obzectos
e morfismos de C respectivamente, tales que :

- para todo f € Mor(C) existen dous obzectos dominio e codominio de f,
determinados en forma unica por f. Se o dominio de f € a € o seu codominio é
b, escribirase f : a — b, dom(f) = a, cod(f) = b,

- para cada par de obrectos (a,b), existe un conzunto Cla,b], dos morfismos de
dominio a ¢ codominio b,

- sexan f 1 a — b,g 1 b — ¢ morfismos calesquera, eziste un inico morfismo .
gof :a — cque se chamard composicidn de f con g. A composicidn debe
verificar o seguinte azioma:

Vig.h€ Mor(C)fo(goh)=(fog)oh, sé f,9,h son componibeis,

- para todo obzecto a de C existe un tnico morfismo denominado identidade de a,
1, que verifica:

Para todo morfismo f :a — b, cimplese 1,0 f = fol, = f.
Definicion 2.33 Seza C unha categoria e o a composicién en C.
e omorfismo f:a— b éépicd se Vg, h:b— c tal que go f =ho f enton g = h,
® o morfismo f:a — b é ménico siVg,h:c—a con fog= foh entdén g = h,

o f 1 a — b ¢ isomorfismo se eziste un morfismo f! : b — a, tal que

“fof Tt =1 f o f =1, f! € 0 morfismo inverso de f, e estd determinado
de forma tnica por f. Se un morfismo ten inverso, este tamén € isomorfismo e
0 seu inverso € o isomorfismo dado.

A categoria de conxuntos Set é unha categoria cuios obxectos son os conxuntos, os
morfismos entre os obxectos a, b son as aplicaciéns entre eses conxuntos ¢ o morfismo
identidade dun obxecto, é a aplicacién identidade dese conxunto.

Na categoria de conxuntos os morfismos épicos son as aplicaciéns sobrexectivas,
os morfismos ménicos son as aplicaciéns inxectivas e os isomorfismos as aplicacidns
bixectivas. _ _

Se ¥ é unha signatura, as Z-alxebras como obxectos, e os ¥-homomorfismos como
morfismos forman unha categoria denominada categoria de X-dlzebras, Algs.

Se (A, 0) é unha categoria e @ é un obxecto de A, obtense unha nova categoria a/ 4 (
categoria co-slice) cuios obxectos son os morfismos de dominio . e se f : a — b,g:a—
¢ son dous obxectos, un morfismo % en a/4 de f a g vén dado por h: b — ¢, ho f=g.

f

a



48 Algoritmos de Unificacién Ecuacional

Definicién 2.34 Dada unha categoria (A,o,1), B ¢ unha subcategoria de A se
(B,0,1) forma unha categoria, onde os obzectos e morfismos en B son a sia vez,
obzectos e morfismos en A.

A categoria de conxuntos finitos FinSet é unha subcategoria de Set.

Definicién 2.85 Un obxecto inicial nunha categoria € un obzrecto s tal que para todo
outro obzecto a existe un unico morfismo f:s — a.

O coproducto dos obzectos a ¢ b da categoria A, € un obzecto a + b e un par de
morfismos jo @ — a+b, 5 1 b > a+ b tal que para calquera oufro obzecto ¢ e
morfismos f : @ — ¢, g : b — c existe un dnico morfismo < f,g>:a+b — c 8 que
verifica f =< f,g> oj, € g =< f,9> 0jy. O coproducto dun conzunto S de obzectos
representarase por [[,cs{a}

Sexan f,g:a — b. Un coigualador de f,g € un morfismo h: b — ¢ tal que :

hof=n"hog,

dado calquera outro morfismo k : b — d tal que ko f = ko g eriste un ¥nico
morfismol:c— d e queloh =k,

O push-out dos morfismos f:a — b, g:a — ¢ € un obzecto d, e dous morfismos
h:b—dk:c— d tal que para calguera outro obzecto d' e morfismos b’ : b — d', k' -
¢ = d’ existe un tinico morfismo | : d — d' que verifica loh = K, lok =K. o par
co-nucleo de f € o push-out de (f, f).

As definicions duais® de obzecto inicial, coproducto, coigualador, push-out, par co-
nicleo, denominanse respectivamente obxecto final, producto, igualador, pull-back,
par-nucleo.

Un obxecto cero € un obzecto que € inicial e final.

2.41 En calquera categoria A verificase que :
o obrecto inicial se existe, € inico agds isomorfismos,
o coproducto de dos obzectos, se existe, € inico salvo isomorfismos,

o push—out de dos morfismos, se existe, € tnico agds isomorfismos.

Proba. Probarase a unicidade do coproducto. Sexan a,b dous obxectos e dous
coproductos (@ + b, Ja,35), ((a + 8)',J1,7;). Pola definicién, existe un morfismo
hia+b— (a+b), hoj, = j., hoj, = ji. Pero, tamén por definicién, existe
B :{a+b) —a+b, hoj, =j,, h'oj} = jb. Por elo, e aplicando de novo a definicién

8a notacién usual [f, g] non ¢é utilizada, para reservar esta notacién para o reemplazamento.

®dado un morfismo f : @ — b o seu dual é f : & — a. Dada calquera categoria, constriese a
categoria dual cos seus mesmos obxectos e cos morfismos duais dos de aquela. A nocion dual dunha
dada cbtense cambiando os morfismos enpregados por seus duais.
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de coproducto, a composicién A’ o h e a identidade 1,44, son iguais por verificar que
ja =h'o hojaa jb = hrOhojb € ja = 1a+boja. =) jb = 1a+b0jb- Por elO, h'oh = 1a+b'
De forma anéloga probase que ho b’ = 1,44y O.

2.42 Os cotgualadores son morfismos épicos e os igualadores son monicos.

Definicién 2.36 Sexa C unha categoria. Dirdse que f : a — b ten unha factorizacion
coigualador-mono se ezisten dous morfismos f” e e tales que : f’ € un coigualador, €
€ monica e f=co f.

A categoria ten factorizacion coigualador-mono, se a ten todo morfisme da
categoria.

A descomposicién coigualador-mono é evidentemente unha condicién mais forte
que a simple esixencia de que o morfismo f’ sexa épico e e ménico. A descomposicién
coigualador-mono € tinica agas isomorfismos, o que non sucede, en xeral, coa expresién
dun morfismo como a composicion dunha épica e outra monica. Nas categorias nas
que existe unha factorizacion coigualador-mono os morfismos conxuntamente épicos e
monicos son isomorfismos.

A categoria de conxuntos ten obxecto inicial e obxecto final (ainda que non obxecto
cero), productos e coproductos, igualadores e coigualadores, pull-backs e push-outs e
factorizacion coigualador-mono.

Definicién 2.37 Sezan A, B dias categorias. Unfuntor de A a B, é un par (Fus, Frnor)
de funcions que verifican :

pare todo obrecto a de A, F,;(a) € un obzecto de B,

para todo morfismo f:a — b de A, Fror : Fp(a) — Fop(d) € un morfismo de B,
Fonor(f * @) = (Fmor(£)) © (Frmor(9))'°,

F(la) = 1r()

Se F' é un funtor, representarase por F' tanto a sua actuacién nos. obxectos como
nos morfismos.

As categorias son, tamén os obxectos doutra categoria Cat cuios morfismos son os
funtores entre categorias. A identidade en Cat para a categoria C é o funtor identidade
lg : C — C que leva todo obxecto e todo morfismo en si mesmo.

Definicién 2.38 Sezan A, B categorias e F : A — B, G : B — A funtores. F €
adxunto pola esquerda de G (F 1 G) se :

para cada par (a,b) de obzectos, a de A e¢ b de B existe unha bizeccion ¢ entre
os conzuntos Ala, Gb] ¢ B[Fa,b] tal que :

¥onde * e o son as composiciéns en A e B respectivamente.
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e para todo f,g,c f:a' — a,g:b— V,a€ Ale,Gb], d(ax f) = ¢(a)o F(f) e
g o ¢(a) = ¢(G(g) * a).

Se f: a — G(b) é un morfismo de A, o adxunto de f, 6 morfismo ¢(f) de B.
Igualmente se g : F(a) — b é un morfismo de B, o adxunto de g, é ¢ '(g).

O morfismo ¢~'(1p(,)) : @ — G(F(a)) denominaselle unidade da adzuncién en a
e represéntase por 7,. A counidade da adruncion en b, €, é o morfismo (L) :

F(G(b)) — b.

Definicién 2.39 Sezan F,G: A — B funtores. Unha transformacién natural  entre
Fe G, ¢ unha regra que asigna a todo obzecto a de A, un morfismo 7, : F(a) — G(A)
tal que para todo f : a — b morfismo en A, verificase o diagrama conmutativo :

F(a) ) F(b)
no F(f) = G(f)or, l "
G(a) 0 G(b)

Se F' 4 (G, a unidade  : 14 — F e a counidade ¢ : G — lg son transformaciéns
naturais.

2.3.2 Teorias alxebraicas

Definicién 2.40 Unha teoria alxebraica nunha categoria K, ¢ un triple (T,7n, 1) onde
T ¢ un funtor de K en K, n € unha transformacion natural do funtor identidade de K
en T e p unha transformacion natural de T? en T, tal que para todo obzecto a de K os
diagramas conmutan :

Ts(a)-—M T%(a) T(a)—ﬂz—n-'-)- T*a) T(a) T?(a)

4ok \,\1 \\[

Tz(a}—;;"“ T(a) T(a) T(a)

NT(a)

Qutras caracterizacions das teorfas alxebraicas pédense topar no traballo de
Fernandez e Freire [65].

Definicién 2.41 [117] Seza (T,7,p) unha teoria alzebraica en K. A categoria Kr
cuios obzectos son os de K, e dados dous obzectos A e B, os seus morfismos f : A — B

verien dados por morfismos en K da forma A — T(B). A composicién en Ky de A — B

T(g)e , »
con B — C obtense por : A weodlgr! T(C). Esta categoria toma o nome de categoria

de Kleisli.

2.43 Sera ¥ unha signatura. O triple (Tx,n,p) dado polas seguintes condicidns é
unha teoria alrebraica : :
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o Ty : Set — Set, € o funtor que leva :
se X € un conzunto Tg(X) € o conzunto de termos de variables en X,

se f: X =Y ¢€unha aplicacion , Tx(X) = T5(Y) € a aplicacion que sustitie
cada elemento x de X en cada termo t[z] por f(z).

® nx : X — T5(X) dedae por nx(z) = z, ou mdis concretamente nx(z) = {(<>

)}

o ux : Te(Te(X)) — T=(X) dade pola eliminacion dos parénteses, esto ¢,
px({(<>,0)}) = t, e ux(f(t1,...,1.)) = fluxts,...,pxts). Esta operacion
transforma as follas de Tx(Ts(X)) etiquetadas polos elementos de Ts(X) en nds,
zeralmente non terminais.

Substituindo na propiedade anterior, Tx, por Tt  onde este é o funtor que leva todo
conxunto X na dlxebra de termos en X da teor{a dada por E, obtense igualmente unha
categoria de Kleisli.

2.3.3 Categoria de substituciéns

A categoria de Kleisli correspondente 6 triple (T%,7,u) ten unha subcategoria de
interese especial, aquela na que os obxectos son conxuntos finitos.

Os morfismos 0 : X — Y correspondense de xeito univoco con aplicaciéns
o : X — Tz(Y'}), e polo tanto, un morfismo nesa categoria da lugar a unha substitucién
o# : Tg(X) — Tg(Y') resultado de reemplazar as variables de X polas imaxes mediante
a. Por elo, esta subcategoria chamarase tamén Categoria de substitucidns ou Catsubst.

No caso dunha teoria ecuacional, dada por E, a subcategoria formada ten como
morfismos as clases de substituciéns que se corresponden cos homomorfismos Te(X) —
Tg(Y). Esta categoria serd expresada por FinKleislig, e Catsubst é xustamente
FinKleisliy. No que sigue, a notacién FinKleisli sera empregada para unha categoria
arbitraria FinKleislig.

A substitucidn o# = uy o Tx(o) expresa o homomorfismo universal dado polo caracter
libre de Tx(X) (andlogamente para o caso ecuacional).

Se X non é finito, os morfismos ¢ : X — Y equivalentes s aplicaciéns o : X —
Ts(Y') non se corresponden necesariamente con substituciéns, xa que un morfismo pode
mover un numero de elementos de X non finito.

Lémbrase que 6 utilizar substituciéns en vez de sustituciéns esixe restrinxir o
dominio de actuacién de éstas. Asi, non se pode mover nengunha variable que non
se encontre no conxunto finito de partida e as variables da imaxe estan determinadas
explicitamente, xa que estan incluidas no conxunto finito de chegada. Por elo, dada
unha substitucién o non comprira empregar a ”proteccién de variables” que consiste en
seleccionar un conxunto W de variables, tal que Dom(c)UIm(e) C W. Cando se utiliza
unha regra ecuacional, as sias variables deben destar fora de dito conxunto protector.
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No caso de teorias de Xénero Ordenado (Order Sorted) o control das variables ainda
se fal mais preciso, como se mostra no traballo de Meseguer et al. {124].

Dada unha substitucidn, existe unha tunica sustitucidn que se corresponde con ela,
pero o reciproco non € certo, xa que unha substitucion ¢/ : X — Y obtense da
sustitucion o seleccionando calesquera X,Y finitos tales que Dom(c) C X, I{0) C Y,
zo' =z se z ¢ Dom(o). '

Na maioria dos casos, as sustituciéns e as substitucions compdértanse en forma
idéntica, se ben existen propiedades dunha sustitucidn que non implican a mesma
propiedade en todalas substitucions correspondentes.

Sexa ¢ sustitucién idempotente, de Dom(o) = X; I(¢) =Y. A correspondente
substitucion ¢’ : X — Y non € idempotente, xa que para que estea definida a
sua composicion, debe verificarse que X = Y pero esto sé se cumple na identidade
X =Y = 0. Pode seleccionarse unha idempotente correspondente a o, escollendo
X =Y =Var(o) = Dom{a) U I{0).

A inclusién expresarase na forma jx : X — Y (ou ben jxy se se quere expresar
o novo conxunto), o coproducto X + Y e a universalidade do coproducto para
X L Z,Y = Z por <o,7>. Por outra parte, para diferenciar a aplicacién dunha
substitucion ¢ nun termo j, da composicion de jy con o, esta ultima represéntase
explicitamente por jy o 0.

A seguinte propiedade, enunciada para Catsubst verificase igualmente para toda
categoria de Kleisli como consecuencia da unicidade de o# tal que o¥nx = 0.

2.44 Catsubst ten obzecto tnicial, e coproductos finitos.

Xa se probou o caracter inicial de T() respecto de T(X). Para a existencia do
coproducto : sexan X e Y dos conxuntos de variables e Y’ outro ‘conxunto, tal que
Yl =1¥Yle XNnY = 0. De al que 3p : Y — Y’ unha permutacién. Definese
X+Y=XUY,jx: X—=X+Y, jy:Y — X +Y dadas por :

e 7x vén dada pola composicién (en Set) de X — X UY’ con nxyuyr,
¢ jy € a composicién de p coa inclusién Y/ — X UY’ composta de novo con nxyy.

Para probar a universalidade do coproducto : Sexan ¢ : X — Z, 7: Y — Z. Definese
<o,7>: X +Y —=Zporz<o,7>=zosez € X, y<o,7>= (yp~')r. Estd ben
definida e : jyxo <o,7>= 0, jyo <o,7>= 7. A unicidade obtense do feito de que
toda variable de X +Y é de X o de Y’, e por elo debe ser levada necesarimente por o
se é de X ou por p~!7 se é de Y’ para garantir a conmutatividade do diagrama O.

Este resultado é igualmente certo para toda FinKleisli, como consecuencia do
resultado xa mencionado de Birkoff acerca da existencia da alxebra libre xerada por X
en toda variedade ecuacional.
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Ménicas, Epicas e Isomorfismos en Catsubst

Neste apartado, mostramos caracterizaciéns tanto dos morfismos nunha categoria
FinKleisli como as particularizaciéns en Catsubst.
A seguiente proposicidén caracteriza os 1somorfismos en FinKleislz.

2.45 Seza 0 : X — Y. E isomorfismo sse o* : T(X) — T(Y) € bizectiva.

Proba =. A substitucién X < Y ten como inversa a ¥ X, polo que a partir
das aplicaciéns X = T(Y), Y . T(X)entén ux T(c VYo =nx e uy T(c) o™ = gy.
Xa que ¢ = o¥nx, dediicese que (07!)#o# = 17(x) pola unicidade e anilogamente
a#(o71)* = 1rgy).

& . Sexa o# bixectiva. Existe polo tanto (¢#)™! : T(Y) — T(X). Definese
o' = (6#) ! ny. Hai que probar que Y 2 X éainversade X — Y.

Primeiro probarase que, dadas o : X — T(Y), 8 : Y — T(Z) calesquera, cimplese
que (Ba)# = #*a*. Esto é certo posto que (Ba}* = uzT(f*a) = puz(T(B))*T(e) =

B*uyT(a) = B#a* (usando a naturalidade de u e a funtorialidade de T').
' En segundo lugar probarase que (o/}* = (¢¥)~!. Aplicando a propiedade anterior,
tense que (0*0’)# = o#(o')* = n* = 1p(y). Polo cardcter bixectivo de o#, verificase
(oY% = (o*) 1. |

Por dltimo probarase que o’c = 1x, oo’ = 1y. FEsta composiciéon en Set
corresponde a o*o'ny = o#(c#*)"lny. Para a primeira, (0)*0c = (0#) o =
(6#*) lo#nx = nx, e polo tanto tamén se ten que a’c = 1x en FinKleisl; O.

De onde se deduce que, no caso de Catsubst, tratase dunha permutacién, dada a
finitariedade de X,Y e que las variables deben ser alcanzadas.

A seguinte propiedade caracteriza os morfismos monicos.

2.48 ¢ : X — Y ¢ ménica sse a correspondente o¥ : T(X) — T(Y) € inzectiva.

Proba =>. Sexan ZJ'_;: T(X) it T(Y) tal que o*0 = o#p : Z — T(Y). Pasando a
FinKleisli tense f oo = poo de onde 8 = p. Para a outra implicacion o razonamento
é semellante O. '

O anterior resultado, en C'etsubst e a nivel de variables e termos significa que unha
substitucion o € monica sse : a propiedade N M{zeo, z), dada pola definicién recursiva
que segue, non se verifica para nengunha variable z, tal que zo # z :

NM(s,t) se se cumple algunha das condiciéns :

e { € X, s =to e unha das seguintes condiciéns € verificada

— existe y € X,s =yo, y #1,
- s =1,

— s = f(s1,...,8n), e verificase que existe {#;|]1 < ¢ < n}, tal que NM(s;,t;)
se cumple para todo z, 1 <: < n,
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s = f(s1,...,80), t = f(t,...,t,), e para todo ¢, 1 < n, NM(s;,t;). Para
n=0,NM(a,aqa). : |

Sexan dous termos u,v,u # v que son levados por ¢# nun mesmo elemento, probarase
b b k] p

que existe algin = € X, que verifica NM(zo,z),z # zo. Esto obtense aplicando

induccién no mimero de operadores de u e v.

¢ seu=uz,ev=yentén NM(zo,z),

®seu = z,v = f(vg,...,vs) entén necesariamente zo = f(uy,...,u,). Xa
que vo = f(uno,...,v,0), obtense NM(zo,z) xa que para todo 1 < i < n,
NM(vio,v;),

® noutro caso, ¥ = f(u1,...,us), v = f(v1,...,v,) onde algin w; # v; polo que

MN(zo,z),z0 # z por induccién.

Por outra parte, de verificarse NM(zo,z), zo # r dediicese a existencia dun termo
v # T que ten a mesma imaxe por ¢ que z, o que se obtén por induccién aplicando a
definicién de N M.

Pola relacion =, expresarase a igualdade agds isomorfismos en FinKleisli. Por
elo, no caso da teorfa libre, X = Y sse existe unha permutacién entre ambos, e polo
tanto, deben de ter o mesmo nimero de elementos. No caso xeral, esto non se verifica.
E.g. Na teoria dada pola ecuacién z =g y s6 existe un dnico termo e dados calesquera
conxuntos finitos X, Y existen isomorfismos entre X e Y.

Definicion 2.42 Seza 0 : X — Y. Dise que o' : X — Y’ € unha factorizacio’n non
trivial de g se Y 2 Y'+Y" o/ojyir=0,Y & Y’ A menor factorzzaczon o' ojy, con
o’ minimal no orden < chamarase factor1za.c1on minimal de o.

Para caracterizar as épicas desenrélase un resultado previo.

2.47 Sezan Y 35 Z, e seza (Ig,Ig 5, ( )) o igualador en Set de 6%, ,4#*
T(Y) = T(Z). Entdn T(Ig) = Ig. Amais, se 6 # v entdn Ig estd estrictamente
contido en T(Y).

Proba. Primeiro deméstrase que ig# : T(Ig) — T(Y) igﬁdla a 8% y#. Esto é certo
pola unicidade de §#ig* : T(Ig) — T(Z) dado o caracter libre de T(Ig). De forma
que existe i : T(Ig) — Ig que fai conmutativo os diagramas

i
p — . 1(19) T(Ig Ig
ig [ig# ig ig

T(Y) , T(Y)
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ig = ig* Ny, igi = ig¥. _

Xa que 19 = 1g1ny, €, por ser igualador, ¢g é ménica, tense que iny, = 1y,.

Para probar que 7y, ¢ = l7(j,) emprégase que 1y, leva Ig en T(/g) mediante :
Nigtnig : Ig — T(Ig) — Ig — T(Ig) cun unico (ni42n1,)* : T(Ig) — T(Ig). Pero, xa
que t 1y = ly,, tense polo tanto que gmgz'mg)# = n}*; = lr(y), € por elo Ig 2 T'(Ig).

Para a segunda parte sexan Y4 T(Z). No caso de que Ig ~ T(Y) entén
YZrv) s T(Y)IE:% T*(Z) =3 T(Z) pero de aqui resulta unha tinica substitucién
0=v:Y = T(Y)— T(Z) pola construccién do igualador en Set!!, o que contradi a
hipétese. O.

2.48 o : X — Y €pica sse non eziste unha factorizacidn non trivial de o.

Proba =. Supoifiendo que existe unha factorizacién non trivial de ¢ = g’ o jy.
onde Y =Y'+Y". Sexan Y”._'x_.,Z, yA:Y' — Z, con 8 # «. Polo tanto Y% Z,
verifican : ¢ <A, 0>=0'0jyi0 <A 0> =0'A=0"0jyi0 <A y> =0 <A7>, de
onde se deduce que ¢ non é épica, xa que <A, 7> # <A, 0>.

<. Sexa ¢ non épica. Entdn existen : YiZ,oB = o7y, con § # ~. Pasando a
Set, tense X — Im(o) — T(Y') factorizacién coigualador-mono de o. O igualador de
6%,~4* é da forma T(Y") — T(Y), e amais Im(g) — T(Y"’) (tnico) xa que & iguala a
ese par, T(Y’) # T(Y) posto que 8 # v, entén X — Im(a) — T(Y’) e ésta corresponde
a unha factorizacién non trivial de ¢ 0O,

Unha substitucién ¢ : X — Y é épica se tédalas variables de Y son alcanzadas por
o,1.e. I{g) =Y. E claro que se unha variable y € Y,y ¢ I(o), existen 8 # v, 08 = g~.
Se non € épica, existe t € Ty, tf # t anque para todo z € X, 208 = zo. O resultado
obtense directarnente de aplicar induccién no tamaifio de ¢.

En Catsubst ménica e épica non é necesariamente un isomorfismo.

Exemplo 2.9 Eg. X = {z},Y = {y}, z0 = f(y).

2.49 En FinKleisli todo morfismo pddese expresar como o'a”, onde o' € epica e o”
monica.

Proba. Sexa ¢ : X — Y unha substitucién. Se & é épica, entén (o,1y) é a
composicion epi-mono buscada. Se ¢ non é épica, existe unha factorizacién non trivial
(o', jv+), onde |Y’| < |Y]. Se o’ é épica, xa estd obtida a descomposicién epi-mono,
dado que jy: é moénica. Se nono é, e posto que Y é finito, obtense unha sucesién
(co,1¥), (o1, 971 )y - - - (O (G, O jy,)) O dltimo elemento desa sucesién esta formado
por unha parte épica. g =0, unha ménica ¢’ = jy, o...jy, O.

'na categoria de conxuntos, a construccién cldsica do conxunto igualador é Ig = {z|f(z) =
g(w)} ig(z) = z.
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A factorizacion epi-mono permite eliminar as variables sobrantes, esto é, aquelas
que non tefien sido alcanzadas por nengunha variable do conxunto de partida. No que
segue, se dira parte épica de unha substitucién ¢ 4 substitucién ¢ tal que 6’0 jx = 0.

En Catsubst, verificase que se A = 7, e denotando por o.,, T, as partes épicas de
o e T respectivamente, existe X', ¢.,A' = 7.,. Esto é consecuencia de que para toda
variable z € cod(r,,) existe € dom(c), ol = z7, z € Var(zr). Sexa 7 € I, (z7).
Se m = <>, entén zo = y € cod(o.y), yA = 2. Noutro caso, se 7 € Il , dase unha
situacion semellante 6 caso anterior. Se 7 ¢ Il,,, existe y € cod(o.,), z € Var(yl).
De feito, se Y = cod(oep), A" = ((J¥ © A)ep Jep-

Por outra parte, non sempre (jy 0 A)ep = jy 0 A, como se observa en :

Exemplo 2.10 Sezan o : {1} — {z,y},7: {i} — {z,u}, A : {z,y} — {z,u}, dadas
por : 1o = f(z), zA = f(2), yA = f(u),i7 = f(f(2)) tense que X' : {zx} — {2}, 2N =
Ff(2)s Jmy 0 dep {2} — {20}

2.50 Seza 0 : X — X, o € idempotente sse 0 = <ly,0'> jx : X'+ X" = X.

Proba = . Se ¢ ¢ idempotente debe tomar a forma X — X para que estea definida
a composicién. Sexa X'+ X" = X, X" = Dom/(c). Por construccién ¢ = <1x:, 0" >,
faise necesario que I{o) C X' para que sexa idempotente. Polo tanto a factorizacién
minimal de ¢ ten a forma ¢” o jx: xa que tédalas variables de X’ son trivialmente
alcanzadas por si mesmas.

<. Por definicién de coproducto, ¢ vén caracterizada de forma tnica pola sia
composicion con jxs € con jx» dadas por jx 0o e por jxn 0o = o' 0 jxr.

Pero de ésto se obtén que :

jx10 00 = o <lyn,o'> ojxi 00 = jxr 00,
jxno0 0 = jxuo <lxro'> ojxi00 =c'ojyi0 <lxn,a'>0jxr = o'ojy: = jynoa

polo tanto ¢ é idempotente O. ‘ ,
Amais da descomposicién epi-mono de toda substitucién, existe outra forma mais
forte de romper unha substitucién mediante a extraccién dos primeiros operadores.

2.51 Sera o : {i} — Y unha substitucién. Se 0., non € isomorfismo, enton eziste
unha factorizacion (o,0) de o verificando a segquintes condicidns :

® 0g =0,
-_— I s - ” .
® T € épica pero non € isomorfismo,

o dado calquera outro par (0,0') tal que 86’ = o ou ben a parte épica de 6 €
isomorfismo, ou ben & < 0. '
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Proba : Se ic é variable, claramente o é isomorfismo. Noutro caso, sexa i =
f(ti,...,ts). Pode definirse & : {i} — Z = {z1,22,...,2a}, ¢ : X — Y dadas por
id = f(z1,...,2,) ¥ zig = ti. E claro que se verifican as tres condiciéns O. Esta
factorizacién chamarase factorizacion do primeiro operador.

A anterior propiedade de Catsubst, non se verifica en xeral en FinKleisli.

Exemplo 2.11 f(g(z)) =5 h{g(z)), a substitucidn {i} = X, ten dias factorizacions

()2 {3} 2 {2}, {i} 2 {y} 2 {2}, dades por ioy = f(y), yoo = g(z), o) =
h(y)aaé = 0O2.

Como consecuencia da propiedade anterior :

2.52 Sexan o; : {&} — Y, i = 1,2 substitucidns épicas, non isomorfismos e
unificables. Necesariamente 03 = G2.

Dado o : {z1,....2m} — Y, cabe agardar que se obtefia un resultado semellante
con & =<51,82,...,0m> , 0 = J{z,} © 0. Esto, non se verifica como se observa para

Exemplo 2.12 X = {z,y}, zo = f(2), yo = g(u). Ténense substitucidns épicas
non isomorfismos 0 = < f, 11y >, 6 = <l(y,9>, tales que § L8 £ 0, 0 = ji;30(,,
6= Ji5}0a}-

Para aproveitar a descomposicion das substitucions e poder empregar unha notacién
semellante a dos termos, introdicense as posiciéns dunha substitucién dada, asi como
a substitucion correspondente a esa posicion. Para elo, suponse dado un orden total
no conxunto das variables. '

~ No que segue, se X = {z1,...,Z,} é un conxunto finito de variables, e z, expresard
a z-esima variable do conxunto co orden dado previamente, identificando xeralmente
z; con i. Obsérvese que a substitucién {1,...,n} < Y pédese expresar de forma inica
(seguindo o orden dado) como <ay,...,0,>, {i} =Y.

Definicién 2.43 Sexa I < X unha substitucion. Dise que 7 ¢ unha posicién de o, en
cuio caso of/m € a substitucion correspondente d posicion T de o se :

ssem=<>, o/r =g,
e sem =1 -w onde :

¥ .
—se|Il=1 ¢ {3} L ¥ Z X € a factorizacién do primeiro operador para o,
enton w € unha posicion de o’ e o/7 = o' fw
—sel|lll =n > 10 = <ay,...,0, >, entén w € unha posicion de o; e
o/t =o;fw. '
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A substitucion que se obtén de reemplazar a substitucion o/n por @ represéntase por
o(r « 8]. No caso de que non coincidan os codominios de o ¢ @, € preciso componer
antes as substitucions coas respectivas inclusions Cod(o)U Cod(8). Se o/ : {i} — X,
por abuso da lingoaze, poderd confundirse con (i)(o/x). ‘

Exemplo 2.13 Seza o: {1,2} — {z} dada por : 1o = f(gz,hz), 20 = kz, entdn
e 1{a/1) = f(gz,hz), {0/2) = kz,

o 1(o/(1-1)) =g(z), 2(c/(1- 1)) = h(z),
o Wo/(1-1- D)) =az=1(c/1-1-2)

2.3.4 Igualdade, 2-Categorias e Sesqui-Categorias
0,1,2-Células e 2-Categorias

Dado que as relacions de reescrita empregan unha operacién é composicion, tense
empregado a nocién de 2-categoria para incorporar a reescrita a partir de 2-células entre
morfismos (e.g. Power ¢ Meseguer[142, 123]). Rydeheard e Stell [162], mostraron que
a categoria de substitucions podese dotar dunha estructura de 2-categoria empregando
como 2-células as derivaciones entre substitucions que as fan iguais ecuacionalmente.

Definicién 2.44 Sexa (A,o,1) unha categoria chamada categoria base, cuios obzectos
serdn chamados 0-células e cuios morfismos se denominardn I-células. Dise que A
forma unha 2-categoria se se verifican as seguintes condicions :

1} para cada par de morfismos f e g de igual dominio X e codominio Y, existe un

conzunto AA[f,g] de 2-células, expresadas como X é U= Y, cunha composicién
vertical - e unha identidade 1dy para toda 1-célula f tal que (AA[f,g],-,d) € unha
categoria. O inicio e destino das 2-células de AA[f,g] son respectivamente f e

9,

2) para todo par ;ie 2-células : Xé J= Y eY é' W Z existe unha composicién
horizontal X .  e*8Z coa propiedade asociativa,

f ', :
3) se se terien as sequintes células : Xﬁﬁ:Y h', g,_ Z, € necesario que se verifique
a sequinte igualdade :

(a- o) * (B-B)=(axB)-(a/« ) (lei de z'ntercambz’o),

4) se X,Y son O-células, 1x a I-célula identidade en X e idy,idy,id1, as 2-células
identidades de h,k e 1x respectivamente, éstas son tamén as identidades para a
composicion horizontal, Por elo id), * 1dy = 1dyon € 56 X Y cumplese que :
axid, =a=1d, *a; e
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(X:E[Y) : (Yij;u;gy) S XTEY= (Yﬁ,]ggy) \ (ij{ Y)

A 2-célula X j:E-: Y dendtase tamén como a : f => g cando non sexa necesario
indicar os respectivos dominio e codominio de f e g. Dada unha 2-célula X Y,
as 1-células f, g seran representadas como s(a) e por () respectivamente para indicar
a sua relacién con a.

Sexan f : X — Y, unha 1-célula, Y3 J= Z, U B X, 2-células, as composicidns

X f Y s B Z, Uz e Xf [4,Y seran denotadas por f*a e por B f. Se
a: f=g,0:f = ¢, polalei de intercambio tense que :

f‘giu f"oiu
‘ ' glof i f*B frogdh s’
a x /8 = (f * ﬁ) ’ (O! *g ) g'ogua'g' = g‘ogU—g*ﬁ

Se a categoria A ten coproductos, existe unha forma de descomponer as 2-células
en 2-células simples, o que se realiza componendo as inxeccions coas 2-células :

Sexa X = [L;ep Xi, con 3; : Xi — X a correspondente i-inxeccién, e X Y
unha 2-célula. COBO poriendo horizontalmente as inxeccions con a obtense unha familia
de 2-células {X; ;= Y} onde a; = j; * 0.

Unha propiedade de interese dentro dunha 2-Categoria é a existencia dunha forma
de coproductos de 2-células.

Definicion 2.45 Sexa A unha 2-categoria na que a categoria base ten coproductos.
O coproducto de dous obrectos a,b € outro obzecto a + b ¢ un par de 1-células:
Ja = a+ b5y — a+b, tal que para calquera outro obzecto ¢, existe un isomorfismo
entre as categorias AA[a+b,c]ly AAla,c]x AA[b,c]. Neste caso, dadas a, b, c 0-células,
. fh0,9 1-células e a: f = g, B: f = g, tense unha equivalencia entre a 2-célula

a+b Ao, e o parde 2-células (a,{jﬁ ¢, bi:][@: c:).

Deste xeito asegiurase que non sé unha 2-célula pédese descompoiier noutras 2-
células mais simples, senon tameén a ex:stenma e unicidade dunha 2-célula o dada a
partir das correspondentes «;.

Se Teo é unha teoria ecuacional, a categoria de substituciéns Catsubst pédese
dotar dunha estructura de 2-categoria, mediante a inclusién de 2-células nas seguintes
condicions :

¢ para toda igualdade s =g f, existe unha 2-célula {i} . Jo X, onde Var(s,t) =
X, to = s, ir = t,. Pola simetria de =g debe existir igualmente outra no senso
inverso de 7 a o,

¢ se existen 2-células {zJ7 , ]E;X 1 £ j £ n, entén existe [[1c;< {7} - Jo X,

onde 0 = <0oy,...,0,>, T=<T1,...,Tn >
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Dado un conxunto de ecuaciéns E, o problema de c¢émo obter a categoria
FinKleislig a partir da 2-categoria extension de Catsubst, ten unha solucién xeral
en toda 2-categoria .4, establecendo en primeiro lugar unha relacién entre as 1-células

f,g dada por : f = g se existe un par de 2-células a, S, tales que ; . Unha

vez dada a relacion =, definese a categoria C como aquela que ten como obxectos as
0-células de A, e como morfismos as clases (médulo =) de 1-células de A.
Entre a categoria base A de A e C existe un funtor

atsce
F=(a)=a, Fc(f:a—b)=(flz:a—b.
Naturalmente, a categoria cociente C para unha teorfa dada por E, é a categoria
FinKleislig. ' :
En certos casos, pode non ser necesario que exista unha 2-célula entre dias 1-

células consideradas equivalentes. Esto se verifica cando existe unha 2-categoria mais
restrinxida (con menos 2-células), na que a propia relacién de equivalencia = pode ser

obtida por : f = g se existe unha 1-célula u e un par de 2-células bﬁ . H: :
Con elo, evitase empregar 2-células mutuamente inversas para conectar diias expresiéns
igualadas. Esta situacién é semellante 6 reemplazamento da igualdade de termos pola
reescrita ecuacional.

Comparando as relaciéns =g e as propiedades das 2-células, obsérvase que :
o a reflexividade de =g correspéndese coa existencia das 2-células idy,

* a transitividade de =g € equiparable & composicién vertical de 2-células,
¢ a composicién horizontal permite expresar a monotonia e a estabilidade.

Para observar cémo a composicién horizontal asegura a monotonia, sexan : f un

operador n-ario, § : {i} — X = {zy,...,z,}, 16 = f(z1,...,Zn) e a=<ay,...,0n>
onde {z;} z Ui Y. Entén a composicién é * & corresponde 4 aplicacién das regras a;
no interior do termo {z6) <ay,...,0,>.

Con esta mesma notacidn, a composicién o; * A, onde Y 2= Z, corresponde 4
estabilidade : a partir da igualdade z;0 =p z;7 dada por o; obtense a z;,0)\ =g z;TA,
dada por a; A.

Pédense observar as seguintes diferencias entre as ecuaciéns e as 2-células en
Catsubst :

o as 2-células atopanse etiquetadas. Obsérvese que no contexto clisico esta
notacion €, en moitos casos, engadida. E.g. s =L t (I = r, 7, p),

¢ a orientacién das 2-células pode facer presupoiier que = é unha relacién de
reescrita, .
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e a incorporacion de coproductos de 2-células permite aplicar & vez varias regras
en posicions independentes, pero sobre todo actuar sobre un elemento o; dun

conxunto {oy,...,0,}. Toda 2-célula da forma Io Ja X con |I| > 1 pédese
descompoiier en 2-células {:} G, Jo: X componendo coas inclusiéns j; : {1} — I.

Presentacions en 2-Categorias

A continuacién, méstrase como se pode obter unha 2-categoria a partir dunha categoria
base A e dunha presentacion R de 2-células basicas. Para elo, faise preciso incorporar
todalas 2-células que se poden xerar recursivamente a partir dos elementos de R,

incluindo:
¢ as identidades ¢ds : f = f para todo morfismo f:a — ben A,

e as composicions verticais « - J para todo par de 2-células componibles i.e,

s(8) = t(e),
e a composicion a * 3 se cod(s(a)) = dom(s(3)).

Se a categoria ten coproductos, dadas as 2-células o, 1 < ¢ < n, incorpdranse asemade
as 2-células : '

o I X, a=<a,...,an>, onde I = [, dom(s(ai)),
sla) = <s{ay),...,s{a.)>, tla)=<tla),...,t{a.)>.

Para que se verifiquen os axiomas, compre identificar tédalas 2-células dadas por :
lL.La:f=g con ids - e con « - id,. Polo tanto

Tl = = - T

g e, 1dg

. . . , 1
2. a e as composicidns horizontais 1y *ae axly. Asi X 3 X oV =

XTEY3Y = XTI Y,

3. (a-B)-yea-(B-v) para as 2-células o, §, 7, se estas composicidns se atopan
definidas, '

4. (a*xf)*y e a*({3*v) se para éstas 2-células estd definida a composicién horizontal,

5 (a-a'y*(f-B) = (a*B)(a * ') cando se atopan definidas as respectivas
composicions.

Se a categoria base ten coproductos, para a existencia de coproductos de 2-células, é
preciso facer coincidir as seguintes 2-células :

) ‘ IX gy ——
o jx.*<ay,...,0,> € o; onde X; l L X: JeoriansY,
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o <a,<B,7>>=<e,f>,7>=<a,8,7>,

o <ay,...,an> - <ph,...,0,> debe facerse idéntica a <oy - By,..., 00 fu> se
o) =3(8:), 1 <i<n,

o <aj,...,on>*fe<ar*xf,...,a,*3>

Dada a signatura X, e un sistema de reescrita R, Catsubst, convirtese nunha 2-
categoria con coproductos mediante a seguinte presentacion : para toda [ = r € R,

incorpéranse un par de 2-células : {m} Jo. Var(l,;r), onde | = zo, r = 20, e a stia

-1
. » . o
simetrica § = ¢.

Exemplo 2.14 o azioma asoczatwo nunha teoria cunhe operacidn binaria f vén

expresado pola 2-célula : {}:@:{x y,2} con (i)o = f(z,f(y,2))) e (i)8 =
f(f(=z,y), 2)).

Stell [174] proba que a lei de intercambio, esixe a conmutatividade de certo tipo de
derivacidéns outermost e tnnermost.

Definicién 2.46 Dado un sistema de reescrita R, unha derivacidn tg — .

{—rp
b =g ptmrtpr by —ag gt g o By gy ot t, € aninada outermost equivalente
a derwaczon aninade nnermost tg —+w0 Fapt gt B0 gt oty tmey —rders tm

se existe = € Var(l) e posicions 7' ,'rrl,...,i'r,"1 tal que para todo 1, 1 < ¢ < n,
7 =w w7 onde {7} = ll;(r) e para todo j, 0 < j < m —1, ezisten posicidns

wh (w0 <j <m—1} =I(1), wj =7 - 'j - "

O resultado de Stell, baséase en que pola lei de intercambio (s(a) * 8) - (a * t(8)) =
(o * s(B)) - (t(e) * B) e se a e B son 2-células dadas directamente por I — r e
{" — r’ respectivamente, o primeiro membro da igualdade é a correspondente derivacién
aninada innermost e anifiada outermost para a segunda.

Para que a 2-categoria xerada tefia coproductos compre igualar as diferentes
secuencias de 2-células empregadas en posiciéns independentes. Esto é, sexan
Ilm X, Izm X. As condiciéns do corproducto < «, 3 > son verificadas
tanto por <id,,, 3> - <a,id,, > como por < a,id,, > - <id,,, 3>, e por elo este par
debe ser igualado (e unha 2-célula é polo tanto unha clase de equivalencia para estas
relaciéns).

Incorporacién de regras condicionais

Xa se mencionou o interese de empregar as regras condicionais para integrar a
programacion léxica e funcional. Amais, existen teorias dadas por conxuntos cun
nimero elevado (posiblemente infinito) de ecuaciéns que se poden obter a partir dunha
ou varias ecuaciéns condicionais.
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Probarase que o contexto de 2-categoria non € o apropiado para mclmr as
presentacions condicionais. Dada a igualdade condicional s; = Ulyeo oy Sp = Up =
[ = r, deséxase convertir esta expresion nunha 2-célula. En primeiro lugar deben
explicitarse os respectivos conxuntos de variables. Como no caso non condicional,
pode supofierse que X = Var(l,7). Sen embargo, no corpo da regla condicional
pddense atopar variables extra, non presentes en X. Polo tanto, considérase que
Var(si,...,Sn, U1, .., Un) = X + X 12

Por outra parte, para convertir a C'atsubst nunha 2-categoria, as 2-células tenien
necesariamente como inicto e destino as substitucions {de igual dominio e imaze)
igualadas pola regra condicional. Amais, as ecuaciéns sen condiciéns deben atoparse
incluidas no caso condicional. Polo tanto, se o € unha 2-célula correspondente 4
ecuacion condicional anterior, s(ea) = o, t(a) = 7, tc = [, it = r. Sera preciso
incorporar unha serie de 2-células, de forma que, mediante unha nova relaciéon =, se
obtefia a equivalencia correspondente a igualdade de substitucions na teoria.

Definicién 2.47 Unha 2-célula condicional o ¢ un par
(I t-((cxilg KXo 15607 X, +X§). A I-célula 3(a) € chamada inicio de o ¢ o destino
de a € t{a). O conzunto de variables da 2-célula condicional € X, + X¢.

- a 2-célula condicional identidade 1d, vén dada por (I: FLX, 0 X),

- @ composicion vertical « - B das 2-células ( ::_;ﬁEX c_'1"X—i-)("") e

a-ta

(I:ﬁz X IgiX + Xﬁ) obtense empregando as. InTecctons
Jxg : X + X5 — X + X5 + X5,
Ixg :X+X§-—rX+X§,+X§
. sla)
€ a 2-célula condicional (I [Q]Uaﬁ X, I +I§_" X+ X +X3) onde ¢ =

<c003xe CgO]Xe> Iy -'<c OJXe CﬁOJXe

Con esta composicion Catsubst{X,Y] é unha categoria e inchie o caso sen
condiciéns, posto que :

e as identidades id, son neutras para esta composicién,
® a composicion € asociativa por selo a composicién de morfismos e coproducto,

e unha 2-célula sen condiciéns toma a forma (I 7 T X, 07 X).

Acerca da posibilidade de introducir as 2-células condicionais como 2-células dunha
2-categoria, establécese a seguinte hipétese de traballo :

125 expresién X* procede de variables extra.
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Dado un conxunto de 2-células condicionais, existe unha composicién
horizontal * que convirte a Catsubst nunha 2-categoria coas anteriores
composiciéns vertical e identidade, e incorporando o significado habitual
da igualdade condicionall3.

Para a composicién horizontal de (IiZ X, I°+X + Xc) con

(X :(%]ﬂ@: Y, Iﬁ _ﬂ_Y + Yﬂ), precisase comporfier os respectivos inicio e destino, esto
€, s(axf) = s(a)s(B), tlaxB)=t(x)t(g).

As condiciéns de a deben compofierse necesariamente con s(3) ou con #(f). Esto
€ necesario por dias razéns diferentes. Dunha parte, para cumplir o requisito de que
as variables do problema se atopen incluidas nas variables da parte condicional. Por
outra parte, asemade ¢ preciso para evitar regras incorrectas obtidas por instancién
como se observa en :

‘ , C 2
Exemplo 2.15 Seran «, 8 correspondentes ds regras condicionais = = ¢ = flz) —
g(z), = a — b. A composicion horizontal o * 3 sen instanciacidn das condiciéns, dd

orixe d nova regra T e fla) — g(b). Obsérvese que o significado desta regra non
se corresponde ¢ agardado : a regla iguala polo tanto a f(a) ¢ a g(b), pero na teorw E

dada por o e 3, f(a) #£ g(b). En cambio, 6 facer a composicion das condicidns T = ¢
con 3(8) obtense d nova regra a = ¢ = f(a) — g(b), que € correcta na teoria dada por

aef.

Por elo, pode supoiierse que en « * 3, as condiciéns ¢,, ¢}, son compostas con s(8 ).
Probarase que, con esa composicién horizontal, non se verifica, en xeral, a lei de
intercambio.

Sexan (I __Ja X, I"' X+X°’) (I X, I° X+X°')unparde2 células
compoiiibles verticalmentee (X 7 Y, IﬁjX +X35), I X, Iﬁ,_ﬂX + X5/)
outro par igualmente compoiibles. Para simplificar a notacién, as correspondentes
inxeccions non seran indicadas. _

A primeira compofiente das condiciéns de oo’ é < cq, ¢, >, mentras que a de 3-8
é< Cg, Cgt >.

As condiciéns da composicién horizontal (a - ') * (3 - §') obtéiiense de xuntar as
de - o (instanciadas por (8 - B')) coas de §- 3'. Polo tanto cigqiu(s.g) =
<< €y Car > 5(B), <cg, e >>. Aplicando a unicidade do coproducto, pédese expresar
como < ¢4 $(3), car $(8), ca, o0 > _

A primeira compoifiente das condicidns de a * 3 é < ¢, 3(8),c5 > e a de o’ * 3 é
<cor 8(8'),co>. Para a composicién vertical (a * 8) - (o * §') a primeira compoiiente
da composicién é : < ¢4 $(8), cg, car ${B'), ca > que, polas propiedades do coproducto,
podese expresar como < ¢ 5(f), car 5(8'), 5, € >

3unha definicién de éste significado serd dada posteriormente.
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Obsérvase que a condicién correspondente a I7, é, no primeiro caso, ¢, s(f) e
no segundo ¢, s(#'). Aplicando un razonamento semellante e, por simetria, obtense
un resultado andlogo para a outra instanciacién posible empregada na composicién
horizontal O.

Esto proba a falsedade da conxetura e a necesidade de empregar unha estructura
diferente da 2-categorfa para a igualdade condicional.

Stell [174], observou que a composicién horizontal nunha 2-categoria non era
estrictamente necesaria para a representacién da monotonia e estabilidade da igualdade
ecuacional e que se pode esixir simplemente a existencia dunha composicién pola
esquerda e outra pola dereita de substituciéns con 2-células, aclarando el significado
de las composiciones horizontales. ~Amais desta circunstancia, algunhas outras
melloras, como a de incluir as categorias de morfismos como [-categorias no senso
de Mitchell[127], e a de integrar a rescrita en paralelo de Huet [87], induciron a Stell
a introducir a nocién de sesqui-categoria. A continuacién probase que a igualdade
condicional si que se pode incorporar & categoria de substituciéns producindo unha
sesqui-categoria. :

Sesqui-Categorias

Definicidn 2.48 Unha categoria (A,0,1) de 0O-células (obzectos) e 1-células
(morfismos) € una sesqui-categoria se se verifican as condicidns:

1. Para todo par de morfismos f,q de iguaf dominio X e codominio Y, existe un
conzunto de 2-células AA[f, g] cunha composicidn vertical - e unha identidade id
tal que (AA[f,g],-,id) € unha categoria.

2. Eziste un par de operacidns externas, chamadas composiciéns horizontal pola
esquerda e pola dereita, (denotadas ambas como *), tales que para cada 2-célula

X _IE Y e paraas I-células Z 5 X, Y 5 U eziste unha 2-célula fra, axg,
que verifican :
.lx*o.f:a:a*ly,h*idk=idh*k=idkoh,

o se f,g,h,k son I-células e o, 8 son 2-células para as que as operacidns estin
ben definidas, tense que (go fi*xa = f*(g*a), (axh)xk=ax* (koh),
grlaxf) = (gxa)+f, f*(a-B)=(f*+a)-(f+B), (a-B)*g = (arg)-(Axg).

A definicion de coproducto nunha sesqui-categoria ¢ idéntica d dada previamente
pare unha 2-categoria.

Dado un conxunto de 2-células bésicas, éstas xeneran a sesqui-categoria
incorporando as seguintes 2-células e igualdades:

1. a identidade 7d; para toda 1-célula f,
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2. a composicién vertical e - 3 para todo par de 2-células compoiiibles xunto coas
igualdades : '
o id;-a=a-id; = a,

o (a-f)-v=a-(8-7)

“ s . Lsfod { s(ar)
3. a composicion horizontal pola esquerda I ;; Vf*eY de I = X con X :M]E Y
e analogamente pola dereita o * ¢ onde Y % Z. Estas composiciéns verifican:
e (hof)ra=fx(hxa),
o ax(kog)=(axg)*k,

o lxyxa=a=ax*ly
Para a existencia de coproductos, amais precisase que :

4. dada unha familia [; _ {J&; X de 2-células, existe unha 2-célula I U= X,
@ =<a1,...,0, >, =]li<jcn I;, cumplindo as propiedades:
o s(a) = <s(a),...,s(an)>,
o t(a) = <t{oq),..., t{an)>, _
*» <a,<B,7>> = <<, B>,7> = <o, 8,7>,

® ) xa=qj,

0 < Qp,...,Qp> kg =<y *§G,...,0n ¥ g§>, 7
o <., an> <P, .. B> =< By an Ba>sit{eg) = 5(5;), 1 <
j<n.

Para convertir a C'atsubst nunha sesqui-categoria onde as 2-células son igualdades
condicionais, coa composicion vertical e identidades definidas previamente, é preciso
dar as sias composiciéns pola dereita e pola esquerda de 2-células con substitucions.

Sexa (X :é:iﬁE Y, %Y +YS)  unha 2-célulae o: I — X unha substitucién.
O'B!al e
cra= (I, Y, IZETY +Y]).
A composicion pola dereita ¢ x 8 onde 8 : Y — Z vén dada por
s{a) 8 ..
(X s U™ Z, ITECZ 4 YS), c=ca <B,jxs>, ¢ =}, <B,jxs>.

Obsérvese que a composicion pola esquerda non modifica as condicions, mentras
que si que o fai a composicién pola dereita. Elo débese a que esta ultima composicién
modifica realmente as variables do problema, o que non sucede coa outra, dada a
diferencia entre a composicién pola esquerda e pola dereita de 2-células con morfismos.
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Como no caso da 2-categoria xerada por unha relacion de reescrita, a existencia
de coproductos obliga a identificar a - # con 3 - a se as posicions onde ten lugar a
reescrita correspondente a a € a § son independentes. Esto xera unha relaciéon de
equivalencia e as 2-células da sesqui-categoria C'atsubst son as clases para esa relacion.
Esta relacion é compatible coa composicion de 2-células con substitucions, dado que se
a e 3 son 2-células aplicadas en posiciéns 7, 7' independentes, a*o e F*o corresponden

a aplicacion da reescrita nesas mesmas posiciéns 7,7’ e {i} _ Jr=aY, {1} _Trs6Y
equivale a aplicar as mesmas reglas en posicions w - m,w - 7', onde t¢/w = z que son
novamente independentes (o caso I # {i}, é andlogo).

Sexa A unha secuencia de pasos de reescrita e A a clase de equivalencia (2-célula
correspondente en Catsubst). Dado que todas as etapas tefien 0 mesmo nimero de
pasos de reescrita, existe unha nocién de lonxitude |A| coerente coas composiciéns
horizontais (pola esquerda e pola dereita) e co coproducto.

A lonxitude dunha 2-célula a nunha sesqui-categoria é o maior numero natural n tal
que « pode expresarse como composicion de n 2-células que non son identidades, pero
non se pode expresar empregando mais de n. Obsérvese que non precisa a existencia -
dunha lonxitude nas 1-células da categoria base.

2.53 As 2-células zeradas a partir dun conzunto de 2-células condicionais e coas
operacions e equivalencia mencionadas, convirten d categoria Catsubst nunha sesqui-
categoria con coproductos.

As condicions non interfiren na equivalencia, e as propiedades son consecuencia
consecuencia directa da asociatividade e identidades para as substitucions.

Definicién 2.49 Sexa SC unha sesqui-categoria obtide de Catsubst incorporando un
conzunto I de 2-células e seza a unha 2-céhila. A 2-célula 8 € unha extension de o se

e B=qa, ou

o eziste unha substitucion o, tal que B = ex(a)xa, ou ben o € épica e B = axex{a),
onde ex(a) € unha extension de a, ou

e eziste unha ertension de a, (ex(a)) e substitucidns o,7 tales que.
B =<o,ex{a), >

Dada a 2-célula a, dirase que ex(a) € unha extension resultado de aplicar  en 7, se
eriste unha substitucidn o, tal que s(ex(a))/m = s(a)o, e t{ex(a)}/7 =t(a)o.
Definese a lonxitude de a por :
e se a =1id,, entén lonzitude(a) =0,

* se a € R, lonzitude(a) = 1,

e se o = (-7 enton lonzitude {a) = lonzitude(B) + lonzitude(y),
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o se a = f+0,, lonzitude(a) = lonzitude(f),
° sea=<a,...,0,>, lonzitude(a) = Ticicnlonzitude(a;),

e noutro caso pddese suponer que & = g * f§ onde {i} — X. Se o,, € isomorfismo
enton o = ji;y. Noutro caso sera &, a factorizacion do primeiro operador de o
e lonzitude(a) = lonzitude(g * 3).

En forma semellante 4 igualdade condicional, a sesqui-categoria C xerada dende

Catsubst a partir dun conxunto de 2-células condicionais da lugar a novas sesqui-
categorias.

Constriese unha sucesion de sesqui-categorias A; cuia base é Catsubst e cuias 2-
células vernien dadas por :

e Ay ten como 2-células a :

(N

I t[a]éh; Y se existe unha 2-célula (/T J= X, Ig:.tX + X, ) de C' e

se verifica que ¢ o = ¢l,o para unha substitucion o : X — Y.

o A; ten como 2-células a tddalas de A;.; asi como as seguintes :

slxlo

I yadks, Y se existen : unha 2-célula condicional
(I X, L& X + Xa) e unha 2-célula (I 2207 Y,07Y) de

i—1.

Obtense unha nova sesqui-categoria A, que ten como 2-células a todas aquelas que son
2-células dalgunha A;. A profundidade dunha 2-célula o de A é o menor ¢, tal que
€ unha 2-célula de A;. Obsérvese que a profundidade e lonxitude dunha 2-célula son
independentes da existencia doutra 2-célula que conecte as mesmas substitucions.

2.54 As composicidns vertical e horizontal definidas, non modifican o significado da
. I - - s ey s -,

tgualdade : ddas substitucions X1 estdn conectadas por algunha 2-célula sse son
tquais na correspondente teoria ecuacional.

Sexa F; a igualdade condicional correspondente a tédalas derivaciéns de
profundidade :. Por induccidn nesta, probase que o =4, 7 sse para todo z; €
Dom(c), zic =g, z;7. Xa que as ecuaciéns da teoria vefien dadas por Uisolf; e A
contén a todalas 2-células de cada A;, obtense o resultado O.

Definicion 2.50 Dadas as 2-células a € R e B, cod(s(a)) = X,, cod(s(B)) = Xg,
presentan un par critico se existe Xo + X = Z, coigualador de s(c)jx,,s(8)ix,-

O par critico € (v,77 '), onde v = (I [g]}h zZ, I -I-IEEZ—{- X¢ +Xﬁ) e cuias

condicions son ¢ = <¢1,c2>, ¢ = <}, cy> dadas por :
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g I8 — Xo+ X, — Xog+Xp+ X, — Z+X, — Z+ X, + X,
€1 = Ca O JXat+x50 <0, 1xg> 0724 x5

e If — Xg+ X§ — Xa+ X+ Xj — 2+ X5 — Z 4+ X5+ X,
2 = C3 ijﬁ_}_x)go <, 1X;> OjZ+X§)

g + I8 — Xo+ X, — Xae+Xp+ X, — 2+ X, — Z+ X, + X5,
¢h = €, 0 JXa+x50 <0, 1x5> 0jzixs,

& i If — X+ X5 — Xa+ Xg+ X5 — Z+ X5 — Z+ X+ X,
€y = € O JXa+x30 <0, 1x5> 0jz4x5-

A 2-célula ¥~ s6 varia respecto de v en que temen intercambiados os respectivos inicio
e destino. :

Se B € unha extension dunha 2-célula & do conzunto R, tal que s(B)/% = 6, enton
~ 0 par critico (v,7™!) dise asemade que se forma dende a posicion 7 de a coa 2-célula
8. . st)
Dadas as 2-células a, presentan un par critico v dado por I ;.\ Z, IS +
Ig—g_ﬁ: Z + X: se se verifican :

o 0 = mgu(cq 0 fx,+xs,5(8) 0 jX5+X5)- Seza o,, 0 jz a factorizacidon minimal de
JXa 0T, .

o s() = s(a)ag, t(y) = Ha)oy,,

® ¢, = <cp, 6>, ¢, = <dj, 6> onde
— €1 = Ca O JXe#xs 00 IS — Xo + X5 — Z + X7
- ¢ =€ 0 Xatxs 00 I = Xo+ X — Z + X
- c;=c50jxﬁ+xsod:I'§——rX,g+X§—r.Z+X$
-y =cpofxarxz00: If— Xg+ Xf— 2+ X3

Como no caso anterior, 3 pode tratarse da extensién dunha 2-célula 6.

Stell{174] proba que nunha sesqui-categoria existe unha nocién préxima és pares

———

criticos : os critical spans que son pares de 2-células da forma 8 que non
. ———

Ua

—
tefien sido obtidos a partir de outros pares de 2-células, composiciéns e coproductos.
‘Proba igualmente que os pares criticos en C'atsubst forman un tipo concreto de critical
spans, mostrando a capacidade da sesqui-categoria para incorporar un bd numero de
caracteristicas da reescrita e igualdade ecuacional. 7

Xa que este traballo se orienta 4 unificacién ecuacional, dadas as substituciéns

IZ X, el £, Xp se X, # Xp non é posible a existencia de 2-células entre €elas. Sen
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embargo, pode suceder que se tefian inxecciéns X, 2 Z, X, %z , para as que existe
unha 2-celula entre o 0 jx, e § 0 jx,, en cuio caso, por abuso da lingoaxe, dirase que
existe unha 2-célula entre o e 6.

Dada unha sesqui-categoria dise que est4 dirixida por unha relacién > se as 2-células
R xeradas pola sesqui-categoria estin dirixidas por unha relacién =. Pola semellanza
coa igualdade de termos ecuacionais, as propiedades acerca da existencia e confluencia
dun conxunto que permite dirixir as ecuaciéns, poden ser igualmente utilizadas neste
novo contexto.



Capitulo 3
Unificacion de Termos Libres

A unificacién de termos libres, esto é, nunha teoria sen ecuacions, chamase tamén
unificacion sintactica, e ten unha gran importancia no desenrolo dos algoritmos
de unificacién ecuacional. Neste capitulo realizase un repaso xeral dos algoritmos
de unificacion, incluindo a técnica de factorizacién do unmificador, asi como unha
comparacién entre eles, indicando algunhas técnicas de acelerar a a unificacién.
Introdiicese unha forma de realizar a unificacién de substitucidons usando propiedades
de categorias e probase que a relacion da idempotencia cos unificadores mais xérais,
vén caracterizado na unificacion de substitucions pola existencia dunha adxuncion entre
categorias de coigualadores.

3.1 Algoritmos de Unificacion

3.1.1 Historia da unificacion

Os inicios da teoria da unificacién atépanse en E. Post (diario e notas), onde xa se
indica a vantaxe de obter un representante xeral frente a tédalas posibles instanciaciéns
dos termos, e en J. Herbrand[80] o cal, interesado na resolucién de ecuacions, deu un
algoritmo non deterministico para obter o unificador de dous termos; sen embargo,
este algoritmo non foi inmediatamente aproveitado, a diferencia de outros resultados
de Herbrand.

A finais dos anos cincuenta S. Kanger redescubre a unificacién ainda que sen superar
o desenrolo de Herbrand. En Novembro de 1962 M. Davis implementa un algoritmo de
unificacién nun IBM 7090 no Bell Telephone Laboratories baseado nunha combinacién
do procedemento de Davis-Putnam e en propostas realizadas por D. Prawitz[143], o cal
dera unha especie de algoritmo de unificacién pero sen permitir calesquera simbolos.

Tanto para o desenrolo da unificacién como para o da proba automaitica, resulta
de maior transcendencia o traballo de J.A. Robinson{150]. Este acuiia os nomes
de unificador e de unificador mais xeral, proba a existencia de este e utilfzao para
crear unha nova forma de deduccién mediante a Regra de Resolucién no que se

71
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considera o primeiro sistema efectivo de mecanizacion da loxica de primeiro orden. E
menos cofiecido o feito de que Mc [lroy xa descubrira e utilizara en 1962 un algoritmo
semellante 6 de Robinson (como recoge Davis[48}).

A sua vez, nos traballos de J. R. Guard [79] suxerironse outras extensiéns como a
unificacion de alto orden e a unificacién ecuacional, desenroladas posteriormente.

Knuth e Bendix {108] deron un novo algoritmo de unificacién e probaron que ésta
¢ unha operaciéon basica da reescrita de termos.

A unificacién ten sido empregada tanto en :

e teorias ecuacionais [139],

e termos de Orden Superior (Higher Order) [85],

termos de Xénero Ordenado ((Order Sorted)[124].

lingoaxes de programacién léxica [42],
~ e tunificacién, ClL-unificacion e operacions nas feature structures [171].

A unificacién é tamén unha pieza fundamental na integracién da programacién
loxica e funcional, proba automatica, inferencia de tipos na programacién funcional,
A-calculo, reescrita, verificacién de hardware e sistemas de parsing orientados 6
procesamento da lingoaxe natural [93, 87, 94, 121, 107] etc. '

Xeralmente precisase dispor dun mecanismo de unificacion sintactico basico o mais
potente e eficaz posible.

Os algoritmos de unificacion sintacticos clasificanse aquf en :

algoritmos de unificacion representando termos como palabras,

algoritmos que utilizan grafos e outras estructuras para a representacion,

algoritmos que realizan a transformacion de ecuacidns,

algoritmos de unificacién paralela.

Algoritmos de unificacién representando termos como palabras

Nos primeiros algoritmos, os datos eran gardados sinxelamente como cadeas de
caracteres. Entre eles, dada a sia importancia histérica, destacan o algoritmo de
Robinson e o de Knuth-Bendix.

Unha caracteristica deste tipo de algoritmos estd na simplicidade dos datos, xa
que utilizan a expresion clasica dos termos a partir de simbolos funcionais, variables,
comas e parénteses’. Non requiren punteiros, nen conversién a outra estructura e a
sustitucion resultante esta dispoiible directamente.

1¢ cofiecido que se os operadores non son multiddicos as comas e paréntese non son necesarios.
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O conxunto de desacordo de A (A"} obtense localizando a primeira posicién na que
non tédalas expresions de A tefien o mesmo simbolo e extraendo estes simbolos. As
posicions recorrense de esquerda a dereita e utilizase un orden total nos simbolos de A
no que tédalas variables son inferiores ¢s operadores.

Algoritmo 3.1 ([150]) Unificacion de Robinson :

o Entrada : Un conzunte A de expresions ben formadas.

o Saida : Un unificador idempotenie de A, c4.

Paso 1 Facer k = 0,009 = € € Sequir
Paso 2 Se Aoi non e unitario Enton Seguir
Noutro caso o4 = o e Rematar.
Paso 3 Sexan vy, tr neste orden os dous primeiros elementos do
conzunto By de desacordo de Aoy
Se vy e variable e vy € Var(ty) Enton
Facer oyyy = o0 {vefti}, k=k+1 e ir a Paso 2
Noutro caso Rematar con Fallo :

Robinson define o unificador mais xeral como a sustitucion obtida no Paso 2, definicion
pouco formal que foi pulida por Chang e Lee [38]. Estes autores definen o mgu na sua
forma actual?.

Este algoritmo realiza a unificacién dun conxunto de expresidns e para elo, unifica
pares de termos, pero ésto non se fai explicito a diferencia del método de transformacion
de ecuacions. Non € mot eficaz xa que :

e no Paso 2 precisase :
— aplicar a sustitucién o; a toda a expresién, o que significa recorrela

completamente para reemplazar a variable vy,

— calcular o conxunto de desacordo da expresidén, o que obriga a comparar o
termo t; cos termos sttuados na mesma posicion que il.

e no Paso 3

— deben buscarse os termos minimais, no orden lexicografico, do conxunto de
desacordo, o que, no peor caso, esixe comparar novamente entre si tédolos
termos correspondentes excepto a variable eliminada,

— no caso de non existencia de "clash” (operadores distintos), faise preciso
recorrer o termo #; para comprobar que vi € Var(;).

2se ben tefien aparecido outras definiciéns semellantes[152] .
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como consecuencia de elo pode tardarse moito en detectar os conflictos. Por eso este
algoritmo resulta mais eficaz se o nimero de éxitos é alto, sendo un algoritmo con alto
custe tanto en tempo como en espacio nos peores casos.

3.1 Sexa A un conzunto finito non vacio de ezpresions ben formadas. Se A ¢
unificable, ten un unificador mdis zeral o. Se § ¢ un unificador de A, entén o < 8. Se
A = {s,t} € unificable, existe un supremo de s e t en T/ =.

Proba. O algoritmo anterior debe rematar, xa que en cada iteracién o ndmero
de variables de Aoy rediicese nunha unidade: Se o algoritmo remata no Paso 2,
a substitucién resultante é efectivamente un unificador pois o desacordo de Aoy é
unitario. Probase que ¢ < 6, aplicando induccién en k. Se k = 0,8 = oA por
definicién de og. Suposto para k. Xa que o ten sido calculado (Paso 3), transfirese o
control 6 Paso 2. Se Aoy é unitario, o} € unificador e por hipdtese verificase que o < 4.
Noutro caso ¢é aplicado novamente o Paso 3. Pola minimalidade das variables, vy
¢ variable xa que noutro caso non serfa unificable. Supofiendo que vy € Var(ty) e
posto que vgAr = tx g e, dada a diferente lonxitude de ambos termos, chégase a unha
contradiccion. Asi pois, non se detén no Paso 3 xa que nese caso non seria unificable.
Polo tanto obtense o1 = ox 0 {vi/tx}.
Sexa Ary1 = M[Dom(A\{v})]. Falla por probar que 8 = Or+1Ak+1- Tense que
A = {a:k/t;c/\k} U Agpr = {-Tk/tk/\k+1} Udey = {Ik/tk} 0. Aks1, de onde se deduce
0 = o0k Ak = Opr1Ak41- Se 0 é un mgu de s e £, a clase en = de so = to é o supremo
das clases de s e ¢ O.

O unificador mais xeral é claramente idempotente, xa que o; é idempotente e a
composicion éo por aplicacién da propiedade 2.12.

Knuth e Bendix [108] no seu destacado articulo sobre reescrita, proban a existencia

. .. ? .
dunha solucién mais xeral de todo problema resoluble da forma s = ¢ con variables
V1,...Vn. Ainda que o algoritmo non é explicito, sinalan que a proba equivale a un
algoritmo recursivo.

Algoritmo 3.2 ([108]) Algoritmo de unificacién de Knutk e Bendiz
Entrada : O par de termos s e t @ unificar
Saida : O unificador mdis zeral o

Unificar ( s,t) =
Caso 1 Se s,t € V FEnton
Ses=t Entono =¢
Noutro caso o = {s/t}
Caso 2Se s € V,t € V Enton
Se s € Var(t) Enton Fallo e Parar
Noutro caso o = {s/t}
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Caso 3Setc V,s ¢ V semellante o Caso 2
Caso 4 Sexan s = f(sy,...,sn),t = g(t1,...,tm) Enton
Se f # g ou ben n # m Enton Fallo e Parar.
Noutro caso A = {(s1,t1),...,(8n,tn)}
Sen=0 Fntonog =c¢
Noutro casor = 0,00 =€
Mentrasr <n—1
Sexa 0 o resultado de Unificar (sp410,,t,410:).
Facer { ory1 =0, 00, r=r+1}.

No que sigue, o paso da forma s € Var(t) entén Fallo e pararsera chamado test de
ciclos, e o da forma f # g..., chequeo de operadores, ou test de clashing. Non hai
sustanciais diferencias entre ambos algoritmos : se no de Robinson unificanse dous ou
mais termos (o que obriga a escoller os dous de menor orden), Knuth e Bendix fanno
soamente para un par e, localmente para conxuntos de pares, estando no algoritmo
destes mais claro o chequeo dos operadores xa que no de Robinson atépase oscurecido
pola construccién do conxunto de desacordo e pola extraccién dos elementos minimais.
En calquera caso, os pares son leidos de esquerda a dereita e a sustitucién obtida en
cada paso compénse coa resultante do paso anterior.

Unha implementacién do algoritmo de Knuth-Bendix na lingoaxe ML aparece no
traballo de Fages{61]. Nesta implementacién, a unificacién de conxuntos de pares a
partir de unify, realizase mediante a funcién local unify_list que se atopa definida no
interior da propia unify.

Todos estes algoritmos tefien un aJto custe en tempo e espacio, especialmente na
operacién de eliminacién de variables xa que :

i) se precisa recorrer ambos pares de termos de cada vez que se elimina unha
variable,

i1} o termo no que se instancia pode ter unha lonxitude exponencial no tamafio da
entrada.

O seguinte exemplo mostra que o custe do algoritmo de Robinson pode chegar a
ser exponencial no tamafio de a entrada.

Exemplo 3.1 s = f(@ny oy 22y m1), t = flg(Zn-1,Zn 1), ..., g(z1,71), 9(2, 7)) cuio
mgu ¢ 0 = {2/g(z,2),22/9(9(z,2), 9(2,)) .., 2n/a(9(- --),0(-.))} ¢ 0 tamario de
zic €21 —1 conl1 <i < n. Xaqueo tamano de s,t no ezemplo é lmeal enn, o
custe de espacio e tempo € exponencial.

O custe do algoritmo de Robinson para un par de termos con un nimero de variables
V fixo de cardinal v, e de lonxitude da entrada n é, no seu peor caso, polindmico en n
de orden v.
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Algoritmos que utilizan outras representaciéns

O alto custe do algoritmo de Robinson, é debido principalmente 4 necesidade
de reemplazar cada variable pola sua instanciacién en tédalas sias aparicidns, co
conseguinte copiado de simbolos. Esto pédese resolver empregando estructuras para os
datos nas que o reemplazamento signifique tan sé creacién de punteiros das variables
as suas instanciacions.

Xa Robinson[151] suxire reducir este custe mediante o uso dunha representacién
dos termos por tiboas. Boyer e Moore [29] deron unha representacién compartida
que reducia o custe en espacio, pero a complexidade no peor tempo seguia sendo
exponencial. Melloras notables son as de L. D. Baxter , de M. Venturini-Zilli e de Huet
[16, 180, 85], quen mostrou un algoritmo case lineal gracias a considerar a unificacién
como un caso particular de clausura de clases de termos, utilizando as operaciéns de
UNION e FIND[1] de mantemento de clases de equivalencia. O custe en tempo do
algoritmo de Huet é de O(n - a(n)) onde a(n) ¢ a inversa da funcién de Ackermann,
funcién que crece de forma extraordinariamente lenta. Paterson e Wegman [137] deron
un algoritmo que € lineal no tamaiio dos termos ainda que non chega a ser practico
debido 6 custe de encabezamento (preparacién) e 6 gran niimero de punteiros.

Existen outros algoritmos tamén de custe case lineal ou lineal (J.A. Robinson, D.
Kapur, M.5. Krishnamoorthy e P. Narendran, Escalada e Ghallab, Ruzi¢ka e Privara)
[152, 99, 60, 158] baseados tamén en representacions reducidas e grafos.

O algoritmo de Huet proporciona como resultado un par (bool, o), onde a variable
bool indica se é ou non unificable e de selo, ¢ € un unificador mais xeral.

Algoritmo 3.3 ([85]) Algoritmo de Huet

Entrada : O par de termos s e t a unificer (en forma de grafo).

Saida : O grafo co resultado da unificacidn. Se este non ten ciclos devolve (true,o),
onde o € a sustitucion que leva toda variable ¢ do grafo en FIND(z).

Unificar (s,t) = _
Seza pila_pares = {(s,%)}
Para cada no w en (s,t)
Facer { clase(w) = w }
Mentras pila_pares # @
Facer {
Seza (z,y) = Pop(pila_pares)
Seza u = FIND(z)
Sexa v = FIND(y)
Se u # v Enton
Se u e v non son variables e simbolo(u) # simbolofv) ou
numero_subnos(u) # numero_subnos(v)
FEnton (Falso,¢)

Noutro caso
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Seza w = UNION(u,v)

Se w = v € u € variable Enton clase(u) = v
Se w = u e v e variable Enton clase(v) = u
Noutro caso [+ u e v non son variables =/

Sezan (uy,...,u,) 0s subnos de u
Sezan (v1,...,v,) 0s subnos de v
Parai=1atan

Facer {

push ((u;, v;),pila_pares) } }

O algoritmo anterior non realiza o chequeo de ciclos e polo tanto, non detecta se
a instanciaciéon dunha variable contén como subtermo a esa mesma variable. Por eso
denominase algoritmo de unificacién racional (admite termos racionais). Esto pode
ser correxido engadindo 4 final algin dos algoritmos lineais de clasificacidén topoldxica
para detectar se o grafo resultante contén ciclos.

No seguinte exemplo que corresponde 4 figura 3.1 poden observarse o grafo inicial,
as transformacions realizadas no grafo e o grafo resultante.

Exemplo 3.2 Seran s = f(z,g9(z)), t = f(g(y),9(z)). Os sucesivos pasos mostrados
en la figura 3.1 son :

o Inicio : UNION({nds superiores),
e Pasos 2,3 : transmision da conerion cara abairo : usando UNION e push(u;,v;),

e Paso 4 : FIND(z) busca o representante f(y) da clase de z. Este representante,
convirtese asemade no representante da variable z.

O unificador {z/f(y),z/f(y)} obtense a partir de FIND(z), FIND(z) e

obsérvase que o supremo de s e t estd ezplicitamente zerado.

E esencial acelerar a obtencién do representante da clase (FIND) e a reunién
de clases (UNION). Para esto iltimo emprégase un peso que indica o nimero de
membros de cada clase a mover (UNION_WITH_WEIGHT) de forma que o nimero de
movementos sexa o menor posible.

Cando se busca o representante dunha clase, colécanse novos punteiros dos valores
recorridos ¢ representante (COLLAPSING _FIND) para evitar recorrer novamente a
clase en caso dunha chamada posterior a FIND.

Como exemplos de elo, sexa o grafo

$1-—>$2—->...-}.Tk—>u
Y1 =y — ... =y —v, k>7.

UNION(u,v) devolve

Iy 7Tz — ... 2T = UYL Y2 — Y

i v

b
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Figura 3.1: Unificacién de termos en forma de grafos
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mentras que UNION WITH.WEIGHT(u, v) devolve
MY ... Y, VT DT T U

Neste mesmo exemplo, tense que FIND(z,) = u sen modificar o grafo e en cambio
COLLAPSING_FIND(z,) 6 mesmo tempo que busca o representante u da clase,
convirte o grafo

Ty =Ty —...— Tp — U en
L1 — U, Ty — Uy. .., T — U,

co que se acelera toda bisqueda posterior. Estas funcions _
UNION WITH_WEIGHT e COLLAPSING_FIND son as respectivas UNION e FIND
do algoritmo de Huet.

Bidoit e Corbin[17] propuxeron modificar o algoritmo inicial de Robinson, utilizando
extensamente a representacion por grafos. Xeralmente, neste tipo de representacion
dos termos, as variables ocupan lugares prefixados no grafo e todas as sias diferentes
posiciéns corresponden a distintas lineas dos pais as variables. E.g. f(z,z) é

f

representado por | | . Bidoit e Corbin empregan un tipo de grafos para os que
T

esto mesmo se realiza para os subtermos non variables. Polo tanto o termo f(gz, gz)

f

correspondese co grafo ¢g¢ Desta forma, e ainda sen necesidade das melloras de Huet,
b
r

conséguese reducir a complexidade do algoritmo de Robinson a un custe cadratico.

Algoritmo 3.4 ([17]) Algoritmo de Bidoit e Corbin :

Entrada : O par de termos s e t a unificar, expresado como grafo.

Saida : Certo se son unificables e o grafo resultante. O unificador mdis zeral obiense
en igual forma que no algoritmo anterior.

Unificar(s,t) =
Se s =t Enton Certo
Noutro case ‘
Se t e no funcional Enton v = s, v=1
Noutro caso u =t, v = s
Se v ¢ unha variable Enton
Se APARECE(u,v) Enton Falso  [* APARECE realiza o chequeo de ciclos */
Noutro caso '
Facer { UNION(u,v) e devolver Certo }
Noutro caso [* u e v son nos funcionais */
Se simbolo(u) # simbolo(v) Enton Falso [ clash */
Noutro caso UNION({u,v)
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Seza n = aridade(simbolo(u))
Sezan (uy,...,u,) = hijos(u)
Sezan (vy,...,vs) = hijos(v)
1 = 0, bool = Certo
Mentras i1 < n e bool
Facer { 1 = i+1, bool = unificar (FIND (u;), FIND (v;}) }

Toda chamada a unificar ou ben devolve inmediatamente Certo, ou ben realiza un
nimero de chamadas recursivas a unificar e, xa que o noé superior non é alcanzable so
existe un numero lineal de chamadas de FIND, UNION e APARECE.

A complexidade de FIND e de APARECE ¢ lineal, polo que o custe total é cadratico.
APARECE é claramente lineal.

No seguinte exemplo, pode observarse que o de FIND tameén pode chegar a ser
lineal na lonxitude da entrada : s = f(x1,22,...,%5-1,4), t = f(22,23,...,2,,2). Na
execucién de unificar (s,t) realizanse n chamadas a FIND e a i-ésima chamada ten
que recorrer o grafo

Ti—1 > Tj—p — ... I.

Ruzi¢ka e Privara [158) modificaron o algoritmo de Corbin e Bidoit eliminando o
test de ciclos (APARECE), por ser a causa do custe cadratico. En vez de elo, empregan,
como no algoritmo de Paterson e Wegman, un marcador que indica que o né xa foi
procesado. Debido a que o marcador non permite detectar tédolos posibles casos de
ciclos, colocan un novo test de ausencia destes 6 final de todo o proceso como no
algoritmo de Huet. Desta forma consiguen que o custe sexa semellante 6 de Huet.

O algoritmo de Paterson-Wegman([137], é tedricamente o mellor por ter un custe
lineal, se ben precisa un complexo sistema de punteiros entre os nds, o que o fai pouco
practico, dado que a lonxitude dos termos a unificar é habitualmente pequena. A
entrada é un DAG (directed acyclic graph) con punteiros de pais a fillos e tamén dos
fillos és correspondentes pais. '

Utilizan, 6 igual que Huet [85], as relaciéns de equivalencia vdlidas que son aquelas
para as cales :

i) non existen nos relacionados cuios simbolos sexan funcionais e distintos,

it) os correspondentes fillos de dous nds equivalentes, tamén o son i.e. indicando
a relacién valida por =, se v = f(up,...,un) = v' = f(v1,...,v,) entén
u;zv,-,l SZSTL

As clases de equivalencia pédense ordenar a partir do orden parcial (pais-fillos).

O algoritmo de Paterson e Wegman integra a transmision da relacion valida
co propio test de ciclos e devolve a sustitucién nunha forma chamada forma
factorizade (cofiecida igualmente por forme ordenada ou tamén como forma dag ou
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forma triangular). Esto significa qile o unificador resultante obtense finalmente da
composicién de sustituciéns {z,/tn}o...0 {z;/t;} 3
Os principais elementos do algoritmo de Paterson e Wegman son :

e a existencia de lineas entre nds que indican que estin na mesma clase de
equivalencia e que se transmiten cara abaixo relacionando os correspondentes
fillos,

¢ o emprego dunha funcién Finish que é aplicada és nés (una para cada né da
clase) e que realiza :

— a conexién de nés equivalentes (menos o par inicial),

— a transmision da relacién és correspondentes fillos aplicando a propiedade
i),

— o borrado de lineas e néds conectados co né actual cando xa non son
necesarios, ‘

— a aplicacion de Finish nos predecesores dun né. Cando Finish é aplicada
a un no, se este ten algin pai non borrado, aplicase inmediatamente Finish
a ese pai antes de continuar co né previo, para que poidan ser eliminados os
seus predecesores. Este paso é clave na obtencién dunha forma factorizada
para a sustitucién resultante e, no seu caso, na deteccién de ciclos.

e utiliza cinco punteiros para cada né : simbolo do né, fillos de este, pais do né,
sinalador de estado, lineas non dirixidas entre o né e outros nés equivalentes.

De Champeaux, correxiu un erro do algoritmo de Paterson e Wegman e propuso
algunhas modificaciéns como :

e utilizar lineas dirixidas entre nés equivalentes, o que é igualmente eficiente e en
parte menos costosoc que as non dirixidas,

e empregar un marcador de nds, en vez de eliminar materialmente os nds
procesados, '

e xerar unha sustitucién resultante en vez dunha simple parada do algoritmo,

¢ procesar inicialmente os termos de entrada para obter os punteiros utilizados por
Paterson e Wegman.

Algoritmo 3.5 ([137, 49]) Algoritmo de Paterson ¢ Wegman :
Entrada : O par de termos s e ¢ a unificar, ezpresado como DAG(Directed Acyclic
Graph) '

Saida : A sustitucion Construir_Sigma

3neste mesmo capitulo aclarase o concepto de sustitucién factorizada.
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Unificar (s,t) =

Crear unha linea entre s e t

Mentras exista unha linea horizontal entre os nos u e v
un de eles (e.g.u) non funcional

Facer { Finish(u} }

Mentras exista unha linea horizontal entre 0s nos u e v
Facer { Finish(u) }

Construir_Sigma(Variables)

Onde a funcion Finish se define como :

Finish(r) =
Se Completo(r) Enton Fin
Noutro caso
Se punteiro(r) # Nil Enton Fallo [+ Non unificables »/
Noutro caso
Sezxa pila =0
Sexa punteiro(r) = r
Push(r,pila)
Mentras Pila non vacia
Facer { Sexza s = Pop(Pila)
Se s,r nos funcionais e operador-superior(s) #
operador-superior(r) Enton Fallo [+ Clash /
Noutro caso
Facer {
Para cada no t, onde t = pai(s)
{ Facer Finish(t) }
Para cada linea horizontal (s,u)
Facer {
Se completo(u) o ben v = r Enton Ignorar t
Noutro caso
Se punteiro(u) = NIL Enton puntezro(u) =r
Push(u)
Noutro caso
Se punteiro(u) # r Enton Fallo /* non unificables */
Noutro caso Ignorar t
Borrar linea horzzontal (s,u) }
Se s# r Enton
Se s-e variable Enton Subst(s) = r
Engadir s a SIGMA
Noutro caso Crear lineas { j-esimo-fillo(r), j-esimo-fillo(s)}
Sexa completofs) = certo }
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Seza completo(r) = certo

Escalada e Ghallab deron un novo algoritmo case lineal que esta baseado no
algoritmo case-lineal de Huet, buscando especialmente reducir o custe de inicializacién
e obter unha baixa complexidade en custe promedio, asi como empregar un pequeno
nimero de punteiros. Eliminan as regras de peso na operacién de UNION e a cambio
empregan unha serie de punteiros que permiten minimizar o numero de operacions
de bisqueda (tipo COLLAPSING-FIND) e méstrase explicitamente a sustitucion
resultante.

Como no de Paterson e Wegman, os ciclos detéctanse mediante un punteiro que se
crea para tédalas variables que pertecen a unha clase procesada. Este mesmo punteiro
é usado posteriormente para conecer o valor da instanciacion resultante para cada
variable.

Algoritmo 3.6 ([60]) Algoritmo de Escalada e Ghallab
Entrada : O par de termos (s,t)
Saida : O unificador mdis zeral {z/VERE(z))}

Unificar(s,t) =
HERE(s,t) / Homogeneus Equivalence RElation %/
para toda variable z de (s,t)
Facer { VERE(x) } /+ Valid Equivalence Relation */

onde

HERE(s,t) =
Se s e t non son varigbles identicas ou simbolos constantes iguais Enton
Se s € variable Enton VAR-HERE(s,t)
Noutro caso
Se t e variable Enton VAR-HERE(t,s)
Noutro caso
Se operador superior(s) # operador superior(t) Enton Fallo /+ clash x/
Noutro caso para i = 1 ata aridade {operador superior (s))
{ Facer HERE(s;,t;) }
Noutro caso Ignorar

Onde HERE(s,t) permite transmitir a equivalencia dos nds 6s seus descendentes,
e VAR-HERE fai modificar unha serie de punteiros chamando a4 funcién RECUR-
HERE e 6s procedementos source e collapse. Cando acaba de transmitirse HERE, a
instanciacién das variables € recollida na funcién VERE nunha forma algo semellante
a empregada por Champeaux coa funcién Ready.
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3.1.2 Algoritmos que utilizan a transformacién de ecuaciéns.

O primeiro algoritmo de unificacién (Herbrand) acepta como entrada un conxunto de
ecuacions e realiza sucesivas transformaciéns ata obter unha forma sinxela. Martellj
e Montanari [119] desefiaron un algoritmo que transforma multiecuaciéns e que é
xeralmente recofiecido como heredero do de Herbrand[168].

A transformacién de ecuacidns, cambia o enfoque do problema de unificacién. Aqui
non € un valor booleano (ser unificables) e unha sustitucién (solucién) o que se extrae
a partir dun conxunto de pares, senon un obxecto do mesmo tipo que a entrada, xa
que se parte dun multiconxunto de ecuaciéns e obtense outro multiconxunto é final do
proceso. Esto permite integrar a unificacién de pares de termos e a de conxuntos de
pares. As transformaciéns utilizadas atépanse separadas da xestién das mesmas, polo
que se pode estender a outros tipos de unificacién {ecuacional [103], Xénero Ordenado
[95], Orden Superior[73]) adaptando as regras e/ou a xestién és diferentes casos.

Con esta perspectiva, a unificacién sintdctica pédese ver como unha relacién sobre
multiecuaciéns coa propiedade de que todo problema é reducible a unha forma normal
(Unica agds equivalencias) e a relacién é finitaria.

As ecuacidns irreducibles son : ben as ecuaciéns en forma resolta, ou na forma
factorizada resolta dependendo dos algoritmos empregados.

As principais propiedades que relactonan as transformaciéns de ecuaciéns e as
solucions son :

e solidez, se cada regra utilizada produce un novo conxunto cuias soluciéns estan
incluidas nas do de partida,

e completitude, cando as ecuacidns irreducibles corresponden &s soluciéns do
problema inicial,

e terminacidn, se o proceso detense logo dun nimero finito de pasos,

¢ imparcialidade, tédalas soluciéns do sistema inicial son realmente alcanzadas a
partir de algunha transformacién.

As transformaciéns usadas na unificacién sintictica verifican as catro propiedades
asi como a confluencia do conxunto de regras. Gracias a elo, a arbore de nés obtidos
por diferentes transformaciéns a partir do né inicial, non precisa ser estendido e pode
escollerse un camifo arbitrario dende o problema inicial a un né irreducible.

En moitos procesos de unificacién faise preciso utilizar novas variables (non
presentes no problema inicial) para as cales non é importante cofiecer as sias
instanciaciéns senon sé a existencia dalgunha instanciacién que resolve o problema
dado. Por elo, soen ser tratadas en diferente forma que o resto de variables [44].

2

Definicién 3.1 Unha multiecuacion ¢ un multiconzunto
de pares {(s1,t1),...,(5n,tn)} onde par (s;,t;) pidese atopar repetido®. Tamén se

“en [119] unha multiecuacién é un conxunto de pares (Variables, Termos), e utilizase unha variable
extra para representar os termos iniciais que deben ser unificados.
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) . 1 ” . ? ) 7
chamard multiecuacion d expresion : I' = Jzy,22,...,2m{81 = t1,...,8, = t,}. As
variables zq,...,z, dirase que se atopan acotadas. As variables de ' non acotadas son
as variables libres de I'.

Definicién 3.2 Sexa S un conzunte o un multiconzunto de termos e 8 wunha
sustitucion. Definese a aplicacion de 6 en S por : 58 = {s8,s € S}. ;

Se § € un conzunto ou multiconzunto de pares, dise que § unifica S se 8 unifica
todolos pares de S.

No caso de que aparezan variables acotadas, considérase como wunificador de

7 - R ., .
3z1,..., 20,8 = t toda sustitucion o tal que se Z = {z1,...,2,}, eziste o', ov\z = o\,
e so’ = to'.
. ? 7
Definicién 3.3 Sezan ' = 321,22,.. ., 2m {81 = t1,... 80 = tn}, A =32y, 25,..., 20,

? 7 . .. .
{8} =t},...s0, =, }. Ambas multiecuaciéns [' e A son equivalentes se :

e para toda sustitucion 8 tal que Dom(8) N {z1,...,2m,21,..., 20} = 8, verificase
que : 8§ unifica T’ se e so se unifica a A,

o as vartables libres de ' e de A son as mesmas.

Soluciéns en forma resolta

s . -, ? ? .
Definicién 3.4 A multiecuacion I' = {z1 = t1,...,T, = t,}, estd en forma resolta se

A Viaja 153<]Sn1 ;1:‘-751::,;}
o Vi,j, 1 <i,j <mi#j, i € Var(t;),
o sez; € Var(ty) et; =z, entdn Vi #1, z; & Var(t;).

‘ ? 7 . . ' R
Sel' = 3z,29,. ..,z {@1 = t1,...2, = 1} dise que estd en forma resolta se amais
das condicidns anteriores verificase que :

-VZ‘,]. 1525_?’%15]5”’% IL';'#ZJ',

-V, 1£75<m,Fl <5< n, z; € Var(ty).

Dada unha multiecuacién en forma resolta I' = 3z, 23,.. ., 2 {11 z t1,... 2y S i}
obtense un unificador mais xeral idempotente or = {z1/t1,z3/ts,...,2Z0/tn}.

Na unificacién sintactica, non € necesario utilizar variables acotadas xa que tédalas
variables son tratadas de igual xeito por pertecer 6 problema inicial.

O seguinte conxunto de transformacidéns, que produce unha forma resolta
equivalente a unha multiecuacién dada, é cofiecido como algoritmo de Herbrand-
Robinson [2] e aparece a veces sinalado na unificacién ecuacional como 8T (syntactic
transformations): '
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Borrado T'U{s =s}=T.

Descomposicién T U {f(sy,...,3,) < flty, .. )} =>TU{s O U & ta}
para todo f € .

Deteccién de conflictos T U{f(sy,...,s,) = g(t,...,tm)} = Fallo
se f#gouf=gen#mcon fge X.

Pegado de clases T U {z < vy} = (T{z/y}) U {z 2 y}
sex,y €V, z#y.

Chequeo de ciclos 1 T'U {:B_; s} = Fallo
sexr € Var(s)ex # s.

Eliminacién de variables T'U{z =t} = (M{z/t}) U {z = ¢t}
se x € Var(t),z € Var(l).

As regras de Pegado de clases e Deteccion de conflictos, ainda que parecen idénticas,
mostran a diferencia entre instanciacions variables e non variables. As regras Chegueo
de ciclos | e Deteccidn de conflictos devolven Fallo como a forma irreducible dun
sistema sen unificadores e.g. un par de constantes diferentes a = L},

O algoritmo deterministico de Robinson pode considerarse como unha derivacién
do anterior cando as ecuacions son almacenadas nunha pila e as transformaciéns son
aplicadas sucesivamente ds distintos elementos da pila.

A unificacién é unha operacién conmutativa. Se se consideran idénticos os pares
sTtet= s, a aplicacion da regra Pegado de clases provoca a non terminacién. Unha
solucion é usar un orden total > nas variables, de forma que sempre sexa reemplazada
a variable maior pola menor. Qutra posibilidade é a de considerar os pares ordenados
(e.g.[45]) e aplicar a transformacién {s = z} = {z = s} se s € V ou ben desdoblar as
regras Chequeo de ciclos 1 e Eliminacion de variables.

O Teorema 1 de [95] non é totalmente coherente coa definicién de forma resolta
para ', xa que a eliminacién daquelas variables de I' que s6 aparecen en expresiéns
eliminables pola regra Borrado impide que as variables de I' e da sia forma resolta
sexan as mesmas.

Exemplo 3.3 Aplicar ST aT = {f(z,y) = f(a: z)} produce A = {y < z} pero pola
definicion de forma resolta empregada en [95] e za que A non ten as mesmas variables
que I', non pode ser a sua forma resolta.

Unha forma de evitar este problema é non empregar a operacién de Borrado se fai
desaparecer unha variable non existente en nengin termo do resto das ecuacions.
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Solucidéns en forma factorizada

Jouannaud e Kirchner[95] chamaron forma dag resolta (forma triangular en [184]),
4s ecuacions correspondentes a sustitucions factorizadas. Dado un problema de
unificacién, pdédese obter unha arbore deste tipo sen necesidade de transmitir a
instanciacion (mover termos non variables).

?

Definicién 3.5 Seza I' = 3zy,22,...,2m{2z1 = t1,...74
factorizada resolta se :

-

t,}. T estd en forma

o Vi,j,1<i<j<n, 5 #1,,
e ¥i,j, 1 <i<j<n, ;& Var(),

e Vi, 1<i<n,se t; eV, entonV;, 1 <j<m, t; # 2; #£ z;,, set; =zx; entdn -
Yk # i, T Q( Var(tk),

o Vi, 1<j<m, 3,1 <1< n, z; € Var(ty).

Se A é unha forma factorizada equivalente a I non compre que A sexa unha forma
factorizada obtida a partir da multiecuacion I', no senso de que poido pasarse de T a
A transmitindo a instanciacién para algunha variable de T.

{=

f(f=), ¥ < fe, } ¢ unha forma factorizada resolta para
g( F{f(2)), g(y) g(fz)} pero nono € para a ecuacién

(f
9(f(¥)), 9v) = 9(F(2)}.

Precisase polo tanto aclarar o significado da forma factorizada para unha
multiecuacioén dada.

Exemplo 3.4 T =
o problema T = {g¢(x
equivalente A = {g(z)

- II-°

°)

Definicién 3.6 ([119]) Seza [' = {s; = t1,...,8, = tn} unha multiecuacion.
Definense as relacions sequintes entre as variables de T :

T~y sedt, /=1, t;/r=y,
~ clausura reflexiva, simétrica e transitiva de ~,

w%y/seﬂzvr s/ﬂ'zmerar(t/fr)y;ét/:'rout/vr—merar(s/r) #

- =~ € a relacion <7 estendida ds clases de equivalencia []~. Esto € [z]~ <« [y]~ sse
3z’ € [2]0, 9 € [y]x, 2" <F Y.

Exemplo 3.5 E.g. en {f(z,z,1) Z fly,g2,u)} tense z ~y, y=u, T <z, [yl <~

[2]~.
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2

Definicién 3.7 Sezan I' = {s; Z trye ey 8n = )y, A = {x 2 WiyeeoyTm = Wi}

onde A € unha forma factorizade resolta equivalente ¢ I'. A € unha forma factorizada
resolta respecto de [ se ambas son equivalentes e para toda multiecuacion x; L€
Al <7 < n,r € U(s;),x € II(¢;) tal que sj/r = y,y ~ z, tam_estr(w;) <
tam_estr(t;/n) ® (onde a relacion ~ establécese a partir da multiecuacién T' e os pares
estan tomados sen orientacion).

Exemplo 3.6 Seza
[ = {f(z1, f(@2, (- f(@ao1,20)) ) = f(J(22,22), f.. f(F(Zn1,20),T0) ...). Na

figura 3.2 pode observarse : unha representacion deste problema (A), en B) unha forma
resolta e en C) mostrase unha forma factorizada resolta respecto de T'.

Modificando o conxunto de transformacions ST, obtense un algoritmo que
proporciona unha forma factorizada resolta :

Borrado I'U{s s} = r.

Descomposicién I' U {f(s1,. .., 3n) = flt1,.. '-1tn)} > TU{s1 =t1,...80 = tn}
para todo f € X.

Deteccién de conflictos T'U f(sy,...,s,) L g{t1,..
se f£gou f=gen#mcon f,g€ X

 tm) = Fallo

Pegado de clases TU {z = y} = (T{z/y}) U {z = y}sez,y e Viz #y.

Chequeo de ciclos 2 T'U {z; L 51[x2), 72 < s2[za],. .., Tn < 3azn]} = Fallo
se 31, 1 <2< n,s; # Tiy-
Factorizacién TU{z s,z =t} > TU{z Zs,s = t} se 0 < |s| < [¢).

As observacions anteriores acerca da regra Pegado de clases e Borrado, seguen a ser
aplicables a este caso. Son evitadas mediante a incorporacion de :

Conmutar_termos I'U {s = z} =T U {z < s}sexeV,sgV.
e sustituindo Borrado por :

Borrado2FU{3;3}:>Fses€Ves€Var(F)

Como se indicou previamente, Conmutar.termos pode ser sustituida pola
duplicacién de Eliminacion de variables e Factorizacién atendendo & posmlon na que
se atope a variable (en s ou en ).

O seguinte resultado é unha adaptacién do teorema 3.3 de Martelli e Montanari
[119].

5

con esta condicidén asegirase que non existe incremento dos operadores.
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Figura 3.2: Problema, Forma resolta e Forma factorizada resolta
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3.2 Sexza T unha multiecuacidon con unificador, existe unha forma factorzzada resolta
respecto I'.

Proba. Se o conxunto de variables non é vacio, necesariamente deben de existir
clases de variables [z]~ minimais, pois noutro caso existe un ciclo en T' debido a que os
unificadores de I igualan os subtermos da forma =, [y], ¢z}, ¥ con ¢ ou ¢ non variables

Sexa z unha variable dunha clase minimal. Se s;/7 = z,7 € II(t;), os operadores
en s;/r’,4;/x’ con 7' < 7 deben coincidir xa que T ten unificadores. Aplicanse as regras
Descomposicion e Pegado de clases a tédalas ecuacidns e 4s novas ecuacions derivadas e

obtense un sistema da forma I = {z, = 2,...,1; = z}u{z Zwy,...,z = witU{s) =
.oy 8 = t;}, onde as variables z,z;,...,z; non estin presentes en nengunha outra
parte de I pola minimalidade da clase [z]. Se j > 1 aplicase a regra Factorizacidn en
{z £ w,... T ; w;}, ata obter un sistema I = {z; = z,...,74 = ¢,z = w U {s? £
Ureee18fo1 = ;211 O resultado obtense ahora aplicando induccién no nimero de
variables da parte non resolta {s{ < ToevosStio = i1y O

A seleccion das ecuaciéns con variables maximais esixe dispor dunha forma de
cofiecer estas variables e por tanto das ecuacidns a seleccionar, o que se cofiece como
ordculo. O algoritmo de §7, cando se supdn que ten un oriculo sen custe adicional
dise que € un algoritmo de Herbrand con ordeculo[2).

O algoritmo de Martelli e Montanari, é innovador tanto por empregar a
transformacién de multiecuaciéns, como por usar un ordculo de baixo custe para
detectar as variables minimais e amais proporciona unha forma extremadamente
factorizada do unificador. O oraculo vén dado por un contador de posiciéns de cada
variable (concretamente de cada conxunto de variables na mesma clase) para o que se
precisa recorrer unha sola vez tédolos termos antes de iniciar o proceso de unificacién
e sendo o seu custe posterior moi reducido.

Neste algoritmo, a forma factorizada obtense extraendo a parte comin € a fronteira
do conxunto de multiecuaciéns mediante a operaciéon de reduccidn. A parte comin
dun conxunto de termos, expresa o termo mais xeral de ese conxunto, mentras que
a fronteira reline as ecnacions obtidas é extraer a parte comin. Na operacién de
compactacién xuntanse todas as ecuaciéns que se encontran na mesma clase (por ~).

Definicién 3.8 Sezan s,t termos. Definese a parte comin Com(s,t) e a fronteira
Front(s,t) por :

® se s e i son variables, Com(st) = s, Front(st) = ([s,t],0),

e se s € variable e t nono €, Com(s,t) = s, Front(s t) = {([s],t)} (andlogamente
sete V),

e se § = f(s15..-,8a),8 = [ty -nta), Com(s,t)
=f(C’om(31,t1),...,Com (3n, tn ), Front (s,t) = Ur<icn Front(s,t;),

rd
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o noutro caso Com(s,t) e Front(s,t) non estin definidos.

Algoritmo 3.7 Unificacion de Martelli e Montanari :
Entrada : O par (U,0) con U = conzunto inicial de multiecuacidns.
Saida : (,T) onde T € o conzunto de multiecuacions en forma factorizada.

(1) Mentras U sexa non vacio,
(1.1) Seleccionar unha multiecuacion (S, M) de U, tal que os elementos de S non
aparecen en nengunha outra multecuacion.
Se tal multiecuacion non existe Fallo  /x Ciclo x/
(1.2) Se M e vacio
Enton pasar a multiecuacion de U o final de T.
Noutro caso
Facer {
(1.2.1) Computar a parte comun e a fronteira de M.
Se M non ten parte comun Fallo /* Clash */
(1.2.2) Transformar U usando a reduccion e a compactacion
(1.2.3) Pasar a multiecuacion S = C dende U o final de T } .

(2) Parar con ezito.

Onde a compactacién é a regra que se ten denominado Pegado de clases, e a reduccién
-

é Reduccién TU{z = s,z < s,...,2 = sn}=>TU{z ;‘C}U{césl,...,c;sn}
se2<n,1<i<n,x¢sis ¢V, sendo ¢ a parte comin dos s;, 1 < i < n operacién
similar & Factorizacion.

Algunhas das caracteristicas destacadas do algoritmo de Martelli-Montanari son:

e integracion da factorizacién da sustitucion co test de ciclos, mediante o contador
de presencia das variables nos termos (M) das multiecuaciéns. Esto permite
cotecer ¢ orden en que deben ser eliminadas as variables. Ten certa similitude
co algoritmo de Paterson e Wegman,

e a reunién de clases con operadores (compactificacién). En canto se reune unha
clase, procédese 6 chequeo completo dos operadores,

e cando dous conxuntos de variables se xuntan, o resultado é unha nova lista
obtida pola adicién da menor 4 maior, para o que se emprega un contador. Sen
este contador a complexidade chegarla a ser cadratica no peor caso. Tén algin
paralelismo coa operacién UNION-WITH-WEIGHT empregada no algoritmo de
Huet,

- ® o custe tedrico do algoritmo é O(n - log(n)) (algo superior a Huet e Paterson e
Wegman), se ben a preparacién inicial é mais sinxela que nos outros dous.
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Dada a unicidade das formas resoltas, a relacién = ¢ finitaria e confluente polo
que o orden empregado para aplicar as regras non é importante para o resultado final.
Pero poden existir diferencias importantes en canto a custe en tempo se se emprega
unha ou outra estratexia, como fixeron Martelli e Montanari para a deteccién rapida
de ciclos.

Colocar as regras de deteccion de fallo, o antes posible, evita un procesamento
innecesario das ecuaciéns. Por elo, no control usual aplicanse reiteradamente a
Descomposicién e Deteccion de conflictos previamente 6 resto de operaciéns.

Usando o orden : .

(( Descomposicion U Deteccidn_conflictos )*

*

( Factorizacidn U Pegado de clases )*)*U( Borrado U Chegqueo_ciclos )*) obtense

un algoritmo que, como o de Huet{85], é moi eficaz na deteccién dos conflictos de
operadores. ‘ _

O unificador resultante dunha forma factorizada A = {z; = t,,...,z, :—?.,tn}
obtense por composicién o, . ..oy onde o; = {z;/t;}. Esto mostra a forte compoiiente
secuencial da unificacién dado que a iltima instanciacién obtida {z,/t,} debe ser a
primeira en ser utilizada. A partir da sustitucién factorizada 6§ = {z,/ty,... yTnftn},
a sustitucidn o obtense como o punto fixo de §, esto es, §™¥! = 6™ = o, que &
xustamente a sustitucion idempotente obtida a partir de §.

3.1.3 Comparacidon entre os algoritmos

Para realizar unha comparacién entre os diferentes algoritmos, establécense os seguintes
criterios de eficacia :

1. menores custes de espacio e tempo en funcién do tamafio da entrada,
2. simplicidade e baixo custe de preparacidn,
3. rendemento en probas con exemplos representativos do seu uso na practica,

4. menor custe medio na unificacidén de termos construidos cun certo nimero de
operadores e variables,

3. maior utilidade practica (constatada polo uso).

1. Xa se indicou que o mellor é o de Paterson e Wegman. Existen outros algoritmos
tamén de custe case lineal ou lineal : Robinson, Huet, Martelli e Montanari,
D. Kapur,M.S. Krishnamoorthy e P. Narendran, Martelli, Escalada e Ghallab,
RuZicka e Privara. Entre os tres primeiros, se a probabilidade de conflicto é
alta, o mellor algoritmo é o de Huet seguido do de Martelli e Montanari e se a
probabilidade de ciclo é superior 4 de conflicto o éxito é superior o de Paterson
e Wegman seguido do de Martelli ¢ Montanari.
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2. O mellor neste senso, é indudablemente o algoritmo de Herbrand-Robinson, que

non precisa encabezamento xa que non dispén de estructuras adicionais.

Dos tres algoritmos comparados, o'de menor custe de preparacion é o de Marteili
e Montanari, pois a estructura de multitermos é bastante semellante a de pares
de termos e, & vez que se recorren éstos para inicializar o contador de variables,

realizase o chequeo de clash. O de maior custe de preparacién é o de Paterson

e Wegman. Debe notarse que a mellora proposta por D. de Champeaux, utiliza
ainda un maior numero de punteiros.

No articulo de Martelli e Montanari{119], citase un traballo de Trum e Winterstein
onde, implementados os tres en Pascal e con cinco tipos de datos a unificar, o de
menor tempo promedio foi o de Martelli e Montanari, ainda que difiren bastante
nos distintos casos. -

Escalada e Ghallab [60] compararon o seu algoritmo co de Martelli e Montanari
mediante unha serie de problemas recollidos fundamentalmente de aplicacions
tipicas de proba automatica e usando representacions bastante parecidas na
lingoaxe LISP. Os experimentos realizados deron unha relacion de tempos

favorable 6s primeiros inferior a 0,5 e incluso inferior a 0,3 para a maioria dos
casos examinados.

Ruzicka e Privara [158] compararon o seu algoritmo co de Corbin e Bidoit para
varios tipos de problemas, resultando mellor o algoritmo de Ruzicka e Privara na
malor parte dos casos. Xa que unha parte do chequeo de ciclos non se realiza ata
o final, resulta mais lento nos casos nos que este test falla.

Respecto do custe promedio dos diversos algoritmos, L. Albert et. al{2]
estudiaron mediante andlisis asintético, o custe medio dos algoritmos de
unificacion en determinados casos, chegando as seguintes conclusidns:

¢ o custe exponencial do algoritmo de Herbrand-Robinson dase en situaciéns
excepcionais : A complexidade media no caso dun sé simbolo funcional de
aridade 2 e dias variables é lineal,

e en situaciéns mais xerais {operadores binarios, constantes e variables) e se
o algoritmo de Herbrarnd-Robinson modificase demorando a eliminacién de
variables mentras poida aplicarse a descomposicion ou deteccién de conflicto,
o custe medio do algoritmo sobre o conxunto de pares é constante. Elo é
asi pola alta proporcién de conflictos e a cada vez menor (en funcién da
lonxitude dos termos) influencia dos pares unificables®, |

~e cando se dispon do algoritmo de Herbrand-Robinson e supofiendo un oraculo
sen custe extra, o custe medio é novamente constante, € o custe promedio
descende lixeramente do anterior, xa que non precisa o chequeo de ciclos,

6

no citado traballo se mostra que o nimero destes pares é exponencialmente despreciable.
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¢ se se utiliza o algoritmo de Martelli e Montanari o custe medio é lineal
na lonxitude da entrada, ainda demorando o conteo das posiciéns de cada
variable, ou sexa que o conteo se realice logo da primeira descomposicién e
chequeo de conflictos.

5. O algoritmo de Robinson pasou de ser o algoritmo de unificacién por excelencia, a
ser visto como un algoritmo cun custe desproporcionado, critica hoxe considerada
€como pouco xusta, xa que o custe dun algoritmo non depende sé do custe
no seu peor caso. De feito, o seu uso é comin en importantes procesos de
unificacién[144]. Na practica, a lonxitude usual dos termos que son unificados
non € excesiva (ainda que a signatura tefia un gran nimero de operadores) o
que relativiza méis o posible custe exponencial. Ainda asi, a unificacién é unha
operacidn costosa na que algunhas melloras teéricas péden non ser pricticas polo
seu custe de preparacién.

Na maioria das extensiéns da unificacién precisanse algoritmos cldsicos de
unificacién de termos libres. Meseguer et al. e Williams [124, 184] utilizan
variantes directas do algoritmo de Martelli Montanari. Jaffar [92] deu un
algoritmo de unificacidén para termos racionais (admite ciclos) que tamén é
herdeiro directo do de Martelli e Montanari, xa que extrae a parte comdn e
a fronteira, ten unha forma semellante de separar variables e termos, emprega
un contador do nimero destas e segue ese esquema, se ben non precisa elexir a
clase de variables maximais. Jaffar compérao en diversos problemas con outros
algoritmos de unificacién racionais e obtén tins resultados superiores 6s algoritmos
de unificacién racional de Mukai e de Colmerauer [130, 42]. Jaffar considera
un mérito do seu algoritmo, compartido co de Martelli e Montanari, que poida
realizarse directamente a unificacién de maéis de dous termos conxuntamente.
Non sinala, que esta unificacion miiltiple atdpase xa no algoritmo de unificacién
inicial de Robinson.

3.2 Formas de acelerar a unificacién
Como mostra da importancia do proceso de unificacién, tense estimado que o custe da
unificacién na programacion habitual en PROLOG supera o 50% do tempo de execucién
([166]). Por elo, resulta fundamental atopar outras formas de acelerala. Entre estas se
encontran : ‘

¢ a implementacién directamente en hardware,

¢ a paralelizacion da unificacién,

e as técnicas de indexacién dos simbolos e estructura dos termos.
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3.2.1 MaAaquinas de Unificaciéon e Técnicas de Codificacién

O co-procesador mais cofiecido para a comnpilacion directamente da unificacion en silicio
é¢ SUMA [154]. Outras unidades realizadas o disenadas son UNIF de 5. Chang para
executar o algoritmo de Robinson, HUU (Hardware Unification Unit) desenrolado por
Woo e UNIFIC de Gollakota [39, 78]. -

A maquina de WARREN [182) (WAM), é a mais cofiecida das que, mediante un
conxunto de instrucciéns en cédigo maquina, compilan unha lingoaxe de programacién
l6xica (PROLOG). Existen outros codigos onde a unificaciéon atépase incorporada
por microinstrucciéns como KLO e PLM. Xa que estes conxuntos de instruccions
son directamente realizables por hardware axeitado, podense ver como maquinas de
unificacion.

Unha das técnicas de acelerar o proceso de unificacion € a de indexacién dos
simbolos € estructura para comprimir o espacio empregado para gardar as clausulas
e acelerar a bisqueda e recuperacién dos datos. A maioria das implementaciéns de
PROLOG, indexan algins datos como o predicado da cabeza dunha clausula, o nimero
de argumentos e algunha informacion acerca do tipo de datos (e.g. se son constantes,
variables, funcidns, listas, estructuras). Deste xeito realizase madis rapidamente un
primeiro chequeo de conflictos.

Pese a elo, cando o niimero de clausulas é moi elevado (poidendo: chegar a ser de
miles e decenas de miles, como nalgins sistemas expertos [122]) é preciso reducir o
tamano ocupado por cada termo e simplificar a forma de comprobar a igualdade entre
simbolos, aida que como consecuencia, se produzcan alguns false drops (éxitos que nono
debian ser). A compresién pode realizarse codificando os argumentos, ou ben por unha
codificacion mais forte da estructura como as técnicas de codificacién superimposta
(na que os diferentes argumentos se encontran reunidos nun mesmo campo).

Na codificacion dos argumentos [185], os datos giardanse empregando todos eles
un numero fixo de simbolos 1. Se n é o numero de bits reservado, desta forma

podense gardar n/2 datos. Unha posterior compresion permite reducir o nimero

- n . . -
de bits a logy n/2 ) A ventaxa de empregar un nimero fixo de ceros e tns é

que a busqueda pode facerse mais efectiva, xa que se detecta un conflicto se algin
1 dos argumentos do termo inicial, correspéndese cun 0 dese argumento do termo
almacenado. O inconveniente é que se poden producir falsos conflictos por utilizar
termos cunha estructura madis complexa da prevista. Precisa unha plantilla para os
datos (clausulas e termos) e debe seleccionarse un nimero de bits dado para cada
argumento, dependendo este do numero de simbolos empregados e da profundidade
esperada para cada subtermo.

Exemplo 3.7 Para un termo da forma f(e,g(b,c),h(d)) son necesarios 36
bits se se reservan 6 bits para cada campo. Esto permite empregar ata
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g simbolos  diferentes. O ‘termo f(a,g(b,z),y) pddese gardar como

111000 010101 101010 111111 112111 111111, mostrando que as variables non teden -

nengun custe adicional.

Na codificacién superimposta, tédolos argumentos (como contido e posicién) son
gardados conxuntamente nun tnico campo cun pequeno nimero de simbolos 1 para
cada argumento-posicién, obtendo o cédigo final do termo mediante a reunién (OR)
de tédolos cddigos dos argumentos. Poden producirse falsos éxitos debidos a que
en ocasions, distintos argumentos tefien que compartir algins bits. Na codificacidn
superimposta con representacion externa pera es variables, emprégase unha plantilla
para fixar as posicions e se precisa un campo para gardar os datos e un campo adicional
de 1 bit para cada posicién. Este iltimo campo toma o valor 1 se nesa posicién se
atopa unha variable. A compresién e flexibilidade é maior que coa codificacién dos
argumentos, pero a cambio poden producirse mais conflictos non detectados debido
a que na superimposicion poden interferir as codificaciéns dos distintos atributos. O
proceso de chequeo encarécese xa que debe observarse se nas posiciéns hai unha variable
correspondente a esa posicién. Con esta codificacién tense realizado o NU-PROLOG
[145]. ‘

Na codificacién superimposta con representacién interna para as variables,
codificanse tamén as posiciéns. As variables girdanse mediante o cédigo da posicién.
Desta forma conséguese unha maior flexibilidade e 36 se precisa estimar a profundidade
da estructura e o nimero de simbolos. O custe de chequear cada posicién é mais
alto que nos outros casos, pero ten unha maior capacidade de almacenamento e de

flexibilidade{43].

3.2.2 Unificacidén Paralela

As esperanzas postas no uso de técnicas de paralelizacién con vistas a reducir
fortemente o custe de a unificacién sintactica, foron radicalmente frustradas polo
resultado de Dwork et al[57]. Sen embargo Vitter e Simons [181] mostraron
como podian obterse importantes melloras na unificacién aplicando extensamente a
paralelizacion. Por elo continuéuse a investigacién de detecciéon de problemas de
unificacion que son paralelizables e a desenrolar mecanismos de unificacién paralelos,
ben en forma independente do seu uso, como no caso de ser usado como un
coprocesador, ou ben integradamente dentro dun sistema (e.g. de proba automaética)
paralelo. :

Definicién 3.9 Seza T unha clase de problemas de lonzitude n. T estd na clase :

o PTIME, se se pode resolver mediante un algoritmo, deterministico con custe
polinémico en n.
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o NC se empregando un numero de procesadores polindmico en n, pode resolverse

en log(O(n)),

o NC? é a subclase de NC que contén os problemas que se poden resolver en
log?O(n) usando suficiente nimero (polindmico en n) de procesadores,

e PC selimpoo %ﬂm‘- existe e tende a cero cando o niumere de procesadores €
polindmico en n. onde Tempopran € 0 tempo empregado en resolver o problema
usando un programa baseado nun modelo de computacion PRAM (uniform
parallel random access machine), mentras que Temporam €o para un programa
secuencial usando un procesador RAM,

o PC* se para cada n eziste un numero de procesadores P(n) tal que
Tempoppapm X P(n}) __ ¢ ‘
Temporpam - O(n)’

¢ ¢ log-space complete para a clase H, se todo problema de H € reducible a el usando
espacio auziliar logaritmico.

E conecido ([46]), que a clase NC esta incluida en PTIME (inclusién que se cree
estricta). O problema MCV (monotone circuit value) é log-space complete para PTIME.

Dwork, Kanellakis e Mitchell, probaron que o problema MCV [77] era transferible
a unificacion dun determinado grafo, levando portas do circuito a nds do grafo e as
conexions a lineas Pais-Fillos no novo grafo, cun custe logaritmico en espacio. Xa que o
problema MCV ¢ log-space complete para PTIME, dedicese que a unificacidén tamén o é.
Esto significa que, agas.que PTIME = NC (o que é moi pouco probable), a unificacién
non se pode realizar, en xeral, en tempo logaritmico en funcién da lonxitude da entrada.
De elo, Dwork et al. deduciron que a unificacién era unha operacién dificilmente
paralelizable e probaron amais que o matching en cambio si que se atopa na clase
NC. Xa que para certos problemas o matching coincide coa unificacién, esto proba que
existen problemas de unificacién paralelizables. Yasuura, chegou independentemente
6 mesmo resultado xeral e presentou un algoritmo de unificacién paralelo que corre no
peor caso en (O(log? N + ViogV') onde N é o nimero de nés e V o de variables do grafo
formado polo par de termos a unificar. )

Vitter e Simons prantexaronse atopar un algoritmo paralelo de unificacién efectivo.
Deron como medida da efectividade a de atoparse nas clases PC e, especialmente,
na PC*. Como un crecimento clibico ou superior do numero de procesadores non é
aceptable, Vitter e Simons aducen que o modelo escollido por Dwork et al. non é o mais
1ddéneo para cofiecer os algoritmos realmente paralelizables e si que o é, en cambio, a
pertenencia a PC*. Proban que o algoritmo de Paterson ¢ Wegman pode paralelizarse
de forma que o custe en tempo veiia dado por O(E/P + ViogP). En base 6s resultados
de Yasuura e de Vitter e Simons dediicese que para un nimero de variables baixo, a
unificacién é paralelizable. Kanellakis e Revesz {97} probaron que os problemas cun
nimero fixo de variables, son parelalizables non 56 no senso de Vitter e Simons, senon
tamén no de Dwork (pertenencia a clase NC).
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O primeiro algoritmo paralelo de unificacion foi o de Yasuura. A partir do grafo dos
termos, crea un hipergrafo con dous tipos de lineas : as do grafo dado (de pais a fillos)
e as que corresponden 6s subtermos que se unifican conxuntamente cunha variable.
Cada nivel do hipergrafo pode estar conectado a un nivel inferior por estas lineas. Sé
pode ser atravesado un nivel de cada vez, polo que soamente as que se atopan nun
mesmo nivel poden ser procesadas en paralelo. Yasuura proba que este encadeamento
de lineas pode ter unha lonxitude que non excede de log:V con V variables do par de
termos. |

Vitter e Simons deron dous algoritmos de unificacion paralela. O primeiro é unha
versidn paralela do algoritmo de Huet, mentras que o segundo éo do de Paterson e
Wegman. Empregan o paralelismo para :

e crear lineas de fillos a pais,
e procesar en paralelo tédolos nés equivalentes a un dado,
e seleccionar o pai do nod actual para ser inmediatamente procesado,

e actualizar, ou crear se € necesario, os punteiros entre os nds necesariamente
conectados co noé actual,

e crear as lineas entre os fillos correspondentes a nés xa conectados.

Sibai desenrolou un sistema de unificacién paralela con unidades separadas de
matching e datos se ben a instanciacién das variables é realizada secuencialmente.
Cando unha variable xa instanciada recibe posteriormente un novo valor, este e
a instanciacion son enviados novamente as unidades de matching. Os nomes das
variables gardanse en memoria CAM (content-addressable memory), mentras que as
instanciaciéns (datos) almacénanse en memoria RAM en forma consecutiva dependendo
do numero de argumentos e dos seus subargumentos. Emprégase un sinalador para
cotiecer o tipo de instanciacidon das variables (constante, variable o funcional). Cando o
sinalador da instanciacion dunha variable € do tipo variable, girdase como instanciacién
temporal (4 espera de que esta sexa instanciada). Noutro caso é unha instanciacién
total (e este valor é devolto como resposta), polo que as sustitucions resultantes achanse
en forma factorizada.

Existen outros desenrolos que incluen a paralelizacion da unificacién xunto coa
doutras partes (e.g. control do backtracing) na programacién léxica.

Para evitar conflictos entre os resultados de distintos procesadores (e.g. producir
diferentes instanciaciéns para unha mesma variable), débese cuidar a forma de seleccion
dos datos para evitar errores ou instanciaciéns innecesarias. Por elo, a unificacién
paralelizase :

e cando non existen variables comuns en varias expresions. Esto pode detectarse
por un analisis dindmico ou estitico dos datos[40],
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e cando se combina a paralelizacion para a deteccion de conflictos e eliminacion de
operadores, coa secuenciacién nas instanciaciéns das variables[166],

e no chequeo de ciclos e en operacions de preparacion do algoritmo e extraccién de

resultados [181].

3.3 Propiedades da Unificacion e Unificacién de
Substitucidns

3.3.1 Unificacién en casos particulares

En certos casos pédense utilizar algoritmos especificos de unificacion. Entre estes se
atopan :

e a unificacién de termos lineais,
e a unificacién de termos con variables separadas,
e a unificacién sen test de ciclos

A unificacion sen test de ciclos, tamén conecida como wunificacion racional,
permite instanciacions nas que a variable tedricamente eliminada pode atoparse na
instanciacién. O primeiro algoritmo onde aparece este tipo de unificacién é o de Huet
[85]. Tal unificacién ten sido amplamente aproveitada na maiorfa das versiéns de
PROLOG para evitar o alto custe do test de ciclos [42]. Curiosamente, e como observa
Knight {107], o algoritmo de Paterson e Wegman non detecta a unificabilidade de
termos racionais en tempo lineal.

O resultado da unificacién racional é unha sustitucién de termos en 72(X) cuios
elementos son conocidos como termos racionais (Colmerauer {42]). Estes termos poden
ter lonxitude infinita pero a aridade de todo operador é necesariamente finita e sé se
permite un nimero finito de subtermos diferentes.

Exemplo 3.8 I' = {z = f(z)} non son unificables, a que para toda sustitucién o, a
lonzitude de xo € menor que a de f(z)o. En T2(X), unha sustitucion o pode definirse
recursivamente por xo = f(zo). Polo tanto, zo = f(zo) = f(f(... f(zo))=.... Por
simplicidade na notacidn, dise que @ sustitucidn ro = f(x) € un unificador racional de

T.

Huet[85] introduce os elementos de 79(X) como pares (V,t), onde V é un conxunto
finito de variables (instanciadas conxuntamente) e ¢ é un termo en forma cldsica. Se
VNVar(t) = B tritase do termo ¢. Se ¢ é un termo non variable, a clase V de variables
é instanciada no termo t. _

Os termos infinitos[47, 54|, que son a sua vez extension dos termos racionais,
son tamén obxectos libres nunha categoria de X-alxebras denominada de dlzebras de
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contraccion definidas por propiedades métricas. Diaconescu realizou unha adaptacién
do procedemento de Robinson para a unificacién de termos infinitos.

A unificacion de termos lineais cando un termo non ten variables en cormin co resto,
€ notoriamente mais sinxela que a unificacién usual, xa que non é necesario intentar
transmitir as instanciaciéns e tampoco é preciso comprobar a ausencia de ciclos.

3.3 Sexan s,t termos tais que Var(s) N Var(t) = 0 con s lineal € cun unificador
ractonal § Enton :

o 0 € un unificador de s,1,

o a unificacidn de s e t, pode obterse reemplazando as regras de transformacion
Pegado de clases e Eliminacion de variables pola regra Eliminacidn de variables
2 onde :

— Eliminacién de variables 2 TU{z<s'} =To {z/s'}YU{z £ ¢}
sex € Var(t), s ¢ V.

Ndtese que para as ecuacions da forma z =t', x € Var(s) non ¢ preciso aplicar
nengunha transformacion, za que se atopan en forma resolta.

Un resultado semellante aparece en [128], se ben ali utilizase a transmisién de a
instanciacion das variables do termo lineal (regra UR3).

No Apéndice A, mdstrase unha implementacién -dun algoritmo orixinal de
unificacién, especifico para problemas que verifican as condiciéns da propiedade anterior
e que utiliza moitas das técnicas do algoritmo de Martelli e Montanari[119].

3.4 Sezan s,t,0, tal que Var(s) N Var(t) = 0, Dom(c) C Var(s)U Var(t),so = to e
se & € Var(t),y € Var(za) entdn ou ben y € Var(s) ou 3z € Var(s),y € Var(zo)

Proba : Para toda posicién = € II,(t) verificase que zo = (s/x)o. Se existe
y € Var(zo) N Var(t), tense que (s/r)o # s/m. Entén debe existir z € Var(s/x),y €
Var(zo) O. '

3.5 Sezan s e t termos unificables e § = mgu(s,t) e # € II(s) NII(t). Enidn se
0" = mgu(s/w,t/7), & < 4.

3.6 Sezan s et termos e p unha sustitucién tal que Var(s)N(Var(t)uDom(p)UI(p)) =
0. Se existe § = mgu(s,tp) entdn existe §' = mgu(s,t) < pé.

Proba. Pola separacién das variables, sp = s, de onde pé é un unificador de s e ¢ con
mgu(s,t) < pé 0.

Das propiedades da igualdade dediicese que a unificacién verifica a asociatividade
e conmutatividade. Como consecuencia do- teorema de Robinson (e dada a existencia
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dun unificador maéis xeral} dedicese a existencia dun supremo sup. A parte comun
dun conxunto de termos, produce o infimo deles. Por elo, entre outras propiedades do
unificador mais xeral :

3.7 ([107])) Dados dous termos s,t eziste un supremo de {s] e [t] en T. Amais :
1) mgu(s,sup(t,u)} = mgu(sup(s,t)u),
1)) mgu(s,t)= mgu(t,s)

A obtencién do supremo dun conxunto de termos, faise explicita nos procedementos
que, como o de Huet[85], empregan as relaciéns wvdlidas. Nos procedementos que
empregan a regra de descomposicidon o supremo non aparece tan claramente, pois
os correspondentes termos son reducidos. O uso da descomposicion permite utilizar
expresions mais sinxelas que as iniciais, pero hai alguns casos nos que é necesario
conservar o supremo das expresions de partida (e.g. no campo da proba automatica,
onde certas expresiéns relevantes, son utilizadas repetidamente [186] e polo tanto é
moi costoso redescubrir un mesmo resultado). Esta ¢é, segin Wos e Mac Cune[186],
unha das carateristicas que diferencian a proba automatica da programacién léxica,
onde xeralmente so se conserva a instanciacion realizada. Neste senso, na operacién de
unificacién é importante non s6 a informacién recollida (sustitucién) como o valor que
toman as descripcidéns igualadas (supremo).

3.3.2 Unificacién de substitucidons.

A unificacién de sustituciéns ten sido utilizada entre outros por Yelick e por
Rety[189, 147] na unificacién ecuacional e Burstall e Rydeheard[161] probaron que
se podia dar unha interpretacion na lingoaxe de categorias do proceso de extracién do
mgu como unha operacion de obtencién de coigualadores en Catsubst. Rydeheard e
Stell [162] mostraron como pode realizarse en Catsubst a unificacién ecuacional:

A diferencia mais notoria entre a unificacion de substitucions e as unificaciéns de
termos e de multiecuacidns, € que as variables utilizadas se atopan explicitadas. Por
elo, non € necesario empregar conxuntos de proteccién das variables do problema e
a introduccién de novas variables correspondese co coproducto dos correspondentes
conxuntos de variables.

As operaciéns empregadas por Robinson para obter o unificador mais xeral, poden
interpretarse como o resultado de aplicar teoremas de categorias. Xa que. toda
substitucién ¢ pode descompoiierse na forma a., o jx: onde Tep € €pica, o unificador
mais xeral corresponde con bastante exactitude 6 coigualador de substituciéns. Cando
o conxunto de pares ten cardinal maior de 1, pode extraerse o unificador dun par,
eliminarse as variables instanciadas en o resto dos pares e continuar o proceso. Esta é
unha forma de obter coigualadores en categorias con coproductos.
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3.8 ([161]) Seg:b—c€o cotgualador do par de morfismos I_g'f'_:b er:c—déo

b
2
coigualador de “ entdn g*7:b— d € o coigualador do seguinte par de

S L

_galé‘;b'f

morfismos :a+a’

3.9 ([161]) Para tidolos morfismos épicos b, — a, cimplese que Gyt — céun

R

cotgualador do par de morfismos ag_ b sse € un coigualador do par o' T, b.

A propiedade anterior, en Catsubst corresponde & eliminacién dos operadores |
superiores comuns ¢ par de substituciéns a unificar.

3.10 ([161]) Sexa C a clase de pares de substitucidns coigualables. Existe unha
funcidn dnica agds isomorfismos,

¢ : C — Substitucions

definida a partir dos pares de substitucidns irreducibles, e que satisfai as sequintes
ecuacions (no senso de que se estd definido o termo da dereita, tamén o estd o da
esquerde, e son iguais)

#(P D Q) = ¢(P)H(Q o ¢(P)) onde (0,7}, @ (0", 7") = (<0,0'>,<7,7'>),
¢(yo P) = ¢(P) (onde v € épica)
Por outra parte, ¢(P) € o coigualador de P € C.

A demostracidn de Rydeheard e Burstall desta propiedade é unha adaptacién a este
contexto da demostracién de Robinson. Usando unha demostracién semellante, Barr e
Wells [15] proban que, na categoria de modelos dun FP sketch libre existe o coigualador
de todo par de morfismos coigualables e que tal coigualador é tamén unha alxebra libre.

3.11 Todo coigualador 8 : X — Y dun par de substitucidns I X pode ser expresado
como X' + X" %5V onde X' 2 Y € un isomorfismo.

Proba. Sexa I' = J:é';,Z. Chamarase medida(I') = (|Z|,ier(tam estr(ic) +
tam_estr(i8),|Z|). Estas ternas pédense ser ordenadas totalmente a partir do orden
léxicografico e do orden dos naturais.

No caso de que no par {7, 7} non se poidan aplicar as propiedades 3.8, 3.9, tense
que I = {1} e atendendo &s partes épicas 5,7’ de 7, T verificase que :

Tonde * e < f, > expresan a composicién e a universalidade do coproducto de £, f nesa categoria.
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1. ' o ' é isomorfismo,
2. n' =710 cod(n’) Ncod(7") = 0.

1. é certo, xa que 6 se realizar a descomposicién do primeiro operador ( 2.51) ambos
tefien algun operador, ou ben estes coinciden e nese caso a propiedade 3.9 eliminaos
ou ben son diferentes e polo tanto non son unificables.

Para 2. ndtese que se 7’ é isomorfismo e cod(n'YNcod(7') # 0 entdn 7' € isomorfismo
Xa que noutro caso, as lonxitudes de 1nf e 178 son necesariamente distintas.

En consecuencia, de 1. e 2. dedicese que se 7’ € isomorfismo, sexa in’ = z, tense
que X = {z} + X" e <1x»,(n')"'7' > é un coigualador de n,7. Pola unicidade do
coigualdor existe p, <lxn, (p'}7'7'> p =< p,(y) 'rp>=0.

Para probar o resultado, aplicarase induccién na medida({n,7}). Dado que para
os casos bdsicos {aqueles nos que non se pode aplicar 3.8 nen 3.9) o resultado é certo,
tamén se verifica para o caso no que se poida aplicar a propiedade 3.8, dado que
non modifica o coigualador e que ¢ eliminar un par de operadores rediicese o valor de
Tier(tam_estr(io) + tam_estr(:8). R

Para realizar a proba no caso de que I = I; + I3, |/| > 1, empregarase a propiedade
3.8. Sexa #, o coigualador de j;, o7, o 7. Por induccién, pode supofierse que X =
Xi+ X4, 0, : X — Y, =<py,0,> xa que medida({n,7}) > medida({j;, on,j;, 07}).
Amais medida({j, o nbs,j1, 0 761}) < medida(n,T) xa que : se §; é isomorfismo, a
terceira compoiiente da medida rediicese sen incrementar as outras duas. Se #; non é
isomorfismo, |X]| < |X|. Aplicando novamente induccién obtense Y; = ¥ + Y", 0; =
<p2,9 > ,deonde § = < P1,9 >0 <p2,92> = <p1pg,p192,91p2,9'9 >, p=pip O

De feito tamén se probou que existen coigualadores da forma < 1x.,,0 >. Xa que
f é coigualador de I' enton 8§ = <1x,,0> A = < A,0) > onde A é isomorfismo pola
unicidade do coigualador 0.

Polo tanto, dentro dos coigualadores, existe unha clase que se corresponde cos mgu
idempotentes estudiados no capitulo anterior.

3.12 Se C € unha categoria con coproductos, todo morfismo do tipo <p,0> onde p é
un isomorfismo, é o coigualador dalgin per de morfismos.

Proba. Sexan X'+ X"Z2X'+ X" onde g = lyiyxn, 7= <p,8> p~' 0 jxu.
e 70 < p,0> vén caracterizado por

— jxron <p,0>=p,
—Jxnon <p,8>=4,

e T <p,8> vén caracterizado por

—jxroT <p,§>=ppTtojxo <p,§>=p,
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— jxuoT <p,8>=0p""ojxi0 <p,6>=06p""p=4.

Sexa &, un unificador de 7 e de 7. Entén < p,8 > op~' o jy; 06 = § e polo tanto
< p,0>< 6. Para a unicidade, sexan v,%’ tal que < p,0> oy = <p,0> 0vy', de onde
poy = jx0 <p, 8> oy =jx0 <p, 80> oy = po7 e xa que p é isomorfismo,
y=v0.

Categorias de Coigualadores en Catsubst

Sexa X un conxunto finito. Lémbrase que a categoria co-slice X/Catsubst (en adiante
X/C's) ten como obxectos as substituciéns da forma X — Y, e como morfismos ¢ — 7
as substitucions A que fan o diagrama :

X —% v
T A

Z

conmutativo. Esta categoria estd formada por tédolos unificadores dalgin problema
o,7: I ZX, xa que toda substitucién é unificador do par trivial T = {7, r}.

Esta categoria ten como subcategoria a aquela cuios obxectos son as substituciéns
épicas X — Y. Esta subcategoria sera representada por X/C's,,, e a aplicacién que leva
toda substitucion a sia correspondente parte épica tamén é un funtor X/Cs — X/C's.,.

3.13 Entre as categorias X/Cs e X/Cs. existe un funtor G, que leva a toda
substitucion na parte épica da sue factorizacion minimal.

Sexa 0., 0 jy+ a factorizacién minimal de o (que tamén é unha factorizacién epi-
mono de o). A aplicacién G dada por G(o) = o, esténdese para obter a actuacion

A . , .
do funtor nun morfismo ¢ = 7. Para elo, obsérvase que a parte épica 7., de 7 = oA
factorizase por o.,. Denotando por § o jz: a factorizacion epi-mono de jy: o A, entén
Oepd = Tep. A substituciéon G(A) = §. Por ser o, épica, § (que tamén o é), estd
univocamente determinada.

YJ'

a §
I,
N

Para probar que (G ten as propiedades dun funtor :

o G(1,) = lg(s). Coa anterior notacién, G(1,) = é, onde é é a parte épica de
jy+ o lys = jy+ que é necesariamente ly+ = lg(s),



Capitulo 3 105

o G(MA2) =G(M)G(A2). Sexan 7 =0)y, 0 =TAy € 0550 Jy7, Tep 070, Bep0Jur as
respectivas factorizaciéns minimais de o, 7, § respectivamente. Para obter G(A;)
se 8; 0 jz» é a factorizacién minimal de jyr o Ay, G(A) = &. Andlogamente
G(A2) = 6;. Polo tanto 0,61 = 7o, Tepda = 8e. A factorizacion & o jyv de
7y 0 A1 A2 obtense {(como no caso previo) a partir da factorizacién de jyro Ay, polo
que 6 = 6,6, 0.

Y’ 72

!
YA
< 7
RN

U L—— U'
Nirdd

Dado X, a categoria X/Cs., ten unha subcategoria de interese : aquela cuios
obxectos son coigualadores dalgin problema de unificacién X/Cs,,. Naturalmente a
identidade 1x é coigualador dos problemas o,0 : X — X.

3.14 Entre as categorias X/Cs., € X/Cs.y existe un funtor F que leva cada
substitucion épica no coigualador do maior problema ®. do que a substitucion €
 unificador.

Proba. Sexa X Z ¥ unha substitucién épica. -En primeiro lugar obtense o par-
niicleo Prns"T(X) (en Set) de o*. Pola construccién de este en Set, Pn contén
tédolos pares (¢,t') que son ignalados por o#. Nengin destes pares péde ser da forma
t=f(..),t =g(...),f # g, xa que ¢* non os igualaria, nen tampoco o faria para
t = z,t' = f[z],t # z, xa que 6 aplicar c¥* obtense za,ta[zc] que son necesariamente
distintos por ter diferente tamafo. :

Sexa I = {{z,t) € Pn}. Este é un conxunto xerador do propio Pn, e pddese
identificar Pn con Tx([I), mediante (f(...,z,...),f(...,t,...)) = f(...,(z,t),...).
Pola unicidade da alxebra libre, e para simplificar a notacién, non se diferenciara
entre p e prr e igualmente entre g e g 7. .

Sexa cg : T(X) — Cgq o coigualador en Set de (p,¢). Definese F(o) como a
substitucion X.— Cq dada por 5¢, cqgnx : X — T(Cq). Probarase que é un coigualador
(en Catsubst) e que F é un funtor entre ambas categorias.

F(o) é o coigualador de [ #X. Para elo, sexa 7 un unificador de Ps,q,. Polo
tanto, 7# : T(X) — T(Z) coiguala If__T(X), de onde existe unha inica aplicacién
A:Cq—-T(2) t‘\a.l que Acg = 7#. Asi, A correspéndese cunha substitucién (de igual
nome) e verifica /\f*ncq cq = Aeqg = r#. Componendo con nx, dedicese que F(g)\ = 7.

8aquel que contén o maior conxunto de pares unificados pola substitucién.
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T(X}——— Cq e , T(Ca)
B T(Z})

Para cofecer a actuacién do funtor sobre os morfismos, sexan X =Y, X ™ Z ¢
unha substitucién A : Y — Z, ol = 7. Polo tanto, A¥¢# = 7#. Denotando por
I, 9 T(X) 6 par nicleo de o#, entén A\o*p, = #p, = Aot g, = r#g,. Pola
universalidade do par nucleo, existe k : I, — I tal que p, h Doy Gr h = ¢,. De onde
prh, g h son coigualados por cg, e pola propiedade universal do coigualador, existe
un unico k£ : Y, — Y, tal que kcg, = cg,. O morfismo F'(A) en X/Cs., é xustamnente

ny, k.
\ \ 71 [f&

I -—-——,— T(X) I, ——ELTQ T( T(Cy0)
g q,j . JT* AN /q N |k
. Ir

T(Xy—57 T(2) T(Car)
Para demostrar que #' é un funtor, debe probarse que
a) F(1,) = 1r(),
b) F(MA2) = F(A1)F(As).
a} Se se verifica que ¢ = 7, a tnica aplicacién k en Set que fai o diagrama

conmutativo € naturalmente 1¢, que corresponde a l¢, : Cq — Cyq.

b) Sexan as substituciéns o,7,8,A;, A3, oA =17, TAy = 6.

Pola construccion anterior, e usando a mesma notacion, ¢g, coiguala p,, ¢,, polo que
existe k; tal que k; eq, = cq, e analogamente kz, k3 con k; cq, = cqy, k3zcq, = cqp, de
onde se obtefien substitucions nc,, k1 = F(A1), fcge k2 = F(A2), F(AA2) = 5y, ks.
Tense que F();) é a substitucién caracterizada por : F(o)F(\) = F(7) e F(MAz)
é aquela que verifica F(o)F(AA;) = F(6). Pero, xa que F(o)F(A)F(X;)
F(r)F();) = F(0) tense a condicién buscada (obsérvese que F(o)
consecuencia de ser coigualador). O. -

€ épica como

Pola propiedade previa, a categoria X/C's., ten como obxectos as substitucions da
forma < p,o >, onde p é unha permutacion. Amais esa proposicién mostra que todo
problema de unificacién, ten algin coigualador da forma <1x+,0>. Estes unificadores
forman a sia vez unha subcategoria de X/Cs., que sera expresada por X/Csisp que
equivale as sustituciéns idempotentes estudiadas por Eder e por Lassez et al. [59, 113],
se ben aqui, non sé non son en xeral idempotentes, senon que amais sé son idempotentes
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para os problemas triviais o < o. Para elo, notese que pola propiedade 2.50, o é
idempotente sse ¢ = < 1x:,0'> ojx+. Para que sexa coigualador debe ser épica, polo

que jx+ = lx.

3.15 Entre X/Cs., € X/Csiap existe unha adzuncion H 4 W, onde W(o) = o ¢
H(<p,0>) =<p,o>o0p™ ' = <ys,op7 !>,

Proba. As condiciéns a verificar son :

1. que H, W son funtores,

2. para todo par de obxectos a de X/C's.q e b de X/C's,4, debe existir unha bixeccién
¢ entre os morfismos A : @ — W(b) e os de H{a) — b e,

3.se At a > d, N :d — W(b) cimplese que (AX) = H(A)(N) e rec’
iprocamente, se A : H(a) — b, X' : b — V', entén ¢71(AN) = ¢~IAW(N).

1. As actuacions de H e de W sobre os morfismos vefien dadas por : sexan
!

< p,o > A < pho >e <lx,0> X o< lx»,8 > morfismos respectivamente en
X[Cse € X/Csiap. Naturalmente W vén definido por W(\) = X..

H(A) = (p’)"1 ¢ un morfismo entre H(< po >) = < po > ple
H(i<p,o'>)=<p',o'> (p)! '

<p,0> p!
Y X'

7 / . [
EK A JpAp-‘

e xm

A funtorialidade obtense de :
o H(lgm) = ploes, 0™ = pp7! = ly(cpes)s

e Sexan < p,c> - < g >, <pa>i< p" 0" >. Tense que H(A)H(N) =
(pA(pf)—l))(pfAl(p”)—l — pApl(P.’)-—lAf(p”)—l) — pAAI(p”)—l _ H(AAI)'

2. A unicidade de qb( ) <p, 0> p ! =< 1x:,0'> ¢ consecuencia de que ¢(A) = pA
verifica (< p,0 > p~ )p)\ =< 1x+, 0" >, polo caracter épico de < p,o > (ya que é
ccoigualador), <p,o> p~! é épica e polo tanto pA é a tinica que verifica a condicidn.

Sexa A : H(<p,0>) — <1xu,0>. Polo tanto <1x»,0> = <pp~l,0p7'> ok = <
p,o> op~'A. A unicidade do morfismo ¢~'(A) = p=1 0 A é novamente consecuencia do
caracter épico de < p,a> .

3. Falla probar que ¢(AX) = H(A)¢(N), onde <p,0'>—r<p,a >~—-»<1Xu o>
Esto € certo, xa que :¢(AX) = p(AN)= pA(p')~ 1p’/\" H(X)$(XN) . A outra condicién
é analoga O,
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A continuacion mostrase a diferencia entre as substitucions que son sinxelamente
coigualadores e aquelas que equivalen a sustitucions idempotentes :

Exemplo 3.9 Sera {z,y,2} = {y,z}, dada por : zr = f(y),y7 = z,27 = y, €
coigualador za que toma a forma < p,o0> onde p: {y,z} — {y,z2},yp=z,2p =y ¢
zo = f(y). Neste caso, H(o) =8 con {z,y,z} g {y,z},280 = f(2),y0 = y,20 = z.

Esta adxuncién é unha nova mostra de que moitas das operaciéns empregadas en
computacion proceden de propiedades destacadas das suas estructuras categdricas, que
xustifican ou xeralizan tais operacions como se pode observar nos traballos de Freire et
al. [69, 68] onde se proba a naturalidade das estructuras de control en programacion,
como a [teracion, If then else, e outras especificacions recursivas.

‘.



Capitulo 4

Unificacion Ecuacional

Neste capitulo abdrdase en primeiro lugar o estado actual da E-unificacion. Probase que
o procedemento de narrowing conserva a completitude se & teoria se lle incorporan os
pares criticos tamén para o caso de presentacions condicionais. Expofiense os principais
métodos de E-unificacion, mostrando que o proceso de abstraccidon permite incorporar
métodos cofiecidos de E-unificacion para a unificacion ecuacional en Catsubst. Dase un
novo método de unificacién ecuacional, prébase a correccién completitude do algoritmo
e incorporanse algunhas melloras ¢ novo método.

1

4.1 Unificacién Ecuacional

4.1.1 Unha vision xeral da Unificacion Ecuacional.

A unificacién ecuacional pode considerarse que se inicia co traballo de Plotkin[139].
Este comprendeu que a introduccién de axiomas ecuacionais (sinalaba especialmente
0s -asociativos e conmutativos) nos probadores automaticos de teoremas, supuna unha
gran fonte de ineficiencia e suxiriu que podia reducirse se, para os casos mais frecuentes,
se introducia un meétodo directo para tratar con tales ecuaciéns. Probou que, en
presencia da asociatividade, existen problemas de E-unificacién con conxuntos infinitos
de soluciéns minimais (por <) e deu unha forma de obter tédalas soluciéns. Atendendo
6 cardinal dos conxuntos de soluciéns minimais, clasificou as teorias en :

¢ teorias unitarias : aquelas nas que todo problema de E-unificacién con algunha
solucion, admite un E-unificador mais xeral,

e teorias finitarias : cando calquera problema de E-unificacién resoluble ten algiin
conxunto finito de E-unificadores minimais, '

¢ teorias infinitarias : Todo problema de E-unificacién resoluble ten un conxunto
(nalgins casos infinito) de soluciéns minimais, '

109



110 Algoritmos de Unificacién Ecuacional

o teorias 0-arias : Son aquelas para as que existe alglin problema de E-unificacién
sen conxuntos minimais de solucions. '

A condici6n principal a esixir a un conxunto de E-unificadores é a completitude.
Xa que o uso de axiomas fai variar o conxunto de variables do sistema, para
asegurar a correccion, estas variables soen atoparse incluidas nun conxunto de variables
protexidas, de forma que as novas non pertenecen 6 conxunto protector. Asi os E-
unificadores son comprobados acerca da igualdade, exclusivamente neste conxunto.
Amais, para simplificar 0os movementos de variables polas sustituciéns, esixese tamén
a idempotencia nas solucidns.

Definicién 4.1 Seza Ug(s,t) o conzunto de E-unificadores de s —= t, Var(s,t) C W
H

Entén cUg(s,t) € un conxunto completo de E-unificadores de s — ¢ en W, se :
o cUg(s,t) C Ug(s,t),
o V6 € Ug(s,t),3o € cUg(s,t),ow <g bw,
® Yo € cUg(s,t), I(e)N (W U Dom(s)) = 0.

pUg(s,t) € un conxunto completo minimal de E-unificadores se amais verificase :

VYo, 7 € uUg(s,t), seow <g Tw enténo =r.

A unificacién ecuacional, mdstrase aparentemente caprichosa. Nalgins casos,
engadir un axioma a unha teoria unitaria convirtea en 0-aria. Noutros sucede
xustamente o contrario. Existen teorias finitas que atendendo & unificacién son
infinitarias.

Plotkin conxeturou a existencia de problemas resotubles sen unificadores minimais,
o que foi probado por Fages e Huet[62] para un sistema de ecuaciéns candnico.
Baader (7, 10] mostrou exemplos de teorias sinxelas que tamén son O-arias e deu unha
caracterizacion do tipo de unificacién dunha teoria se esta define unha variedade de
semigrupos idempotentes, caracterizacién dada a partir propiedades das variedades.

As teorfas que tefien tipo unitario ou finitario, xogan un importante papel na proba
automadtica, en xeralizaciéns do algoritmo de Knuth-Bendix e na programacién léxica
con igualdade [170, 138, 93]. Sen embargo, non existe un algoritmo xeral que, a partir
dos axiomas, indique o tipo da teoria, xa que Nutt [134] probou a non decibilidade
deste problema.

Incluso nas teorias finitarias, Book e Siekman [23] probaron que non son acotadas,
xa que existen problemas de E-unificacion cuias soluciéns minimais forman conxuntos
finitos de cardinal arbitrario.

Biirckert et al. [32] probaron que existen teorias para as cales a unificacién dun
par de termos é infinitaria, mentras que existen sistemas sen conxuntos minimais de E-
unificadores. Nun senso algo semellante, Narendran e Ottof131] atoparon unha teoria
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para a que a unificacion dun par é decidible non séndoo para conxuntos arbitrarios de
pares.

A indecibilidade da E-unificacién esténdese tamén 6 matching incluso en teorias
cunha presentacién candmica. Bockmayr{20] encontrou, nunha especificacién dos
enteiros xa empregada por Rety et al. [148], que a decibilidade da E-unificacién
implicaba a decibilidade do Décimo Problema de Hilbert, cuia indecibilidade foi
probada por Matiyasevich[120].

Entre outros casos de indecibilidade atopanse a asociatividade e distributividade, da
asociatividade, conmutatividade e distributividade[169], asociatividade e idempotencia
[6]. A distributividade (pola esquerda e pola dereita) non esta ainda resolta.
Kapur e Narendran[100] estableceron un gran ntimero de resultados de decidibilidade
relacionando os correspondentes problemas de unificacidon con problemas NP-completos
como 3SAT, Mono-3SAT, uno-entre-3SAT etc. Nos seus resultados sinalan como unha
das principais fontes de complexidade a non linealidade de termos nos correspondentes
axiomas. Para un conxunto de axiomas E, a E-unificabilidade é semidecidible.

Inicialmente a unificacién ecuacional foi estudiada en teorias particulares (como no
traballo citado de Plotkin), Slagle[170] quen deu algoritmos de E-unificacién en teorias
con simplificadores!, conmutatividade, asociatividade, Livesey e Siekmann[115] para a
Asociativa e Conmutativa (en adiante AC); Siekman [167] describiu algoritmos para
o caso Asociativo, Conmutativo e Idempotente.

A unificacién AC ten un interese especial (e.g. permite tratar en forma eficiente a
estructura dos multiconxuntos) e AC € unha teoria finitaria. Livesey e Siekmann [115]
observaron a relacion entre a resolucion de ecuacions diofanticas e a unificacién AC
e deron un algoritmo para o caso dunha teoria AC cun tnico operador. Stickel[176}
observou independentemente a mesma relacion e deu un algoritmo para a unificacién
AC, en teorias nas que se permiten operadores libres e operadores AC, ainda que sen
probar a completitude. Fages[61] deu unha sofisticada medida da complexidade, para
probar que o algoritmo de Stickel é completo e finaliza. O problema da unificacion
AC é que, en xeral, non se obtén directamente a minimalidade. Por elo, en posteriores
traballos (e.g. Fortenbacher, Lincoln e Christian [66, 114]) tense estudiado a forma de
reducir o mimero de solucidéns necesarias. A solucién aportada por Lincoln e Christian,
ten o inconveniente de que non esta probada a completitude para o caso de que existan
variables repetidas. ‘

Xa que a unificacidn AC soe precisar resolver ecuacions diofanticas, a rapida
obtencién de conxuntos minimales de solucions diofanticas, € un problema importante,
dado o uso xeralizado da unificacién AC en campos como a reecritura, proba
automatica, verificacion de software etc. Huet, Lankford, Clausen e Fortenbacher,
{86, 111, 41, 141] deron distintos algoritmos para a obtencién de bases de soluciéns
para as ecuacions diofanticas. Boudet, Contejean e Devie [27] propuseron un novo
algoritmo onde se pospon tanto como sexa posible o reemplazamento coas solucidns
parciais cuestion xa sugerida en Fortenbacher[66].

lcon regras s - &', s’ subtermo de s.
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teorias, adxudica non deterministicamente cada variable a unha de estas, de forma
que nas ecuaciéns con operadores doutras teorfas, esa variable é considerada como
variable a eliminar. Para elo, necesitase un algoritmo de E-unificacién en cada teoria
por separado, onde se incorpora un numero arbitrario de constantes libres, xunto
cun método de eliminacion de constantes. A adicién de constantes complica mais
do esperado algins problemas : Biirckert e Schmidt-Schaufi mostraron un exemplo no
que a unificacién convirtese en indecidible no caso de engadir constantes libres. Boudet,
Jouannaud e Schmidt-SchauB[28] aplicaron un algoritmo de E-unificacién propio para
teorias combinadas que demora as instanciaciéns, e aplicironno és anelos e grupos
abelians. Posteriores melloras do método de Schmidt-SchauB son as de Boudet e de
Baader e Schultz[25, 11]. Boudet evita a identificacién que é a adxudicacién non

deterministica de teorfas 4s variables. Para resolver o problema s = t onde s e ¢ tefien os
seus simbolos principais en distintas teorias, un dos dous termos debe colapsarse nunha
variable. Para eliminar ciclos, ou unha das variables que transmite o ciclo é eliminada
ou un termo coldpsase nunha variable. Baader e Schultz retoman a identificacién das
variables e utilizan un orden lineal nos simbolos que permite reemplazar a existencia
de eliminadores de constantes nas subteorias pola existencia de E;-unificadores de
problemas coa restriccidn lineal de constantes. Baader e Schultz amais proban que
o seu método permite obter a decibilidade da E-unificacién a partir da decibilidade
das E;-unificaciéns e aplicanno 4s teorias co axioma asociativo, xa que se ben son
infinitarias, a unificacién asociativa é decidible.
Cando as teorias a combinar tefien operadores comins non se poden utilizar os
~mecanismos descritos anteriormente. Sen embargo, Ringeissen[149] deu o primeiro
algoritmo que utiliza outros de E;-unificacién para a teoria combinada cando as
subteorias comparten constantes (non necesariamente libres), de forma que os simbolos
das ecuaciéns non son disxuntos. Para elo, as constantes compartidas (que se atopan en
ecuacions de ambas teorias) son renomeadas. Desta forma o novo problema corresponde
& E-unificacién de teorias con simbolos disxuntos. Para evitar a pérdida de soluciéns
realizanse instanciaciéns non deterministicas das va,rla,bles dos problemas separados
nas constantes compartidas como no seguinte caso :

Exemplo 4.1 R, = {z 0 = 0}, Rg = {:r:+0 =0}, o problema {y = z +0,y = z*0}
¢ instanciado, entre outros, en {0 =z + 0,0 = z * 0}, o que permite obter a solucidn

o= {y/0}.

Estes resultados deberan ser préximamente estendidos para outros operadores
compartidos non constantes en condiciéns semellantes e.g. sustituir as constantes por
termos concretos.

Baader utilizou o esquema de unificacién proposto por Rydeheard e Burstall{160)
para probar que as chamadas teorias conmutativas ? (entre as que se atopan os
monoides abelidns, monoides abelidns idempotentes, monoides abelians idempotentes

*aquelas cuia categoria de substituciéns é semiaditiva.
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Entre outras técnicas empregadas en a E-unificacién que naceron ou directamente
relacionadas co estudio da Unificacién AC atépanse :

e a abstraccion de termos,

o medidas refinadas da complexidade dun problema,

a { RU E)-unificacién con R un sistema de reescrita e para o que se supon existe
un algoritmo de E-unificacién,

o emprego da regra Descomposicion para reducir o tamafio dos termos en teorias
que inclien a AC (teorias permutativas e sintacticas),

6rdenes de simplificacion para a reescrita e compatibles coas ecuacions.

Unha extension dos resultados e métodos empregados por Stickel, permitiu a Yelick
e a Tiden[188, 189, 179] obter algoritmos de E-unificacién en teorias combinadas se éstas
son o resultado de reunir teorias sen simbolos comuns e con algoritmos de E-unificacion
dados. Implicitamente, esto xa se atopaba no método de Stickel para o caso dunha
teoria cun simbolo Asociativo ¢ Conmutativo e outra teoria ben sen ecuacidns, ou
con simbolos Asociativos e Conmutativos. No caso de Yelick, as teorias deben ser
regulares e sen ecuaciéns colapsadas e Tiden esixe s6 a condicion de non ter ecuaciéns
colapsadas. Para este ultimo caso, Tiden emprega a nocién de conxunto de eliminadores
dun subtermo. Para probar a terminacion, se os algoritmos das respectivas teorias
a combinar rematan, Yelick utilizou unha variante da complexidade empregada por
Fages. O método de unificacién de teorias combinadas de Herold[82] é unha extension
do método de Livesey e Siekmann para a unificacién AC e é vilido para combinacién
de teorias que sexan finitarias, regulares e sen axiomas colapsados. Herold reemplaza
. os subtermos que rompen a homoxeneidade dos termos por novas constantes.

O método de obtencién de algoritmos de unificacidn ecuacional en teorias
combinadas desenrolado por Kirchner[103], utiliza o esquema de transformacién de
ecuacions de Martelli e Montanari. Aplica a Descomposicion a todalas expresions
onde ¢é posible e a continuacién emprega unha forma {especifica para cada teoria) de
transformar un problema non descompoiiible {esto é cando existen termos non variables
cuio simbolo superior esta nesa teoria) en novos problemas onde os primeiros simbolos
tefien sido eliminados. Aplicando recursivamente este procedemento obtense un sistema
de ecuaciéns descomposto, xa que se problema dado é resoluble unha ecuacion non esta
formada por dous termos non variables.

Schmidt-SchauB[163, 164], desenrolou unha nova forma de obter un algoritmo de
E-unificacién na combinacién das teorias e que reune as técnicas de Kirchner coa
abstraccion por variables e o uso de constantes libres. Para estender a combinacién
de teorias precisase un sistema de eliminacién de constantes libres nunha forma que
xeralice, para teorias non regulares, o método de Tiden (aplicando a eliminacién de
constantes). Para as variables que se atopan en problemas puros de cada unha das
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con involucién), ou ben son unitarias ou son 0O-arias. Baader e Nutt[12] probaron
que as teorias conmutativas (definidas categéricamente) e as chamadas monoidais
(definidas en forma alxebraica) podian integrarse e de feito toda teoria conmutativa
ten unha teoria monoidal asociada e os problemas correspondentes de E-unificacién
son equivalentes,

As teorias Asociativas e Conmutativas incliense nas teorias permutativas e éstas
nas finitas. Schmidth-Schaufl [165] probou que as teorias permutativas tampouco son
decidibles e conxeturou que as teorias de variable-permutadas son decidibles.

Birckert, Herold e Schmidt-SchauB[32] estudiaron outros resultados de
decidibilidade da E-unificacién, E-matching noutras xeralizaciéns da Asociatividade e
Conmutatividade. Rusinowitch e Vigneron[157] desenrolaron un sistema de inferencia
no campo da proba automatica que utiliza un algoritmo de AC-unificacién o que
permite evitar os axiomas reflexivos funcionais e os axiomas AC.

A tese de Kirchner[103] deu orixe a novas técnicas de xeracién de algoritmos
de E-unificacién: unificacién AC; unificacién en teorias sinticticas; unificacion en
teorias combinadas. Estes algoritmos actian sobre multiconxuntos de pares de termos
mediante unha serie de regras de transformacién, e introducindo novas regras e formas
de control da sia aplicacién. Kirchner probou que existe unha forma de xeralizar
o algoritmo de Martelli e Montanari para obter algoritmos de E-unificacién. Q seu
método consiste en aplicar tres tipos de regras sobre cada problema :

® a regra de Descomposicién que elimina os operadores superiores,

e a fusion ou reunién de termos que necesariamente son instanciados
conxuntamente cunha mesma variable,

® a regra de mutacién que corresponde 6 uso de axiomas no problema dado.

Para as teorias sinticticas, a mutacién pode ser obtida dunha forma moi xeral:
Mutacién T'U {f(sy,...,5,) 8 g(t1, ...y tm) = T U {s, < Uiyenny Sn = un) JU
{t1 = vi,...,t; =1} onde f # g e (flur...,un), g(v1,...,vm)) € E (para f =g
aplicanse tanto unha regra semellante como a Descomposicion). Da asemade un
procedemento de compleccidn que, a partir dunha presentacién arbitraria, produce, no
caso da terminacién, unha presentacion resolvente. Deste xeito pédense implementar
bibliotecas de algoritmos de E-unificacién como o construido en REVEURS [104]
Klay [106]probou que a unificabilidade en teorias sinticticas non é decidible,
asociando unha teoria ecuacional a cada instancia do Problema de Correspondencia
de Post. Amais, dada unha presentacién regular, lineal e libre de colapso dunha teorfa,
nen sequera ¢ semidecidible se a presentacién é sintactica. A teoria AC cun operador,
ten unha presentacién resolvente con 7 axiomas., Kirchner e Klay[105] probaron que
tédalas teorias de unificacidn finitaria son sintacticas. Entre as teorias non sinticticas,
hai algunhas teorias n-sintdcticas que tefien algoritmos especificos de E-unificacion[26].
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Como unha proba mdis da complexidade da E-unificacién, nas teorias {2-libres (para
as cales a Descomposicidn pode ser aplicada en forma deterministica), danse os catro
tipos de E-unificacién[178].

4.1.2 Unificacién Ecuacional e Narrowing

Xa foi mencionado o interese por empregar unha orientacién da igualdade mediante
a técnica da reescrita, especialmente se se dispén dunha presentacién canénica dos
axiomas. Tradicionalmente, tense asociado a esta situaciéon unha forma de extraer
unificadores a partir dunha derivacién denominada narrowing e que foi empregada
inicialmente por Slagle[170] para a unificacién con simplificadores. Fay[64] probou
a completitude do narrowing como método para obter E-unificadores en teorias
canodnicas. Existen distintas versiéns deste, polo que se aclara a notacién a empregar.

Definicidon 4.2 Seza s un termo, ™ € HE( ) [ — r unha veriante dunha regra
ecuaczonal Dirase que s é levado por narrowing (ou tamén por narrowmg simple)
en s, 0 que se notard por 8 =, ., 8, ou tamén por s =, s, se :

e existe 0 = mgu(s/xw, 1),

o ' = (s)o[r « (r)o].
. .4 T . ! g ’ . v ey
O narrowing con reduccién =5 (narrowing en [170, 64]) substitie a dltima condicién
por 8’ = so[r — ra} |.
Hullot[91] empregou o narrowing simple cunha importante restriccidén : a sucesidon
50 = (modo—srarwn) 51+ 8i (midimrion) Siv1 € Unha secuencia de derivacidns de basic

narrowing ( %) se para todo §,0 < j <1, 7; € B;, onde B; € o conxunto de posicions
basicas definido recursivamente por : ‘

® Bg = HE(SQ),
® Bj=Bi.u\{r € Bj.,m- Sr}U{mio1 w,w € g(rj_)}.

As anteriores definicidns exténdense a un par de termos s,t na forma : s,t =, §' ¢’
S€S =rio s, ' =to ou bent Dol ', 8 = s0.

o € un E-unificador de s e t obtido por narrowing, se eziste unha secuencia
eq(s,t) :T't’(wo,ao.ao) eq(s1,t1) - eq(Sn-1,tn-1) é(wm 1an—1.0nm1)  €9(Snyta),
p=mgu(sn,ty), 0 =0g...00_14.

Rydeheard e Stell[lﬁ?] deron unha definicidn de narrowing no conterto de 2-
categorias :

1 4
Sexa o : I — X unha substitucion e I tiﬂﬁ@ Y unha 2-célula e suporiendo
que ezistan morfismos r,s tales que o sequinte cadrado € un push-out:
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7N
S

Y.

Enton o € narrowable por a, r € o morfismo de narrowing e t(a) o s o
resultado de narrowing.

A continuacién eminciase o chamado lema do levantamento ou lema de Hullot.

4.1 ([91]) Sezan t e s termos e n unha sustitucidn en forma normal con t = (s)y.
Para cada derivacidn de reescrita

t =10 = (wp,c08) 11+ Tno1 (wn_y,an_1,80_1) tns €TiSte unha secuencia de narrowing

5= %o é’(iﬂo,aa.ao) $1=>... 3 Sn—1 g(wn—han—l:an-l) Sn

e unha secuencia de sustitucidns normais no...n, tal que To = 0,NMve) =
0p...0i1Miv(s) € i = (35)77:' (0 < 2 < n)

O seguinte algoritmo mostra unha forma de obter E-unificadores a partir de basic
narrowing.

Algoritmo 4.1 ([24]) E-unificacidn por basic narrowing.
Entrada : o par de termos (s,t) a unificar € o conzunto R de regras ecuacionais,
Saida : unha serie de E-unificadores © de s e t.

unificar (t,5,5) = [* ondet ¢ s son terminos e S e unha regra que
selecciona posicions mazimais */
E = eq(sit)} B = HE(eq(S,t))\{A}’e =¢

/* E e un termino, B un conzunto de posicions e § unha sustitucion */

BUCLE :
Se B ={ enton
© = Opu e devolver Ovyuy(s) onde p = mgu(s',t'), e E = eq(s',t')
Noutro caso
seleccionar mediante S unha posicion mazimal = de B
non deterministicamente executar (1-1) (1- 2) e volver a BUCLE
(1-1) B = B\{r}
(1-2) seleccionar non deterministicamente unha variante | — r dunha regra en R
tal que todalas variables en Var(l,r) son novas e E/7 e | son unificables.
E=(E[r 7))o, =00, o=mgu(E/xI)
B=(B—{r})U{r w|w posicion non variable de r }
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Terien sido empregadas diversas adaptaciéns do lema do levantamento de Hullot
co fin de probar a completitude de distintos algoritmos de E-unificacién. Versiéns
do lema atopanse en : Yamamotof187] para estender a completitude do narrowing a
teorias débilmente candnicas; Jia-Huai You[190] para obter secuencias de narrowing
equivalentes a derivacions en sistemas candnicos basados en constructores ; Giovanneti
e Moiso [75] para a completitude do narrowing condicional; Kirchner [103] para probar
que, en sistemas (R, E) de rescritura canénicos médulo ecuacional, o narrowing mddulo
ecuacional produce sistemas completos de B U E-unificadores ®; Gallier e Snyder [72]
para probar a completitude do narrowing usando ecuaciéns e regras orientables obtidas
mediante a compleccién por pares criticos. Tamén Bockmayr[21], Hélldobler[83],
Herold(82], Bockmayr, Krischer e Werner(22], Chabin e Rety [37] utilizan adaptaciéns
deste lema para erguer secuencias de narrowing a partir de derivaciéns.

Comparando narrowing con reduccién e basic narrowing, obsérvase que nengin deles
estd estrictamente contido no outro.

Exemplo 4.2 R = {g(y) — h(f(y)), h(z) — k(z), f(f(z)) — z}. A seguinte

secuencia de basic narrowing para s = g(f(x)) non se obtén por narrowing con

| reduccidén : g(f(z)) %y/fz R(f(f(z)) %x'/ff:r: k(f(f(z))).

Reciprocamente, existen secuencias de narrowing con reduccién que non son
posibles por basic narrowing :

Exemplo 4.3 R = {f(z) — g(z), h(a) — b}, f(h(x)) gxr/;w g(h(z)) %x/a g(b).

Rety[147] estudiou o problema de atopar un sistema completo que inclda a basic
narrowing € narrowing con reduccion. Podia esperarse a completitude das diias
estratexias conxuntamente, o que non é certo como se observa no seguinte caso :

Exemplo 4.4 B = {g(z,y) — f(h(z),h(y)), f(z,2) — =z, h(h(z)) — uz},
T = {g(z,z) = 0}. A secuencia de basic narrowing :

g(:c, .’L‘) gg':r:/:z:,g,v,fx f(h(:l’:), h(I)) gr/hy f(yv h(h(y))) gg:::”./y f(ya y) % Yy

non € sustituible por nengunha secuencia de basic narrowing con reduccion, za que
empregando = no paso g(z,z) = h(z), (obtenible por dous pasos de bz’i), o termo
h(z) € a instanciacién dunha variable da regra g(z,y) — ... e polo tanto de k(z) non
se deriva nengunha secuencia de basic narrowing.

Rety aplicou o test SL (sufficient largemess) para eliminar algunhas destas
derivacidns : este test comproba se o conxunto de posiciéns non basicas ten algunha
posicién reducible, e nese caso non se acepta tal secuencia. Esta nova condicién
restrinxe algunhas das aplicaciéns de basic narrowing sen perder a completitude.
Tameén € posible mellorar narrowing con reduccidn empregando ese test e eliminando

3a definicién de narrowing médulo E, obtense de reemplazar p = mgu(s/m, 1) por p € cUg(s/m,1).
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algunhas posiciéns non basicas. Para elo, nun paso de narrowing simple, transmitense
as posicions basicas, mentras que nun paso de reduccién transmitense as novas posiciéns
cuios antecedentes son todos basicos, chamadas posiciéns débilmente basicas. Rety
compara ambos métodos e baixo certas condiciéns SL- basic N-narrowing esta incluido
en SL-basic S-narrowing.

Herold[82] probou que, logo dun paso de narrowing realizado na posicién 7, pédense
descartar as aplicaciéns de narrowing en posiciéns independentes 4 esquerda de %, 0
que se denomina left-to-right narrowing. Krischer e Bockmayr incorporaron novos test
para eliminar derivacions innecesarias, observando a situacién dos subtermos despois
da instanciacién completa, esto é, a composicién dos mgus obtidos en cada paso. Igual
que fai Rety, empregan un paso de narrowing simple (onde s6 se transmiten as posiciéns
bésicas), seguido dun paso de normalizacién (onde se transmiten tamén -as posiciéns
débilmente bésicas).

Para que o dltimo paso da secuencia (so, By) = (si,B}) —=* (s1,WB;) <
oo (8i-1, WBi_y) 2 (s}, B:) —=* (s:, WB;) sexa admitido, debe verificar unha serie
de condicions, para o que se utiliza a composicién das instanciaciéns locais que, tras
ser aplicada a cada un dos termos previos debe verificarse :

® as posicidns descartadas en B non poden ser reducibles (SL-test),

® 03 termos que quedaron no interior de cada paso de narrowing, estin na forma
normal(Sub test),

¢ non se poden empregar nos subtermos de aplicacion previa de regras outras regras
de orden inferior* 4 utilizada (Epsilon test),

* nen poden reducirse as posiciéns descartadas en B} (L-reduction test).

Nun traballo posterior, Bockmayr et al.[22] proban que tal estratexia estd incluida
en basic narrowing e polo tanto, s6 proporciona soluciéns normalizadas. Amais, nunca
unha mesma sustitucién sera obtida mediante distintas derivaciéns. Evidentemente elo
non significa que proporcione soluciéns redundantes no senso de minimalidade xa que
existen teorias candnicas O-arias. Tamén estes test poden ser aplicados empregando
narrowing con reduccién conservando a completitude e o normalizing LSE narrowing
estd contido en normalizing left-to-right basic narrowing, que é unha variante de left-to-
right basic narrowing, onde 6 igual que en Rety{147], admf{tense posiciéns débilmente
basicas (aquelas nas que tédolos antecedentes se atopan como posiciéns bésicas).

A finalidade do narrowing dirizido por grafos de Chabin e Rety[37] é eliminar
certas derivaciéns que non producen soluciéns por non poder obterse unha derivacién
completa entre os termos dun problema. Unha primeira aproximacién foi desenrolada
por Dershowitz e Sivakumar[53] para os operadores superiores. Chabin e Rety,
constrien un grafo onde os nés son os subtermos dos problemas e dos lados das regras.

“dan un orden arbitrario para as regras.
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As lineas créanse tanto entre pais e fillos como enire os termos a esquerda e 4 dereita
dunha regra e entre termos unificables. Precisase tamén unha forma de propagacion

das lineas. Unha vez construido o grafo (finito), para o problema s < ¢t 56 se poden
utilizar aquelas secuencias de narrowing de regras das que os lados estan conectados
con s e t, Evidentemente, se s e t nono estan, o problema non ten solucion.

Outro tipo de variantes de narrowing son as que empregan algin tipo de seleccién
para as posicions nas que aplicar as regras. Neste tipo atopanse o outermost narrowing
e o innermost narrowing. Na primeira, do conxunto de posicions nas que unha
regra pode ser efectivamente aplicada, s6 se seleccionan as posiciéns minimais. Na
estratexia innermost, polo contrario, de todalas posiciéns entre as que é posible aplicar
narrowing, sé se seleccionan as maximais. A estratexia innermost esta directamente
relacionada con basic narrowing: se a presentacion non é ambigua unha estratexia
innermost é tamén basic narrowing (basic narrowing non é necesariamente innermost).

As estratexias outermost corresponden a unha execucién por nome, mentras que
as innermost a unha execucién por valor. Na E-unificacién en teorias candnicas,
nengunha de elas € completa :

Exemplo 4.5 B = {f(a) — ¢, g(f(b)) — g(c)} € candnica. No problema
= {g(f(z)) = g(e)}, obtense a solucidn {z/a} aplicando a estratezia innermost,
‘tnentras que aplicando a outermost, a solucidn que se obtén é {z/b}. Naturalmente as
duas solucions non son equivalentes.

Exemplo 4.6 [58] B = {f(0,0) — 0, f(s(x),0) — s(0), f(=z,s(y)) — s(s(0))}, T =
{F(F(u,v,0) 2 0,

Por outermost narrowing non se obterien solucidns se ben o problema € resoluble dado
que {uf0,v/0,w/0} € unha das solucions de .

Unha ventaxa notable da seleccién innermost € que produce solucions xa normalizadas.

Cando se fal necesario empregar unha ou outra estratexia a completitude s6 se
logra impondo novas condicidns a teorta. Ainda que se perde en xeralidade, evitase o
indeterminismo xeral do narrowing.

Nunha teoria candnica, non é relevante a derivacion seleccionada para lograr a forma
normal dun termo. Esta forma de indeterminacion é cofiecida como indeterminismo
sen tmportar. Na Unificacién Ecuacional, a aplicacion das regras si que pode dar
lugar a distintas soluciéns dependendo da posicién e das regras empregadas o que
soe expresarse (e.g. Nutt et al. [135]) como indeterminismo sen coniecer. Como se
observa, téiiense empregado moi diversas técnicas para reducir esta indeterminacidon
sen conecer. Agrupamos as distintas técnicas en :

o aquelas que limitan o crecimento da drbore de derivacidns de narrowing mediante
a imposicion de restriccions s posiciéns e ds regras nas que se aplica un paso de
narrowing. Estas pddense dividir en :
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— as que prohiben a aplicacién de regras nunha posicién dada, por comparacién
con outras posicions nas que se pode aplicar algunha regra. Entre éstas se
atopan as estratexias : outermost versus innermost, lefi-to-right e right-

to-left,

— aquelas outras nas que se atende 4 instanciacién das regras ou dos termos: en
narrowing con reduccion, tefien absoluta prioridade aquelas que non realizan
instanciacién dos termos. No basic narrowing as instanciaciéns de variables
das regras son marcadas e non se produce aplicacién de novas regras en tales
posicidns.

e formas de podar a arbore de derivaciéns (eliminan follas xa creadas). Entre estas
se atopan os SL-test, L-sub test, L-epsilon test e L-reduction test. Faise preciso
coniecer cal ten sido a instanciacién realizada para saber se esa pdla xa se atopa
repetida,

¢ aquelas que cortan as derivacidns initiles por posuir algin tipo de informacién
previa acerca do resultado final, cofiecendo que conduce a un bucle ou un fallo.
O narrowing dirizido por grafos de Chabin e Rety e as reglas de simplificacién de
Rety et al.[148] son deste tipo.

Lembramos que o lema de levantamento de Hullot esixe que o unificador sexa unha
substitucién normalizada. Na completitude de basic narrowing utilizase, polo tanto,
o feito de que o conxunto de soluciéns normalizadas é un conxunto completo de E-
unificadores. Esto verificase no caso de teorias candnicas. Pero é cofiecido que noutras
situacions ésta diferencia marca a fronteira entre a completitude e a non completitude.

Yamamoto probou a completitude de narrowing en teorias débilmente canénicas®,
asi como a completitude de basic narrowing en teorias débilmente candnicas se son
normalizables por reduccién innermost. Yamamoto conxeturou que ésta tdltima
condicién estd incluida na debilidade candnica e polo tanto que basic narrowing é
completo tamén neste caso. Recentemente Middeldorp e Hamoen [126} probaron a
falsedade desta conxetura :

Exemplo 47 R = {f(z) = g(z,z), a = b, g(a,b) = ¢, g(b,d) = fla)} e
= {f(a) = ¢}. Este problema de E-unificacidn non ten solucion por basic narrowing
pese a que f(a) =pup-1 C.

Concretamente, basic narrowing non é tampouco completo en sistemas confluentes nen
siquera respecto das soluciéns normalizadas. Para asegura-la completitude, Middeldorp
e Hamoen introducen as condiciéns da linealidade pola esquerda e non ambigiiedade®.
No caso de ter a confluencia e linealidade pola dereita, basic narrowing é completo
respecto do conxunto de soluciéns normalizables[126].

Saquelas para as que todo termo tén unha iinica forma normal
8unha presentacién é ambigua se existen pares criticos entre regras.
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Para conseguir a completitude da estratexia outermost, Jia-Huai You esixe a
linealidade pola esquerda, a non ambigiiedade e a condicién chamada disciplina de
constructor, que obriga a que os operadores definidos’ non se encontren no interior
do lado dereito de nengunha regra. Nutt et al[135] dan novas especializaciéns de
narrowing no caso de sistemas de reescrita libres : aqueles para os que os simbolos
definidos non estan presentes na parte dereita de nengin termo en forma normal.

Un dos principais problemas de narrowing € o de que en certas teorias, ainda sendo
canénicas, poden producirse infinitas secuencias de narrowing. Téfense desenrolado
certas estratexias para evitar secuencias infinitas, se ben se se esixe a completitude, o
resultado non sempre é satisfactorio. Rety et al. e Kirchner [148, 103}, mostran unha
forma de cortar secuencias non finitarias de narrowing que producen pélas racionais®,
que se pode resolver mediante unha formulacién recursiva do conxunto de soluciéns :

Exemplo 4.8 Seza B = {g(f(z,y)) — g()}, T = {g(z) = g(0)}. 4s
derivaciéns de narrowing tefien unha pdla racional, za que a aplicacion de narrowing
g(z) < 4(0) = () 0= H{u.0) g(v);g((}) pode aplicarse igualmente & resultado. O
conzunto A definido recursivamente por : | '
A = {z/0} U {o tal que existe § € A,xc = f(y,zd6)} € un conzunto completo de
E-unificadores.

O narrowing dirizido por grafos de Chabin e Rety permite detectar a inconsistencia
dun problema e polo tanto eliminar moitas derivaciéns (algunhas non finitas) de
narrowing cando non producen solucions. Entre as diversas técnicas para comprobar a
inconsistencia se atopan :

e a creacion de grafos (e.g. Alpuente et al. [3]) para a eliminacién de bucles ou
mencionado de Chabin e Rety, ou conexiones axeitadas (Blisius e Siekman [19]),

¢ 0 emprego previo de regras de reescrita mais fortes que a igualdade ecuacional
(para asegurd-la finitariedade e completitude), ainda a costa de que algunhas
expresiéns non unificables pasen o correspondente test [4],

e aintroduccién de regras de Fallo empregadas ambiciosamente, para cortar o antes
posible as derivacidns initiles {135, 83].

Os primeiros métodos empregados con este fin, poden considerarse bastante
sinxelos: e.g. a separacion dos operadores en definidos e constructores. Cando
os operadores superiores de dous termos son constructores distintos, non existe
solucién|83). En casos mais complexos, emprégase informacién doutro tipo, como a
proporcionada por determinados grafos que informan de que o problema dado ainda
sendo localmente resoluble con regras ecuacionais, xa foi detectada a imposibilidade de
reunir as distintas expresions para transformar o par inicial noutro comun [37].

"son os operadores superiores do lado esquerdo das regras.

8unha arbore de derivacién ¢ racional se ten unha rama propia coa que coincide en cuanto 4 regra
a aplicar e a posicion na que se aplica.
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Narrowing Condicional

Un dos principais campos cara os que se dirixe a unificacién ecuacional é o da
programacién loxica con igualdade. Jaffar et al. [93] incorporan ecuaciéns da forma
e ¢« e€1,€...,¢n (onde ej,...,en son ecuacidns) 6s programas léxicos (Iéxicos
ecuacionais en Holldobler[83]). Estes programas vefien dados por pares (P, E), onde
P contén as clausulas loxicas e F é un conxunto de cliusulas ecuacionais. Xa se
mencionou que o mecanismo de narrowing condicional ten sido utilizado como a base
operacional das lingoaxes que incorporan ambos tipos de programas[146}.

Na E-unificacién de regras condicionais non existe, nen sequera nas teorias
candnicas, unha correspondencia tan directa entre reescrita e narrowing. Como se
observara, a existencia de variables extra fai perder a propiedade de completitude do
narrowing condicional.

Definicién 4.3 Sezan : s un término, e; = €. en = e, = | — r unha regra
condicional. Se dird que s € levado por narrowing condicional en s’, o que serd
expresado por s =, &', se :

o existen 7,0, © € lg(s), o = mgu(s/x, 1),

o existen sustitucions Ay, ..., A, A, ooy AL, M0y« -« Ty T € EETTROS U, ..., Uy,
V1,...,0, tales que :
no = o e para todo 1, 1 < 1 < n, tense que e 2?»)“. Ui, €MispAg gg)‘: v;,
7 = ici A (mgu(wiA], vi)), 7= 7n,

s

~

o &' = (s)nlr — (r)n].

En forma semellante 6 caso sen condicions, obtense o narrowing aplicado a un par
S=t, o que ten sido ezxpresado asemade por eq(s,t) = eq(s',t')....[148].

Dise que S € levado por narrowing condicional demorado en S’ usando a regra
. ? ? , ' d
condicional ey = e},...,e, = €, =l — 1, 0 que serd expresado por S =, 5’ se :

[ ] C.’Eistenrs ; t e S} Wg 0'1 ™ E HE(_S)., T = mgu(‘s/?r,l),
o 5 = (S\ {S < t}) UlSiSn{E,‘O‘ < e‘}o‘} U {SO’[?‘F — ra] =z to'}

A forma de obter E-unificadores por narrowing condicional e por narrowing
condicional demorado, é semellante 4 empregada para o caso de ecuaciéns sen
condiciéns (aplicacién de narrowing ata que se fagan unificables sinticticamente).
Kaplan[98] probou a completitude do narrowing para o caso canénico cando non
existen variables extra. Giovanetti e Moiso[75] probaron a completitude do narrowing
condicional no caso de existencia de variables extra se a teoria é completa por niveles,
empregando novamente unha versidon do lema de Hullot. Deron novos resultados de
completitude para distintas teorias e estratexias de narrowing.
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A existencia de variables extra € a causa de diversos problemas : o primeiro é que
nalguns casos, por narrowing condicional se obtenen solucions non normalizadas, pero
non as correspondentes normalizadas.

Exemplo 4.9 R = {h(y,z) < h(z,y) 2 f(z,a) = g(z), £ h(b,a) — h(a,b), >
a —c} el ={f(z,z) < g(z)}. A solucién non normalizada, {z/a} obtense logo
de aplicar a e 3, mentras que a solucion normalizada {z/c} non se alcanza mediante
narrowing.

A continuacién méstrase cdmo nalgins casos, nen siquera se obtefien solucions por
narrowing condicional.

Exemplo 410 R = {=>a¢ = b, = a — ¢, f(bzx) = flz,e) = b—c} el =
{f(b,z) < flz,e)}. A aplicacion de narrowing demorado da orize a unha secuencia
non finitaria de problemas equivalentes {f(b,z') = f(z',¢),..., f(b,z™) = fla" c),.. ..
Sen embargo, narrowing condicional, nen siquera pode ser aplicado en I'.

Neste iltimo exemplo, o problema xurde de que a regra que proporciona a
confluencia de @ — b, @ — ¢ (que é a unica regra que pode ser aplicada en f(b, z) L

f(z,c)) é novamente a dnica que se pode aplicar na condicién f(b,x) < f(z,¢). Sen
embargo, dada a substitucién z/a, esta regra non é necesaria para probar a igualdade
f(b,a) =g f(a,c). Este problema é evitado por Giovanetti e Moiso 6 impoiier a
completitude por niveles.

Ainda na completitude por niveles, se os problemas e condicidns se resolven esixindo

soluciéns normalizadas, pérdese a completitude.

Exemplo 4.11 R = {g(z,y) < hiz,a) S fla) = b 2 g(f(¥)y) —
B f (), 1)} 9(z,y) = h(z,0) 2 g(b,a) — h(f(a),a)}, T = {g(z,y) = h(z,a)}.
Aplicando 3 obtense o = {z/f(y)} € o problema h(f(y),y) = h(f(y),a) que se resolve
por {y/a}. A solucién resultante {z/f(a),e/a} non estd normalizada.

No caso de aplicar v obtense como mgu = {x/b,y/a}, pero a condicidn a resolver ¢
g{z’,y') < h{z',a) equivalente & problema inicial.

Bockmayr [21] utiliza o narrowing condicional para os sistemas de reescrita
moédulo ecuacional (R, E) e proba que, no caso de inexistencia de variables extra,
o procedemento de narrowing mddulo ecuacional [91, 103] pode estenderse 6
narrowing condicional médulo ecuacional e unha adaptacién do lema do levantamento
€ empregada para probar a completitude. Para elo utiliza a relacidon de reescrita
sen avaliacion da premisa. Nesta relacion, a instanciacién do sistema prodicese por
matching (E-matching) e as condiciéns non producen inmediatamente instanciaciéns.
Se un problema se reescribe nunha forma resolta, ésta tamén se obtén mediante a
reescrite sen avaliacion da premisa e reciprocamente. A relacién que se establece
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entre a reescrita sen avaliacién da premisa e o narrowing condicional sen avaliacidn
da premisa é semellante & existente entre a reescrita médulo ecuacional e o narrowing
condicional médulo ecuacional. Unha construccién algo semellante xa foi usada por
Jia-Huai You[190], o cal emprega a derivacién outermost para probar que, nun sistema
de reescrita basado en constructores, a estratexia outer narrowing é completa.

A continuacién resimense os principais resultados acerca da completitude de
narrowing, narrowing condicional, basic narrowing e basic narrowing condicional

[75, 126).
o Sistemas de reescrita candnicos sen variables extra, :

— narrowing condicional é completo,

— narrowing condicional cunha funcién seleccién, que inclie o caso da
estratexia left-to-right, é completo,

— basic narrowing non é completo (contraexemplo mostrado por Middeldorp
e Hamoen [126]).

¢ Sistemas de reescrita completos por niveles :

— narrowing condicional é completo,
— basic narrowing é completo,

— narrowing condicional non é completo respecto das soluciéns normalizables.

4.2 E-unificacion de pares de substituciéns

A continuacién realizase a unificacién ecuacional de pares de substituciéns no caso
de teorias candnicas e de teorias cunha presentacién pechada. Para elo empregase
o esquema de Rydeheard e Stell{162] onde se proba a completitude dunha forma de
narrowing. A diferencia de éstos autores e, como no caso xeral do narrowing, sé se
permite o emprego de 2-células en posiciéns non variables. Amais mostrarase cémo se
pode incorporar a igualdade condicional.

Definicién 4.4 Seza — unha relacién entre substitucidns e pares de substitucions.
Por comodidade na escritura, escribirase ¢ —, o' se se verifice que o0 — (o', p).
Igualmente escribirase o,7 =, ¢',7"' se 0 =, 0', 7' = 7p ou ben se T =, ', o' = op.
As solucions do problema IiX, obtidas por — definense por :

S(o =?.T,—>)=MGU(O',T) U sx opoS(a £ 7,—)
- a,T—+po! 7!

onde MGU(o,7) = B se o par non € B-unificable ¢ {6} se § € un unificador mdis zeral
de 0 = 7, no caso de que exista e X X + X' *Z.
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A seguinte definicién, proporciona unha forma de aplicar narrowing a substituciéns
usando 2-células sen condicions.

Definicién 4.5 Sexan 8,0 substitucions. Dise que 6 se obtén por narrowing dende o,

expresado por =X s IZ, se existe unha 2-célula I’ 3ia Xo da presentacidn
ecuacional K e unha posicion = de o, tal que :

N
So

Xa

1. existen substitucidns 6, de forma que o cadrado

push-out. Esta operacidn corresponde :

e a composicion de o/m e s(a) respectivamente, coas inclusions X X X +

Xa, Xo %2 X 4 X,

e a obtencion de A, coigualador de o/7 o jx = s{a) o jx,, de onde § =

on’\s M:J.XQOA7

2. a parte €pica da factorizacion minimal de o/ non € isomorfismo (equivale- d
restriccion a posicions non variables),

3. 0= ob[r — t(a)u].

A relacion 3 pédese expresar tamén en funcion da 2-célula ex(a), (extensidn de
o). Neste caso, debe notarse que ex(a) verifica que tédalas substitucidns da forma
s(ezx(a))/w, e t(ex(a)/w) coinciden con o/w (agds da correspondente inclusion), za

que cod(s(ex(a))) = X + X,.

A continuacién danse dias formas de aplicar narrowing no caso de 2-células
- . . . . ne . e . .
condicionais, na primeira ( =) as condiciéns son inmediatamente resoltas, mentras

y , . d
que na segunda a resolucién de éstas é demorada ( %).

Definicién 4.6 Sexan 8,0 substitucions, R unha presentacién ecuacional. Dirase que

0 se obtén por narrowing condicional dende o, ezpresado por I <X =, 15U se

extste unha 2-célula condicional (I’:: Xa, I;ﬁXa + X;) de R ¢ unha posicion
7 de o, tal que :

I. e 2  son as mesmas condicions que no caso anterior,

3. existe unha substitucion xk € S(c,0 <pojz, lxs > = €po <pojz,1xe >, ),

4. 0=060jz0k[m «t(a)pojzox,
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5. p=¢bojzor, U=cod(x).

Definicién 4.7 O par de substitucidns I FX ¢ levado por narrowing condicional
demorado en o', 7' : I" ZZ + X° mediante a 2-célula condicional

(I’m X, IE28 X, + X;) se se verifican :

1. e2  son as mesmas condiciéns que as de =5,
3. ¢ =<ol,ob>. = <71,>, onde

~ ol =080 jz0[r — ta)uo iz,
0} = co0 <p 1xg >,
— 7 =760jz,
— T = €0 <pylye>.
A continuacién empréganse as relaciéns > que permiten dirixir a igualdade, para
obter a completitude do narrowing condicional. Esta propiedade do narrowing sera

usada posteriormente para obter a completitude de novos algoritmos de unificacién
ecuacional.

Definicion 4.8 Sexa R un conzunto pechado de 2-células condicionais dirizido pola
relacion ~ que se supon completa por niveles. O n-grado de o € :

¢ 0 se non eziste nengunha 2-célula o de R de profundidade < n dirizida por >
(esto € tal que s(a) >, t(a)) onde s(a) =0,

e m se m é a maior lonzitude dunha 2-célula o de R dirizida por > e propia tal
que s(a) = 0. Obsérvese que t{a) € necesariamente a n-forma normal (por )
de o e tamén se dird a n-forma minimal de o,

e non estd definido noutro caso.

O n-grado dun par de substitucidns o, 7, € a suma dos seus n-grados. O n-grado de .
8 respecto de 0,7, expresado por n-grado(o = T,8) € :

o seof=r8,
e m= n-grado(cf,18).

Para evitar o problema da non completitude de narrowing condicional respecto das
soluciéns normalizadas (exemplo 4.11), emprégase a n — minimalidade, para a cal si
que se ten a completitude, gracias a unha versién do teorema de Hullot. Nétese que,
naquel exemplo, a solucién {z/f(a),y/a} é 0-minimal.
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4.2 Sexann € N, IZ ¢ R un conzunto de 2-células condicionais, pechado e dirizido

por =, sendo ésta unha relacion cémp!eta por niveles. Seza X = Y unha substitucién
n-minimal tal que existe unha 2-célula de profundidade n, que iguala 0@ e T0. Enton,

existe 8’ € S(o =7 =), 0 <6,

Proba. Induccién en n. Paran =0, § € Unif(c = 7) e 8 = mgu(o,7) € S(o = =
T, =). Suposto para n — 1. Sexa m = n — grado(cr Zr 6‘) Pola conﬂuenma, por

0' T
niveles de >, pode supofierse que existen 2-células z Uez(o) s [r. , & Ur. , obtidas
mediante unha estratexia innermost.
Se probard que existe un paso ¢ =, ¢’ e unha substitucién A” n-minimal, tal que

%) o\ = 7, P/\” — 9’
i) n — grado(o’ = 7p,\") < m.

SO
Xa que 0 é n-minimal, a 2-célula o dada por (Ita X,, I'“ZX, + Xg) é
aplicada nunha posicién 7 de o e a substitucién correspondente a esta posicién, non é
1somorfismo na imaxe. Polo tanto, existe unha substitucién ¥ : X, + X o — Y tal que:

of/m = s(a)ojx, 0

ooty =pc, o1

A substitucién ¢ pode suponierse que é n-minimal : para X, pola seleccién da
estratexia innermost e para as variables de X pola confluencia por niveles.

Da primeira ecuacién dedicese a existencia de 6 : X + X, — Z, § = mgu(a/r o
ix,s(@)ojx,) e dunha substitucién A : Z+X° — Y, tal que <5OJZ,]X6 >A=<f,9>.
Pola n-minimalidade de 8 e 1, a substitucidn A verifica as hipdteses establecidas neste
caso para n — 1 respecto do problema

Ca O JXatX50 <00 ]z,7xe> =€, 0jx,4x50 <60 1z,3xg >
Dado que se verifica el resultado para n — 1, pode supofierse a existencia de
N, M MA" = A, onde X foi obtido por Z£. Denotando por p=jx0bojzolX,
deducese a existencia dun paso o =%, o',
Para probar que se verifica a condicién i), obsérvase que :
para as posicions w L m, (0'/w)A =(g/w)ojx 0d0jz 0NN =(d/w)l = & /w,

para a posicion 7 : (o'/m)A" = t{a) 0 jx X, 06 0 jz 0 NX'=t(a)jx X = /.

Aplicando o mesmo razonamento que para A, A" é n-minimal, o problema o’ = Tp
é resolto por A" e, de toda derivacién de o’X” =} 7p)\”, obtense unha derivacién para
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F=r1be reciprocamente (polas condiciéns de § e ¥), polo que o n-grado(o’ < TP, M) <

n — grado(& < 78) < m.

Para probar finalmente o resultado aplicase induccién no n — grado(o =, 6) = m.
Para m = 0 mgu(o, 7) < 6. Suposto para m — 1, aplicase i), de onde se obtén

p < 8, e 0 novo problema o' = Tp unificable por X", que é a sia vez n-minimal e
n — grado(o’ < Tp, A”) < m. Por induccién en m obtense p’ € S{o’ < T, =), p' <A,
Polo tanto, pp’ < 8, é n-minimal, obtido por narrowing condicional 0.

4.3 Sexa R un conzunto de 2-células pechado e dirizido pola relacidn > que € completa
por niveles. Narrowing condicional e narrowing condicional demorado proporcionan
conzuntos completos de R-unificadores de todo problema de E-unificacidn dado_.

Proba. Pola completitude por anlveles, para todo R-unificador 8 dec =t esenéa

profundidade dunha derivacién ¢ [r , 4 [~ , existe unha substitucién & =g 8 que
é n-minimal. O resultado séguese dlrectamente de aplicar a propiedade anterior.

Para o narrowing condicional demorado, o resultado é certo xa que toda secuencia
de narrowing condicional que produce 8 € S(T', 2£) pode adaptarse a unha secuencia
de narrowing condicional demorado. 0.

Notese que as derivaciéns empregadas na proba anterior, que producen o E-
unificador # son de feito secuencias de basic narrowing. Esto é certo xa que as ¢
son n-minimazs e a derivacion que iguala o8’ e 78’ é innermost. Non cabe, polo tanto,
reducir as instancias das variables das 2-células. Por outra parte, as posiciéns nas que
se ten aplicado narrowing, coinciden coas posiciéns empregadas na derivacién e son
polo tanto tamén posicidns basicas.

4.3 E-unificacion en teorias xerais

4.3.1 Algoritmos xerais de Unificacién Ecuacional

Un tratamento completo da E-unificacién, pasa por dispor de algoritmos de E-
unificacién en casos mdis xerais que os mencionados. Amais, é de gran interese coiiecer
as xeralizaciéns ds que hai que someter os anteriores algoritmos para incorporar outras
teorias. O problema da explosién combinatoria dificulta enormemente a siia posible
utilizacion, de ai o ainda maior interese por eliminar as redundancias nestos casos
xerais.

En principio, para tratar coas ecuacidns no marco da proba automatica, compriu
incorporar os axiomas de igualdade és axiomas propios da teoria. Para ese conxunto
de axiomas a regra de resolucién ¢ un procedemento de E-unificacién. A primeira regra
especifica para o predicado de igualdade é a paramodulacion[153] e variantes de ésta
como a hiperparamodulacion, paramodulacién lineal € outras [38). Como indican Wos

e McCune[186]. :
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Indeed, although we are very partial to the treatment given to equality by
the use of the inference rule paramodulation, we apply recognize that this
- inference rule does not by itself solve all the problems that accompany a
natural treatment of equality. As a result, we are still actively searching for
ever more powerful strategies to control the application of paramodulation.

Lankford [110] probou que a paramodulacién non necesita dos axiomas reflexivos
funcionais. Os maiores problemas do uso da paramodulacién, para obter procedementos
efectivos de E-unificacién son :

¢ a necesidade de permitir a paramodulacién nun factor. Para elo, se ¢ é un termo
dado, a paramodulacién pddese realizar en calesquera expresiéns te onde o é
unha instanciacién arbitraria,

e a dificultade de conservar a completitude se as ecuaciéns son empregadas en
forma de reescrita, esto é sé en nun dos dous sensos.

No caso de teorias para as que a igualdade pode sustituirse por unha relacién de
reescrita coa finitariedade e a confluencia dos termos concretos cunha determinada
orientacién de os axiomas, Nutt et al. [135] proban que basic narrowing proporciona
ainda conxuntos completos de E-unificadores. En casos mais xerais, patece preciso
empregar os axiomas nos dous sensos, e que sexa o propio mecanismo de inferencia
o que se encargue de eliminar redundancias e bucles creados polo uso de regras sen
orientar.

As condicions baixo as cales faise necesario aplicar a paramodulacién nalgin
factor, atépanse moi ligadas 4 a existencia de pares criticos. Sexa t un termo e
Ip[r «— r'p] — rp un par critico formado a partir de I — r e I' — 7. Entén se
se verifican as seguintes condicidns :

e existe unha sustitucién o, to[r — r'p] = lpo,
e t e [ non son unificables,
e 7 € unha posicién variable de t ou 7 > 7’ onde 7' é unha posicién variable de t,

entén pode aplicarse = en t usando o par critico e sen embargo nen { — r nen
I' — r' poden ser utilizadas para sustituir esa aplicacién. Para evitar tal situacion,
a paramodulacién pode ser utilizada en posiciéns creadas por instanciacién do termo

dado ({38]). '

Exemplo 4.12 ([71]) B = {a — b, f(g(a),g(8)) — h(g(a), g(t)}, T = {f(z,3) %
h(z,z)}. Para obter a solucion o = {z/g(a)}, debe aplicarse a paramodulacién na
posicion 1 - 1 creada previamente por instanciacion (regra —ipio) en Holldobler), za
que f(z,z) € f(ga,gb) non son unificables. Nitese que nen sequera permitindo aplicar
e — b nunha posicién da variable x resélvese o problema.
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Gallier e Snyder [71], para obter un procedemento completo en teorfas xerais,
adaptaron o enfoque de Kirchner[103], pero debilitando a etapa de Mutacidn.
Empregan para elo, diuas novas regras de transformacién que se incorporan a S7.
A primeira regra vén dada por :

Root-Rewriting TU{s=t}=>TU{sZ{ju{rZ t} onde :

e [ = r é unha variante dunha ecuacién de E, Var(l,r} N (Var(D)U Var(s,t)) = 0,

e s non € variable e se [ non é variable, entén operador superior (s)= operador
superior(l),

o Esta transformacion non pode ser aplicada en nengunha expresién resultante de

s=1.

A segunda regra é empregada para eliminar ciclos :

Imitate TU{z =} = TU{z < Fty - u) YU {Fy1, ... ym) = t} onde
e x€Var(t), t = f(t1,...,tn),
® 11,...,Yn son novas variables non existentes en I' U {z < t},

e aplicase inmediatamente a Eliminacién de Variables en {z L flyi,-sun)} e a
Descomposicion en {f(y1,...,Yn) =8 t}. '

Para evitar a aparicién de secuencias infinitas por aplicacién de Imitate, non se
permite unha nova aplicacién de ésta antes que Root Rewriting sexa aplicada nalgin
dos pares procedentes de f(y1,...,¥n) ¢ que corresponden a posiciéns anteriores as
€ IL.(t).

Os mecanismos de E-unificacién que non fan uso de axiomas no interior dun termo
antes de que tedan sido eliminados os seus operadores previos, son chamados top-down
e explotan o feito de que a regra Descomposicion reduce paulatinamente os operadores
superiores. Pddense ver como xeralizacions do método de Kirchner onde a regra de
mutacién achase moi debilitada.

Gallier € Snyder [72] sustituen a regra Imitate por Root Imitation permitindo que
t sexa variable. Recentemente Delsart [50] mostra un novo método de E-unificacién
baseado nunha estratexia top-down para teorias que poden ser dadas por presentacions
condicionais.

Para elo, substitlie as transformaciéns Root Rewriting e Imitate por :

Mutate T'U {s = t} =>TU{roc = to} U {e10 = €\o,... emo = €. o} Ug onde

? ki . . .
¢ e =¢),...,en =€, = [ — r éunha variante dunha regra ecuacional,

¢ o = mguf(s,!),
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? ? ,
oo = {z; = $1...,2, = s,} é a forma resolta correspondente a ¢ =

{.TL'I/S]_, .. .,:En/Sn}.

Neste caso, para que o método sexa completo, é preciso utilizar presentacidns
estrictamente resolventes®, polo que o método de Delsart achégase mais ainda 6 de
Kirchner[103]. Delsart proba que toda teoria ten unha presentacién estrictamente
resolvente. O principal problema é que, para o caso xeral, esta presentacién incrementa
o numero de axiomas e, para cada un de eles, un dos termos incorpérase & parte
condicional (quedando no seu lugar unha vanable) Asi, convirte a ecuacién ! = r nas

’
ecuaciéns condicionais t =l = s =r e ¢ = r = z = [ onde z é unha nova variable e
incorpora a restriccién (ana,loga. a establecida por Gallier e Snyder) de que Mutate non

sexa novamente aplicada en ro £ to. Delsart proba que nun problema do tipo s < t
non € necesario que Mutate sexa aplicada en ambos membros, obtendo unha forma de
eliminar algunhas das redundancias creadas pola non direccionalidade das ecuaciéns.

Polo tanto e, agds para certas teorfas, as condiciéns impostas para aplicar reglas
no método de Delsart son como as do método de Gallier e Snyder, e incorporando as
restriccions da direccién. Entre as teorias para as que Delsart mostra presentacions
estrictamente resolventes, atépanse as teorias sintdcticas, tamén aquelas que se obtefien
combinando unha teoria sintictica con outra teoria con operadores libres e a teoria de
axiomas conmutativo e transitivol?,

Gallier e Snyder[72] nun traballo posterior, introduciron un novo conxunto de
transformaciéns (aqui expresado por T¢p) que inclie ST e unha nova regra

Lazy Paramodulation I' U {s = ¢} 2y {s/7 =1, slr —r] = t} onde :
(I,7) é unha variante dunha regra ecuacional,

- s/m non é variable e ! é variable ou ben operador superior(s/x) =operador
superior(l),

- na expresién s/m = [ aplicase inmediatamente a transformacién Descomposicion
que elimina o operador superior (se { non é variable).

Gallier e Snyder proban a completitude do novo método baixo a seguinte restriccién:

Lazy Paramodulation s6 se emprega na posicién <> cando ou ben s ou ben
t é variable.

Para probar a completitude de 7;p baixo esta estratexia top-down, asdciase a cada
E-unificador unha arbore de proba. Esta arbore ten na sda raiz o par de termos
instanciados polo E-unificador; as sias follas corresponden a igualdades sintacticas; as

+ x AL >
%aquelas para as que se verifica 5 C —g—s

"% axioma transitivo é (zRy) * (yRz) = (zRy) * (zRz).
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lineas se constrien ben pola eliminacidn dos operadores comiins en ambos termos
ou ben por aplicacién de axiomas. Sobre esta arbore, actian un conxunto de
transformaciéns coa propiedade de proporcionar novas arbores terminais que tefien
na sda raiz unha forma resolta. As transformaciéns sobre a arbore permiten construir
unha derivacién do problema inicial usando as reglas de Tzp. Mediante un esquema
semellante Nutt et al.[L35] proban, en sistemas confluentes concretos, a completitude
dunha versién de basic narrowing con regras de fallo e simplificadores.

Gallier e Snyder [72] atoparon outra forma de probar a completitude do conxunto
de regras Tzp. Separanse os axiomas en R, E (ecuaciéns orientadas e axiomas
sen orientacion respectivamente) e partese dun orden de reduccién > total nos
termos concretos'!. Realizase un proceso de compleccién de pares criticos (realmente
non ¢é necesario un procedemento particular, nen tampouco a sia terminacién) que
proporciona un conxunto E“U(E“)"'UR“. Proban que este conxunto ten a propiedade
de ser Church-Rosser concreto relativo a 3> 12.

Con ese conxunto de ecuaciéns, o procedemento de narrowing usando ecuaciéns
de E“ U (E“)~' U R* proporciona un conxunto completo de (E U R)-unificadores
concretos. Por outra parte, toda secuencia de narrowing pode ser incluida como unha
secuencia de 7cp. Neste punto, proban (lema 6.7) que para Tzp a compleccion por
pares criticos non € necesaria (e de af a xustificacién de que a compleccién non necesite
un procedemento dado). Para elo, toda secuencia de regras de Tzp que proporcione un
E-unificador e use pares criticos pode ser substituida por unha secuencia destas mesmas
7.p empregando axiomas de EU E~'U RU R™!. A forma de pasar de E-unificadores
concretos a E-unificadores xerais, obtense incluindo unha cantidade numerable de novas
constantes (unha para cada variable) e, como consecuencia da pureza do procedemento
(non emprega operadores que non estean presentes no problema ou nas ecuacions),
todo (£ U R)-unificador correspéndese cunha substitucién concreta. Os métodos que
aplican as regras imitando narrowing, e polo tanto a propia derivacién de reescrita, son
chamados métodos down-up. S4 se apartan da derivacién para reemplazar o uso dos
correspondentes pares criticos aplicados.

Esta forma de probar a completitude deste método significa un novo enfoque nos
algoritmos de E-unificacién. Ohsuga e Sakai[136] empregan igualmente a compleccién
sen fallo para obter un sistema completo de E-unificadores, sendo o seu método unha
combinacion estindar de pasos de narrowing acompafados da compleccién por pares
criticos e engadindo regras de simplificacién. O aplicar a compleccién paralelamente
& E-unificacién, nalgins casos poderdn xerarse un mimero infinito de pares criticos
sen trascendencia algunha para o problema de E-unificacién dado. En cambio coas
transformacions Tcp xérase unha forma de narrowing suficientemente débil como para
sustituir s6 os pares criticos que poden ser usados na obtencién dos E-unificadores.

Mun orden de reduccién é un orden mondtono, estable e noetheriano.

125 R é Church-Rosser concreto relativo a 3> se dados termos s, u,t concretos tales que s «—g g
u —pg,Rr !, existen instancias concretas de R e E (orientadas no senso de >) de forma que
s —pr(E)RY *RE)Rt onde R(E)={lc =ro|le >re€ EUE!}.
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Pode observase que a separacion dos axiomas en £, R non ten consecuencias practicas, 6
ser necesario empregar tameén os elementos de R™'. Por outra parte cabe agardar unha
mellora do algoritmo usando regras con condicions mais fortes que Lazy Paremodulation
que ainda permitan imitar o uso por narrowing dos pares criticos.

Os intentos realizados para evitar o uso de B~! mostran a dificultade de orientar os
axiomas nun caso xeral. Ainda separando os axiomas en regras orientables e ecuaciéns
no lema 6.7 de Gallier e Snyder[72] precisase empregar as regras ¢ ecuacions nos dous
sensos. Amais, existen problemas que requiren o uso de ecuaciéns nas duas expresions
dun problema dado, debido esencialmente 4 prohibicién de aplicar Lazy Paramodulation
en variables.

‘ B ?
Exemplo 4.13 R={f(y) >y, f(h(y)) >y}, T ={h(z) =z}
A secuencia de Lazy Paramodulation que proporciona a solucion ¢ = 15y €
h(z) = 2 = f(h(z)) Zr =5 Z z, onde se fai necesario empregar o' pese d
unicidade das orientacion de o.

A continudcién méstrase un problema para o que € preciso aplicar regras nos dous
termos :

Exemplo 4.14 R = {f(y) = y, f(h(¥)) > v, F») S v, FR@) 5 v},
['= {h(z) = ¥(z)} 7 7 |
h(z) £ K(2) 5o f(R(2)) = fi(R(2)) 55 T = 2.

Moser [129] define un novo conxunto de regras de transformacién para a unificacién
ecuacional, empregando as regras Unification e Lazy Basic Paramodulation.

nification
RU{s# t}) o
onde 8§ = mgu(so, to)
R:ob
Lazy Basic Paramodulation
(RU{sgét})-cr onde 7 € [Ix(s)

(I~r)e Eesel gV operador-superior(s/w) =
(R U{s/m &l s[r — 'r]}) -0 operador-superior (1)

A primeira extrae directamente o unificador mdis xeral dun problema simple (par
de termos a unificar) e compdnno coa instanciacién previa, pero sen instanciar o
resto do problema. Polo tanto emprega en forma non deterministica a regla que
extrae un unificador sintactico e, a diferencia de 7;p, non emprega expresamente a
Descomposicion. A segunda é semellante & regra Lazy Paramodulation aplicada a este
contexto de pares (problema actual instanciacion acumulada). O principal resultado
de Moser é que se conserva a completitude empregando conxuntamente as seguintes
condicioéns :
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¢ non instanciacién do problema actual, gardando separadamente as instanciacions
recollidas,

e as regras de conmutacion poden ser aplicadas sen perder a completitude. Amais
dase a conmutacién forte (empregar dos transformaciéns seguidas en posiciéns
independentes é conmutable),

¢ aobtencion directa do mgu sen precisar do uso das suas regras en forma separada.

A diferencia de Lazy Paremodulation, no par s/m 7% [ non se pode aplicar
inmediatamente a transformacion Descomposicion.

A proba da completitude obtense a partir dunha variante do calculo denominado
basic superposition[14]. Este cédlculo emprega a regra Positive Constrained Basic
Paramodulation que é equivalente a unha forma de xerar pares criticos. Proba
" que os E-unificadores obtidos por este cdlculo poden ser reemplazados polo uso das
transformaciéns Unification e Lazy Basic Paramodulation. Polo tanto, o método de
E-unificacién de Moser é do tipo down-up. Comparadoe con 7;p € mais efectivo
fundamentalmente gracias tanto 6 emprego da conmutacidn como por gardar as
instanciacions producidas, se ben non incorpora a restriccion de Lazy Paramodulation

. . . ? .
da eliminacion do operador superior en s/7 = . Por outra parte, unha estratexia de
demora das instanciaciéns pode repercutir na deteccién tardia da non unificabilidade.

2

Exemplo 4.15 R={f(a) — h(z,2), h(b,) — g(b,8)}, T = {f(z) 2 glz,2)}. A
deteccion da non unificabilidade de I' € mdis lenta por un procedemento de demora que
por unha secuencia que aplique a instanciacién {x/a} & problema.

Dougherty e Johann[36] reemplazan a regra Lazy Paramodulation, por unha
nova regra Relazed Paramodulation moito mais restrictiva. O novo conxunto de
transformacidons, ainda permite reemplazar secuencias de narrowing con ecuacidns
procedentes do procedemento de compleccidon por pares criticos, por secuencias de
regras deste conxunto usando ecuaciéns dunha presentacion arbitraria.

Definicion 4.9 Sexan s e t termos. Dise que s e t satisfin a condicidn top-unify se
se vertfica unha das sequintes condicions :

e o termo s ou o termo t € variable,

o 5= f(81,...,8:), t = f(t1,...,ts) € pare todo 1,1 <1 < n, top-unify(s:, t;)

A nova regra € a seguinte :
Relaxed Paramodulation I'U {s < t} 2 TU{s/x 1 s[r —r] £t} se:

e (l,r) é unha variante dunha ecuacién de E,

e s/m non é variable e verificase top-unify(s/=,!)
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O método de Dougherty e Johan é chamado Relared Narrowing ¢ emprega as regras
de 8T, xunto coa regra Relared Paramodulation baixo a seguinte restriccion :

Logo de aplicar a transformacion Relazed Paramodulation, aplicase a regra
Descomposicion tantas veces como sexa posible, ata eliminar os operadores
comuns nambos membros.

Como o propio nome indica, é un algoritmo do tipo down-up cunha maior
aproximacién 6 procedemento de narrowing.

Pode verse na regra Relared Paramodulation unha profundizacién da condicién
de Lazy Paramodulation, 6 realizar unha comprobacién cara adentro dos operadors
ata asegura-la non existencia de conflictos (clash). Esto contrasta co tnico test se
realiza en Lazy Paramodulation exclusivamente para os operadores superiores de s [T e
I. O método de Dougherty e Johann emprega un control mais estricto nos operadores
realizando as derivacions mais préximas 6 narrowing.

Xa que Relazed Paramodulation é moito mais restrictiva que Lazy Paramodulation
¢ un problema de interese obter movas restriccidns que conserven a completitude
eliminando derivaciones derivaciéns innecesarias, ben porque non tefien solucién ou ben
porque éstas xa se atopan producidas por outras derivaciéns. O método que se expén
a continuacion incorpora algunhas das modificaciéns de Moser, pero sobre todo impén
condiciéns mais restrictivas que Relared Paramodulation. Por outra parte, prébase
que unha adaptacién de Relazed Narrowing permite amais o emprego de presentacidns
condicionais.

4.3.2 E-Unificacién de substituciéns en teorias xerais
Abstraccién de termos e substitucidns

O resultado mais relevante do presente traballo comsiste na proba de que o
procedemento de Dougherty e Johann pode ser sustancialmente mellorado mediante a
imposicién de condiciéns mais fortes. Amais pédense incorporar ecuaciéns condicionais
e engadir algunhas novas restricciéns sen perder a completitude. Para elo, se ver que
o procedemento cofiecido como abstraccidn permite realizar a E-unificacién de pares de
substitucions en teorias xerais, extendendo os mencionados resultados de Rydeheard e
Stell en teorias canénicas.

A abstraccion de termos ten sido empregada para debilitar o problema inicial e,
a partir das novas soluciéns (mds xerais que as do problema inicial), confrontar a
instanciacion creada coa parte demorada ata obter as soluciéns requeridas.

A abstraccién aparece definida en Stickel[176] e é utilizada para conseguir a
homoxeneidade dos termos?®. Yelick[188] emprega a abstraccién na unificacién en
teorfas combinadas, para separar o problema en subproblemas que poden ser resoltos

3un termo nunha signatura con operadors AC, é homoxeneo se o operador superior é AC e non ten
subtermos encabezados con outre operador.
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separadamente nas subteorias, procedendo a continuacién a reunir as instanciaciéns cos
problemas demorados. Na Unificacién AC e na E-unificacién de teorias combinadas
téfiense utilizado tameén outras formas de abstraccion : a de Lincoln e Christian[114]
que permite separar as variables repetidas; Schmidt-Schaufl {164] emprega tanto unha
forma débil de abstraccién (conserva as constantes libres) como unha forma forte na
que reemplaza tamén constantes libres.

Tamén en Alpuente et al. [4] aparece unha forma algo especial de abstraccién.
Neste caso todo subtermo do lado dereito ou condicional dunha regra que poida
ser problemdtico, no senso de que a aplicacién de narrowing nil pode xerar a non
terminacién de narrowing', é reemplazado por un simbolo terminal 1. Este simbolo
terminal ten a finalidade de eliminar tales subtermos que poden impedir a terminacién
do algoritmo.

Noutros casos, a abstraccion é menos explicita, como no traballo de Nipkow [133],
na unificacién de Alxebras Primais'®; Giovannetti et al. [74] empregan unha forma
de abstraccién para pasar dun procedemento basado en narrowing a un procedemento
por SLD-tesolucién; Baader realiza a abstraccién de constantes (reemplazadas por
novas variables) para obter os E-unificadores nunha teoria conmutativa unitaria se
se incorporan constantes libres; Kirchner[103] emprega a zeralizacidn, para obter
termos sen operadores nos argumentos, reemplazando momentineamente estes por
novas variables. A seguinte tabla, méstranos algins tipos de abstraccién empregados
en distintos contextos :

Autor— Ezpresion Ezpresion Condicién
Contexto previa nova demorada
Stickel t=f(.,8,.,8,..)
|Unif.As— Comm | s=g(...),f€Xsc |t=f(.,2,.,2,.)| 2'=s
s maximal, ¢ # f
Yelick t=f(.,s,.s,.) ' = s
Combinacion feli,s=g(.) t= f(.,z,.,z",.) -
de Teorias smaximal, con g & &; P
Lincoln— t= f(,,s,.,8,.) 2! £ s
Christian f€Xuaces=g() {t=f(,a'.,z",.)
Unif.As — Comm 60 s==x s
Alpuente et al. l—r=g(,s,.) modi fica
Chequeo s = f(.)maximalenr | { -7 =g(.,L,.) |condiccién
Inconsistencia f € cicloenGpgr mgu

Taboa {.1. Diversas formas de abstraccién en Unificacidn e Narrowing

Mesto é detectado mediante un grafo que se crea entre os operadores. A non terminacién implica a
existencia dun ciclo na compoiente do grafo que contén o operador superior do subtermo.
15aquelas para as que toda funcién finitaria de aridade > 0 exprésase como un termo.
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Aqui empregarase unha forma da abstraccién que difire algo da utilizada por Lincoln
e Christian xa que non se reemplazan operadores :

Definicion 4.10 Chamarase abstraccion de o : I — X ¢ reemplazamento de toda
posicion variable de Io por novas variables (unha por posicion). A sustitucidn que
leva o toda variable nove a variable ¢ que sustitue, serd denominada substitucién da
abstraccion e ¢ reemplazamento o resultado da abstraccidn, esto € :

Ay

Sexan T1,...,Tm € X em ..., 7" as posicidns en ¢ tal que o/n] = z;. Seza ! a
nova variable que corresponde d posicion 7} e X' =, ¢;cm(Uicjcn; {21}),

o a substitucién da abstraccion 6 : X' — X vén dada por zl6 = z; Para
mostrar ¢ sua relacion con o, 6 exprésase tamén por abst(c). A abstraccidn
das substitucions o ¢ 7 indicarase por abst(o, ),

'

o o resultado da abstraccion o' : I — X' ¢ ;
o' =ofr —zi]... 1" — ][t e 2] At = .

] m

Naturalmente o = o'8. A substitucidn o’ € a parte debilitada do problema, mentras
que § € a sia parte demorada.

Posto que a nova expresion o’ non ten variables repetidas, pode falarse dunha
linearizacion das substitucidons. A continuacién mdstrase a solidez e correccion desta .
operacion na unificacién ecuacional.

4.4 Seran o, 0, 8, 7, v’ verificando o = o'8, T =16,

Xr
Se §: X' — Z € un E-unificador de o’,7'. Entdn :
1) se~y € un E-unificador de 60 j; = Gojx enton jx oy € un E-unificador de o = T,

2) o conzunto S = jx o {cUg(03jx,652)|6 € cUp(a’,7)} € un conzunto completo
de E-unificadores de o = 1 (onde cU(o',7') € un conzunto completo de E-
unificadores de o' = ).

Se amais § e v son coigualadores dos repectivos problemas (e.g. se E =0), enton :

3). jx v € un coigualador de o,~
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I x X x4z
\ A

g iz

8
P G

1). Dado v tense que 0o jx oy =o'fojy oy =g d'd0jz07=p r§0jz07 =5
Tlojxoy=Tojx 07,

2). A correcc:on de 5 queda probada co anterior resultado Para a completitude

de S sexa X = Y, A € Unife(o,7). Entén A € Unifg(o’,7') polo que existen

x4 Z,Z %Y, 6 € clUg(a',7"), 6p = 6X. Polo tanto, < AMp>€Unifg(8ojx,80jz)
xaque fojx <A p>=0)=38p=460jz <A p> De onde se deduce a existencia de
v € cUg(fojx,60j4z),y <g <X p>, e polo tanto jxy <g A.

3). Sexa A un E-unificador de ¢, 7. Xa que §A é un E-unificador de ¢, 7', existe un
nico p tal que §p = GA. Polo tanto, 6 0 jx, o jz son unificados por < A, p>. Dado
que, por hipdtese, v é coigualador, existe un tnico p’ tal que yp’ =< A, p> e polo tanto,
Jx ovp' = A. Sexan py, p; tales que jx 0vp; = A = jx 0 yp;. Por ser v unificador de
Bojx,60j5z entén B o jxyp, = 6ojz'yp1 = X = bp. Pola unicidade de p, jzovp é
unica. De onde se deduce que vp; é xustamente < X, p>. Pero Xa se observou que sé
existe un p' = py = py que verifica yp' = <A, p> O.

Unha versién deste resultado é empregado por Baader[8] para obter E-unificadores
en presencia de constantes libres cando a teoria é conmutativa e de E-unificacién
unitaria sen estas constantes.

A seguinte propxedade reduce o problema da E-unificacién 4 soluc10n de problemas

do tipo I' = {} Y.

4.5 . Seza T = {I' + I"¥X},0 : X — Y, I" = jpol,I" = jiwol. Entén
6 € Unifgl’ sse existen 0/,0", §' € Unifgl’ 6" € Unifg(T"8') onde 6 = 6'9".

Esta é unha forma débil do teorema 3.8 de Rydeheard y Burstall. A necesidade
séguese de seleccionar : ' = § e 8" = idy. Para a suficiencia, sexa ' = {o,7}, I' =
{o',7'}, T" = {0",7"}, &'0' =g 7'¢ de onde o'¢8" =g 708" e tamén o"§'¢" =
779'8”. Polo tanto ¢'6” unifica o e 7 pola universalidade do coproducto O .

4.3.3 Abstraccion e Unificacién Ecuacional

Os procedementos de E-unificacién down-up que imitan o proceso de narrowing, deben
permitir o emprego de regras ecuacionais nunha forma mais xeral que a do propio
narrowing, para reemplazar o posible uso de regras obtidas nun proceso de compleccién
por pares criticos. Como se ten visto, no primeiro algoritmo deste tipo s6 se esixe
a igualdade dos operadores superiores do termo onde se aplica e do lado esquerdo
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da regra, mentras que no de Dougherty e Johann deben coincidir tédolos pares de
operadores que se atopan nas mesmas posiciéns do subtermo dado e do lado esquerdo
da regra. A continuacion se vera que a condicidén pode ser notablemente endurecida,
ata esixir a existencia dun unificador sintactico de a abstraccién do subtermo dado e do
lado esquerdo da regra empregada, condicion bastante mais forte que a que se precisa
para que Relared Paramodulation poida ser aplicada.

Se ben o novo algoritmo pode interpretarse nun esquema habitual de multiconxuntos
de pares de termos, tense realizado para pares de substitucidns, xa que a finalidade
do traballo proposto era a extensién dos resultados de Rydeheard e Stell é caso de
teorias xerais, conservando este obxectivo. Por outra parte e, aida que a notacién
por veces ¢ lixeramente mais complexa, o uso de substituciéns obriga a explicitar os
diferentes conxuntos de variables empregados, o que axuda a clarificar o diferente papel
das variables do problema dado e das ecuaciéns, o que estd directamente relacionado
coa mellora introducida. Este control das variables debe ser reforzado 6 incorporar
ecuacions condicionais.

Relaxed Narrowing e Unificacién de Substituciéns

A continuacién mostrarase como realizar a unificacién de substituciéns incorporando
o procedemento de Relazed Narrowing a este contexto. Para elo se empregari a
abstraccién de variables, que na forma definida previamente. Deste xeito evitase
o uso da Descomposzcwn para eliminar os operadores despois de utilizar Lazy
Paramodulation, xa que esta operacién atépase incluida no unificador do novo
problema.

Non se mostra explicitamente a forma de integrar Relazed Narrowing con
presentaciéns condicionais, xa que esto mesmo se realizara expresamente para o novo
método. De todas formas, pode notarse, que elo corresponde xa a unha nova mellora
respecto de Relazed Narrowing.

Sexal' =1 £ X un problema de E-unificacién. Darase unha nova regra =5, que
se aplica reiteradamente és sucesivos problemas ata chegar a un par de eles unificables
sintacticamente.

Dase, en primeiro lugar, a transformacién que extrae o unificador mais xeral. Se
|7] > 1, pode seleccionarse I' C I, obter I';s = jp ol e, se § = mgu(I'y) obtense
un novo problema ou instanciar jppI' por § (ev1deutemente poden aparecer outras
soluciéns correspondentes & aplicacién de axiomas).

Por elo, en forma algo semellante a [129], pode considerarse a existencia dunha
regra da forma :

I’-{-I”ﬁX "gup‘s I”_mL_&_’Z

. . s . ?
onde 8§ : X — Z é o unificador mais xeral de jp oo = jy o7, Esta operacion sera
expresada igualmente por =3’ se non é relevante indicar o subproblema e o unificador.

Para aplicar no problema de E-unificacién [ £X a 2-célula o (ou dito mais
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propiamente a 2-célula ex(c) extension de o), empregarase unha nova transformacién
T .. ks e g
=£. Para observar a forma de actuacién de =5 dividirase o proceso en tres fases :

t) a abstraccién dunha parte do problema,

i1) a aplicacién dunha forma de narrowing na parte previamente debilitada pola
abstraccion,

i4i) a aplicacién da 2-célula e incorporacién das condiciéns demoradas.

i) Sexa ¢ a substitucién do problema onde seré aplicada a 2-célula «. En
primeiro lugar, realizanse as abstraccidns de o e s(a). Previamente, para conservar a
compatibilidade nas variables, é preciso realizar o coproducto X 4+ X, xa que o novo
problema contén as variables previas (X) xunto coas variables (X, = cod(s(a)). Pode
supofierse que ex{a)/7 = «, polo que a abstraccién de ¢ sé se realiza para as variables
que se atopan en posicions > w. Denotando por o, = o /7, e por o’ o resultado da
abstraccion, a substitucién o sera reemplazada por : ¢/ = g o jx[r « o’ 0 jx]: I —
X+ X', X' = cod(abst(on,s{a)).

12 x—g s

!
<1x,0>
(ezt\ X

X+Xx!

Xa que a 2-célula ex(a) coincide con o nas posiciéns n', 7’ L 7 se X, = cod(s(a)),
o codominio de s(ex(a)) é X + X,, posto que as variables de X poden aparecer nas
posicions independentes de =.

it) A segunda operacién consiste na obtencién do unificador mais xeral p do

problema ¢’ < s(ex(a)) : I ZX 4 X'. Dado que as variables de X non son modificadas,
p pode expresarse tamén como < §,1x >, onde § = mgu(c’,(s(a))) : X' — Z,
pr X+X —-Z4+X. ‘

Como consecuencia do teorema de unificacién de Robinson[150], se v = mgu(s, t),
entén /() C Var(s,t). Andlogamente, existe unha inxecciéon Z 22 Z + 2/ = X".
Xeralmente, esta inclusién non aparece explicitamente dado que as variables son
renomeadas para garantir a idempotencia.

i) O dltimo paso consiste na obtencién do novo problema que contén como
subproblemas a :

a) o par de substituciéns obtido 6 reemplazar ¢ por t(ez(a)),

b) as condicions demoradas pola abstraccion {a substitucién da abstraccion, xunto
co mgu obtido).
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As novas substitucions que corresponden a a) son polo tanto 7 o jx,t(ex(c))

[ —F X

tleg(a)) |ix
X+ Xa

Xa que para toda posicién 7, 7' L ¥, cimplese que o /7’ = t(ex(a))/7’, esta primeira
? .
condicién do novo problema pode expresarse como ¢' = 7!, onde 0! = 7 0 jx[r

. - .
tla)ojx,}, 7' =70jx.

b) A segunda condicidén, contén a expresién necesariamente demorada dado que non
pode ser igualada sintacticamente (a diferencia do narrowing). Esta forma demorada

é:0*< 72 onde 72 =0 X' =X+ X,y0'=603z0080.
8

X' —_— X+Xa
\
8 8
z 1z X!

Xf

. . 7 . . .
Neste caso, se dird que ¢ = 7 é levado mediante Relazed Paramodulation con
., ? .
Abstraccion en <o',02> = < 71,72 >, 0 que serd expresado por

? n 1 2 ?
o=T =§,T,o, <o, > = <‘r1,‘rz>

~ Obsérvese na figura 4.1 que :

¢ o diagrama representado por @ corresponde a abstraccidén

P

e o correspondente a (@ é.a extraccién do unificador mais xeneral e
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Figura 4.1: Relaxed Paramodulation con Abstraccién

£(%)
oln 3
R ¢ —— X+X «

| \® \
(s (%)
x'x ) @

z__l_._7x,

e a operacién empregada en @ tratase da inclusién das variables do codominio
do unificador mais xeral e a sia composicién coa substitucidon da abstraccién.

- ’ ’ v T .
No seguinte exemplo méstrase cémo a transformacién =% actda en forma semellante
a propia transformacién Relazed Paramodulation logo da eliminacién dos operadores
imposta por Relared Narrowing.

Exemplo 4.16 R = {f(a,b,z,z) > g(a,b), « 5 b}, T = {f(y,5,0,6) £ g(a,)}.
Aplicar Relazed Paramodulation con a, produce f(y,y,a,b) = f(a, b,z VL), ( b) <
g(a, y) Pola restrzcczon imposta, este iltimo problema transformase en y = a, y 4

b, z=a, z=b, gla,b) = g(a y). A actuacion de 2 produce :

o ctapa de abstraccion : o resultado f(y,yz,a,b), f(a,b,ml,mz), e a substitucion
da abstraccion : {y1/y,y2/y, 21/, x2/ 2},

o extraccion do mgu : y1/a, y2/b, z1/a, 2,3/,

* 0 novo problema € : {g(a, b) < gla,y)} (correspondente 6 reemplazamento)

2
U{y =a, y=b x=a, r =0} (consecuencza de compotier o unificador mdis
zeral coa substitucion da abstraccidn).
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Figura 4.2: Variables abstraidas no problema e na regla ecuacional

Non se mostra explicitamente a forma e completitude da incorporacién de ecuaciéns
condicionais, dado que esto se fara para o novo método de E-unificacién. Enfécase
agora o problema de obter un método que amais das melloras mencionadas, impofia
condiciéns sustancialmente mais fortes que as exigidas na regra anterior.

4.3.4 Narrowing con Abstraccién

Xa que o anterior procedemento actia sobre as variables X do problema previo e da
2-célula ecuacional X, mediante a abstraccion das variables e posterior extraccion do
mgu de o, e de (s(a)), prantéxase a cuestién acerca da necesidade desta operacién
(simétrica respecto de o e s(a)).

Na figura 4.2, méstrase, coa notacién usual, dous termos s/m e [, correspondentes 6
subproblema onde se aplica a igualdade [ =g r e a situacion das variables repetidas de
ambas expresions. Nesta figura 4.2 obsérvase que sy, s, se atopan relacionados cunha
mesma variable y € Var(l), e anidlogamente [, {; coa variable z € Var(s). Supdnase
que $;, Sz non son unificables, nen tampouco [/, {;, asi como a existencia dunha regla
I' = ' que aplicada en /; permite obter un E-unificador de [ < 1,. Esto significa
que existe un par critico formado entre [ — r e I’ = r’. Dado que o correspondente
par critico non pode ser explicitamente utilizado, que !’ — r' tampouco pode selo no
problema e que /i, I; non son unificables, tense que { — r s6 pode ser aplicada en s/7
se se realiza a abstraccion das posicions variables. Unha vez que {;, /5 se atopan como
expresions do problema, I’ — r’ xa pode ser empregada, permitindo a obtencién do
correspondente E-unificador.

A abstraccién-linearizacion das posiciéns da variable y € Var(l) é necesaria se
51,82 non son unificables sintacticamente. Se tampouco son E-unificables, entén é
innecesario permitir a aplicacion de { — r. Noutro caso (son E-unificables), existe
unha serie de ecuaciéns que permiten transformar esas expresions ata facer que sy, s
se convirtan en expresiéns E-unificables. Estas poden aplicarse previamente e, unha
vez que as novas expresions s, sp son E-unificables, xa se pode aplicar | — r. Esto
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permite conxeturar que se pode esixir a unificabilidade da expresién previa logo de
abstraer as sias variables sen realizar a abstraccién das variables das ecuacidns. A
continuacion se vera :

e como realizar esta transformacién readaptando o procedemento previamente
indicado,

® que o novo sistema permite soluciéns redundantes producidas por Relazed
Narrowing,

® que conserva as propiedades de correcién e completitude,
® que permite incorporar ecuaciéns condicionais,
® que se poden incorporar novas melloras para eliminar algunhas redundancias.

Para obter a nova transformacién -denominada Narrowing con Abstraccion e
representada por = dividese novamente o proceso en tres fases :

i) a abstraccién dunha parte do problema,

%) a aplicacién dunha forma de narrowing na parte previamente debilitada pola
abstraccion,

i11) a aplicacién da 2-célula e incorporacién das condiciéns demoradas.

i) Cornparando este paso co anterior, agora sé se realiza a abstraccién de o, = ofn
e a substitucién o é reemplazada por: o' = oo jx[r — ol ojx]: I — X + X'

o
I — X
0\ /<1x.9>
X+X'

Como no caso anterior, o codominio de s(ex(a)) é X + X,.

i7) A segunda operacién consiste na obtencién do unificador madis xeral § : X +

X'+ X, — Z do problema ¢ 0 jx,x» = s(ex(a)) o gx4x, + 12X + X' + X,.
Se 6 é tamén un coigualador de ese problema, pode expresarse igualmente como
<jx,r,$>: X+ X'+ X, — X + Z, onde r e s se obtefien do push-out :

] X
N,
S

Xa

{i
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. . . « £ jZ
Igualmente 6 caso anterior, existe unha inxeccion Z =5 Z + 7' = X' + X,,.

1) O ultimo paso consiste na obtencién do novo problema que contén como
subproblemas :

a) 6 par de substituciéns obtido 6 reemplazar o por t{ez(a)),

b) 4s condiciéns demoradas pola abstraccién (a substitucién da abstraccién, xunto
co coigualador obtido).

a) Para conservar a compatibilidade nas variables, é preciéo realizar o coproducto
X + X, xa que o novo problema contén as variables previas {X) xunto coas variables
(X&) da 2-célula, tratandose polo tanto do par 7o jx,t(ex(a))

1 =1 o x
tleg(a)) |ix

X+Xa

Xa que para toda posicion 7', 7' L 7, tense que o/n’ = t(ex(a))/x’, esta primeira
e ? .
condicion do novo problema pode expresarse como o' = 7!, onde o' = ¢ o0 jx[x —
. X .
t(a)ojx,], Tt =710 jx. 7
b) A segunda condicién, contén a expresién necesariamente demorada dado que

non pode ser igualada sintdcticamente (a diferencia do narrowing). Esta forma
i

demorada é : o = 7%, onde 72 = < fojx,jx. > : X'+ Xoa — X + X, e
02:<rsS>OjZO<90jX7an>‘

<Boix Jxa>
X'+Xa - ——¢ X4Xa

\»s\> f<6ojx x>

z __’_Z, X'+Xa

Por ultimo, a reunién do par de subproblemas, produce como novo problema :

T+ X'+ X o

X'+ Xa

Na figura 4.3 méstrase o esquema xeral utilizado e na que :
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Figura 4.3: Narrowing con Abstraccion

G’TC
£ (o) {.} 7x ——37 X+X a
s (&) /n
X,

<e-jxf lx >

\/ /A

A _'7 X' 44X o

e o diagrama representado por (O corresponde 4 abstraccién,
® o correspondiente a (@ é a extraccién do unificador mais xeral,

e a operacién empregada en (@ representa a inclusién das variables e o
coproducto.

. ?
Neste caso, dirase que o = 7 ¢é levado mediante Narrowing con Abstraccidn en
<ol ol> =< 7! T >, 0 que sera expresado por

? n 1 2 ?
c=1 2, ,<0, 0> =<7 2>

Tamén se usa 25 sen explicitar a posicién nen a 2-célula utilizada. Os unificadores que
se obtefien polo novo método dirdnse obtidos por narrowing con abstraccion.

Pode observarse unha certa semellanza co método que se segue de empregar a
propiedade 4.4 cando a condicién é € cl/(..) é reemplazada por unha condicién mais

: . L ?
forte (coigualador), e se incorporan as novas condiciéns % = 72,

Relaxed Paramodulation e Narrowing con Abstraccién

Narrowing con Abstraccion emprega unha condicién mais forte que a de Relazed
Paramodulation, dado que unha das expresiéns a unificar non foi debilitada
(linearizada).

4.6 Sexan s,t dous termos. A condicion fop-unify(s,t) € equivalente d ezistencia do
mgu(s’,t’), onde s, t’ son, respectivamente, a abstraccion-posicion de s e a de t.
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Dado que a condicién top-unify equivale a existencia do unificador madis xeral da
abstraccion e do lado esquerdo da ecuacidn, coinciden cando se non hai variables
repetidas neste. En cambio, se non existen variables repetidas no subtermo (e polo
tanto a abstraccién non é necesaria), a condicion mgu(s/7, [} é exactamente a condicion
necesaria para poder aplicar narrowing. Polo tanto, pode decirse que narrowing con
abstraccion, se atopa entre Relared Paramodulation e narrowing. -

A linealidade das ecuaciéns (especialmente do lado esquerdo cando se atopan
orientadas), € unha restriccién usual [87, 190, 128] e acompafiada doutras restriccions,
garantiza o caracter candnico. Xustamente os casos de non linealidade, polo tanto os
mais dificiles de tratar, é onde narrowing con abstraccion mellora a Relozed Narrowing.
O eliminar un bé numero de redundancias, faise mais difici} obter novos métodos sen
perder a completitud. Asi, modificacions equivalentes aplicadas a Relazed Narrowing
e a narrowing con abstraccion eliminan neste unha menor proporcidon de solucions.
Observese para elo, a Tabla B.2 nos problemas penultimo e antepenultimo.

No seguinte exemplo vése diferencia entre a forma de actuacion de Lazy
Paramodulation, Relazed Paramodulation e Narrowing con Abstraccidn.

Exemplo 4.17 R = {a — b, f(a,b,2,2,8) = 9(a,8)}, T = {f(y,t,0,6,a)  g(y)}

e a regra f(a,b,z,z,b) — g(a,b) pode ser aplicade en f(y,y,a,b,a) por Lazy
Pararmodulation,

o Relazed Paramodulation non permite esta aplicacion, e debe usarse previamente
a regra a — b na posicion 5 e unha vez obtido o termo f(y,y,a,b,b) za pode ser
aplicada f(a,b,z,z,b) — g(a,b),

e Narrowing con Abstraccion non permite tampouce esta iltima transformacién,
¢ non existir unificador do par (f(yl,yg,a,,b, b),f(a,b,:c,a’:,b)). Para obter
a solucion debe ser usada novamente a — b na posicion 3 producindo o
termo f(y,y,b,b,0) onde za € posible empregar. f(a,b,z,z,b) — gla,b) obtendo

{9(a,b) = g(a,b), y = a,y = b}.

No Apéndice A méstrase unha implementacion destes algoritmos. No Apéndice B
obsérvase un estudio comparativo nunha serie de problemas, de exemplos resoltos cas
mencionadas implementaciéns.

Pode observarse unha proximidade entre o Narrowing con Abstraccion e a estratexia
de basic narrowing. Nos dous casos, considérase en forma diferente as instanciaciéns
das variables da regra ecuacional empregada e coas do problema dado. En certa medida
pédese decir que corrixen a simetria das reglas previas, usando transformaciéns que se
adaptan mellor 6 contexto no que as transformaciéns son aplicadas. Amais, en-ambas
substituense derivacions que actian sobre subtermos do novo problema, por aplicaciéns
de regras nos correspondentes subtermos previos.
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4.3.5 Correccién e completitude do novo algoritmo

’ . . A L T
Probase en primeiro lugar, a correccién da transformacién 2£.

7 ? . 7
4.7 Seza 0 =1 3., <0',0?> = <71,72> ¢ A un E-unificador de <o',0?> <

d N Id - ?
< 7th 78>, Entdn jx o X € un E-unificador de 0 = .

Proba. Por hipdtese o'A =g 71X ou sexa g0 jx[r — t(a) 07x.]A =5 Tojx A, asf como
<fBojx,3x,> A =g <r,s>0jz0 <fojx,jx, > A. Compoiiendo esta iltima igualdade
CON JX,y JXoA =S0jz0 <Bojx,jx,> A

Prébase que o/7 0 jx 0 A =g t(a) 0 jx, o A. Para elo, emprégase que o/rojxA =
t(a)ojx, o). Esto é certo, posto que o/7ojxoX = (0/x)00jx od=(g/n) ojxo <o
JX13Xe > A =g (0/7)'0jxi0 <r,s> 0jzo <fojx,jx,> A =(a/r)orojz <Bojx,jy > A
= s(a)osogz <fojx,jy>A=gt(a)osojz <hojx,ix.> I =g tla)ojx, 0 A
De aquf se deduce a correccién, dado que o o jx 0 A = o1 « (c/m)]ojx oA =
gojx oA[m «— (o/m)ojx o) =g gojxolm « t(a)ojx, 0 = gojx[r
t(a) ija]/\ =E Ton oA0O.
Pode observarse que nesta proba téfiense empregado as propiedades 2.3 e 2.8 das
posicions e substitucidns respectivamente, asi como a monotonia e a congruencia da
relacion =g.

4.8 Sexa A € S(o <, =), entén oA =g 7.

Esto resulta directamente da correccién de cada paso de 2% pola propiedade anterior
e da correcién de cada paso de = 0.

Para probar a completitude do novo método, aprovéitase a completitude
do narrowing usando ecuaciéns de C(E), o que producird como consecuencia
a completitude de Narrowing con Abstraccion usando estas mesmas ecuacidns.
Posteriormente se verd como se poden sustituir as secuencias que empregan os
elementos de C(FE) que non se atopan no conxunto de ecuaciéns E dado.

4.9 Seza C(E) o resultado de aplicar @ compleccién de pares criticos a un conzunto
E de 2-células. S{o < 7, 28) € un conzunto completo de E-unificadores.

Proba. Xa se probou que C(E) é pechada, polo que, usando este conxunto de
axiomas, S(o = 7, =) é completo. Por outra parte, calquera aplicacién de narrowing
é obtida como = seguida da aplicacién de %' na expresién. indicada previamente
como o2 = 72, Polo tanto, S(o = 7, 2) ¢ un conxunto completo de C(E)-unificadores
deo < 70O,

Para reemplazar o uso dos pares criticos, precisase unha forma de eliminar
operadores despois de obter a unificacién das condiciéns demoradas.
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Sexa 0 = <ol,0?>, r = <7!,72>. A transformacién = consiste na eliminacién
dos operadores seguida da factorizacién. Sexa ¢ = <ay,...,0,>, T2 =<7, ..., 7>
e A;@;, A7 afactorizacion do primeiro operador ( 2.51) para o; e 7; respectivamente.
Usamos novamente a notacién o para expresar < Sigmai,...,0i_1,04,...,0, >
(andlogamente para 7%). A continuacion se definen &,7 desde ¢ 7% mediante : para
cada «; tal que (0%)ep/7} = z; = (0%)p/7F tense o/m} = o¥/n} e G/xF = r2/x) k £ 1
e 7 = 72, Seguidamente, en &, 7 emprégase novamente a eliminacién de operadores,
indicando o novo par tamén por &,7. Con esta notacién, a nova transformacién =
ven dada por

7 7
g=T =ﬂ(,~ <01,5'>i<7'1,f>

A correcidn desta operacidn é unha consecuencia directa da monotonia da igualdade.
A continuacién preséntase un resultado determinante para a completitude do novo
método, Xa que proba que os elementos de £* poden ser sustituidos polos de Ei-1.

4.10 Sezxa o = T un problema de E-unificacion e A un E-untficador tal que A € S(o <

T, 25 U :d‘,') con £-células de EU Pares-criticos(E). Entén A € S(o z T, B U :“,L,)
con Z-células de F.

Para simplificar a notacién, non serdn indicadas as inclusiéns jx, j X, € a
substitucion <fojx,1x, > exprésase como §, mentras que a expresién <r,s> 0jz0 <
8ojx,7x,> sera .

Proba. Aplicarase induccién no mimero n de pares criticos empregados.

Para n = 0 tédalas 2-células son de F e polo tanto o resultado é certo.

Suposto para n — 1. Sen pérdida de xeralidade, pode supoiierse que a primeira regra
empregada é %, aplicada na posicién 7 de o a un par critico de T — e X, e
I8 Xg. Este pode ter a seguinte forma e orientacién :

1. t(a)p 1S s(a)plw « t(B)p] ou ben :

2. s(@)plw — t(B)p] > t(a)p

onde p = mgu(s(a)/w, s(8))
Para o primeiro caso,

? n ?
ao=T =g'ﬂ,"f =T

onde oy = < o[r « s(a)plw — HB)pl},6: >, m = < 7,6, > sendo 6, =
(mgu((o/w)’,t(a)p))el, 6y = abst(o/r) e a condicién para que ¥! sexa aplicada

¢ a existencia do mgu sinalado.

. . . ?
Probarase que, por selecciéns axeitadas, pode obterse o propio par ¢; = 7

empregando as regras a e 5.
. n - e . -
Para elo, aplicase =% en o, posicién 7 coa 2-célula a~1 :
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o ; T gﬂ.‘a—l 5’1 ; ﬁ_
con &y = < olr — s(a),6; >, F = <78 > & = (mgu((o/r),t(a)))8,,
07 = 0, = abst(o /). Pola separacién de variables, a existencia de mgu ((a/a‘r)',t(a)p))
implica a existencia de mgu((o/7)’,t(a)) por 3.6.
Na posicion w de o[r «— s(a)] aplicase = coa regra 3 de &y, o que produce como
novo problema : -
1= Bupin =1
onde o, = < g « s(a)]ltr-w « B)],6,8, > 7 = < 7,6,,8, >, con
8 = (mgu((olr — s(a)),s(8)))8;, 8 = abst(or — s(a)]). Esta operacién pode
realizarse, xa que pola propiedade 2 de 2.3, mgu((a[fr — s(a)]/= - w)',.s(ﬂ)) =
mau((s(a)/s) 3(8) < p. ?
A continuacién, pode aplicarse "=’ no par & = #] que proporciona £, como se
deduce de utilizar a propiedade 4.{. Aplicar p 6 problema resultante e eliminar os
operadores comuns mediante =% produce xustamente ¢; = 7.

No segundo caso, existen dias posibilidades :

[a] que existan posicidns v, v’ (de s(a)), tales que 7 - v é unha posicién variable de
o,w = v -V (esto ¢, ou ben 7 -w ou non existe ou é unha posicién variable de &),

[b] que a posicién 7 - w sexa unha posicion non variable de o.

A aplicacién de v na posiciéon = de o, da lugar a :

? 7 ?
og=T 4#,70’1:7-1

onde 01 = < ofr « ta)p],61 >, N = <7,6,>, & = (mgu((a/vr)’, s(a)plw «
t(ﬁ)p])) 61, 6, = abst(o/7) e por hipétese, existe este mgu.
Para o caso [a], pode seleccionarse a posicién 7 de o e a regra o, de onde se obtén :

? ng ' - ? _
o =To :gﬂ',a op=7n

onde 7, = < ot — ta)],§ >n = < 7,0, >, & = (mgu((o/rY,5(a)))8],
0] = abst(o /7).

Esta seleccidén é correcta, xa que a variable que se atopa na posicién 7 - v ten sido
renomeada e o mgu((o/7), s(a}) é mgu(o/7 '), s(a)/w’) Umgu((o/7-v),s(a)/ - v),
para toda W' € II(s(a)),w’ L v.

De feito, &] e 8] pédese expresar como <§7,62> e <8,62> onde

o 6 = (mgu((o/7 - vY,5(a)/v)))8} = s(a)/v, 6} = abst(/r-v),
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o §f = (mgu((a/w : w’)',s(a)/w’)))ﬁ’lz, 07 = abst(o/m-w'), W' Lv

Aplicando a regra 3 na posicién v’ de §; (que non é variable por definicién de par
critico), obtense o novo problema :

HER By Eh
onde 7; = < J[W = t(a)],ﬁil[y’ = t(ﬁ)]:éfs‘g? > T2 = < 7,9;‘,93,62 > con
82 = (mgu((s(@)/w)',5(8))) 81, 02 = abst(s(a)/w).
A transformacién = aplicada 6 par & <6, proporciona p, o cal, aplicado 6 resto
do problema produce

Gr=7 eyt
para &3 = <o(r «— t(a)p], s(a)p/v[v’ — t(8)p],67p>, 7 = < 1,600,607 >
O par <s(a/v)plv' —t(8)p],82p>= <z, > pode expresarse logo da eliminacién
dos operadores comins por :d>, (pola asociatividade do mgu e xa que as posicidns

w € [I(s(e)), @ < v non son variables e coinciden coas posiciéns o/7w), como & = 6,
de onde se obtén o mesmo problema resultado de aplicar o par critico +.

Para reemplazar a secuencia derivada de [b] seleccidnase en primeiro lugar a
posicién 7 - w de ¢ onde é aplicada 1. Esto produce :

? ng - 7 _
g=7T =g0'1=1'1

con &y = <ofr-w — s(B),& > 7 =< 0 >, & = (mgu((a/w-w)’,t(ﬁ)))ﬂ{,
8 = abst(o /7 w). A existencia do mgu estd garantida, xa que é a su vez unha condicién
necesaria para a existencia do mgu((co/7)’, s(a){w < t(8)]) unificador existente, xa que
dom(p) N X = P por 3.5.

Seleccionando ofx - w « s(8)], posicién 7 e regra ¢, tense a transformacion :

- 7T _ ma _ 7 _
o1 =T =g’0'2=7'2

onde 63 = <ofr-w «— s(B)l[xr — t(a)],6],8,>, o = <7,8,,6,> 6, =
(mgu((a[ﬂ cw — s(B/)] /), s(a_)))Bg, 82 = abst(o[r-w « s(B)]/7). A existencia de &,

esta asegurada, posto que :
e s(a)p/w = 5(B)p e polo tanto s(a)fr — s(B)]p = s(a)p,
¢ se existe mgu(s, t), tamén existe mgu(sfr — u],t[r — u)),

¢ xa que (o7 -w — s5(B)])//7 < o[r-w « s(B)p] e pola separacién de variables de
B e a, se ten a existencia do mgu requerido.

Aqui o problema subdividese en :
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1. cando s(a)/w ten variables comins con s(@)/w’, para toda w' € H(s(a)),w’ L w
e estas variables son instanciadas por &,

2. noutro caso.

Para 1 : Neste caso, pode existir algunha variable instanciada por 8, que pertenece
a cod(p). Nétese que &, pode instanciar un certo nimero de variables de s(a), s(8),
eliminadas por p.

Probarase que, se o unificador mais xeneral ten sido expresado nunha forma
factorlza.da., p pode ser obtido igualmente empregando %" nas ecuaciéns de <67, 8. >

= <0;,0;>. Obtido p, e aplicado nas novas ecuacions, obtense o propio §; = 6.
Para elo, empregarase a factorizacién do umﬁcador p. Sexan u, v substituciéns e g
un unificador sintictico deste par. Definese o grado de factorizacidn dunha variable =

(Ju's v, TJ') por

¢ O0sean=uc,

o i,sei—1= maz:{gmdo-factorz'zacion(y)| existe 7 € Il u, y € cod((y/ar)e,,)} U
{(gmdo-factorizacion(y)| existe # € [I;v, y € cod((u/ﬂ')ep)}.

Supénse un orden nas variables para orientar as instancias mutuas dos pares de
varla.bles que se atopan na mesma clase para a relacién vdlida que se establece en
p=v.

O grado de factorizacién ¢ de (p,»,n) é o méaximo dos grados de factorizacién das
variables de cod(n), de forma que pode supofierse a existencia dunha substitucién

7 tal que . = §...7 un nimero ¢ de veces. Sexan : =z unha variable
tal que grado_factorizacion(z) = i, = unha poesicién 7 € M (g) N II(r) con
maz{grado_factorizacion(y € cod(v/x))} = i ~ 1. Esto permite determifiar a

instanciacion 7;3 = v/7.

Para probar.o resultado, aplicase induccién no grado de factorizacién i de
(s(@)/w, s(8), p)-

Para ¢ = 0, esto significa que p = 1x,.+x, ¥ polo tanto é; = < 6},8; > = pé; (dado
que non se xeran ecuacions entre s(a)/w y s(8)). :

Suposto para i — 1. Posto que o unificador méis xeral se expresa en forma
factorizada, que en 8 = 6, se 3 € cod(s(3)) e gmdo_factorizacion(:cg) en
(s(a)/w,s(B),p) = 1, existe w,, € TI(s(e), e unha variable z7, ;1:302 = zg tal que 236, =
s(a)/wz, eo gra,do de factorizacién das variables de s(a)/w;, é < i. Andlogamente, se
To ten grado_factorizacion = i, existe wy,, z, =0, = 74, 2/,8; = 5(B)/wz,.

Suposto que para toda variable z € dom(p), tal que grado_factorizacion(z)} < i,
a partir de 6 = 8, se obtén aplicando a transformacmn ¥ unha ecuacién que, por

abuso de notacién, pode expresarse como z6 = zp e esta variable tén sido eliminada
no resto das ecuacions.
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Sexa y, grado_factorizacion(y) = i. Xa que yp pode expresarse como y'8,p onde
y' corresponde a unha variable resultante de abstraer y, que o grado de factorizacion
das variables de y'd; é < i, a eliminacién de variables ( =), produce a ecuacién
Y < 82p sendo esta ultima expresién =yp. Obtido p, as novas ecuaciéns resultantes
de < 61,6, > < < 01,8, > m£’>up 4,»* § < f, coinciden con 6 2 61. A operacién 4
precisase para eliminar os operadores nas ecuactons resultado de aplicar p (dado que o
unificador mais xeral poidera non obterse).

2. O par 6, = 8, pode expresarse como <63,63> = <03, 0%> onde
o 01 = abst(s(B)), 02 = abst(o/7 - W), W' L w,
o 8 = (mgu((s(8),s(a)/w))8}, & = (mgu((o/7 - w), s(a)/u)) 8.

Esto é certo, dado que as posiciéns € 7 - w de ¢ non son variables. Aplicando =
no par 6! = 61 obtense p, que aplicado no resto do problema e posterior uso de =%
produce :

R S A
onde &3 = <o[r - w «— s(Bpllr — t(a)],61p, 65>, 73 = <1,6,,02>. Pero o1 w —
s(B)pl[7 — t(a)p} = [T « t(a)p] e, xa que (s(a)/w)p = 5(F)p, se deduce a igualdade
<mgu((0/7f-w)’,t(ﬁ)p), mgu((o/n -w’)',s(a)p/w')) = mgu((a/r), s(e)plw — t(B)s]).

. . 7
Polo tanto, @3 = 73 coincide con oy = 7. O.

4.11 Seza E un conzunto de ecuacions expresado como 2-células. A aplicacién de

= e é a un problema de unificacion I', proporciona un conzunto completo de
E-unificadores de T.

Proba. En primeiro lugar, constriese o conxunto pechado C(E) de 2-células obtido
dende E. Pola propiedade 4.3, S(I', =) proporciona un conxunto completo de E-
unificadores de T' se se empregan para elo 2-células de C(E). Por outra parte, toda
aplicacién de = pode ser sustituida por unha secuencia de 2% e =" (aplicando esta
dltima na parte § = 0). Sexa A un E-unificador de I'. Existe polo tanto unha secuencia
de 2% e de "=’ que proporciona u <g A. Xa que existe un ¢z > 0 tal que para toda
2-célula v de C (£) empregada na secuencia que produce g, verificase que v € E', e
aplicando reiteradamente a anterior propiedade, obtense o resultado O.

Incorporacién de condiciéns

[ ! ’ - .o ’ . s L 3
A transformacién = serd modificada para incluir ecuaciéns condicionais.
S{ e [
. . . . . - ~<p
A aplicacion da 2-célula condicional o dada por (Ia gfaijE Xoy IS X, + X;;),
realizase en igual forma ¢ caso anterior, modificande os novos unificandos mediante a
incorporacion da expresién condicional e incluindo o novo conxunto de variables X:.
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Nos diagramas previos para =5, simplemente se incorpora (a derelta) 0 novo conxunto
X+ X+ X:.
Esta nova transformacion actia da seguinte forma :

] Nd
o=T %_ma‘(gh(s,m)i(‘rl,o,f) onde

¢ o1 =0 ojx[r —tla)ojx,l, m=70jx,
¢ 5= (mgu((a/w)’,s(a)))f), 6 = abst(c /),

) ;.
) m:ca03xg,§:ca0p(g

0 novo problema ¢ polo tanto un par de substituciéns entre os conxuntos I + X’ +
Xa+X; e X +X,+ X2

4.12 Se A€ S(o =7, 22 entén A € Unifg(o = 71).

Proba. Aplicase induccién en n onde n é o nimero de pasos de 2% empregados. Para
n =0, A = mgu{o, A).

Suposto para n = 1. Sexa o = 1 =% < op,6,k > << m,8,€ >, X tal que
A€ S(<ay,b,6> = <7'1,9 £>, %) e A = jx o A. Usando a notacién anterior, por

induccién CaO]Xa+Xe)\ =g Co:o]Xa+X=’\ y por conseguinte s(a)ojx,0A =g t(a)ojx, oA
O resto é semellante a propiedade 4.7 O.

Pa,ra, probar a completltude de =23 emprégase o mesmo esquema que o utilizado
pa.ra. O €aso sen COI]d]ClOD.S :

»

4.13 Sexa C(E) o resultado de aplicar a compleccion por pares criticos a un conzunto
E de 2-células condicionais. - E'nton S'(o <, =2} usando C(E) € un conzunto
completo de E-unificadores de o0 = 7. ‘

Proba. A aplicacién de 2% pode ser sustituida por 23 seguida da transformacién =%

en § =4 (usando a notacién anterior). Da completitude de 25 dedticese o resultado
.

4.14 Seza ¢ = T un problema de E-unificacion do que A\ € unha solucion obtida
aplicando 25, 8 4 ¢ 2 células de EU Pares-criticos(E). Entdn A € S(o L, 22
U é) con 2-células de E.

Proba. A demostracién é semellante 4 do caso sen condiciéns 4:10. Usando a
mesma notacién que en aquel caso, o par critico xerado pode tratarse de :

Csm
({z} B Xy, IE 4 IS X, +xe)
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ou o seu inverso, v~ ! que difire de v exclusivamente en que os respectivos inicio e
destino, s(v) e t(7), tefien sido intercambiados.

Lémbrase que a aplicacién de  poido producirse tanto na parte non condicional
s(a) como na condicional c,,c,. As respectivas substituciéns son :

e s(y) =s(a)ojx, o plw —t(B)ojx, 0 pl,
o i(7) =tea)ojx, 0p

® ¢y = <Ca0JXoXg <POIXarJXg) €60 IXptX5 <P O JXarIx5>>,

o ¢\, = <€, 0 XatXg <POIXarJXg) €5 O JXptxy PO JXarJxg>>

Dado que p = mgu(s(a}/w,s(8)} pode ser obtido mediante a aplicacién de =
coas 2-células a, § (ou as sias inversas), a 2-célula vy (respectivamente y~!) é imitada.
Posto que cada un dos Pares criticos(E} pode ser sustituido, obtense unha secuencia
que produce A. No caso de que + se forme por aplicacion de # na parte condicional,

dado que « foi aplicada, dedicese que a pode ser igualmente aplicada (pola separacion
das variables e a propiedade 3.6). Introducidas as expresidns condicinais ¢, = ., pode

aplicarse 3 na correspondente posicién e p = mgu(c./w, s(f3)) € obtido empregando
a transformacién =%, que, tras aplicar = para eliminar os operadores, da o mesmo
resultado que logo de aplicar v O.

4.15 Seza E un conzunio de ecuacions condicionais, expresado como 2-células. O
conzunto S(T, == v) %), proporciona un conrunto completo de E-unificadores de I'.

Proba. Esta é equivalente 6 caso non condicional 4.11. Xa que todo E-unificador
de o < 7 pode ser obtido dende narrowing condicional usando 2-células de C (E), existe
unha serie de transformaciéns de 2=, "’ que proporcionan A usando as mesmas
2-células (aplicando directamente 3" nas expresiéns § = ). Posto que toda 2-célula
de C(E) éo tamén dunha E*, existe j, tal que as 2-células empregadas sonno de E7.
Aplicando reiteradamente a proposicién anterior, obtense o resultado. O.

4.3.6 Melloras no novo algoritmo

. L T TLCH ..
Pode observarse que na aplicacién de 2% (resp. ==) para obter as soluciéns do
. 7 ., ? , .
problema inicial ¢ = 7, e dadas as soluciéns do novo problema ¢, = 7, é preciso

. componer éstas coa inclusion jx, dado que so son admitidas como solucions aquelas
. substituciéns que modifican exclusivamente as variables do problema inicial. Pero
en moitos problemas, existen diferentes instanciaciéns de variables dos axiomas sen
relevancia nun problema dado. Por elo, se o novo problema contén subproblemas cuias
soluciéns non poden meodificar o problema inicial, estes subproblemas poden ser resoltos
esixindo exclusivamente a obtencidén da sia resolubilidade. Esta situacion darase cunha
certa frecuencia 6 incorporar ecuacions condicionais.
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Exemplo 4.18 R = {f(z,q) = flby) = a = b, Ly flbyy) = f(z,e)}, I'=
{a < b}

A resolubilidade de f(z,a) < f(b,y) € inmediata por ter unificador mdis zeral, o que
evita ter que empregar a regra [3.

Respecto das estratexias de narrowing que poden ser incorporadas a Narrowing con
Abstraccion, encéntrase que baixo certas condiciéns se poden incluir a conmutacién e
a eliminacion de regras en posicions instanciacién de variables das 2-células.

4.16 Sexa 0 = T un problema de E- unificacién, e seza A un E-unificador de o = 7
obtido a partir da secuencia :

? ? 7
g=7T %ﬂ—,a< 0'1,(51,CO,> =<7, 91,ﬂ;> néﬂ",,s <U216116a, 621Cﬁ> = <T2,91,C;,92,C;3>

Se a posicion 7' de oy na que € eplicada, € independente de 7, eziste outra secuencia
que produce A.

Proba. Xa que = L 7, entén o1 «— t(a)][r’ — t(8)] = olr’ — t(B)][x «~ t(a)]
pola conmutatividade. As correspondentes inclusiéns e coproductos tamén verifican a
conmutatividade. O. '

Este caso é semellante 6 cuarto caso do lema de intercambio de Moser[129].

Exemplo 4.19 R= {f(z,z) 5 k(z,z), g(a) 5 a, h(b) 2 a}, T = {f(g(z), h(y)) =
A secuencia : T Fn flg(z),a) L k(z,z) X /e fla,a) < k(a,a) pode
reemplazarse usando unha seleccion lefi-to-right por T 22,0y f(a,h(y)) =2 /b

Fla,a) £ k(a, a).

Se nos métodos down-up emprégase implicitamente a completitude de narrowing
coa incorporacién dos pares criticos xerados por compleccién sen fallo, e como se
indicou na nota correspondente & propiedade 4.3 tamén basic narrowing é completo.
Deste xeito, poden eliminarse certas ramas da arbore, examinando os pares criticos
xerados e comprobando que tal secuencia non se corresponde cunha derivacién de basic
narrowing.

Exemplo 4.20 R = {f(a,b,z) — h(a,b,2), a = b}, T = {f(z,z,a) £ h(z,z,b)}.
A secuencia seguinte I' =5 {h(a,b,y) = h(b,b,b), z Zq,z= by < a} = {h(a,by) =
h(b,b,b), < b,z = by =a} ™8 {h(a,b,a) = h(b,b,b)} 2% {h(a,b,b) = h(a,b,b)}
pode ser climinada : esta secuencia convirtese en T - = {h{a,b,a) L h{b,b,5)}
= {h(a,b,b) L h(a,b,b)} que non € bdsice, xa que se modifica a posicion da variable
Y.
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Notese que, unha vez cofiecida a secuencia de Narrowing con Abstraccidn, os pares
criticos e a secuencia de narrowing correspondente se obtefien a partir das 2-células
empregadas nas respectivas partes demoradas, como se mostra na propiedade 4.10.

Esta mellora suxire un plan mais radical para eliminar solucions redundantes, dado
que posiblemente moitas estratexias de narrowing, completas en teorias candnmicas,
sonno tamén O incorporar as ecuacions xeradas pola compleccion por pares criticos.

Outra forma de incorporar as estratexias do tipo de basic narrowing consiste en
impofier restriccidons nas posiciéns que previamente corresponderon a posicions de
variables dos axiomas empregados esixindo que sexan posiciéns basicas. Sen embargo,
esta estratexia non é completa como se mostra a continuacion :

Exemplo 4.21 R = {f(gz,z) — h(z,z), h(a,b) — k{a,b), l{gz,2) — k(z,z), a —
b}, T = {f(ga,a) < l{ga,a)}. A dnica forma de obler o E-unificador £ € pola
secuencia {f(ga,a) = l(ga,a)} = {h(z,2) = l(ga,a),z La), W {h(a,a) = {(ga,a)}
2 {h(a,b) = i(ga,a)} 2 {k(a,b) = I(ga,a)} 2 {k(a,a) = l(ga,a)} 2 {I(ga,a) =
{{ga,a)} neste senso ou no seu oposto. A etapa h(a,a) — h{a,b) non € bdsica, nen o

¢ k(a,a) — k(a,b).

Este exemplo proba que as variables repetidas na sda parte dereita non poden
bloquear as aplicacions de ecuacions. O problema aparece novamente se se considera
unha variable repetida na parte esquerda da regra, xa que nunha etapa previa pode
aparecer algunha expresion da forma & tlzar 2al, T < ¢ e onde se precise aplicar
outras ecuaciéns para resolver ¢[za, Lo < ¢ , polo que as posicions da variable z,, tefien
que ser abstraidas {ou ben se se produce antes unha instanciacién debe permitirse
aplicar regras en tales posiciéns). Esto mostra que sé baixo condiciéns moi fortes de
linealidade, pédese agardar, sen reconstruir a secuencia de narrowing, a completitude
destas restriccions.

O problema da non orientacion en teorias xerais dificilmente ten unha solucién
suficientemente xeral que sexa completamente satisfactoria. Como se ten visto, no
caso xeral se s empregan as ecuaciéns nun senso tnico, pérdese a completitude, asi
‘como se se empregan nunha parte do problema (termo do par ou neste caso nunha
substitucion do par). Pero elo ten como consecuencia un aumento espectacular do
numero de soluciéns redundantes. Esto pode ser evitado en parte mediante mecanismos
que impidan localmente o uso dunha de ambas orientaciéns da ecuacién. Unha forma
de resolver o problema é o de recurrir 6 procedemento de reconstruccion da secuencia
de narrowing, e aplicar que toda derivacién é orientada nun ou noutro senso, pola
propiedade 2./0. Desta forma, as soluciéns redundantes son detectadas 6 achar unha
derivacidn que non foi dirixida por >. Esto pode observarse en :

Exemplo 4.22 R = {f(h(z,y), Hz)) & g(kz, ky), h(z,z) & ka}, T = {f(z,) %
g(kz,kz)}. Supdriase que, para este caso, o orden empregado na propiedade 2.0 €
f > g. Entre as derivacions I' 28, {g(kz, ky) £ g(kz, kz), z = h(z,y), z = k(z)} =4
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{g(kz, kz) = glkz, kz), z L kr,y = T} e

[ Zom {f(h(w,y),ke) = f(2,2), 2 = ka,z = ky} =5 {f(ke, kz) = f(ka,kz), 2 <
kz,z = y}, a primeira das derivacidns corresponde o uso do par critico f(kz,kz) =
g(kz,kz) e 77! no sequndo. Polo orden seleccionado, a segunda derivacién non tén o
mesmo senso que o inducido por = e polo tanto pode ser retirada.

Nos algoritmos de unificacién que representan os termos por grafos[137], utilizanse
as relacions de equivalencia vdlides. Esto permite empregar un dnico representante para
toda clase de equivalencia (e a instanciacién é conxunta para toda ella). A continuacién
danse as nociéns de subtermos conectados, para indicar que se atopan na mesma clase
para a relacion véalida que se establece na unificacién de s e ¢.

Definicién 4.11 Sexan 0,7 : I 7X substifucidns e © unha posicion de o. A posicién
7' (de 0 ou de 7) estd conectada con T (o que se expresa por « || %) se se verifican
algunha das condicidns:

o 7 =7 er’ € posicion de T,

 cxiste unha variable z, tal que of/r = & = 7/7" (respectivamente o /7’ = z se n'
¢ de o),
. - s 7 I . . o !
e existen posicions w, '\ v, w| W, tal quer =w. v, =w v

b

¢ cxisten posicions mo, ..., Ty tal que m = my, mo || 7y || ... || 7n = .

A seguinte propiedade mostra unha forma de detectar que para a obtencion dunha
solucién poido ser utilizada unha derivacidn alternativa.

'P r Ly -
4.17 Sexa ' = {0 = 7} un problema de E-unificacién, que se ten resolto mediante
a aplicacion de = na posicidn © de o, coa 2-célula . Se se verifican as sequintes
condicions :
o ?
® as condicions 6 = 8§ son resoltas por p,

o ) € o unificador mdis zeral de op[r — t(a)p] < TP

o T/m non € variable (ou estd conectado cunha expresién non variable diferente de

t{er)).

enton eriste unha secuencia alternativa de Narrowing con Abstraccidn que proporciona
pA usando a™!. '
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Proba. A aplicacién de @ en o/ da orixe a <o[r « t(a)],§> = <7,0>. Aténdese
& posicion 7 na que foi aplicada a. Se 7/ non € variable, existe u = mgu(rp/r, ot —
t(a)]p), de onde, pola separacién das variables (3.6}, necesariamente 7/7 e t(a) son
unificables, polo que se pode aplicar o™ en r/7 obtendo <o, 8; > = < T[T — s(a)], 6, >
onde é; = (mgu((r/:rr)’,t(a))ﬁl, 0, = abst(r/x).

Dado que os operadores comiins en ¢ = 7[x « s{a)] coinciden, pode aplicarse
2 ata que sexan eliminados estes (realmente sé é necesario para os que se atopan en
posiciéns 7/, 7' < 7 ou 7 < 7'). Esto produce <o, > = <r[r « s(a),b> 2> <
o1,01,0,> 2« T1, 61,7, >. Cada variable z, € cod(s(a)) que se atope en madis dunha
ecuacién de 73, ¢ eliminada ata xenerar as ecuaciéns correspondentes a é = §. Xa que
p se obtén 6 resolver estas ecuacidns, aplicase este en < oy,8; > << 71,0, > ata obter
o propio A, xa que por hipdtese os operadores eliminados en o = 7[r s(e)] son
eliminados tamén na obtencion de A, dado que A = mgu(op[r « t(a)p] = Tp).

No caso de que 7 /7 sexa variable, aplicase igualmente a~! en tédalas posiciéns non
variables conectadas. O razonamento para este caso é semellante. 0.

4.3.7 Comparacion con outros métodos

Os métodos top-down tefien un sistema de actuacién moi diferente és que seguen o
esquema down-up e as derivacidns obtidas non se atopan incluidas unhas nas outras,
en forma aniloga 6 que sucede con outermost narrowing e innermost narrowing. Sen
embargo poden observarse algunhas ventaxas de empregar métodos down-up :

e nestes, a semellanza dun termo co lado da regra a aplicar é moito maior que no
caso top-down. Esto ndtase especialmente ca,ndo existen varias regras co mesmo
opera.dor superior.

Exemplo 4.23
{f(w,g(m,b)l - ( )? f(mag(mwc)) - h(a:)v f(:c,g(m,d)) - h(w)}a ‘
['= {f(ﬂ:,g(:c,d)) = ( )} .

e A proximidade destes procedementos & narrowing, e polo tanto (lema de
levantamento) & propia derivacién que mostra a igualdade das instanciacions,
permite incorporar ¢s métodos down-up estratexias de narrowing para eliminar
novas redundancias, como se ten mostrado para o basic narrowing.

Respecto dos procedementos down-up mellérase o propio Relazed Narrowing tanto
no senso de impofier condiciéns madis fortes para a sia aplicacién de condiciéns, como
por permitir ecuacions condicionais. En relacién co método de Moser[129] obsérvase
que as condicidén son en parte méis débiles que o propio Tzp, se ben son incorporadas
novas restricciéns, algunhas das cales foron incorporadas a este novo método.
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Comparado co procedemento de Ohsuga e Sakai, detéctase unha millora notoria
en canto se evita explicitar a compleccion dos pares criticos, polo que se encamifa
directamente o proceso 4 unificacién do problema. Por outra parte mostréuse como
se poden incorporar algunhas das estratexias de narrowing o novo procedemento, polo
que as posibles ventaxas que o emprego directo de narrowing son aproveitadas.

Os resultados experimentais, que aparecen no Apéndice B, mostran unha
considerabel reduccién en tempo e espacio en comparacién co Relazed Narrowing o cal
¢, por outra parte, unha mellora directa do procedemento de Unificacién Ecuacional

de Gallier e Snyder T¢p.
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Conclusions e Llneas de
Investigacion

5.1 Conclusidons

Mostréuse un novo instrumento de unificacién ecuacional, para tratar con teorias para
as que o narrowing non € apropiado por fallar a completltude

Para a obtencidén do novo algoritmo, empregéuse a técnica da abstraccién para
adaptar o método de Dougherty e Johann Relazed Narrowing & unificacién de pares de
substitucions. Na unificacion destes pares, o control das variables é maéis estricto que
no habitual esquema de pares de termos, e probduse que a abstraccién de variables das
ecuacions non son necesarias.

Esta mellora, interprétase tamén como unha forma de correxir a simetria que
Relazed Paramodulation establece entre o lado esquerdo da regra ecuacional e o
subtermo do problema dado onde se aplica tal regra. Xa que, se ben a unificacién é unha
operacién conmutativa, o tratamento a dar 4s expresiéns antes mencionadas, non debe
selo, xa que os subtermos do problema dado poden ser previamente modificados pero
en cambio esto non se pode facer cos subtermos da regra ecuacional. Esto mismo pode
decirse do basic narrowing respecto de narrowing, dado que no primeiro prohibense as
aplicaciéns de ecuacions en posiciéns que previamente tefien correspondido a posicions
de variables de ecuacidns usadas previamente, mentras que o segundo non fai distincién
entre as instancias das variables de ambas expresions, lado esquerdo dunha ecuaciéns
da teoria e termo do problema dado.

Por outra parte, entre tédolos métodos de E-unificacién down-up completos en
teorias xerais, o que aqui se desenrola é o mais préximo 6 narrowing, 6 que permite
adaptar estrategias completas deste, 6 novo algoritmo. Pode observarse igualmente,
que imita o uso de pares criticos, case como se estes tiveran sido xerados, sen precisar a
compleccmn destes pares. Esto ten a vantaxe de que este proceso de compleccién non
é, en xeral, finitario (e pode acabar con fallo) amais de que polo proceso de compleccién
poden xXerarse un gran numero de pares criticos sen relevancia para un problema de |
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E-unificacion dado.

O enfoque categdrico, permite observar certos detalles (e.g. o papel das variables)
que noutro contexto cecais pasasen desapercibidos. Permite observar que algunhas
propiedades empregadas na unificacién son casos particulares de operacions xa
conecidas e as que se poden adaptar resultados doutros contextos, posto que a que
a teoria de categorias permite unha integracién de lingoaxes diferentes. .

A unificacion ecuacional, directa o indirectamente, tén sido empregada noutros
campos de investigacidn como a proba automatica e a programacién léxica con
igualdade. En ambos casos, necesitanse mecanismos para tratar coa igualdade de
forma que o nimero de soluciéns redundantes sexa reducido no maior grado posible. De
feito, algins métodos de unificacion ecuacional xurden de aproximacions 6 tratamento
da igualdade no campo da proba automatica e noutros casos sucede xustamente o
proceso inverso como na paramodulation con axiomas de igualdad[38] e o método de E-
unificacién de Moser [129] para o primeiro caso € 0 Calculo RPC de Snyder e Lynch[172]
para o segundo.

5.2 Lineas de investigacion
Consideramos que deste traballo conéctase cunha serie de problemas de interese :

o Realizar unha experimentacion incorporando as melloras da seccién 4.3.6 co fin
de dar unha medida destas. Con estas melloras, conseguirase reducir ainda mdis
o ndmero de solucions se ben a cambio dun maior custe en tempo e espacio. Esta
incorporacion, obriga a unha modificacién importante das estructuras de datos
empregadas respecto dos programas utilizados no Apéndice A, especialmente para
a incorporacion da estrategia tipo basic narrowing. Interesa amais, empregar
representaciéons mais concisas que aceleren o proceso.

e Investigar acerca de novos refinamentos que poidan ser engadidos 6 Narrowing
con Abstraccion. Especialmente en canto a incorporar novas estratexias de
conmutacion e orientacion. Amais ambos problemas van, en certa medida
parellos: tratase de partir dunha derivacion cunha solucion dada, e alterar o
orden no que se aplican as transformaciéns para eliminar solucions repetidas.
Unha das maiores dificultades consiste en atopar unha medida que permita
probar a completitude : 6 cambiar o orden dunha derivacion pode producirse un
incremento do numero ou tamaino das novas ecuacidns ou ben do nimero de regras
a aplicar. Un exemplo da dificultade deste tipo de problemas, é o da Eliminacion
Ambiciosa de Variables (Fager Variable Elimination). Se A é un E-unificador da
expresion ['U {z Zt},z¢ Var(t), dada a sustitucién p = {z/t} naturalmente se
verifica p <g A{s}, pode pensarse que toda solucién do problema sera obtida de
['p sen necesidade de usar ecuaciéns en t. Sen embargo é coniecido que se X tén
sido obtido logo de utilizar algunhas ecuaciéns en t antes de eliminar z, nalguns
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casos esto da lugar a un menor niimero de aplicaciéns de novas ecuaciéns en I e,
en moitos casos tameén a un un menor nimero de variables despois do uso destas
ecuacions. Gallier e Snyder [72] detectaron un erro na proba de Hélldobler onde
usaba a completitude de esta estrategia. Elo é unha mostra da dificultade de
modificar o orden utilizado nunha derivacién dada e un campo aberto para a
mellora dos algoritmos de unificacién ecuacional.

¢ Como con outros mecanismos de unificacién ecuacional, deberd investigarse a
forma de incorporar este novo método a outros campos onde se faga preciso
tratar coa igualdade en presencia de teorias non canénicas. Na proba autornatica,
tense empregado a estrategia do conzunto soporte [186] para impedir a xeracién
de consecuencias dadas exclusivamente a partir das clausulas que pertenecen 6
conxunto soporte. Se estas clausulas son ecuaciéns, esta estrategia non permite
a produccion de pares criticos a partir de esas ecuaciéns. O mecanismo de -
resolucion empregado, debe imitar o uso de esas comsecuencias que nom son
xeneradas, en forma semellante 6 uso de pares criticos en unificacién ecuacional.

e Xa que este traballo trata acerca dunha nova aproximacién 6 tratamento da
igualdade en condiciéns o mais xerais posibles, pode conectarse con todos aqueles
campos nos que se precise o emprego de axiomas sen restricciéns previas a éstos,
ou ben con condiciéns bastante débiles.
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Apéndice A

Implementacién do procedemento
de E-unificacion

Para realizar a comparacion entre Relared Narrowing e narrowing con abstraccion,
tefien sido implementados ambos na lingoaxe de programacion funcional CAML de
INRIA, version 3.1.

Para elo, tefense empregado algunhas definicidns de tipos e funciéns que aparecen
no traballo de Rydeheard e Burstall[161].

Esta implementacién, cuie codigo moéstrase a continuacion, atépase dividido en
¢inco partes :

e Funcidns preliminares e Analizador,

e Unificacién sintactica de substitucions,

o Unificacion sintactica en casos particulares,
e Funcions auxiliares para a E-unificacion,

¢ Funciéns que proporcionan E-unificadores.

Na primeira delas, convirtense as cadeas de caracteres iniciais nos obxectos
da sintaxe abstracta (substituciéns e pares de substituciéns). Para elo, utilizase
unha adaptacion das funciéns build de Wikstrom [183], xunto cunha adaptacién
da transformacién de expresiéns a termos que aparece en el trabajo de Huet [89).
Reciprocamente, dase unha forma para pasar as soluciéns resultantes & lingoaxe
concreta inicial. Nesta lingoaxe as ecuacidns son escritas na forma seguinte :

{termo, = termoy,..., termo, = termo,}
onde termo vén dado por

e operador{argumento,,...,argumento,) para un operador de aridade m,
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e s variables exprésanse por simbolos que se inician por unha das letras u, v, z,y, 2
® as constantes non necesitan o emprego de parénteses.

Pode observarse esta sintaxe no exemplo da paxina 213.

Na lingoaxe abstracta, as variables son obxectos do tipo int, para simplificar o
tratamento de variables (e.g. para o coproducto) en forma semellante 4 que se utiliza
no mencionado traballo de Huet {89)].

A segunda parte, non difiere esencialmente da que aparece en [161], adaptindoo &
propia lingoaxe CAML e correxindo un erro na funcién : irreducible_unify. Sen esta
correccién, existen algunhas situaciéns de non unificabilidade que non eran detectadas.

Na terceira parte constriense as funciéns que realizan a unificacién de substituciéns
en casos particulares : unif_nrepeat_vars realiza a unificacién sintictica no caso
de que o problema sexa lineal (non existen variables repetidas). Este é xustamente
o caso da unificacion do par (¢/7),(s(a)) que sucede na transformaciéon =%. Na
transformacién 2%, non se ten unha situacién tan forte, e sé a linealidade nunha das
expresions (o/7). Para dar unha forma semellante 4 anterior (xa que por atoparse
separadas non se transmiten as instancias), emprégase unif_fact, que factoriza o
unificador, como se precisa en 4.10. |

Na parte seguinte desenrdlanse as funcidns necesarias para a E-unificacién aqui
exposta e.g. a funcién abs_occ que realiza a abstraccién.

Por ultimo mdéstrase o cédigo das funciéns que corresponden 6s algoritmos de
E-unificacién comparados : Narrowing con Abstraccidn e Relazed Narrowing con
Abstraccion, tanto a versién que inchie a operacién Descomposicidn, como a.quela, que
nona emprega. Esto se realiza respectlvamente mediante :

¢ rel_abs_narrow para Relazed Narrowz'ng con Abstraccion,
¢ narrow_abs para Narrowing con Abstraccion,

¢ rel_abs_narrow_dec para Relazed Narrowing con Abstraccion e uso de
Descomposicion. Esta corresponde a con Relared Narrowing,

® narrow_abs_dec que realiza a E-unificacién mediante Narrowing con Abstraccidn
e a Descomposicion.

Existe unha version deste programa no cal as funciéns se atopan incluidas nun
fichero *.EXE do Sistema Operativo DOS, o que proporciona os E-unificadores dun
problema dado, sen precisar que ese ordenador estea disponible o propioc CAML-
LIGHT.

A relacién de rel_abs_narrow e de narrow_abs_dec coas principais funciéns
construidas, pode observarse na figura A.l para a funcién narrow_abs e na figura
A.2 para narrow_abs_dec.
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Figura A.l: Funcions e chamadas recursivas en narrow_abs
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Figura A.2: Funciéns e chamadas recursivas en narrow_abs_dec
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Algoritmo A.1 Entrada : O per de substitucidns a unificar ecuacionalmente e a
presentacion Saida : Unha lista coas solucidéns obtidas (se remata)

Narrow Abs(R,o,7) =
Se o =1 Enton {1x}
Se existe p = mgu(o, ) Enton {p}U Narr_Abs(a T)
Noutro caso Narr_Abs(o, 1)

onde
Narr_Abs(o, 1) =
Seza F = {o,7}, F'=Fe S =0
Mentras F' # § seleccionar n € F' (e seza pp € F\{n})
Seza Il = { posicions non variables de n}
Mentras Il # 0 seleccionar unha posicion © de II.
Sexa B = RU R™!
Mentras R’ # 0 seleccionar un elemento a de R’ /* realizando o coproducto
das suas variables con Var(o,1)) */
Sexa 0 = substitucion abstraccion de 5/m
Se existe p = mgu((n/vr)’,s(a)) Enton
Seza.§ = S(U jx
Narrow_Abs(R, < no jx[r « t(a) o jx,},p0 >,< 4,0 >) )
Noutro caso S = §
— {o}
— {n}

O=1I-{r} N
S
(¥ --~- eunifi.ml Luis Carlos Cachafeiro Chamosa --—-- *)
(% —=-mm- UNIFICACION ECUACIONAL EN CAML  -==---- *)
(% ==ooree TIPOS E FUNCIONS PREVIAS E

ANALIZADOR (PARSER) --—--=-—==cemeuo *)
(* Esta parte ten definidas as funcions :

union --=------ une duas listas sen repeticions
seteq —-—----- chequea a igualdade de listas
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max  ---===--
subst_apply ---
comp
ident

disj_list --—-~--
(booleans)

flatlist
max_list
minus
from_to
coproduct

explode
build_digit ---
de

build_term -=---
build_op
build_term?2 ---

build_term3 ---
build_eq
build_eq’
build_system’ -
build_system -

escribe
display_term --
display_termset

display_Subst -
output_Sol ----
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calcula o valor maximo dun par

aplica unha sustitucion a un termo

compon duas sustitucions

realiza a sustitucion identidade

produce a sustitucion que inclue un conxunto
en outro

devolve o valor i-esimo dunha lista

realiza a disxuncion dos valores

dunha lista

aplasta unha lista de listas de mesmo tipo
calcula o valor maximo dunha lista

elimina un elemento dunha lista

construe a lista que vai de un no outro
separa os elementos de duvas listas e inclueos

nunha nova (coas correspondentes

inclusions e funcion universal)

separa unha cadea en caracteres

construe un termo variable dada unha serie
caracteres

construe un termo sexa variable ou non
construe os termos non variables

construe o termo dado o primeiro caracter do

seu operador

construe o termo dade o primeiro operador
devolve a primeira ecuacion dun sistema
devolve a primeira ecuacion (iniciada ou non)
devolve un sistema dende a primeira ecuacion
construe un sistema de ecuacions dada unha
lista de caracteres

construe un sistema dada unha cadea de
caracteres

imprime por pantalla un simbolo dado

saca por pantalla un termo

mostra na pantalla un conxunto de termos
dados

saca por pantalla unha sustitucion

saca por pantalla unha lista de sustitucions
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exception lista_nula;;
exception erro_sintaxe;;
exception non_componibles;;

let rec union = fun ([],b) -> b

| ((x::a),b) ->[x]@(union((subtract a [x]),(subtract b [x])))
let rec seteq =

fun ([1,b)->b=[]

| ((x::2),b)->seteq(subtract a [x],subtract b [x]);;

let max x y = if x>y then x else y;;

type element == int ;;

type opr = Opr of string*(element list);;

type term = Var of element|Apply of opr*(element ~>term);;
type substitution = Subst of (element list)*(element ->term)
*(element list);;

let rec subst_appiy =
fun (Var x)-> (fun (Subst(_,f,_))-> f x)
| (Apply(psi,s)) -> furn S ->Apply(psi,fun x->
subst_apply (s x) S);;

let rec comp ((Substcc,g,d)) as §,Subst(a,f,b)) =
if seteq(b,c) then Subst(a,(fun x ->subst_apply (f x) 8),d)

else raise non_componibles;;

let ident a = Subst(a, (fun x->Var (x)),a);;
‘let inclusion (c,b) = Subst(c,(fun x -> Var x), b);;

let rec i_term = fun [] -> raise lista_nula
) | (x::x8)-> (fun 1->x
li->i_term xs(i-1));;
let rec disj_list 1 = list_it (fun e 1 -> e or 1) 1 false;;

let flatlist = flat_map (fun x ->x);;

let max_list = it_list max 0 ;;
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let minus (a,x) = subtract a [x] ;:

let rec from_to (m,n) = if m>n then [] else
m::from_to(m+1i,n);;

(* dado un par de conxuntos de enteiros, extrae o coproducto
(union disxunta) de eles *)

let coproduct (a,b) =
if a=[] then
let j_a = Subst([],(fun _ ->raise lista_nula) ,b)
in let j_b = ident b
in let univ (f,g) = g
in ((b,(j_a,j_b)),univ)
else let x = max_list (a)
in let cop_ab = union(a, (map(fun y ->x+y)b))
in let j_a = Subst(a,(fun y -> Var y),cop_ab)
in let j_b = Subst(b,(fun y -> Var (y+x)),cop_ab)
in let univ (f,g) =
let (Subst(_,funf,c)) = £
in let (Subst(_,fung,_)) =g
in let fun_copr y = if y > x then (fung(y-x))
else (funf y)
in Subst(cop_ab,fun_copr,c)
in ((cop_ab ,(j_a,j_b)),univ) HE

(* explode convirte unha cadea nunha lista de simbolos *)

let rec explode =
fun "" ->{]
st ->
let x = nth_char st 0O
and st’= sub_string st 1 (-1+string_length st)
in if (int_of_char x) = 32 then explode st’
else (char_for_read x)::(explode st')

.-
P}

(* build_digit convirte unha expresion nun termo variable

e actualiza o "diccionario" anterior :

Fd transforma secuencias de simbolos en elementos (variables)
Df " variables nos simbolos correspondientes

n = ultimo numero (elemento) empregado *)
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let rec build_digit (F4,Df,n) =

(fun x ->
(fun []-> raise erro_sintaxe
| (xt::x8)->
if x1 ="," or x1 = ")" or x1 = "}" or x1 = "=" then

try (let m = Fd x in ((Fd,Df,n),Var (m),xi::xs)
) with _ -> let Fd’ z = if z =x then n else Fd z
in let Df’ m = if m = n then x else Df m
in ((Fd’,Df’,n+1),Var(n),x1::xs)
else build_digit (Fd,Df,n) (x"x1) xs
)
) 5

(* A partir de D(iccionario) previo e da correspondiente
serie de simbolos construe :
(novo diccionario, termo, resto de simbolos)
utiliza build_op que construe termo iniciade por caracter
build_term2 que construe termo dado o simbolo
build_term3 que reune os argumentos (subtermos)
dun termo para construir este

*)

let rec build_term D =
fun [] ->raise erro_sintaxe
[ (x::x5) ->
let asciii = int_of_char (nth_char x 0 )
in if asciii>116 & asciii <= 122 then build_digit D x xs
else build_op D x xs

and build_op D x =
(fun [1 -> raise erro_sintaxe
| (x1::x8) ->
if x1 = "=" or x1 = "% or x1 = ")" or x1 = "}
then (D, (Apply(Opr(x,[]),(fun _ -> raise lista_nula)))

,(x1::x8))

else if x1 = "(" then build_term2 D (x,xs)
else build_op D (x"x1) xs

and build_term2 D (opp,xs) =
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match xs with [] -> raise erro_sintaxe
| (x2::x82) ->
if x2 = '")" then (D, Apply(Opr(opp,[1),
(fun _ -> raise lista_nula)) ,xs2)
else let (D’,1lr,cs) = build_term D xs
in build_term3 D’ (opp, [lr] ,cs )

and build_term3 D (x ,11r ,cs ) =
let (y::css) = cs
in if y = ")" then (D, Apply(Opr(x,from_to(i, (list_length

11r))),i_term 11r),css)
else let (D’, ti,ccss) = build_term D css
in build_term3 D’ (x,(11r@[til),ccss) i

(* build_eq dado o D{iccionario) e lista de simbolos

construye (Novo D(iccionario), (termo,termo),resto lista)

utiliza build_eq’ tal que :

se a lista e vacia (no hai un primeiro termo da ecuacion)

noutro caso construir ecuacion acaba construindo o
seguinte termo '

*)
let rec build_eq D ec = build_eq’ D [] ec

and
build_eq’ D =
(fun [1 ->
(fun [] -»raise erro_sintaxe
F(x::ecs)->
let (D’,r,cs) = build_term D (x::ecs)
in build_eq’ D’ [r] cs
)
lac ->
(fun [] ->raise erro_sintaxe
[(x::ec5 ) ->

let facc::_ ) = ac
in let (D', t,cs) = build_term D ecs
in (D’,{((acc,t),cs))
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(* build_system’ dado un Diccionario previo, unha lista coas
ecuaciones (sustituciones) procesadas e unha lista cos
simbolos sen procesar, incorpora as sustituciones a
seguinte ecuacion (amais de actualizar o Diccionario (so
queda con Df que permite "recuperar" a notacion inicial) *)

let rec :
build_system’ D acc =
(fun [] -> raise erro_sintaxe
| (x::88) ->
if x = "}" then let (_,Df,_) =1D
in (Df,acc )
else
if x = "," then
let (D’,(r,cs)) = build_eq D ss _
and (Subst(a,f,b),Subst(_,g,.)) = acc
in let (_,_,n) =D’
and (r1,r2) = r
and max = list_length a
in let p_subst_ac =
(Subst(a@((max +1)::[]),
(fun x -> if x <= max then f x else ri),
from_to(1,n-1)) ,
Subst(a@((max +1)::[]),
(fun x -> if x <= max then g x else r2),
from_to(1,n-1)))
in build_system’ D’ p_subst_ac cs
else raise erro_sintaxe

) s

(* buil_system e a funcion que construe finalmente o par
de sustitucions e o diccionario, a partir da lista de
simbolos inicial *)

let rec build_system =
(fun [] -> raise lista_nula
I(el::s8 ) ->
let (({(_,_,n)as D},(r,cs)) = build_eq ((fun _ -> raise
lista_nula), .
(fun _ -> raise lista_nula),1) ss

in let (r1,r2) = r
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in build_system’ D (Subst([i],(fun _ ->
ri),from_to(1,n-1)),
Subst([1], (fun _ -> r2),set_ec))
from_to(1,n-1)) ;:

let build car = build_system ( explode car);;
let escribe x = print_char (char_of_int(x+48));;

(* A partir do Diccionario (funcion que adxudica simbolos a
elementos) e un termo, mostra este *)

let display_term D s =
let rec display_term_string =
fun (Var x) -> ( try D{(x) with _ ->
"x"" (char_for_read(char_of_int x ))
)
| (Apply (Opr(ro,s),f)) ->
ro~"(""(display_termset (s, f))"~")"

and
display_termset (s, f )=
if s={] then ""

else let e::s’ = s
in if (s’=[]) then display_term_string (f e)
else (display_term_string (f e ))~" , ""(display_termset
(s7,£)) )

in print_string (display_term_string s);;
(* mostra a sustitucion dada a partir do diccionario *)

let rec display_Subst D (Subst{a,f,b)) =
if a=[] then print_string ""
else let (i::a’) = a

in if a’=[] then (print_string" ";display_term D (Var i)
: ;print_string" -> “; display_term D (f i))
else (print_string" ";display_term D (Var i) ;

print_string" -> ";
display_term D (f i) ; print_string " ,
;print_newline(); display_Subst D (Subst(a’,f,b)) )

. e
y
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(* Dado o diccionario D e a lista coas solucions,
mostra cada unha das sustitucions *)

let output_Sol D Sol =

let rec output_Sol’ =
fun [1 _ -> O
I(x::(0) n >

let saida =

if n < 10 then (print_int(n);print_string " SOLUCION ";

print_newline();
display_Subst D x)
else (print_int(n / 10); print_int(n mod 10);
print_string " SOLUCION " ;print_newline();
display_Subst D x)
in saida
I(x::S0l) o ->
let saida =

if n < 10 then (print_int(n);print_string" SOLUCION ";

print_newline();
display_Subst D x)
else (print_int(a / 10); print_int(n mod 10);
print_string" SOLUCION "; print_newline();
display_Subst D x)
in (saida ;print_newline();output_Sol’ Sol(n+1))

in print_string "[";( output_Sol’ Sel 1) ; print_string "]1";

print_newline() ;;

(k === UNIFICACION BURSTALL E RYDEHEARD ---------

(* moi pocas diferencias coas funcions de Computational
Category Theory *)
(* Esta parte ten definidas as funcions :

restrict --- restrinxe o dominio dun par de sustitucions

occurs -=---- chequea a presencia dunha variable nun
termo

~app_Subst -- aplica unha sustitucion a un termo

arity_op --- devolve a aridade dun operador dado

pp-source -- indica o dominio dun par de sustitucions
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pp_target -- o rango dun par de sustitucions

top_same --- chequea se dous termos tenhen o mesmo operador
superior

witness ---- chequea se duas sustitucions tenhen os mesmos

operadores no primeiro par de termos
sum_coequal - emprega un procedemento de descompesicion e
calculo nos factores e composicion del
resultado
sum_descomp -- descompon un par de sustitucions en dous pares
de elas
composite_coequalize
-=- esquece a parte epica na extraccion do
coigualador dun par acompanhado dunha parte
epica comuh
composite_decompose
-~- extrae unha sustitucion epica inicial (non iso)
dun par de sustitucions
unit_unify --- obten o unificador dun par variable-
termo
irreducible_unify
-=--- obten o unificador dun par sinxelo de
sustitucions
unify -------- realiza a unificacion de sustitucions

{(* A funcion restrict dun conxunto e un par de
sustitucions extrae a nova sustitucion cuio dominio o
conxunto dado *)

let restrict (b,P) =

let (f,g) = P

in let {(Subst(_,f’,c)) = f

in let (Subst(_,g’,d)) = g

in (Subst(b,f’,c),Subst(b,g’,d)) s

It

(* chequea se un termo conten unha variable dada *)

let rec occurs =

fun (z ,(Var y)) -> z =y

| (z,(Apply(phi,f) as t)) ->
let (Opr(_,s)) = phi
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in let terms = map f s
in not{ s={] ) & .
disj_list (map (fun x -> occurs(z, f x)) (s)) i

exception occ_not_exist;;
exception non_def;;

exception ciclo;;

exception conflicte_operadores;;
exception non_unif;;

exception erro_sintactico;;
exception sum_descompos;;
exception testigo H
exception no_unificables ;;

(* app_Subst aplica unha sustitucion a un termo *)
let app_Subst f x =

let (Subst(_,f’,.)) = £

in £’ x H

(* aridade do operador *)

let arity_op (Opr(_,s)) = s ;;

let pp_source P =
let (Subst(a,_,_))

fst P in a;;

let pp_target P =
let (Subst(_,_,b))

fst P in b;;

(* chequea se o operador superior de ambos termos e o
mesmo *)

let top_same (t1, t2 ) =

match (t1,t2) with (( Apply(phi,_)), (Apply(pho;_))) ->
let (Opr(ri,s)) = phi
in let (Opr(ro,t)) = pho

in ri = ro & (list_length s = list_length t)

b(_,.) -> false ;;

(* chequea se o primeiro par de termos de duas sustitucions
tenhen o mesmo operador *)
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let witness ((f,g)as P) =
let a = pp_sourceP
in if a=[] then raise lista_nula
else let (x::_) = a
in if (top_same ((app_Subst f x) ,(app_Subst g x)))
then x else raise testige V3

(* dados dous pares de sustituciones aplicé cq (sera unify en
xeneral) o primeiro par e a sustitucion resultante

componna co segundo par e volta a aplicar cq. 0 valor e

a composicion de ambos resultados *)

let sum_coequal cq ((f,g),(f’,g’)) =
let q = cq(f,g)
in let r = cq (comp(q,f’),comp(q,g’))
in let s_coeq = comp(r,q)
in s_coeq M

(* rompe un par de sustitucions nun par simple (dous
termos) e o resto. Falla se as sustitucions non tenhen
dominio polo menos 2 *)

let sum_descomp P =
let a = pp_source P
in if 2> list_length(a) then raise lista_nula
else let (b::c) = a
in (restrict([b],P),restrict(c,P)) s

(#* Cando h e epica, o coigualador da composicion de h
con cada sustitucion de P e o propioc coignalador de P *)

let composite_coequalize (cq)(P,h) = cq(P);;

(* composite_decompose dun par de sustitucions, extrae unha
sustitucion epica comun a ambas (se existe) e o par de
sustitucions restante *)

let composite_decompose ({(f,g) as P) =
let x = witness (P)
in let (Apply(phi,s)) = app_Subst (f) (x)
in let (Apply(pho,t)) = app_Subst (g) (x)
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in let ¢ = arity_op(phi)
in let ff = (fun y -> s(y ))
in let gg = (fun y -> t(y ))
in ((Subst(c,ff,pp_target P),Subst(c,gg,pp_target P)),
Subst{pp_source P,(fun _ -> Apply(phi,(fun z -> Var
z))),e)) i

(* crea a sustitucion que leva a variable x no termo
t, de dominio b e rango c *)

let unit_unify (x,t,b,c) =
let un_unif = Subst(b,(fun z -> if z = x then t else Var
z),c)

in un_unif ;;

(* se P es directamente unificable (dous termos un de eles
variable), extrae o correpondente unificador. Ten unha
pequena diferencia con de Bur &Ryd xa que no de eles a
excepcion if not .. non se realiza, o que provoca que en
certos casos unify ten exito cuande non debera,

concretamente se o primeiro par e unificable pero non ¢ resto

*)

let irreducible_unify ((f,g)as P) =
let b = pp_target P
in if (pp_source P= []) then ident b
else let (x::a’) = pp_source P
in if not(a’ =[]) then raise no_unificables
else let s = app_Subst (f) (x)
and t =app_Subst(g) (x)
in
match (s,t) with
(Var(z),vVar(z’)) ->
let ¢ = if z = z’ then b
else subtract b [(max z z’) ]
in unit_unify((max z z’),Var ((min z 2’)),b,c)
| (Var(z),t’) -> ,
if occurs (z,t’) then raise ciclo
else unit_unify(z,t’,b,minus(b,z))
I (s’,Var(z)) ->
if occurs (z,s’) then raise ciclo
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else unit_unify(z,s’,b,minus(b,z)) -
| (_,.) -> raise conflicto_operadores i

(¥ Esta funcion extrae o unificador dun par de
sustitucions dada *)

let rec unify P =

try (let (P’,P’’) = sum_descomp P

in sum_coequal (unify)(P’,P’’) )

with _ -> try (let (P’,h) = composite_decompose (P)
in composite_coequalize (unify)(P’,h) )

with _ -> irreducible_unify P ;;

(¥ ==mmmemmmem FIN ALGORITMO DE UNIFICACION

RYDEHEARD E BURSTALL mm———mmdeeloo )
(¥ =m=mmmmmme OUTRAS FORMAS DE UNIFICACION --===m=-===o-ux
*)

(¥ Esta parte produce as funcions unif_nrepeat_vars e
unif_fact empregadas en unificacions particulares. *)
(* Emprega as seguintes funcions :

unif_nrepeat_vars - realiza a unificacion en pares sen
variables repetidas

particular -------- extrae ¢ termo mais especifico entre un
anterior e outro actual

‘partic_set -------- acumula os termos mais especificos
dunha serie de argumentos dun termo dado

Xeneral _part ------ calcula o termo mais xeneral e mais

especifico a partir dun par dado e un
novo termo

xeneral part_set -- obten o t. mais xeneral e mais especifico
dun anterior e os novos argumentos

unif_fact’ -------- realiza a unificacion factorizada para un
par de termos :

unif_fact --------- realiza a unificacion factorizada dun

par de sustitucions
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(* unif_nrepeat_vars realiza a unificacion de duas
sustitucions coa propiedade de non ter variables

repetidas. Polo tanto non necesita nen chequear a existencia
de ciclos nen realizar a instanciacion das variables
eliminadas *)

let rec unif_nrepeat_vars (f,g) =
let (Subst(a,funf,b)) = f
and (Subst(_,fung,_)) = g
in if a=[] then ident b
else let (x::a’) = a
in if not(a’=[]) then
let (Subst(_,funu,b’)) = unif_nrepeat_vars (
Subst([x], funf, b}, Subst([x], fung, b))
in let (Subst(_,funu’,b’’)) =
unif_nrepeat_vars(Subst(a’,funf,b’),
. Subst(a’,fung,b’))
in Subst(b,(fun x -> if not(mem x b’) then funu x
else if mem x b’’ then (Var x) else funu’ x),b’?’)

else let s = funf x
and t = fung x
in match s with (Var m) -> ,
Subst (b, (fun x -> if x = m then t else
Var x),subtract b [m])
| (Apply(Opr(ro,sro),funro)) ->
match t with (Var m) -> _
Subst(b,(fun x -> if x = m then s else
Var x),subtract b [m])
| (Apply (Opr(ro’,_ ),funro’)) ->
if ro <> ro’ then raise conflicto_operadores else
unif_nrepeat_vars(Subst(sro,funro,b),Subst(sro,funro’,b))

[

32

(* particular de f1 (funcion que indica a posible
instanciacion e conxunto de variables non eliminadas), o valor
anterior mais especifico (particular) e o novo, intenta a
extraccion de posibles novas condicions (a incorporar a f1)
xunto co novo termo mais especifico *)
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let rec particular f1 sp s =
match (s,sp) with (Var x,Var y) ->
let f1’ v = if v = x then sp else fst(f1) v
and b = subtract (snd f1) [x]
in ((f1’,b),sp)
| (Apply (Opr(ro,sro),funro),Var y) ->
let f1’ v = if v = y then s else fst(fl) v
and b = subtract (snd f1) [y]
in ((f1’,b),s)
| (Var y,Apply(_,_)) ->
let f1’ v = if v = y then sp else fst{(fl) v
and b = subtract (snd f1) [y]
in ((f1’,b),sp)
[ (Apply (Opr(ro,sre),funro),Apply(Opr(rop,_),funrop)) ->
if ro<>rop then raise conflicto_operadores
else let (f1’,funp) = '
partic_set(funrop,funro) (fi, fun _ ->raise non_def) sro
in (f1’, Apply(Opr(ro,sro),funp))

and partic_set (funsp,funss) =
let rec partic_set’ (f1,funp) sro =
if sro=[] then (f1,funp)
else let (i::sro’) = sro :
in let (f1’,sp’) = particular f1 (funsp i) (funss i)
in partic_set’ (f1’,fun j ->if j = i then sp’ else funp j)
sro’
in partic_set’ i

(* general_part de : 7
- f1 (instanciaciones e variables non eliminadas previas,

- un par (instanciacion mais xeneral, instanciacion mais
especifica) de termos unificados por algunha
variable (da regla)

- 0 novo termo a unificar con esa variable,

obten a nova instanciacion e conxunto de variables,

o novo par (termo mais xeral, termo mais especifico)
o ter que facer iguais a variable da regla (que non
aparece aqui), o par antiguo, € o nove termo. %)

let rec general_part f1 (sx,sp) s =
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match (sx,s) with (Var x,Var y) ->
let f1’ z = if z = y then sx else fst(fl) =z
and b = subtract (snd f1) [y]
in ((£1’,b),sx,sp)
| (Vvar x, Apply(Opr(ro,sro),funro)) ->
let (f1’,sp’) = particular f1l sp s
in (f1’,sx,sp’)
| (Apply (Opr(rox,_),funrox),Var x) ->
let f1’ y = if y = x then sx else fst(fl) y
and b = subtract (sand f1) [x]
in ((£1’,b),s,sp)
I ( Apply(Opr(rox,_),funrox) , Apply(Opr(ro,sro),funre)) ->
if ro<>rox then raise conflicto_operadores
else let (Apply(_,funrop)) = sp
in let (f1’,funx,funp) = general part_set
(funrox,funrop,funro)
{f1,(fun _ ->raise non_def),(fun _ ->raise
non_def))sro

in (£1’,Apply(Opr(ro,sro),funx),Apply(Opr(ro,sro),funp))

and general part_set (funrox,funrop,funro) =
let rec general_part_set’ (f1,funx,funp) sro =
if sro=[] then (f1,funx,funp)
else let (i::sro’) = sro
in let (f1’,sx,sp) = general_part f1l
| (funrox i,funrop i) (funro i)
in general _part_set’
(f1’,(fun j =>if j = i then sx else funx j),
(fun j ->if j=i then sp else funp j)) sro’
in general_part_set’ 5

(* unif_fact e unha funcion iterativa que realiza a
unificacion factorizada de dous termos (o primeiro sen
variables repetidas e o segundo pode telas) tendo como
as correspondientes instanciaciones a fl e 2.

Aqui f1 leva conta das instanciacions das
variables dos termos da esquerda (problema) e
as variables non eliminadas.
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f2 leva conta das instanciacions realizadas sobre
as variables dos termos da dereita (reglas),
mediante ¢ control do seu termo mals xeneral e
especifico *)

let rec unif_fact’ (s,t) (fi,f2) =
match (s ,t) with (Var x,_) ->
let f1’ y = if x =y then t else fst(f1) y in let b =
subtract (snd f1) [x]
in ((£1’,b),£2)
| (Apply (Opr(ro,sro),funro),Var(x_rule)) ->
( try ( let (sx,sp) = £2 x_rule
in let (f1’,sx’,sp’) = general_part f1 (sx,sp) s
in let £2’ y = if y = x_rule then (sx’,sp’) else f2 y
in let b = subtract (snd f1) {x_rule]
in ((fst f1’,b),£2’)
' )
with non_def ->
let £2’ y = if y = x_rule then (s,s) else f2 y
in let b = subtract (snd f1) [x_rule]
in ((fst £f1,b),f2’) )
| (Apply(Opr(ro,sro) ,funro) ,Apply(Opr{rot,srot),funrot)) ->
if ro <> rot then raise conflicto_operadores
else list_it (fun i -> unif_fact’ (funro i,funrot i))sro
(f1,£2) ;; !

(* unif_fact realiza a unificacion factorizada dun par de
sustituciones dadas, supondo implicitamente que a da
esquerda non ten variables repetidas. Chama a unif_fact’

para realizar aa unificacion de cada problema "simple" (pares
de termos) *)

let unif_fact (f,g) =
let (Subst{a,funf ,b)) = f
in let (Subst(_,fung,.)) = g
in let (f1,f2) = list_it(fun i -> unif_fact’ (funf i,fung
i)) a .
(((fun _ ->raise non_def),b),(fun _ ->raise non_def))
in Subst(b,(fun x -> try (fst(f1) x) with _ -> try(fst(£f2 x))
with _ -> Var x),
snd(f1))
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(¥ =mmmmmmmm e FIN UNIFICACION SINTACTICA -==--=---=-=-=cc *)
I — FUNCIONS PRELIMINARES E-UNIFICACION ------=-== *)

(* Definense unha serie de funcions que van 3 ser utilizadas

na unificacion
(* As funcions

replace

Subst_null ---
decrease

abs_occ_set --
build_axioms -
equal_term ---

equal_term_set
ident_Subst --

(* replace reem

ecuacional *)
definidas son :

modifica unha sustitucion incorporando un
termo nunha posicion dada

e a identidade na lista nula

aplica en forma decrecente un procedemento
que produce listas sobre as que debe compoer
o resultado e aplicar de novo o
procedemento

realiza a abstraccion posicion dun termo
realiza a abstraccion a partir dos
argumentos dun termo

construe unha lista de 2-celulas dada unha
cadea de caracteres

chequea a identidade de dous termos
chequea a identidade dos argumentos
chequea a identidade de duas sustitucions

plaza nunha sustitucion, unha posicion dada,

por un subtermo (presente como sustitucion sinxela). Se

aparecen novas
sustitucion res

let rec replace
let (Subst(a,
and (Subst(c,f
in let (x:
and(y::c’) =
in match occ wi
| (i::0c) ->
if i <> 0 then

ra’) =

variables,
ultante *)

actualiza o rango da

f occg=
funf,b)) = f
ung,d)) =

a
c
th [J -> £
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let fi = Subst([1],( fun 1 -> funf il _ ->raise non_def),

b)
in let (Subst(_,funfi, )) = replace fi oc g
in Subst(a,{fun j -> if j <> i then funf j else (funfi 1)),

union{(b,d) )
else
match funf x with (Var _) ->
if oc = [] then Subst(a, (fun x1 -> fung(y+xi-x)),

union(b,d))
else raise occ_not_exist
|Apply(Opr(ro,sro),funro) ->
if oc =[] then Subst(a, (fun x1 -> fung(y+x1-x)),

union(b,d))
else
let funi (i::0ccl) j =
if j<> i then funro j
else let rec funi’ =
fun [] ->(fun _ -> fung y)
1(i’::0cc2)-> '
(fun (Var _) -> raise occ_not_exist
| (Apply(Opr(roi,sroi),funroi)) ->
Apply(Opr(roi,sroi),
(fun j -> if j<> i’ then funroi j else
funi’ occ2 (funrei i’ )) )
)

in funi’ occl (funro i)
in Subst([x],{fun z ->if z=x then Apply(O0pr{ro,sro), (funi oc))
else raise non_def ) ,
union(b,d)) s

let Subst_null = Subst([],(fun _ -> raise lista_nula),[]);;

(* decrease e unha especie de "expansion" do metodo empleado
para a funcion sum_coequal : se naquil caso ¢q producia un
determinado valor, e aplicabase o resto do problema, aqui
univ_unifR produce unha lista da que cada elemento
componese co resto para aplicar nuevamente a funcion o

nove problema *)
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let decrease (univ_unifR) (f,g) =
let (Subst(a,_,_)) = f
in if a=[] then Subst_null::[]
else let (x::a’) = a .
in let Sol = univ_unifR (restrict([x],(f,g)))
in let (f’’,g’’) = restrict(a’, (f,g))
in flatlist(
map(fun sigma ->
map (fun theta ->comp(theta,sigma))
(univ_unifR (comp (sigma,f’’),
comp (sigma,g’’) ) ) )
Sol ) -

(* abs_occ realiza a abstraccion dun termo. Xa que esta
funcion e iterativa, recollee a sustitucion-abstraccion
previa, e as novas variables empleadas (para o final
expresar correctamente o dominio da sustitucion
abstraccion). Utiliza a abs_occ_set para realizar
iteradamente a abstraccion dos argumentos *)

let rec abs_occ ((Subst(b’,funf,b) as s),termo,novas_vars) =
match termo with (Var x) -> '
( let ((b’’,(jb’,jx)),univ) = coproduct( b’,[1])
in let (Subst(_,funjx,_)) = jx
in let (Var (nova_var)) = funjx 1
in (b’?,univ(s, _
Subst([1],(fun 1 -> (subst_apply (Var x) s)
|_ -> raise non_def),
b) ), funjx 1,
union(novas_vars, [nova_var]))
)
|Apply (Opr(rot,srot) ,funrot) ->
let (b’?,Subst’,func,_,n_vars) =
abs_occ_set(b’,s,funrot,srot,novas_vars)
in (b’’,Subst’ ,Apply(Opr(rot,srot),func),n_vars)

and abs_ccc_set ((b,subt,funrot,srot,novas_vars) as bsfs) =
if srot=[] then bsfs
else let (x::8’) = srot
in let (b’,subt’,termo’,n_vars) = abs_occ(subt, (funrot x),
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novas_vars)
in abs_occ_set(b’,subt’, (fun y -> if y = x thén termo’
else (funrot y)) , s’,n_vars)

¥

(* as reglas (axiomas) son etiquetadas co nome de 2-
celulas *)

type ’'a two_Cell = Two_cell of ’ax’a ;;

(* build_axioms construe o conxunto de 2-celulas
correspondentes a unha string dada *)

let build_axioms rules_sys =
let (_,(s_rule,t_rule)) = build rules_sys
in let {Subst(a,funf,b)) = s_rule
and (Subst(_,fung,_)) = t_rule
in
it_list
(fun acc =-> fun x ->
(Two_cell(Subst([1],(fun 1 -> funf x|_ ->raise non_def),b),
Subst([1],(fun 1 -> fung x[_ ->raise non_def),b ))
Yiiace) [ a ;;

(* chequea a igualdade sintactica de dous termos *)

let rec equal_term ((t1,t2)as v) =
match (t1,t2) with (Var x, Var y) -> x = y
| (Apply(Opr(ri,s),f),Apply(Opr(re,t),g) ) ->
ri = ro &
( (s=00 & t=01) or (not(s=[J or t=01 ) &
let (x::s51) = s
in let (y::t1) = t
in equal_term( f x, g y) & equal_term_set((s1,f),(t1l,g))
)
)
| (_,_) -> false

and equal_term_set ((s1,f),(tl,g)) =

(s1=[] & t1 =[]) or (not(si={Jor t1=[]) &

let (x::ss1) =s1 in let (y::tt1)= tl in equal_term(f x,g y)
&
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equal_term_set((ssl1,f),(ttl,g)) };;

(* chequea a identidade sintactica de duas sustitucions *)

let ident_Subst (f,g)
let (Subst(a,f2,b)) = f
in let (Subst(c,g2,d)) = g
in seteq(a,c) & seteq(b,d) &
equal_term_set ((a,f2),(a,g2)) s

(% ==mmmmmmm FIN FASE PREVIA A E_UNIFICACION -----=---=- %)

(% ——==—- FUNCIONS QUE REALIZAN A E-UNIFICACION --------- *)
(* As funcions definidas nesta parte son as seguintes :

rel_abs_narrow ---- Corresponde a imitacion por abstraccion
do metodo de Dougherty e Johann

narrow_absg -------- E a funcion que proporciona as
solucions pelo novo metodo

rel_narr ----—-—----- A un par de cadeas de simbolos devolve
o numero de solucions por rel_abs_narrow

nar_abss -------=-- Igual que rel_narr para o novo metodo

rel_nar_list -=---- Mostra a lista coas solucions por
rel_abs_narrow

nar_abs_list ------ Igual que a anterior con noso metodo
--------------------------------- *)

(* rel_abs_narrow e a funcion que imita a forma de realizar
a unificacion ecuacional pola variante do metodo de
Dougherty e Johann que realiza a abstraccion posicion para

as variables tanto do problema como do lado esquerdo da
regra. Ten como argumentos unha lista de 2-celulas cos
axiomas de E, se ben estan considerados orientados (e.g falla
o unficar b = ¢ se a teoria e a =e b y a =e ¢), para evitar
mais problemas de non terminacion que os implicitos no

prepio problema. Esto e debido a que realmente desexamos
comparar en situacions analogas ambos metodos. *)
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let rel_abs_narrow R =
let rec rel_abs_narrowR (f,g) =
let (Subst(a,fnf,b)) = f
in if ident_Subst (f,g) then (ident b)::[]
else if (list_length a) = 1 then
try (let r = unify (f,g)
in r::(R_Narr (f,g))Q(R_Narr (g,f)) )
with _ -> (R_Narr (f,g))Q@(R_Narr (g,f))
else if a=[] then Subst_null::[]
else decrease rel_abs_narrowR (f,g)

and R_Narr (f,g) =
let (Subst(a,fnf,b)) = f
in let {(x::_) = a
in let (b’,theta,term_abs,new_vars) =
abs_occ(ident (b),fnf x,[])
in
let rec apply_in_occ occ =
fun (Var _) -> [
| ((Apply(Opr(ro,sro),fnro))as term) ->
let  subst_term = Subst({1],( fun 1 ->
term|_ ->raise non_def) ,new_vars)
in let apply_rule = fun (Two_cell(s_rule,t_rule)) ->
let (Subst(a_rule,fn_rule,b_rule)) = s_rule
in let (y::_.) = a_rule
and ((bbrule,(jbbrule,jbruleb)),univ_bbrule) = coproduct

(b,b_rule)
and ((b’brule,(jb’brule,jbruleb’)),univ_b’brule) =
coproduct (b’,b_rule)
in let (b’’,theta’,term_rule’,n_vars) =
abs_occ(univ_b’brule(comp (jbbrule,theta),

jbruleb),
(subst_apply (fn_rule y)jbruleb’ ),new_vars)
in let theta’’ = comp (theta’,inclusion(n_vars,b’’))
in let h = comp (inclusion(new_vars,n_vars),subst_term)
in let k = Subst([1],
(fun 1 -> term_rule’|_->raise non_def),n_vars)
in try (
let r = unif_nrepeat_vars(h,k)

in let (Subst(_,_,c)) =r
and t_rule’ = comp (jbruleb,t_rule)
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in

in

in

in

in

let f’= replace (comp (jbbrule,f)) occ t_rule’

and g’=comp (jbbrule,g)

and f’’ = theta’’

let g’’ = comp (f’’, comp (inclusion(c,n_vars),r))
let ((ab’’,(ja_nvars,jnvars_a)),univ_a_nvars) =
coproduct (a,n_vars)

let Sol = rel_abs_narrowR (univ_a_nvars(f’,f'’),

univ_a_nvars{(g’,g’’))
map(fun tau -> comp (tau,jbbrule)) Sol

) with _ -> []
in flatlist(map(apply_rule) R) @
flatlist(map(fun i -> apply_in_occ (occ@[i]) (fnro 1))

sro)

in apply_in_occ [0] term_abs

in rel_

abs_narrowR ;;

(* narrow_abs e a funcion que implementa o noso algoritmo,
coas especificacions indicadas tamen para
rel_abs_narrow. *)

let narrow_abs R =
let rec narrow_absR (f,g) =

let (Subst(a,fnf,b)) = f

in if ident_Subst (f,g) then (ident b)::[]
else ,
if (list_length a) = 1 then
try(

let r = unify (f,g)

in r::(Narr_Abs (f,g))@(Narr_abs (g,f)) )
with _ -> (Narr_Abs (f,g))@(Narr_Abs (g,f))
else if a=[] then Subst_null::([]

else decrease narrow_absR (f,g)

and Narr_abs (f,g) =

let

(Subst (a,fnf,b)) = £

in let (x::_.) = a
in let (b’,theta,term_abs,new_vars) =

abs_occ(ident (b), fnf x ,[1)

in let theta’ = comp (theta,inclusion(new_vars,b’))

in

let rec apply_in_occ occ = fun (Var(_)) -> []
| ((Apply(Opr(ro,sro),fnro) )as term) ->
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let subst_term = _
Subst([1],(fun 1 -> term|_->raise non_def),
new_vars)
in let apply_rule (Two_cell(s_rule,t_rule)) =
let (Subst(a_rule,fn_rule,b_rule)) = s_rule
in let ((bbrule, (jbbrule,jbruledb)),univ_bbrule) =
coproduct (b,b_rule)
and ((b’brule,(jb’brule,jbruleb’)),univ_b’brule) =
coproduct (new_vars,b_rule)

in let h = comp (jb’brule,subst_term)
and k¥ = comp (jbruleb’,s_rule)

in try (
let r = unif_fact (h,k)

in let (Subst(_,_,c)) =r
and t_rule’ = comp (jbruleb,t_rule)
in let f’= replace(comp (jbbrule,f)) occ t_rule’
and g’=comp (jbbrule,g)
in let f’’ = univ_b’brule( (comp (jbbrule,theta’)),
jbruledb )
in let g’’ = comp (f’’,comp (inclusion(c,b’brule), r))
in let ((ab’_cop,(jab’,jb’a)),univ_ab’) =
coproduct{a,b’brule)
in let Sol = narrow_absR (univ_ab’(f’,f’’),
univ_ab’(g’,g’’))
in map(fun tau -> comp (tau,jbbrule)) Sol )
with _ -> []

in flatlist(map(apply_rule) R)@
flatlist(map(fun i ->apply_in_occ (occ@[i]l) (fnro i))
sro )

in apply_in_occ [0] term_abs
in narrow_absR ;;

As funciéns rel_abs_narrow_dec e narrow_abs son as que empregan a
descomposicién e calculan o nimero de nos recorridos en cada problema.

let rec iterar fn =
fun (m,Sols,Sol) ->

if Sol = [] then (m,Sols)

else let (m’,Sols’) = fn m (hd(Sol))
in iterar fn (m’,So0ls@Sols’,t1(Sol));;
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let fst(a,_)=a;;let snd{_,b)=b;;

let rec iterar2 fnn =
(fun ({(m,sols) as acc)->
(fun R ->
if R = [] then acc
else let (m’,solss) = fnn (hd(R)) m
in iterar?2 fmn (m’,sols@solss) (t1 (R))
)i

let decrease_it (univ_unifR) (n,(f,g)) =
let (Subst(a,_,.)) = £ '
in if a=[] then (n,Subst_null::[])
else let (x::a’) = a
in let (m,Sol) = univ_unifR (n,(restrict({x],(f,g))))
in let (f’,g’) = restrict(a’, (£f,g))
in
iterar
(fun mm sigma ->
let (m’,Sol’) = univ_unifR (mm,(comp(sigma,f’),
comp(sigma,g’)))
in (m’,map(fun theta -> comp(theta,sigma)) Sol”)
)
(m, [1,S01)

)2

let rel_abs_narrow_dec nn R (f,g)=
let rec rel_abs_narrowR (n,(f,g)) =
let (Subst(a,fnf,b)) = f and (Subst(_,fng,_)) = g
in if ident_Subst(f,g) then (n,(ident b)::[])
else if n > nn then (nn,[Fallo_num_exc])
else if (list_length a) = 1 then
let (x::.) =a
in let (s,t) = (fnf x,fng x)
in match (s,t) with
(Apply(Opr(ro,sro),fnro),
Apply(Opr(ri,sri),fnri)) ->
if ro = ri then
let (m1,S_redund) = rel_abs_narrowR
(n, (Subst(sro,fnro,b),Subst(sro,fnri,b)))
in let (m2,sol_unif) =
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try(let r = unify (f,g)
in (m1+1,[z]) )
with _ -> (m1,[])
in let (m,Sols) = R_Narr (m2,(f,g))
in let (m’,Sols’) = R_Narr(m,(g,f))
in (m’,S_redund @ sol_unif @ Sols @ Sols’)
else let (m,Sols) = R_Narr (n,(f,g))
in let (m’,Sols’) = R_Narr (m,(g,f))
in {m’,Sols@Sols’)
[{_,_) -> let (m2,so0l_unif)=
try(let r = unify(f,g)
in (n+1,[r]))
with _ -> (n,[])
in let (m,Sols) = R_Narr(m2,(f,g))
in let (m’,Sols’) = R_Narr(m,(g,f))
in (m’, sol_unif @ Sols @ Sols’)
else if a=[] then (n,{(ident b)::[] )
 else decrease_it rel_abs_narrowR (n,(f,g))

and
R_Narr (n,(f,g)) =
let (Subst(a,fnf,b)) = f
in let (x::_) = a
in let (b’,theta,term_abs,new_vars) =
abs_occ(ident (b),fnf x,[])
in
let rec apply_in_occ oce = fun (Var{(_)) m -> (m,[])
} ((Apply(Opr(ro,sro) ,fnro) )as term) m ->
let subst_term = Subst({1],( fun 1 ->
term|_ ->raise non_def) ,new_vars)
in let apply_rule (Two_cell(s_rule,t_rule)) nmn =
let (Subst(a_rule,fn_rule,b_rule)) = s_rule
in let (y::_.) = a_rule
and ({bbrule,(jbbrule,jbruleb)),univ_bbrule) =
coproduct(b,b_rule)
and ((b’brule, (jb’brule,jbruleb’)),univ_b’brule) =
coproduct (b’,b_rule)
in let (b’’,theta’,term_rule’,n_vars) =
abs_occ(univ_b’brule(comp (jbbrule,theta),
jbruleb),
(subst_apply (fn_rule y)jbruleb’ ),new_vars)
in let theta’’ = comp (theta’,inclusion(n_vars,b’’))
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in
in

in

in
in
in
in
in
in
in

in

in

let
let

try
let

let

let
let
let
let
let
let

h = comp (inclusion(new_vars,n_vars),subst_term)

k = Subst({1], (fun 1 -> term_rule’]|_->raise
‘non_def) , n_vars)

(

r = unif_nrepeat_vars(h,k)

(Subst(_,_,c)) = r

t_rule’ = comp (jbruleb,t_rule)

f’= replace (comp (jbbrule,f)) occ t_rule’
g’=comp (jbbrule,g)

f'’ = theta’’

g’ = comp (f’’, comp(inclusion(c,n_vars),r))

((ab",(ja_nvars,jnvars_a)),univ_a_nvars) =

coproduct(a,n_vars)

let

(m

with
in let (mm,sols) = iterar2 apply_rule (m,[]) R
in iterar2 (fun i-> apply_in_occ (occ@[i]) (fnro i))
{mm,sols) sro
in apply_in_occ [0] term_abs n
in rel_abs_narrowR (0,(f,g)) ;;

(malfa,Sol) = rel_abs_narrowR
(omn+1, ((univ_a_nvars(f’,f’’),
univ_a_nvars(g’,g’’))))
alfa,map(fun tau -> comp (tau,jbbrule)) Sol ))
_ => (omn,[])

let narrow_abs_dec nn R (f,g)=

let rec narrow_absR (n,(f,g)) =

let (Subst(a,fnf,b)) = f and (Subst(_,fng,_)) = g
in if ident_Subst(f,g) then (n,{(ident b)::[])

else if n > nn then (nn,[Fallo_num_exc])
else if (list_length a) = 1 then

let (x::.) = a
in let (s,t) = (fnf x,fng x)
in match (s,t) with
(Apply(Opr(ro,sro),fnro),
Apply(Opr(ri,sri),fari)) ->
~if ro = ri then
let (m1,S5_redund) =
narrow_absR (n, (Subst(sro,fnro,b),
_ Subst (sro,fnri,b)))
in let (m2,sol_unif) =
try(let r =unify(f,g)

211
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in  (mi1+1,[r]) )
with _ -> (m1,[]) in
let (m,Sols) = Narr_abs(m2,(f,g))
in let (m’,Sols’) = Narr_Abs(m,(g,f))
in (m’,S_redund @ sol_unif @ Sols @ Sols’)
else let (m,Sols) = Narr_Abs (n,(f,g))
in let (m’,Sols’) = Narr_Abs(m, (g,f))
in (m’,Sols@Sols’)
|(_,_) -> let (m2,sol_unif)=
try(let r = unify(f,g) in (n+1,[r]))
with _ -> (n,[]) in let (m,Sols) =
Narr_abs(m2, (f,g))
in let (m’,Sols’) = Narr_Abs(m,(g,f))
in (m’, sol_unif @ Sols @ Sols’)

else if a=[] then (n,(ident b)::[] )
else decrease_it narrow_absR (n, (f,g))

and Narr_Abs {(n,(f,g)) =

let (Subst(a,fnf,b)) = f

in let (x::_) = a

in let (b’,theta,term_abs,new_vars) = abs_occ(ident (b),fnf x L[

in let theta’ = comp (theta,inclusion(new_vars,b’))
in
let rec apply_in_occ occ = fun (Var(_)) m -> (m,[])

| ((Apply(Opr(zro,sro),fnro) )as term) m ->
let subst_term = Subst([1],(fun 1 -> term|_->raise
non_def), new_vars)

in let apply_rule (Two_cell(s_rule,t_rule)) nmn =

let (Subst(a_rule,fn_rule,b_rule)) = s_rule

in let ((bbrule,(jbbrule,jbruleb)),univ_bbrule) =
coproduct  (b,b_rule)

and ((b’brule,(jb’brule,jbruleb’)),univ_b’brule) =
coproduct (new_vars,b_rule)

in let h = comp (jb’brule,subst_term)
in let k = comp (jbruleb’,s_rule)
in try (

let r = unif_fact (h,k)

in let (Subst{(_,_,c)) =r

in let t_rule’ = comp (jbruleb,t_rule)

in let f’= replace(comp (jbbrule,f)) occ t_rule’
in let g’=comp (jbbrule,g)
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in let £?

univ_b’brule( (comp (jbbrule,theta’)),
jbruleb )
in let g’’ = comp (f’’, comp (inclusion(c,b’brule),r))

in let ((ab’_cop,(jab’,jb’a)),univ_ab’) =
coproduct(a,b’brule)
in let (malfa,Sol) = ,
narrow_absR (nmn+1, (univ_ab’ (£’ ,£79) ,univ_ab’ (g, ,g’ DN
in (malfa,map(fun tau -> comp (tau,jbbrule)) Sol ))

with _ -> (omn,[])

in let (mm,sols) = iterar2 apply_rule (m,[]) R
in iterar2 (fun i-> apply_in_occ {occ@[i]) (fnro i))(mm,sols) sro

in apply_in_occ [0] term_abs n
in narrow_absR (0,(f,g)) ;;

(* rel_narr da terna formada por : o conxunto de 2-
celulas, o diccionario previo (coas adxudicacions das
variables), e o problema dado, mostra o numero de nos
procesados € o conxunto coas sclucions resultantes.

0 primeiro argumento de rel_abs_narrow e un limite do numero
maximo de nos recorridos *)

let rel_narr (R,D,P) = .
let (n,Sols) = rel_abs_narrow 10000 R P
in print_string "numero de nodos "; print_int n; output_Sol D
Sols;; o

(* realiza a mesma operacion respecto de narrow_abs *)

let nar_abss (R,D,P) = _
let (n,Sols) = narrow_abs 10000 R P.

in print_string "numero de nodos "; print_int n; output_Sol D
Sols;
#

~let R = build_axioms "{a=b,g(h(a},h(b),x,x)= d}" ;; (* presentacion *)

let (D,P) = build "{g(x,x,h(a),h(b)) = d}";; (* problema *)
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rel_narr (R,D,P);;

R : substitution two_Cell list = [Two_cell (Subst ([1], <fun>,
{1; 11), Subst ([1], <fun>, [1; 11)); Two_cell (Subst ([1],
<fun>, [1; 1]1), Subst ([1], <fun>, [1; 11))]
#P : substitution * substitution = Subst ([1], <fun>, [1; 1]),
Subst ([1], <fun>, [1; 1])
- D : int -> string = <fun>
#numero de nodos 2i[1 SOLUCION
x -> h{a()) ,
x -> ha())
2 SOLUCION
x -> h(a()) ,
x => h(a())
3 SCLUCION
x -> h(b()) ,
x -> h(b())
4 SOLUCION
x -> h(b()) ,
x -> h(b(})
5 SOLUCION
x => h(a()) ,
x => h(a())
6 SOLUCIDN
x -> h(b()) ,
x -> h(b())]
: unit = ()

nar_abss(R,D,P);;
numeroc de nodos 8[1 SOLUCION
x -> h(a()) ,
x -> h(a())
2 SOLUCION
x -> h(b()) ,
x -> h(b())] .

- : unit = ()
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Resultados Comparativos

Empregando os programas do Apéndice A, realizouse un estudio comparativo
entre os métodos de Relared Narrowing e o narrowing con abstraccion. Por outra
parte, se estudia con certo detalle o nimero e forma producir solucions de Relazed
Paramodulation e de Narrowing con Abstraccion, usando como exemplo o que aparece
resolto na paxina 213. As solucidns producidas por narrow_abs son as que
corresponden as lineas de trazo groso, mentras que as que se xeran por rel _abs_narrow
son tanto as de trazo fino como as de trazo groso. Preséntanse tamén 4 taboas coas
seguientes medidas nuna serie de experimentos realizados na estacién de traballo Sun
Sparc IPX do Departamento de Computacion.

Taboa B.1. Problemas para os que a funciéon rel_abs_narrow non finaliza e si
que o fai narrow_abs

Taboa B.2 Resultados experimentales co nimero de soluciones proporcionadas
por rel_abs_narrow_dec, narrow_abs_dec, rel_abs_narrow e narrow_abs

Taboa B.3 Comparacién entre o nimero de nds procesados empregando as
funciones anteriores

Taboa B.4 Tempo invertido na resolucién dos problemas anteriores para
rel_abs_narrow e narrow_abs
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O codigo empleado es el siguiente :

e Nos : para o numero de nés da arbore de derivacidns producidas,

e Sols : indica o nimero de soluciéns producidas por cada procedemento,

o NA : para indicar que se tén realizado mediante narrow_abs,

e NAD : para indicar que foi obtido empregando narrow_abs_dec,

e RN : para indicar que se ten realizado mediante rel_abs_narrow

RND : para indicar se usou para elo a funcién rel_abs_narrow_dec.

217

En ciertos casos a funcién rel_abs_narrow non remata, e si que o fai a furcién
narrow_abs. Como exemplo de ello :

Ecuacions Ststema Sols Sols
NA RN
{f(z,2) = fa,b)} | flz,2) = f(a,b)| 1 | no finaliza
{flz,z) = f(a,b)} flz,z) = d 0 | no finaliza

Taboa B.1 Problemas nos que un deles non remata
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Ecuacions Sistema Sols | Sols | Sols| Sols
NA | NAD| RN |RND
{a =10,
glz,z,a,b) = d} gla,b,z,z) =d 2 2 6 6
{a =0
glz,z) = h(z,z)} g(a,b) = h(a,b) 3 5 5 | 14
(@ m(z)) = ¢ ?
( ( %=¢> z} plp(z,e),in(p(z,y))=¢e| 28 28 44 45
@) S 7
p(a:, e) = 17} p(p(z,e),in{p(z,y)) =e| 133 | 133 | 211 | 212
infe) = e '
p(;v,a:) =z
Bl in(z)) = ¢ ) |
plz,e) = z} z = p(e,tn(z)) 21 21 1 40 40
infe) = e e = ple,in(z))
plz,z) > 2
{h(z,z) =z
fla,z) = g(,b)} h(f(z,y),9(z,y)) A IR T A -
glz,c) = flc,z) __=g(=zy)
{f(a,z,z) = g(a,2) | h(h(f(a,y,2),g(x22)),
h(z,z) = z} g(a,a)) = gla, a) 1 2 5 20
{f(a,:c,x) = g(a,:c) h(h(f(x’yvz)’g(xmz)):
h(z,z) = 7} g(u,v)) = h(us,v2) | 55 | 87 | 669 | 2344
{f(a!xax) =>g(a,1') h(f(a:?,y,z),g(zg,z))
h(z,z) = z} = h(uz, v2) 23 26 58 | 137
{f(a,a:,x) =>g(a,3:) h(h(f( I,Y,z2 ): ($27 ))a
h{z,z) = z} f(byu,2)) = f(byu,z) 0 0 0 0

Taboa B.2 Comparacion entre o nimero de solucidns
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Ecuaciones Sistema Nos | Nos | Nos | Nos
"NA|NAD} RN |RND
{a =8,
g(z,z,a,b) = d} g(a,bz,z) = d 8 8 21 21
{a = b,
g(z,z) = h(z,z)} g(a,b) = h(a, b) 1| 19 | 18 | 37
{p(z,in(z))=>c¢ . _
p(z,e) = x} p(p(z,e),in{p(z,y)) =e| 141 | 141 | 207 | 208
in(e) = e
{p(z,n(z)) = ¢
p(z,e) = z} p(p(z,€),in(p(z,y)) = ¢ | 688 | 688 |1027 | 1028
in(e) = e
plz, ) =z
{p(z,in(z)) = ¢
plz,e) =z} = ple,in(z)) 80 80 | 147 | 147
in(e) = e e ple,in{z)
p(z,z) =
{h(z,z) =z
faz) = o@ 8} | AUG)eley) |88 | 64 | 13| 173
g9(z,c) = flc,z) =g(z.y)
{f(a,:r:,z) :b-g(a,.r) h(h(f(aayvi)sg(mhz))a
h(z,z} = z} gla,a)) = g(a,a) 9 11 39 78
{f(a,:n,m) =>g(a,$) h(h(f(:c,y,oz),g(xz,z)),
h(z,z) = z} glu,v)) = h(ug,v;) 368 | 507 {4342 9325
(F2,2) > gla,5) | W(Ja,0,2) 6w ))
h(z,z) = z} = h(uz, v2) 134 | 147 | 344 | 569
(@2,2) = g(a,) | WA(7,3,2), (22, )
h(z,z} = x} f(byu,2)) = f(bu,z) 7 7 24 | 28

Taboa B.3. Comparacion entre o nimero de nés recorridos.
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A continuacién mostrase o tempo de resolucién dos problemas empregados para a
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comparacion :
] FEcuacions Sistema | NA]l RN |
{a =,
g(z,z,0,0) > d} gla, bz, z) = d 0.6 0.9s
{a = b, :
g(z,z) = h(z, )} g(a, ) = h(a, b) 0.7s | 1.3s
Pz, (7)) = ¢ ? |
p(z,e) = z} p(p(z,e),in(p(z,y)) =e | 5.4s 12.4s
in(e) => e :
{p(z,in(z)) = e
p(z,e) = z} p(p(z,e),in(p(z,y)) =€ | 32s | lminlds
in(e) = e
p(z,z)=>
FERTRIEE: ?
p(z.e) = z} T = p(e,in(z)) 6.23 9.5s
in(e) = e e = ple,in(z)) '
plz,z) ==z
{flz,z)=> =z
fla,2) = g(z,0)} | h(f(2,9),9(z,9)) = g(z,y) | 755 | 24.4s
g(z,¢) = f(ec,z)
{f(a,:c,:c) =>g(a1$) h(h(f(a,y,i),g(xg, z))’
hiz,z) = z} g(a,a)) = g(a,a) 5.7s 10s
{f(a':x!x) =>g(aa'7:) h(h(f(:c,y,qz),g(xz, z))?
h(z,z) = z} g(u,v)) = h(uz,v2) 50s | 15min3Ts
{f(aazvm) :g(as:‘:) h(f(x;%z)ag(w%z))
hiz,z) = o} = h(ug,vs) 38.2s 43s
'{f(a,:.c,a:) =>."-](a!:'i':) h(h(f(msyaz)vg('”?sz))a
h(z,z) = z} f(b,u,z)) < f(bu,z) 8.2 10.4s

Taboa B.4. Tempo de resolucién dos problemas.
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constantes, 17 imaxe, 19
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innermost, 34 . PC*, 95

instanciacion, 22 permutacion, 21

irman pola esquerda, 13 posicion conectada, 156
isomorfismo, 46 posiciéns, 18
1somorfismos, 29 posiciéns basicas, 113

i presentacion

lineal, 17 sintactica, 33
log-space complete, 95 presentacions estrictamente resolventes,
lonxitude da 2-célula, 65 129

lonxitud(.e dun termo, 18 profundidade, 37
L-reduction test, 116 propia, 41

monico, 46 PTIME, 94

maior antecedente, 18 push-out, 47

matching, 22 rango, 19

modelo, 32 reducible, 12

multiecuacién, 82 reemplazamento, 14

n-grado, 124 reescrita médulo, 35

ntteleo. 31 regra condicional, 37

narrowing, 113 relacion ’
con reduccién, 113 de b6 orden, 11
basic, 113 ‘ de case-orden, 11
condicional, 120, 123 aﬂti’rrt.%ﬂexiva, 11
condicional demorado , 120 canonica, 12 .
dirixido por grafos, 116 completa por niveles, 38
innermost, 117 conﬂflente, 12 _
left-to-right, 116 de bé orden parcial, 11
de reescrita, 34

modulo ecuacional , 121 o
finitaria, 11

outermost, 117

NC, 95 localmente confluente, 12
NC?, 95 : orden total, 11
pechada,.41
obxecto inicial, 47 que dirixe, 41
obxecto cero, 47 reescrita sen avaliacién da premisa,
operador superior, 17 121
operadores definidos, 119 . reflexiva, 11
outermost, 34 simétrica, 11
transitiva, 11
pai, 13 renomeamento, 21
par co-nucleo, 47 resultado da abstraccién, 135

paramodulacion, 126
parte comiin, 88

PC, 95 simbolos

reticulo, 23
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top-down, 128
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