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1.—INTRODUCCION

La proyeccion de formas espaciales sobre superficies
cilindricas o esféricas permite obtener las llamadas «perspectivas
curvilineas», caracterizadas por el hecho de que los segmentos
rectos de la forma representada se transforman en segmentos
curvos. '

Este tipo de perspectivas ha sido, en general, muy poco
estudiado. En ocasiones se han obtenido, incluso, conclusiones
incorrectas.

Entre los autores que mas han analizado este tema destacan
Barre y Flocon (1968) que basan sus teorias en lo que denominan
la «ley fundamental de la percepcion visual» segun la cual «la
misma magnitud parece mas pequefia a medida que se aleja del
observador». A partir de este axioma, esencialmente correcto, y
mezclando conceptos poco asimilados de percepcion visual con
nociones de fisica relativista, desarrollan una teoria con la que
intentan convencernos de la legitimidad y superioridad incondicio-
nales de la perspectiva esférica sobre la tradicional (lineal).

Otros autores, incluso de la talla de Panofsky (1924), han
tocado también el tema Illegando asimismo a conclusiones
erréneas y sin fundamento.

Afortunadamente, Pirenne en su «Optics, Paintinys and
Photography» (1970) demuestra la falsedad de todos estos
planteamientos. En esta obra Pirenne analiza en detalle los
mecanismos perceptivos que entran en juego cuando se observa
una perspectiva desde posiciones indebidas, introduciendo asi el
factor subjetivo en la apreciacion de una representacion plana del
espacio tridimensional.

A pesar de todo es indudable que las perspectivas curvilineas
tienen un interés elevado, en tres aspectos distintos y fundamenta-
les:

—Como sistema de representacion pueden dar unaidea clara
de la disposicion y relacion espacial mutua de los objetos en un
campo muy amplio alrededor del observador. Recuerda a los
objetivos de «ojo de pez» o grandes angulares de focal corta. Son
més bien «sistemas de informacién» que de representacion. Pero
su utilidad es innegable.

—Las perspectivas curvilineas son un camino sencillo e
intuitivo para abordar el estudio de geometrias no euclidianas méas
complejas, y por lo tanto mas interesantes, quelas obtenidas
mediante transformaciones proyectivas lineales. Véase el libro
«Euclidean and Non-Euclidean Geometries» de M. Greenberg
(1980). .
—EI aspecto mas importante de este tipo de perspectivas
radica en sus posibilidades como estimulos para el estudio de
algunos procesos de percepcion visual espacial. ;Cémo es
posjble que autores de la talla de Panofsky o de Barre y Flocon no
hayan sabido explicar con correccién las deficiencias que, en
ocasiones, se observan en las perspectivas lineales tradicionales?
¢Por qué una perspectiva esférica puede parecer aceptable, es
decir «realista», en determinadas condiciones?

Pirenne (Op. cit.) nos da algunas pistas al analizar ciertos
mecanismos complejos del sistema visual. Cita una conclusion
muy interesante de La Gournerie (1859) segtn la cual «al mirar un
cuadro dibujado en perspectiva (...) las deformaciones que se dan
cuando el ojo esta en posicion equivocada se vuelven mas
evidentes cuando la perspectiva es correcta». Esto implicaria que
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una perspectiva «continuamente incorrecta», es decir en la cual
las incorrecciones no se presenten de forma localizada y aislada,
admitiria mas tolerancia en su observaciéon que una perspectiva
lineal perfecta. Y esas condiciones se dan en la perspectiva
esférica.

Estimamos que éste es un campo de investigacion con un
gran futuro.

El estudioso del tema se enfrenta sin embargo con la gran
dificultad de generacién de perspectivas curvilineas, incluso de
figuras elementales.

Para simplificar esta generacion presentamos unas rutinas de
ordenador que permiten obtener proyecciones tanto cilindricas
como esféricas, con una extraordinaria facilidad y precisién.

2.—METODO DE CALCULO
2.1.—Generalidades

Supondremos siempre que el centro de proyeccion es el
punto de interseccién del eje del cilindro con el plano de referencia
horizontal, o el centro de la esfera, segun corresponda.

Los ejes X y Z definen el plano horizontal. El sentido positivo
del eje X es «hacia la derecha» y el del Z «hacia adelante». El eje Y
es vertical y su sentido positivo es «hacia arriba». Las figuras 2.1.a
y 2.1.b muestran la relacion entre estos ejes y las superficies de
proyeccion. El radio de ambas superficies se denominara «R».

fig. 2.1.a

El cilindro se desarrollara sobre el plano tangente a lo largo
de la generatriz mas alejada en direccion Z. La esfera se
proyectara sobre el plano XOY. Esta proyeccién es ortogonal.
Podrian estudiarse otro tipo de proyecciones de la perspectiva
esférica, pero no se presentan por no alargar esta exposicion.

2.2.—Perspectiva de un punto

2.2.1.—Proyeccioén cilindrica (fig. 2.2.1.a)

Se supone el cilindro desarrollado sobre el plano Q. El punto
P* es la proyeccion de P (X, Y, Z) sobre el cilindro, y los puntos P’ y
P* son sus proyecciones sobre el horizontal.

fig. 2.2.1.a



Por semejanza de los triangulos OPP’ y OP*P*’, se tiene:
X’ X Y’ Y —_—
= e — = _siendo D=0P=/X2+Y2+22,
R D R D

or lo tanto
P X' = RXIVX2+Y2+22
Y' = RY/VX2+Y2+272

2.3.—Perspectiva de un segmento P1, P2

Examinando las figuras A-2 y B-2 de los apéndices, que
corresponden a proyecciones sobre un cilindro y una esfera
de radio grande en relacion con las dimensiones del objeto, se
ve que, en el entorno de un punto de la superficie se puede
tomar como valida la proyeccion sobre el plano tangente.

Por lo tanto, si se descompone el segmento P1, P2 en una
serie de segmentos infinitesimales, las proyecciones de sus
. Vo extremos se pueden unir con lineas rectas. La poligonal
X'= Longitud del arco 0', P obtenida estara inscrita en la curva perspectiva real. Aumentan-
Y’'= Altura P*, P* do el numero de divisiones se puede alcanzar tanta aproxima-
cién como se desee.

Esta division de P1, P2 puede ser arbitraria. Sin
embargo, si se quiere que los lados de la poligonal perspectiva
(que son proporcionales al angulo subtendido por los extremos
del segmento elemental correspondiente) tengan una longitud

Las coordenadas de P* en el sistema X', Y’ del plano Q una vez
desarrollado el cilindro, son:

y de las figuras 22.1.b y 2;2.1.c se deduce,
i

7'()(/0,2) uniforme, habra que procurar que esos angulos tengan un valor.
2 constante a lo largo del segmento P1, P2.
X’ A=tg— (X/2) 2 9y/!

X'= arco 0’, P”"= R.A.
(arco A en radianes)

fig. 2.2.1.b Para lograr esta divisién se considera el angulo P1’, 0, P2’
formado por las proyecciones de P1y P2 sobre el horizontal y el
origen 0 (centro de proyeccion). Este angulo se divide en un
namero entero de partes N y se calculan sucesivamente las
coordenadas (X, Y, Z) de cada punto intermedio P, asi como las

f( (X*, Y*) de su perspectivo P*.
Si el segmento P1, P2 esta contenido en un plano visual
, — Y’ = R vertical, no se puede aplicar el procedimiento anterior.
OP'= X*+ Y% — — En tal caso, si se trata de proyeccién cilindrica, la
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Y ! perspectiva de P1, P2 coincidira con una generatriz y por lo
1Y'=Y.R/IOP'=Y.R/(/X*+Y*  tanto basta hallar las perspectivas de P1y P2y unirlas con un

|
{
b | segmento de recta.
L l {’*’ i , Si se trata de proyeccion esférica, el segmento se divide en
o *—& P (X/O/Z) un namero de partes iguales (10 en el programa) y se hallan las
‘f! R— perspectivas de los puntos intermedios. Este método es
i O P~ — susceptible de mejoras.
fig.22.1.c 3.—PROGRAMAS Y EJEMPLOS

En el apéndice A se incluye el listado del subprograma de
proyeccién cilindrica y cuatro ejemplos de perspectivas
obtenidas con los datos y el programa «driver» del apéndice C.

: En cada figura se detallan los desplazamientos globales
'La esfera se proyecta ortogonalmente sobre el plano XOY.  aplicados a los datos antes de hacer la proyeccién.
Pesignaremos X' e Y’ a las coordenadas de la proyeccion. Todos los programas estan escritos en BASIC 2.0 de la
; Serie 200 de Hewlett - Packard, pero son facilmente adaptables a
cualquier otro lenguaje.

En los subprogramas no se realiza ninguna operacion de
dibujo lo que evita su dependencia de los dispositivosfisicos de
salida grafica que pudieran emplearse.

Quiero agradecer a Hewlett - Packard Espafola su
colaboracion al facilitar los equipos necesarios para el
desarrollo de este trabajo, y en particualr a Juan Pablo Rubio
(SEO HP-MAD) sus comentarios y sugerencias.

: ;f.2.2.—Proy.ecci6n esférica (fig. 2.2.2.)

(Comunicacion presentada en las «| Jornadas de Expresién Grafica
Arquitectonica». La Coruiia, febrero, 1984).
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APENDICE A -I-: PROGRAMA

1010 SUR Cil_line21(X3,Y1,11,%2,Y2,12,Radio, Inc_angular,Nus_puntos,X _cil(8),Y cil(9),Error)
]

1020 '

1030 ! SOBESRANROREIROsIRRIOTsIROERRLITIRIRCUIRERIRRRIERRNINLININNNINLINILLINIY

1040 '8 ]

1050 '8 SURPROGRAMA  'Cil _line2)’ s PROYECCION C"-lNDRICA
1060 '8 VERSION 2.1 31/01/84 ] '

1070 '8 ARCHIVO  *CILLINE2!" ' [\ : e
1080 '8 RUTOR: Jesus Peraita ' [\ H /
109 '3 ' ~ \\ : d /
1oo 1 ' RN ; 1 A
1no ' BENERA LA PERSPECTIVA CILINDRICA DE UM SEGMENTD ] ~— : // |
1z ' (CILINDRO DESARROLLADO} ] \\ ! d //
130 '8 [] N~ : P

e ' ' T :

e ' ' :

1160 '8 FUNCION: ]

1o 'y ----eee- ]

180 ' Genera los vectores "X cil(3)’ e "Y_cil(8)’ con las abscisas ¢

1190 ' 8y ordenadas, respectivasente, de los puntos correspondientes '

1200 ' ¢ a3l desarrollo de la proyeccion del segaento (X1,Y1,21)- [

1210 ' ¢ (X2,Y2,12) sobre un cilindro de radio 'Radio’. '

1220 '8 Estas coordenadas estan en ‘escala absoluta’. La rutina de 8

1230 ' 8 didbujo tendra que aplicar los factores de escalado oportunos. ¢

1240 ' ¢ 1

1250 '3 L]

1260 ' ¥ VARIABLES: ]

1270 ¢ 8 —-mmemee- !

1280 ' ¢ L]

1290 '8 -PARANETROS DE ENTRADA: ' 1

1300 ' ¢ HR IR = Coordenadas punto origen (P}) L} W\ E //
130 ' 12,Y2,12 = Coordenadas punto extreso (P2) ' N i A
1320 '8 Radio = Radio del cilindro de proyeccion. ] N \ : // e
1330 '8 Inc_angular = Incresento angular saxiso, en proyeccion L] \.\ I E 1 /’
1340 '8 sobre el plano horizontal (plano XOI}, ] q N| E _J/ ]
1350 '$ entre puntos intersedios del segmento. ] \\\ ) ! ’/’
1360 '8 Valor NININD: 1 GRADD ' :

1370 '8 Valor MAXIND: 10 GRADOS ' UL : nitey
1380 ' 1 ' I '

1390 '8 -PARAMETROS DE SALIDA: L o N N0 011 _5 _______________ .
1800 ' 8 Mus_puntos = Musero de puntos considerados en el segaento ¢ '

100 ' {P1,P2), incluyendo los puntos Pl y P2, ] J n : Hi |

1420 ' ¢ Es tasbien el WUMERD DE ELEMENTOS de los ] 1 H T
130 ' vectores X cil(®) e Y cili®) ' L W

1o e Valor NININO: 2 ' —

150 ' Valor BARING: 100 ' H

1460 ' ¢ I_cil(y) = Vector con las abscisas de los 'Mus_puntos’ ¢ E fig. A-2 0= 0,0,300
uw s puntos perspectivos del segsento (P1,P2), 8 ' ESCALA x 3.33
1480 ' 9 incluyendo X1 en primer lugar y X2 en ultiso §

1490 ' Jugar. ' //

1500 '8 Y_eilip) = lqual que "X _cil(8)’, con las ordenadas. '

1510 '8 Error = Codigo de error en el subprograsa: ] P

1520 '8 0 -> NO HAY ERROR L]

1530 ' ¢ § - RADIO INCORRECTO ]

1540 '8 2 -) INCREMENTO ANGULAR INCORRECTO ]

1550 ' ¢ 3 -> NUMEROD DE PUNTOS IMCORRECTO ' | N

1560 ' 8 1] )

1570 '8 ' N

1580 ' 8 VARIABLES INTERWAS: ' N

L B '

1600 '8 ' N

1610 '8 Llong_arco = Llongitud del desarrollo de la seccion recta o

1620 ' ¢ del cilindro para un angulo unidad. ]

1630 ' ¢ Long_proy! = Longitud del radio vector (O,P1'), L]

1640 ' 8 Long_proy2 = Longitud del radio vector (0,P2’), '

1650 ' ¢ Long_segaent = Longitud de (P1,P2). ! |

1660 ' 8 Ang_proyec = fAngulo (P1’,0,P2") formado por el origen ' : fig. A-3 D= -50,-50,50
1670 '8 y las proyecciones de Pl y P2 sobre el ] !

1680 '8 plano horizontal. ' !

1690 ' 8 Denoa = Denosinador en 13 foreula del coseno de L] 1

1700 ' 'Angulo_pl’, Es cero si el segeento esta ] E

1710 '3 contenido en un plano visual vertical. ] :

1720 ' ¢ Anqulo_p! = Mnqulo (0,P17,P2’) forsado por el radio ' |

1730 '8 vector (0,P1’) y la proyeccion (P1°,P2') del ¢ E

140 e segaento. ' i

1750 ' # Nus_interval = MNusero de intervalos angulares (de valor L] E

1760 ' 8 saxino ’Inc_angular’) en ’Ang_proyec’. ' E /

1770 ! ¢ Inc_ang_real = Incresento anqular real. ' 1

1780 ' ¢ X_delta = Diferencia de abscisas entre dos puntos ' E /

1790 ' ¢ del segeento a distancia unidad (3D). ] E

1800 ' ¢ Y_delta = ldes. para coordenada Y. ] !

1810 '8 1_delta = ldes. para coordenada 1. ' i % L

1820 ' ¢ Punto = Contador del bucle de proceso. ' L/

1830 '8 Valor INICIAL: '

1840 ' 8 Valor FINAL : Mus_puntos ] g=

1850 '8 fAngulo = Anqulo subtendido por el eje 02 y la proyec- 8 i

180 '8 rion horizontal del punto considerado (P), $  s-mmmooooomeeeo—eeeooooooooooooooood fmmmmmmmsomomososoomoooooooo
1870 ' 8 T_actual = Coordenada X del punto considerado (P), s E fig. A-4 D= -50,25,50
1880 '8 Y_actual = Coordenada Y del punto considerado (P). ' :

1890 '8 1_actoal = Coordenada I del punto considerado (P). t

1900 ' ¢ Ang_actual = fAngulo forsado por el radio vector (0,P1°) y 8



1910 '8 el (0,P"), ]
1920 ' ¢ Long_actual = Longitud (P1,P) del subsegeento considerado. §
1930 !¢ '
1940 ' 8 s
1950 1 SRSARRRIRRRINTIRORRNRIRIRRNRNRRanRIRanIasIRtIsTANLITILIBLINLIRLLLLIS
1960 !

1970 DPTION BASE 1

1980 !

1990 ' INICIALIZA

2000 ! -------m--

2010 '

2020  DEE

2030 Error=0

2000  Mus_puntos=0
2050 WAT X_cil= {0)
2060 WAT Y_cil= (0)

2070

2080 ' COMPRUEBR RADIO DEL CILINDRO

2090 !

2100

2110 IF Radio(=0 THEN

2120 Error=)

2130 60T0 Final

2140

2130 END IF

2150

2170 ' CONPRUERA INCRENENTD ANGULAR

2180 !

2190

2200  IF Inc_angular<l OR Inc_angular)10 THEN
2210 Error=2

2220 6070 Final

2230

2240 END IF

2250

2260 ' CALCULA COWSTANTES DEL SEGMENTO Y ANGULOS
2270 ! mememmmmmemmeemmeeceeeeccccecccomeoiooeee
2280

2290 Long_arco=Radio$P1/180

2300 Long_proyl=SQR{X1%2¢11"2)

2310 Long_proy2=SOR(X2°2¢12°2)

2320 Long_seqment=SQR{(X2-X1)*2¢(¥Y2-Y11 *24(12-11)*2)

! RADIO DEL CILINDRO INCORRECTO

! INCRENENTO ANGULAR INCORRECTO

2330  Ang_proyec=ACS(DROUMD((21812¢X18X2)/(Long_proyistong_proy2),10))

2340 Denos=DROUND(SOR{(12-11)°2+{X2-11)*2)8Long_proyl,10)
2350
2360 IF Denoe’>0 THEN

370 Angulo_p1=180-ACS{DROUND((238(12-11)4X18(X2-X1))/Denon, 10))! SEGMENTO INCLINADO

2380  ELSE

2190 Angulo_pl=0

2400 END IF

210

2420

2030 Wus_interval=INT(Ang_proyec/Inc_angular+l)
2040 Mum_puntos=Nua_interval+l

2050 Inc_ang_real=Ang_proyec/Mus_interval

260

2470 X_delta=(X2-X1)/Long_segeent

2480 Y_delta=(Y2-Y1)/Long_segaent

2890 1 _delta=(12-11)/Long_segment

2500

2510 X_actual=X}

2320 Y_actual=vl

2530 1 actual=1l

2540 Ang_actual=0

2550

2560

2570 ' BUCLE DE CALCID

2580 ! -----mmeeeeeee

2590

2600 FOR Punto=i TO Mum_puntos

2610

2620 Angulo=ATN(X _actual/1_actual)

2630

2640 I_cil (Puntol=Long_arcoshnqulo .
2630 Y_cil(Punto)=Y_actual SRadio/SOR(X_actual 241 actual”*2
2660

2670 IF Mus_puntos(>2 THEN

' SEGMENTO EN PLAND VISUAL VERTICAL

! SE EMPIEIA COM EL PUNTD ’P1’

! SEGNENTO VERTICAL ?

2680 Ang_actual=Ang_actual +lnc_ang_real ! N0 VERTICM
2690 " Long_actual=Long_proyl8SIN(Ang_actual) /SIN(180-{Angulo_pl+Ang_actual))
2700 !

710 X_actual=X1¢X_deltatilong_actual

1120 Y_actual=vi+y_deltastong_actual

2730 1_actual=11¢1_deltatlong_actual

2740 ELSE ' SI VERTICAL
2750 1_actual=x2 ! EXTREND DE SEGMENTO VERTICAL
2780 Y_actual=y2

mo 1_actual=12

2780 END IF

2790 !

2800  MEXT Punto

2810 !

2820 Final:
2830 SUBEND

PROYECCION ESFERICA

fig. 8-4

4

D= -60,0,0
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