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Resumen. FEn este articulo se propone la combinacion de aproximaciones por minimos
cuadrados moviles y esquemas upwind de volumenes finitos, aplicados a problemas de flujo
compresible en mallas no estructuradas. La construccion de métodos de alto orden de este
tipo ha estado limitada por la necesidad de disponer de técnicas que permitan estimar
las deriwadas sucesivas de las variables de flujo a partir de sus valores promedio en las
celdas. La utilizacion de MLS permite disponer de un marco de aproximacion general, asi
como desarrollar reconstrucciones de muy alto orden sin aumentar el nimero de grados
de libertad del problema.

1 INTRODUCCION

La actividad investigadora dedicada al desarrollo de técnicas numéricas aplicadas a la
simulaciéon de flujos a alta velocidad ha sido muy intensa durante las tltimas décadas,
impulsada principalmente por la gran pujanza de la industria aeroespacial. Los avances
en la tecnologia de computadores y la disponibilidad de poderosas técnicas de generacion
de mallas no estructuradas y algoritmos de adaptatividad de mallas ha impulsado la
dindmica de fluidos computacional como herramienta de gran importancia en la practica
diaria en ingenieria.

Los esquemas mas exitosos para resolver ecuaciones hiperbélicas son aquellos que tienen
en cuenta de algiin modo la estructura de ondas subyacente. Tipicamente, las discretiza-
ciones que plantean no tienen cardcter centrado, sino que incluyen alguna forma de “des-
centrado” en funcién de la direccién de propagacion de la informacion en el flujo. Los
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métodos resultantes reciben el nombre genérico de esquemas “upwind”. Dentro del con-
texto de los métodos de volimenes finitos, las discretizaciones de este tipo presentan,
desde el punto de vista espacial, dos elementos bésicos: a) la solucién es continua a tro-
zos, siendo discontinua en la interfaz entre volimenes de control, y b) es necesario definir
un flujo numérico a través del contorno del volumen de control.

Los métodos upwind modernos de volimenes finitos, que emplean, generalizandolas,
las ideas del método de Godunov [1, 2, 3], destacan por ser esquemas altamente robustos
y precisos en el tratamiento de flujos a alta velocidad. Probablemente el principal desafio
en el desarrollo de métodos upwind capaces de trabajar con mallas no estructuradas es el
deseo (y la necesidad) de conseguir métodos de alto orden con un marcado cardcter multi-
dimensional, absolutamente necesario para obtener soluciones suficientemente precisas en
mallas altamente irregulares. Los primeros métodos de alto orden (segundo orden) esta-
ban basados en extensiones directas a 2D y 3D del método MUSCL (Monotone Upstream
Schemes for Conservation Laws) [4], y retenian su fundamento claramente unidimen-
sional. La gran dependencia demostrada por estos esquemas respecto a la geometria de la
malla alento la bisqueda de procedimientos de reconstruccién genuinamente multidimen-
sionales, siendo pioneros en esta busqueda Barth y Jespersen [5]. Estos nuevos esquemas
habitualmente siguen el método generalizado de Godunov, realizando reconstrucciones
polinémicas en el interior de cada volumen de control, y utilizando posteriormente los
valores de las variables obtenidos tras este proceso de resconstruccion como datos ini-
ciales para un método que resuelva el problema de Riemann que aparece en la interfaz
entre cada dos volumenes de control.

En la practica, la obtencién de métodos de muy alto orden (mayor que dos) de este tipo
ha estado severamente limitada por la necesidad de disponer de técnicas de aproximacion
que permitan estimar las derivadas de alto orden de las variables de flujo, a partir de sus
valores promedio en las distintas celdas. La escasa potencia de las técnicas empleadas en
la literatura ha provocado que la inmensa mayoria de las formulaciones existentes sean
solamente de segundo orden (reconstrucciones lineales a trozos).

En este trabajo se propone la combinacién de aproximaciones por minimos cuadrados
moéviles (Moving Least-Squares, MLS) y esquemas upwind de volimenes finitos aplicados
a la resolucién de las ecuaciones de flujo compresible (Euler/Navier-Stokes) en mallas no
estructuradas. Disenada originalmente para el tratamiento de datos y la generacién de
superficies [6], la técnica de minimos cuadrados méviles se ha vuelto muy popular entre los
grupos de investigacion que trabajan en métodos sin malla, siendo ampliamente utilizada
en aplicaciones tanto eulerianas como lagrangianas. Esta clase de métodos de aproxi-
macién es particularmente competitiva en la reconstruccién de una determinada funcién
y sus derivadas sucesivas a partir de los valores de dicha funcién en una serie de puntos
dispersos. Se ha pretendido que el empleo de minimos cuadrados moviles proporcione
algo parecido a unas “funciones de forma” para esquemas de volimenes finitos en mallas
no estructuradas, representando una interesante alternativa a los métodos existentes en
la actualidad.
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El esquema de alta resolucién presentado para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes
sigue las ideas del método generalizado de Godunov, con diversas posibilidades en cuanto
a la eleccién del flujo numérico, orden de la reconstruccion y estrategia para limitar
la reconstrucciéon. Las reconstrucciones son polindémicas a trozos, obtenidas mediante
desarrollos en serie de Taylor, y las derivadas se calculan mediante minimos cuadrados
moviles. Se han planteado reconstrucciones lineal, cuadratica y cubica. Los flujos difusivos
se calculan empleando MLS como método (centrado) de reconstruccion global.

El articulo se ha estructurado del modo siguiente: la seccién 2 presenta algunos as-
pectos practicos de la utilizacién de MLS en esquemas de voliimenes finitos en mallas no
estructuradas. El modelo matemético para el problema de flujo compresible y la formu-
lacién numérica se examinan en la seccion 3 y, finalmente, la seccion 4 esta dedicada a los
ejemplos de aplicacion.

2 VOLUMENES FINITOS, MLS Y MALLAS NO ESTRUCTURADAS

2.1 Aplicacién de la aproximacién por minimos cuadrados moéviles a esque-
mas upwind de volimenes finitos basados en el método generalizado de
Godunov.

El esquema propuesto requiere disponer de un método de interpolacién en varias etapas
a través del proceso de célculo, a saber:

e Reconstruccién: para evaluar los flujos numéricos no viscosos, en un esquema de
alto orden, se deben extrapolar los valores de las variables de flujo a los contornos
de los volimenes de control (figura 1). Para ello se emplean desarrollos polinémicos
definidos de manera independiente en cada celda. La construccion de estos poli-
nomios requiere la estimacion de las derivadas sucesivas de las variables en los cen-
troides de las celdas.

e Flujos difusivos: a diferencia de los flujos no viscosos, se calcularan directamente
en cada interfaz. Para ello, debemos interpolar velocidades, temperaturas y sus
respectivos gradientes en los puntos de cuadratura en los lados de las celdas.

En este trabajo las tareas de aproximacién anteriores se han llevado a cabo empleando
minimos cuadrados méviles. Los nodos, en la terminologia de la formulacién MLS, seran
en este caso los centroides de las celdas (donde se almacenan los valores promedio de
cada celda). Los puntos donde se evaluardn las funciones de forma seran los puntos de
integracion en los lados de las celdas, los vértices de las celdas, los propios centroides, etc.
dependiendo de las caracteristicas particulares del esquema empleado.

2.2 Calculo practico de las funciones de forma de MLS en mallas no estruc-
turadas.

En las aproximaciones MLS utilizadas en este trabajo se ha empleado una base cubica
de polinomios, es decir
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Figura 1: Esquema de la extrapolacién de las variables para evaluar los flujos no viscosos en la interfaz
entre los voltimenes de control Q; y {Qy,, k=1,4}.

T
p(2)=(1 21 2 mzm 2] 2z 2izm =z oz 2) (1)

. Tr—x . .,
siendo z = ———, donde x; son las coordenadas cartesianas del punto de evaluacion

y h es la longitud de smoothing. Las derivadas primeras se han aproximado mediante
derivadas MLS completas, mientras que las derivadas de orden superior se aproximan
mediante las correspondientes derivadas difusas.

Figura 2: Plantilla para la aproximacién MLS: centroides.

Un punto fundamental respecto a las aproximaciones por minimos cuadrados méviles
en el contexto de mallas no estructuradas de volimenes finitos es la definicién de las
nubes de nodos para el calculo de las funciones de forma (de algiin modo el “stencil”
o plantilla de reconstrucciéon de MLS). Las figuras 2-3 muestran esquematicamente las
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Figura 3: Plantilla para la aproximacién MLS: puntos en los lados de las celdas.

plantillas empleadas en este trabajo para la evaluacion de las funciones de forma de MLS
en los centroides de las celdas y en los puntos de cuadratura en los lados de las celdas,
respectivamente.

Una vez determinado el conjunto de celdas vecinas para el célculo del ajuste por
minimos cuadrados moéviles, la longitud de smoothing h es proporcional a la maxima
distancia entre el punto de evaluacién z; y sus nodos vecinos

h = kmax (||lz; —2/]) (2)

La experiencia muestra que valores de k en torno a 0.6-0.7 son los més adecuados. Aunque
a lo largo de este estudio se ha trabajado con mallas formadas por cuadrilateros y el
esquema es de tipo cell centered, la metodologia que se presenta puede aplicarse de forma
general a cualquier tipo de volimenes de control. En cada caso, deberd escogerse una
plantilla adecuada al tipo de volumen empleado.

3 ECUACIONES DE NAVIER-STOKES. FORMULACION NUMERICA
3.1 Flujo compresible bidimensional: modelo matematico.
Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo compresible bidimensional, en coordenadas

cartesianas y en ausencia de términos fuente, pueden escribirse en forma conservativa

5
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como
ou  O(F,-Fy) OF,—F))
ot + ox + oy N (3)
siendo
p gu pU
| pu | pu+p puv
U= pv |’ Fo = puv |’ Y p?+p (4)
pE puH pvH

las variables conservadas y los flujos no viscosos, respectivamente, y

0 0
|7 Txx Vv _ Ty
Fe = Toy ' F, = Tyy (5)

UTge + UTzy — qx UTzy + UTyy — 4y

los flujos difusivos. En las expresiones anteriores, p hace referencia a la densidad del gas,
p es la presién y v = (u,v) es el vector velocidad. La energia total y la entalpia vienen
dadas por

H=p+72 (6)
p

donde e es la energia interna especifica. Las tensiones viscosas se modelan de la forma

02 (ou o
oo = 2o, 3P\ os oy

1
pE=pe+tspv-v,

002 (ou o
T = u@y 3" \0r Oy
ou Ov
T:cy—/ﬁ(a—er%) (7)

donde p es la viscosidad dindmica (“de remolino” si incluye de algin modo efectos de
turbulencia). Los flujos térmicos se consideran representados mediante la ley de Fourier

aoT oT
s A g= A 8
q o Gy (8)
donde T es la temperatura, A = c,u/ P, es la conductividad térmica, ¢, es el calor especifico
a temperatura constante (¢, = 1003.5 para el aire) y P, es el nimero de Prandtl (P, = 0.72

para el aire). La ecuacién de estado y la temperatura de un gas ideal pueden escribirse
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o L. _Lt_r
p=0-DpE-gmw-v), T P Py (9)

c
donde ¢, es el calor especifico a volumen constante (c, = 716.5 para el aire) y v = = es
Cy

el ratio de calores especificos (7 = 1.4 para el aire). La celeridad de la onda de presién
(“velocidad del sonido”) viene dada por

p/p (10)

y se supone que la viscosidad p depende de la temperatura de acuerdo con la ley de
Sutherland

= foo— 0 (= 11

H= oo ( OO) (11)

donde p, y T, representan la viscosidad y la temperatura de la corriente libre, respecti-
vamente, y Sgp = 110.4 K es una constante experimental.
3.2 Formulacion basica de volimenes finitos.

La discretizacion basica del método de volimenes finitos se construye a partir de la
forma integral de las ecuaciones de conservacién (3) en un volumen de control §2;

ou OF,—FY) OF,-F))\ =
. S+ /Q( o + o dQ =0 (12)

Aplicando el teorema de la divergencia, la expresion anterior resulta

—dQ / (FV = F) -ndl (13)

donde n = (n,, n,) es la normal unitaria exterior al contorno del volumen de control I'y,
y las siguientes definiciones

F=(F, F,), F'=(F/ F)) (14)

se han empleado para ofrecer una presentacién mas compacta. La version discreta de (13)
toma la forma

nedger ngaug

AI@ Z Z n]igau Wigau (15>

iedge=1 tgau=1

donde A; es el area de la celda I, nedge; el numero de lados de la celda, ngau; el nimero
de puntos de Gauss en cada lado, W4, es un peso de integracion y U hace referencia al
valor promedio integral de U en la celda I.



L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro

La representacién es en principio constante a trozos y, por tanto, los flujos necesarios
para evaluar la expresién (15) no estdn determinados univocamente. Para eliminar esta
duplicidad es necesario disponer de un flujo numérico. Esta funcién proporciona un
valor tnico del flujo a partir de los estados de las variables a ambos lados de la interfaz.
Tomando directamente como estados a uno y otro lado de la interfaz los valores promedio
en las celdas a cada lado de la interfaz se obtiene un esquema de primer orden, mientras
que los métodos de orden superior realizan algiin tipo de reconstruccién en el interior de
cada celda para extrapolar los valores de las variables desde el centroide a los lados de
las celdas (figura 1). Estas ideas estdn en la base del método generalizado de Godunov
[1, 2, 3], cuya implementacién presenta tres fases bien diferenciadas:

e Obtencién de una reconstruccién continua (usualmente polindmica) de las variables
de flujo en cada celda, utilizando los valores promedio de dichas variables en las
celdas vecinas. La representacion espacial resultante sigue siendo discontinua entre
celdas. Dado que los esquemas de orden superior a uno no estan libres de oscilaciones
en presencia de discontinuidades o gradientes pronunciados, puede ser necesario
limitar las reconstrucciones.

e Evaluacién de los flujos en los lados de las celdas. En el caso de los flujos no viscosos,
los estados a la izquierda y derecha en cada punto de integracién (estados + y —,
ver figura 1) se utilizan como dato para la funcién de flujo numérico. Los flujos
difusivos que calculan directamente en los puntos de integracién.

e Avance de la solucién en el tiempo, utilizando el esquema de integracién temporal
correspondiente.

Las proximas secciones desarrollan el tratamiento particular que se ha dado a los puntos
anteriores en la formulacion propuesta.

3.3 Reconstruccion. Limitadores.

En esta seccién se presentan reconstrucciones lineales, cuadraticas y cibicas a trozos,
en la que las derivadas sucesivas de las variables se calculan mediante aproximaciones por
minimos cuadrados moéviles. En conocimiento de los autores, esta es la primera vez que se
utiliza una reconstruccién cubica de este tipo en un esquema upwind para la resolucién de
las ecuaciones de Navier-Stokes en mallas no estructuradas, lo que sirve para demostrar
la potencia del método de aproximacién empleado.

La reconstruccién lineal componente a componente de las variables de flujo en el interior
de cada celda I se puede escribir de la forma

U(m)ZU]—l-VU['(Z‘—x]) (16)

donde Uy es el valor promedio integral de la variable U en la celda I (asociado a su cen-
troide), ; son las coordenadas cartesianas del centroide de la celda 'y VU es el gradiente
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evaluado en el centroide. Se supone que este gradiente es constante para cada celda vy,
por tanto, la variable reconstruida sigue siendo discontinua entre celdas.

Analogamente, la reconstruccién cuadratica (para célculo del estado estacionario), se
escribira de la forma

Ul) = U + VU, - (z — 1) + %(m )T H (z — z)) (17)

Finalmente, la reconstruccion ciibica (para obtener el estado estacionario), se escribird

1 1
Ul)=U;+VUr - (x —2x;) + E(a: —:L'I)THI(ar: —x7) + EAQiK}FT](w —xy) (18)

donde
A%? = ((55 - 951)2 (y — y1)2) (19)
3Ur 3 3Ur
3 2
Ox0y? Oy3

En el caso de reconstrucciones sin limitar, las derivadas de las variables a introducir en
las expresiones anteriores se calculan directamente en los centroides empleando minimos
cuadrados moviles. En presencia de choques el empleo de reconstrucciones sin limitar
dara lugar a soluciones oscilatorias. A continuacién se muestra un limitador para las
reconstrucciones anteriores.

3.3.1 Limitadores: derivadas promediadas.

La estrategia que se presenta en esta seccién permite limitar gradientes, hessianos y
otras derivadas de orden superior. Este tipo de limitadores tienen un cardcter multidi-
mensional en cuanto a su construccién, aspecto fundamental en el diseno de métodos de
reconstruccion para mallas no estructuradas.

El gradiente limitado correspondiente a una determinada celda I, VU; se obtendra
como media ponderada a partir de una serie de gradientes representativos, de la forma

N
VU =) wVUy (21)

k=1
donde {VU;, k =1,...,N} es un conjunto de gradientes sin limitar, a partir de los
cuales se construye el gradiente limitado. Los pesos {wr, &k =1,..., N} se han construi-

do en este trabajo como extensién del limitador de Van Albada, de la forma
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N
[Tgi+eV !
itk
Wi (91,92, ) = — k=1,....N (22)
Z H g; | + NeN-1
=1 \i#i
donde {g;, ¢ =1,..., N} son funciones de los gradientes sin limitar (aqui g; = |VU;||?)

y € se incluye para evitar la divisién por cero. Las matrices hessianas también se limitan
siguiendo el esquema anterior, pero en este caso las funciones g; vienen dadas por

92U\ 2 92U \>  [9%U;\*
_ 2 =1,...,N 2
9 (3562) " (0:631/) +(0y2) T (23)

Otras derivadas de orden superior podrian limitarse empleando el mismo procedimiento,
y tomando funciones g; adecuadas.

En este estudio se han empleado mallas formadas por cuadrilateros. El empleo de
minimos cuadrados moviles para evaluar las derivadas sucesivas de las variables de flujo
permite ensayar multiples posibilidades en cuanto a la eleccién de los gradientes sin limitar
a partir de los cuales se construyen los gradientes limitados, de acuerdo con (21)-(22).
Para las mallas de cuadrilateros empleadas se propone un limitador de tipo (21)—(22)
con N = b; es decir, las derivadas limitadas se obtienen como media ponderada de cinco
gradientes sin limitar. La figura 4 muestra cuatro posibles configuraciones para determinar
estos gradientes representativos.

En los ejemplos presentados en este articulo se ha empleado la disposicion de gradientes
que se muestra en la figura 4-A; en la cual los cinco gradientes utilizados para calcular el
gradiente limitado en la celda I son los gradientes sin limitar calculados en el centroide
de la propia celda [ y en los centroides de las celdas adyacentes (comparten un lado con

I). En lo sucesivo se hara referencia a este limitador mediante las siglas PC5 (Promedio,
Centroides, N = 5).

3.4 Flujos numéricos no viscosos.

En términos generales, podemos hablar de dos grandes familias de métodos upwind,
en funcion del tipo de funcién de flujo numérico no viscoso: los métodos de tipo “descom-
posicion del vector de flujo” (Flux Vector Splitting), y los de tipo “descomposicion de la
diferencia de flujo” (Flux Difference Splitting).

Los esquemas del tipo Flux Vector Splitting han tenido bastante éxito en problemas
de flujo no viscoso (Euler), demostrando gran capacidad para capturar de forma precisa
discontinuidades asociadas a ondas no lineales, incluyendo choques. El comportamiento
de este tipo de métodos es menos satisfactorio en presencia de discontinuidades asociadas
a ondas lineales, lo que conduce a una difusién excesiva de discontinuidades con o sin
deslizamiento. Es poco frecuente su empleo, por tanto, en problemas de flujo viscoso

10
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Figura 4: Esquema de los “vecinos” para limitar la reconstrucciéon en la celda I.

(Navier-Stokes). Se trata en general de esquemas sencillos de implementar, lo que los
convierte en opciones muy atractivas para problemas de flujo no viscoso. Algunos ejemplos
de flujos de este tipo son los desarrollados por Steger y Warming, Van Leer y Hénel [7].

Los esquemas Flux Difference Splitting estan basados en la resolucién aproximada de la
version linealizada del problema de Riemann, y son capaces de capturar adecuadamente
discontinuidades asociadas tanto a ondas lineales como no lineales, a cambio de una mayor
complejidad en cuanto a su implementacién y un mayor coste computacional. Los dos
métodos principales de esta familia son los desarrollados por Roe y Osher [7]. El desarrollo
de esquemas upwind hibridos, que posean la sencillez de los métodos tipo Flux Vector
Splitting y la precision de los Flux Difference Splitting es un area de gran actividad en la
actualidad.

En los ejemplos que se presentan en este articulo se ha empleado el flujo de Roe
[8]. A continuacién se presentan brevemente los aspectos més relevantes en cuanto a la
implementacion de este esquema.

3.4.1 Flujo de Roe (Flux Difference Splitting).

Una vez definidos los valores (estados) de las variables a la izquierda (U™) y a la derecha
(U™) de cada interfaz, el flujo numérico vendré dado por

11
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(P m = L [(E0) By 09) ¢ (R 07) B, @) om0

N | —

donde {Xk, k=1,4} y {ry, k = 1,4} son, respectivamente, los autovalores y autovectores

del jacobiano aproximado J (UT,U™)

)\1:5 n—E, /\2:)\3:”6"’%, )\4:5 n+5 (25)
1 0 1 0
Firafsf)=| » o% oy u L (26)

v —cny CNy v v+ cny

H—¢%-n &in, —un,) Y@+?) H+Cv-n
y las correspondientes intensidades de onda {ay, k= 1,4} [9]
- 1 —
&1 = o (A ()~ (A () g + A (1))

G = 2[A () — A (u)ny]

C

~ 1

a5 = —= [A(p) = A ()]

- 1 —

Gy = 5z [A (p) + P (A () g + A (v) ny)] (27)
donde A (1) = ()~ — ()", n = (n4,n,) es la normal unitaria exterior a la interfaz, y los

valores promedio de Roe, v = (u,v) y H (calculados en funcién de U y U~) se definen
como

G Vet tu Ve viVet v Ve g HIWVeR R H Ve g

Vot + Vo + Vo VTV

Los valores promedio de p y ¢ se calculan de la forma

=V #=0-n|- @) (20)

Si tomamos UT y U~ como los valores promedio de la variable en las celdas a uno y
otro lado de la discontinuidad, el esquema resultante serd de primer orden. Los llamados
métodos de orden superior corresponde a emplear como estados a la izquierda y derecha
los que se obtienen a través del esquema de reconstruccion en las celdas que comparten
la interfaz (figura 1).

12
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3.5 Flujos difusivos.

Dado que en este caso lo méas conveniente es utilizar métodos de discretizacién cen-
trados, emplearemos directamente la aproximacion por minimos cuadrados méviles como
método de reconstruccion para calcular los flujos difusivos en los puntos de integracion
de los lados de las celdas. Recordemos que la evaluacion de las tensiones viscosas y los
flujos térmicos requiere interpolar en cada punto de Gauss x;, tanto el vector velocidad
v = (u,v) y la temperatura 7' como sus respectivos gradientes, Vv y VT'. Utilizando
aproximacién MLS, las magnitudes anteriores se calculan directamente como

vig = > _N;(®i), Tig=> TiNj(xs) (30)
j=1 =1
y
Vo, = > v, @VN;(zi), VTig=> T, VN;(zi) (31)
j=1 =1

donde n;, es el nimero de nodos (centroides) vecinos. Una vez que la informacién anterior
ha sido interpolada en los puntos de Gauss, los flujos difusivos pueden calcularse, de
acuerdo con (5), para posteriormente introducirlos en (15).

3.6 Integracién numérica de los flujos.

El empleo de un punto de Gauss en cada lado es suficiente en calculos que empleen
la reconstruccion lineal. Sin embargo, resulta conveniente utilizar cuadraturas de orden
superior en combinacion con las reconstrucciones de orden mayor que dos: dos puntos de
Gauss para la reconstruccién cuadratica y tres para la ctbica.

3.7 Integracién en el tiempo.

Se ha utilizado el método TVD-Runge-Kutta de tercer orden propuesto por Shu y
Osher [10]. Conocidas las variables de flujos en el paso previo n, U™, el algoritmo procede
en tres etapas para obtener las variables actualizadas U"*?

Ul = U™+ AtL(U™)

3 1 1
2 _ g ~77l - L 1
U %U +%U +%At (Uh)
Uttt = gU"+§U2+§AtL(U2) (32)

En las ecuaciones anteriores el operador L(-) representa la derivada temporal dada por
(15)
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nedge ngau

LU =5 S Y [F = F) ] Wi (33

iedge=1 igau=1

4 RESULTADOS NUMERICOS

En esta seccin se presentan diversos ejemplos de flujo compresible tanto viscoso como
no viscoso. Un andlisis méas detallado de estos ejemplos, asi como otros casos adicionales,
puede encontrarse en [11].

4.1 Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012.

4.1.1 Un ejemplo subsoénico.

Una de las aportaciones més interesantes de la utilizacién de aproximaciones por
minimos cuadrados moviles al desarrollo de esquemas upwind de volimenes finitos en
mallas no estructuradas es la posibilidad de disponer de un esquema general que permite
el célculo de derivadas de muy alto orden de las variables a partir de sus valores promedio
en cada celda. Este hecho ha permitido obtener esquemas robustos de orden superior
(mayor que dos) sin introducir grados de libertad adicionales. En esta seccién se compara
el comportamiento de las reconstrucciones lineal, cuadratica y cibica. La presencia de
limitadores podria falsear los resultados, de forma que trabajaremos inicialmente con un
problema totalmente subsoénico y, por tanto, con reconstrucciones sin limitar.

El ejemplo resuelto corresponde a una situacion de flujo subsénico alrededor de un perfil
NACA 0012. El flujo en la corriente libre viene dado por M = 0.63, o = 2°. Empezare-
mos empleando una malla bastante gruesa. La resolucion de los extremos del perfil es
francamente pobre, de modo que la disipacion inherente de las distintas reconstrucciones
se hara patente mediante el andlisis de las isolineas de niimero de Mach.

La solucion correcta a este problema se caracteriza por curvas de nivel de nimero de
Mach aproximéndose de forma suave a la superficie del perfil. Un método disipativo no
serd capaz de resolver de forma adecuada la zona de maxima succion, dando lugar a una
excesiva generacion de entropia cerca de la superficie del perfil. Esta “capa de entropia” se
apreciara claramente al inspeccionar las isolineas de nimero de Mach, que “se torceran”
a medida que se aproximen a la superficie del perfil. Esta capa pseudoviscosa originada
por la disipacién artificial introducida por el esquema numérico se traduce en un arrastre
espureo y, por tanto, en una sobreestimacion del coeficiente de arrastre del perfil.

La figura 5 muestra las isolineas de nimero de Mach obtenidas empleando el método
de Roe y las reconstrucciones lineal (A), cuadritica (B) y ctbica con 2 y 3 puntos de
Gauss en cada lado (C y D, respectivamente). En el caso de la reconstruccion lineal se
aprecia claramente el comportamiento anémalo de las curvas de nivel cerca de la super-
ficie del perfil, tanto en la parte superior como en la inferior, asi como en la zona del
extremo de salida. Esta anomalia, aunque presente, se reduce significamente al pasar de
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la reconstruccion lineal a la cuadratica. Finalmente, la reconstruccion ctbica elimina casi
totalmente las anomalias en cuanto a curvas de nivel de nimero de Mach. La figura 6
muestra en detalle el comportamiento de estas isolineas cerca de la superficie del perfil.
Las diferencias en el comportamiento de las reconstrucciones de segundo y cuarto orden
son espectaculares. Debemos destacar que la construccién de estos esquemas de alto orden
no requiere la introduccion de grados de libertad adicionales.

Figura 5: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.63, a = 2.°): curvas de nivel
de ndmero de Mach obtenidas empleando el flujo de Roe y reconstrucciones lineal (A), cuadratica (B) y
ctibica (con 2 y 3 puntos de Gauss en cada lado, C y D), respectivamente.

Es interesante analizar la generacién de entropia cerca de la superficie. Este flujo de-
beria ser totalmente isentropico, estando por tanto la produccién de entropia intimamente
ligada a la cantidad de disipacion artificial introducida por el esquema numérico. La
maxima produccion de entropia pasa de ASy.x = 0.03336 en el caso de la reconstruccion
lineal a ASp . = 0.00772 para la reconstruccién cubica.

4.1.2 Dos ejemplos transénicos.

Se han resuelto dos casos de flujo transénico, M = 0.8 a = 1.25°y M = 0.85 a = 1°,
empleando una malla formada por 12243 cuadrilateros. El contorno exterior es una cir-
cunferencia de 30 cuerdas de radio. La figura 7 muestra los resultados correspondientes
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Figura 6: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.63, o = 2.°, malla gruesa): detalle
de las curvas de nivel de nimero de Mach obtenidas empleando el flujo de Roe y reconstrucciones lineal
(A), cuadratica (B) y ctbica (con 2 y 3 puntos de Gauss en cada lado, C y D), respectivamente.

al método de Roe con reconstruccién cuadrética y el limitador PC5. La posicién de los
choques es correcta y su resolucién bastante precisa (una celda interior). El choque débil
en la superficie inferior en el caso M = 0.8, a = 1.25° se ha resuelto de forma muy
precisa, sin afectar a la singularidad post-choque de Zierep. En ambos casos la linea de
deslizamiento es clara.

4.2 Flujo viscoso alrededor de un perfil NACA 0012.
4.3 Flujo viscoso supersénico.

La figura 8 muestran los resultados correspondientes a un caso de flujo viscoso su-
personico, M = 2, a = 0°, Re = 2000. Los calculos se han realizado empleando el
método de Roe y reconstruccion cuadratica con el limitador PC5.

4.4 Flujo viscoso no estacionario

El dltimo ejemplo que se presenta es un caso de flujo viscoso no estacionario, M = 0.3,
a = 30°, Re = 3000. Con este angulo de ataque, el flujo laminar considerado se vuelve
inestable, de forma que no es posible alcanzar un régimen estacionario. En su lugar, el
flujo resultante se caracteriza por un proceso peridédico de emisién de vértices.
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La figura 9 muestra las lineas de corriente y nimeros de Mach, para cuatro instantes
de tiempo, definidos por diferentes valores del tiempo adimensional t* = V_t/c, donde
Vs es el médulo de la velocidad en la corriente libre y ¢ la cuerda del perfil.

5 CONCLUSIONES

En este articulo se ha analizado el empleo de minimos cuadrados méviles (MLS) para
el desarrollo de métodos upwind de muy alto orden en mallas no estructuradas para
problemas de flujo compresible (Euler y Navier-Stokes).

e El desarrollo de esquemas upwind a través de las ideas del método generalizado
de Godunov, con reconstrucciones polinémicas de las variables en cada celda cons-
tituye una opcion sistematica y muy eficiente para construir esquemas de gran pre-
cision para las ecuaciones de Navier-Stokes en mallas no estructuradas. Asi, permite
obtener esquemas de muy alto orden sin aumentar el nimero de grados de libertad
del problema. En la préctica, sin embargo, la utilizaciéon de métodos de este tipo
ha estado severamente limitada por la necesidad de disponer de técnicas de aprox-
imacion que permitan estimar las derivadas de alto orden de las variables de flujo,
a partir de los valores promedio en las distintas celdas. La escasa potencia de las
técnicas empleadas en la literatura ha provocado que la inmensa mayoria de las
formulaciones existentes sean solamente de segundo orden (reconstrucciones lineales
a trozos).

e La utilizacion de minimos cuadrados moéviles que se propone ha permitido disponer
de un marco de aproximacién espacial general (algo parecido a unas “funciones
de forma”), ademds de suponer un acercamiento sistemdtico y eficiente tanto al
desarrollo de reconstrucciones de muy alto orden como a la evaluacion de los flujos
viscosos en esquemas upwind de volimenes finitos en mallas no estructuradas.
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Figura 7: Flujo no viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.8, o = 1.25° a la izquierda y
M = 0.85, a = 1° a la derecha): resultados empleando el método de Roe, reconstruccidn cuadrdtica y
el limitador PC5. Isolineas de nimero de Mach (arriba), isolineas de presién (centro) y coeficientes de
presién C), en la superficie del perfil (abajo).
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Figura 8: Flujo viscoso alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 2, a = 0°,Re = 2000): isolineas de
nimero de Mach (A), detalle de las isolineas de nimero de Mach (B), coeficientes de presién C,, (C) y

friccién superficial Cy (D). Resultados obtenidos empleando el método de Roe, reconstruccion cuadrdtica
y limitador PC5.

20



L. Cueto-Felgueroso, I. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro

Figura 9: Flujo viscoso no estacionario alrededor de un perfil NACA 0012 (M = 0.3, « = 30°, Re = 3000):
lineas de corriente y distribucién de ntimeros de Mach para tiempos adimensionales t* = 79.8 (A),
t* = 86.7 (C), t* = 89.7 (B) y t* = 94.1 (D).
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