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Resumen. Se presenta un modelo en volumenes finitos para la resolucion numérica
de las ecuaciones de aguas someras con término turbulento. Tras mostrar el modo en
que se discretizan las ecuaciones, se valida el modelo simplificado, es decir sin inclusion
del término turbulento. A continuacion se obtienen resultados tomando en consideracion
este término, para distribuciones uniformes de la viscosidad. Se describe luego el modo
en que se ha reducido, por medio de un coeficiente, la viscosidad numérica producida por
la discretizacion descentrada. Por iltimo se comprueba la influencia del tamano de malla
en el valor admisible de este coeficiente.

1. INTRODUCCION

Las ecuaciones de Navier-Stokes constituyen un sistema hiperbdlico de leyes de conser-
vacién no lineales, sin solucién analitica, que gobierna el comportamiento de un fluido
viscoso en tres dimensiones. En muchos flujos existentes en la naturaleza, como es el caso
de rias y estuarios, las dimensiones horizontales son claramente predominantes. Si ademéds
la variacion en la vertical de las componentes horizontales de la velocidad es pequena y
apenas existen aceleraciones verticales, con frecuencia puede describirse satisfactoriamen-
te el flujo por medio de unas ecuaciones en dos dimensiones, un ejemplo de las cuales son
las ecuaciones de aguas someras.
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Las ecuaciones de aguas someras pueden resolverse numéricamente por medio de esquemas
de primer orden, de implementacion relativamente sencilla. En este tipo de esquemas se
recurre con frecuencia al descentrado upwind que estabiliza el modelo a costa de introducir
una cierta cantidad de viscosidad numérica, que puede llegar a ser del mismo orden de
magnitud que la utilizada en los sumandos en derivadas segundas del término fuente.
En el anélisis de flujos de marcado caracter bidimensional, en los que dichos sumandos
turbulentos tienen importancia, se hace necesario reducir esta viscosidad numeérica.

Este trabajo se distribuye de la manera siguiente. En la seccién 2 se resume el proceso de
obtencion de las ecuaciones de aguas someras y se enumeran las hipétesis utilizadas. En
la seccién 3 se describe la discretizacion de las ecuaciones, cuya forma simplificada -sin
término turbulento- se valida en la seccion 4. A continuacion se discretiza el término tur-
bulento (seccién 5) y se analiza el efecto de su introduccion en las ecuaciones, presentando
un método para disminuir la viscosidad numérica (seccién 6).

2. LAS ECUACIONES DE AGUAS SOMERAS

Para la obtencién de las ecuaciones de aguas someras, a partir de las de Navier-Stokes, se
realiza en primer lugar un promediado en tiempo, descomponiendo las variables depen-
dientes (velocidad y presién) en su promedio temporal y la fluctuacién en torno a este
promedio. Debido a estos valores de fluctuaciéon aparecen unos términos nuevos, con di-
mensiones de tensién, que se denominan tensiones de Reynolds y que, por aplicacién de la
hipétesis de Boussinesq, que relaciona dichas tensiones con las derivadas de las componen-
tes de la velocidad, se convierten en unos sumandos en derivadas segundas. Admitiendo
una distribucion hidrostéatica de presiones se sustituye la presion en funcion de la coorde-
nada z, tras lo que se efectiia una integracién en la vertical de las ecuaciones resultantes.
En dicha integracién, una parte de los sumandos en derivadas segundas se convierte en los
términos de friccion, mientras que el resto constituye el denominado término turbulento.
Para una detallada descripcién de este proceso, ver [5].

2.1. Hipotesis

Se consideran fluidos incompresibles. Tomando el plano x,y como horizontal y el sentido
ascendente del eje z como positivo, las principales hipotesis que conducen a la obtencion
de este sistema de ecuaciones son las siguientes:

a) La pendiente del fondo es pequena.

=}

C

)

) La distribucién de presiones se considera hidrostatica.

) El movimiento principal de las particulas ocurre en planos horizontales.
)

d) La distribucion en la vertical de las componentes en x e y de la velocidad es practi-
camente uniforme, lo que permite tomar para cada punto unos valores u y v que

representan el promedio en la vertical de las componentes de la velocidad.
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e) Las fuerzas de masa que actian son la gravedad en direccién vertical y la fuerza de
Coriolis, en el plano horizontal.

f) La aceleracién vertical de las particulas es despreciable frente a la de la gravedad.

g) La pérdida de energia por friccion en el fondo y los contornos, en flujo no permanente,
puede evaluarse mediante férmulas empiricas validas para flujo permanente, como
la de Manning.

2.2. El sistema de ecuaciones

El sistema de ecuaciones de aguas someras se expresa en forma matricial como

gU OF, _OF,

9 + o + (9_y =G, (1)
siendo el vector de variables )
U=| hu |, (2)
hv
los términos Fy y Fa
hu hv
Fi=| hu?+ %gh2 , Fa= huv ; (3)
huv hv? + % gh?
y el término fuente
0
G — foh + % + gh(Soz — Stz) + Sn . (4)

—fuh + 2 + gh(So, — Spy) + S

La variable h representa el calado medido verticalmente; u y v, componentes de la velo-
cidad, son realmente los promedios en la vertical de las medias temporales de las compo-
nentes horizontales de la velocidad; g es la aceleracion de la gravedad; f es el coeficiente
de Coriolis y 7, Ty son las tensiones en la superficie debidas al viento.

Sp se denomina pendiente geométrica y se calcula como el opuesto de la derivada de la
cota del fondo respecto a x o y; es decir, se toma positiva si el fondo desciende en el
sentido de las x,y crecientes y negativa en caso contrario

0z 0z
o Sy=-5 (5)

St es la pendiente de friccién que vale, aplicando la férmula de Manning,

n2uvu? + v2 n2ovu2 + v?
4/3 ’ Spy = 4/3 :
R, R,

SO:E =

Spe = (6)
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Ry, es el radio hidraulico, que suele tomarse igual a h. Por tltimo, S; es el término turbu-

lento
0 ou 0 ov Ou
Sy = e (QI/th%) + a—y (l/th [% + 8_3/]) ) (7)

0 ov  Ou 0 ov
se= gz ([543 (2055) "

que cuantifica la disipacion de energia debida a las interacciones turbulentas entre las
particulas y se calcula a partir de las derivadas de u y v. El coeficiente v, es la viscosidad
turbulenta o de remolino.

Las expresiones (1)-(4) se conocen como ecuaciones de aguas someras en forma conser-
vativa. Cuando estas ecuaciones se aplican a dominios no muy extensos no tiene apenas
importancia el término de Coriolis. También suele despreciarse la influencia del viento,
aunque en algunos casos, como estuarios de cierta magnitud, puede ser aconsejable su uso.
También es frecuente prescindir del sumando turbulento. Se admite en este caso que las
pérdidas de energia por turbulencia quedan representadas globalmente gracias al efecto
de la pendiente de friccién Sy, con una adecuada eleccién del coeficiente de rozamiento.

3. DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES
3.1. Construccion de la malla de volimenes finitos

Los volimenes finitos utilizados en este trabajo se construyen a partir de una malla previa
de triangulos. Dado el nodo I, se toman los baricentros de los tridangulos que tienen a [
como vértice comtun y los puntos medios de las aristas que confluyen en él. La frontera
del volumen finito C; se obtiene uniendo cada baricentro de tridngulo con los puntos
medios de las aristas de ese triangulo que confluyen en [; estos, con los baricentros de los
triangulos contiguos y asi sucesivamente. La frontera de C}, que se simboliza por I';, se
compone de medianas de triangulos (figura 1).
Dadas dos celdas C; y C}, se llama I';; a la parte de frontera comun a ambas. I';; es la
unién de los segmentos AM y M B, siendo A y B los baricentros de los triangulos de lado
comun /.J y M el punto medio de dicho lado. El conjunto de todos los nodos vecinos al
I se representa por ;.
n,; es el vector normal a I';;, dirigido hacia el exterior de la celda Cj. Tiene distinto valor
en AM y en MB.
| v1  en el segmento AM,
i = { v, en el segmento MB.

(9)

El médulo de n,; coincide con la longitud de la arista correspondiente. El vector 7;; es el
unitario de la misma direccion y sentido, cuyas componentes -en las que los subindices
1y j se sobreentienden- se representan por a 'y

~ 1i; ~ N\T
! HnZ]H

4
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Figura 1: Construccién de los volimenes finitos.

Se denomina subcelda T;; a la unién de los dos subtridngulos de lados AM y M B y vértice
comun /. Cada uno de estos subtridngulos tiene como &area
[l [valldsy
Ay = %7 Aijy = %, (11)

donde d;; representa la altura de cada uno.

3.2. Integracién de las ecuaciones

A continuacién se aplica el método de volimenes finitos a las ecuaciones de aguas someras,
en cuyo término fuente no se tienen en cuenta el término de Coriolis ni la accién del viento.
En una primera fase no se toma en consideracion tampoco el término turbulento, por lo
que la expresion (4) del término fuente se reduce a

0
G=| gh(Sox — Stz) |- (12)
gh(Soy — Sty)
donde las pendientes geométricas se van a expresar en funcién de H, que representa la

distancia al fondo desde un nivel de referencia fijo, con sentido positivo hacia abajo. En
la figura 2 se representa una seccion del dominio por un plano vertical y = yq.

o0H OH
S()x = a—x, SOy = a—y (13)
Utilizando la notacién simbdlica
F(U) = (F1(U),F2(U)), (14)

5
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zZ * Superficie del agua

Superficie del fondo

L

»
»

X

Figura 2: Representacion de las variables H y h.

el sistema de ecuaciones (1) se puede escribir en forma mas compacta

ou

- CF = 1

5 +V - F=aG, (15)
siendo V el operador (%, %) y V- F la divergencia de F.

Se calcula la integral de superficie en cada uno de los volimenes finitos C}, obteniendo

//Ci%—[tjdAJr//CiV-}'dA://CiGdA. (16)

La solucién de la ecuacién (1) se aproxima por medio de unos valores U, constantes para,
cada celda C; y cada instante de tiempo ¢,, que se asignan al nodo I correspondiente a
la celda. La derivada temporal se discretiza mediante el método de Euler hacia adelante

ou

urtt —ur
ot At

- At

donde tanto U?H y Ul como At son constantes en la celda, por lo que pueden salir de
la integral.

Se aplica el teorema de la divergencia al segundo sumando (término de flujo) de (16),
convirtiendo la integral de superficie en otra de linea sobre I';, que se descompone en un
sumatorio de integrales a lo largo de cada una de las aristas I';;, j € K;

//V-]—"dA_Z / FoFd (18)
Ci jek: YL



Jaime Fe, Luis Cueto-Felgueroso, Fermin Navarrina y Jerénimo Puertas

La integral de superficie del término fuente se descompone a su vez en una suma de
integrales sobre las subceldas T;;, j € K;

Jl =3 ] e w

De este modo, la ecuacién (16) se convierte en

A+Z / Fomd=>Y" // GdA. (20)

JEK; JEK;

Un+1 n

3.3. Definicion del flujo discreto

Se utiliza ahora el @-esquema de Van Leer, en la forma propuesta en [1] para expresar el
sumatorio (18) en funcién de los valores de las variables en el nodo I y los N;, j € K.
El producto escalar de F por 7 se puede considerar un flujo Z a través de un segmento
de longitud unidad y vale B

Z— F-ij— ¥ + JF,, (21)

siendo (a, 5) las componentes del vector unitario normal a la arista definido en (10).
Los @Q-esquemas son una familia de esquemas descentrados upwind, en los que el flujo Z
en la arista I';; se aproxima mediante un flujo numérico

Z<Uz 7"@]) + Z(U] ’ "h;)

o(U;, U5, 1) = 5 - |Q o) (U7 =U7),  (22)

donde U}" y U7 representan los valores del vector de Varlables en los puntos I'y J; Q es
la matriz jacobiana del flujo

dZ _dF; ~dF,

Q=35 " o

la matriz |Q| se obtiene como

(23)

Q=X [A|X, (24)
siendo |A| la matriz diagonal de los valores absolutos de los autovalores de Q y X la
matriz cuyas columnas son los autovectores de Q; |Q| se evalia en el estado intermedio

. U+ ury

Asi pues, el segundo miembro de (20) se discretiza como

S Faasd Il 20
JEK;

JEK;

siendo ¢;; el flujo unitario discreto

aFy + OF3); + (@F; + GF); 1 _ o
?j:< 1 ﬁ 2) 2( 1 ﬁ 2)]—§(X|A|X 1)U5(Uj_UZ‘)‘ (27>
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3.4. Definicién de la fuente discreta

Siguiendo a Vazquez [8], se descentra la parte del término fuente que contiene la pendiente
geométrica; esto es, se calcula su contribucién subcelda a subcelda, multiplicada por un
factor de descentrado. La pendiente de friccién se ha tratado de ambos modos, centrado
y descentrado, obteniendo resultados muy similares, por lo que se calcula en el centro de
cada celda. Entonces la fuente discreta bidimensional en cada subcelda T;; se define como

W =XI-|A|AHX 'Go + G, (28)
donde X, X" |A| y A~! dependen de (Up,%;;),
¢:¢(Ni>Nj>U?7U?>ﬁij)> (29)
Go = Go(N;, N;, U7, UY, 77 (30)
y ~ ~
Gr = Ge(UD). (31)

Las matrices |[A|, X y X! se han definido en el apartado anterior. A™! es la inversa
de la matriz diagonal de los autovalores. Gg aproxima la parte del término fuente que
contiene la pendiente geométrica

0

hi+h! H; — H,
Go=| 972 4, (32)

ij

h+h?H — H,~
9" J Jd” &

v

y éf aproxima la parte del término fuente que contiene la friccion, evaluada en el centro
de cada celda

0
Ge= | ghr(=Sp)7 |- (33)

gh?(—Sfy)?

(a, B) y d;; toman los valores definidos por las expresiones (10) y (11) y las pendientes de
friccion vienen dadas por (6). El sumatorio de la expresién (19) se expresa entonces en
funcién de la fuente discreta como

> // GdA~ > Ayyr, (34)
jeki 0T iek

donde A;; toma las expresiones dadas en (11) para cada uno de los subtridngulos que
componen la subcelda Ti; y 97 = $(N;, N;, Up, U%, ;) se calcula a partir de (28).

8
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3.5. Paso temporal

La expresion utilizada para el calculo del paso temporal es

D,
At < min Y , 35
=~ (2( /UQ +U2 +C)Zj> ( )

siendo D;; las distancias entre el nodo I y sus vecinos. En algunos casos de fuerte pendiente
se han producido inestabilidades, lo que ha obligado al uso de un coeficiente corrector de
0.8, obtenido por tanteo.

3.6. Algoritmo

Se ha obtenido, pues, una discretizacion hacia adelante de la derivada temporal y otras
dos de los términos flujo y fuente, que se evalian en el instante ¢,. De esta manera (16)
pasa a tomar la forma

U?+1 — ? n n
TAz‘ + Z ||”77,]||¢l] = Z Aijl‘/)ij’ (36)

JEK; JEK;
de donde

vt = o (Z Ay =3 ) . (37)
b \jeK; jek;

La expresion anterior proporciona un método iterativo explicito en tiempo que permite

calcular el valor del vector de variables U en cada nodo I y en cada instante, a partir de

los valores de las variables en el instante anterior, en el mismo nodo I y en los N;, j € K;

que lo circundan.

4. VALIDACION DEL MODELO SIMPLIFICADO
4.1. Canal con obstaculo en el fondo. Cambio de régimen

Para validar el modelo se muestra en primer lugar su capacidad de simular un cambio
de régimen. Para ello se estudia el flujo sobre un obstaculo en régimen permanente. Se
considera un canal de 25 m de longitud y 1 m de anchura, de secciéon rectangular, con
un obstaculo de seccién longitudinal parabdlica en el fondo. La malla estd formada por
tridngulos rectangulos de catetos de longitud 0.25 m. Las cotas del fondo vienen dadas
por
o(z) = { 0.2 —0.05(z — 10)? si8 <z <12,

0 en el resto del dominio.

Se toma un coeficiente de Manning n = 0.01. En las paredes del canal se aplica la condicion
de deslizamiento lo que, unido a la simetria del dominio y de la malla, produce unos
resultados practicamente unidimensionales. Se resuelven dos casos:

(38)
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» Flujo subcritico. El caudal por unidad de ancho (caudal unitario) vale ¢ = 4.42 m?/s
y el calado fijado aguas abajo 2 m. El régimen es lento en todo el canal. En con-
secuencia debe producirse una disminucién de calados al pasar el fluido por encima
del obstaculo [3, pg. 35].

» Flujo transcritico con resalto hidraulico. El caudal unitario vale ¢ = 0.18 m?/s y el
calado aguas abajo 0.33 m. Debido al obstaculo se produce un cambio de régimen
-de lento a rapido- sobre éste; a continuacién, debido al calado -superior al critico-
impuesto aguas abajo, se produce un segundo cambio de régimen, de réapido a lento,
por medio de un resalto hidraulico.

Las condiciones iniciales son las mismas en ambos casos: caudal nulo y superficie libre
horizontal correspondiente al calado fijado aguas abajo. Los resultados -que coinciden con
los obtenidos por [9]- se representan en la figura 3.

—— Superficie libre — Solera ‘—~—Supen‘icie libre — Solera
2.4 0.42

16 ] ' '
1:4 0.24 \ [

1.2 4 \]

1 0.18 A
081 0.12 / \
0.6 :
0.4 0.06 1
0.2

0 : //\ ‘ ‘ 0 - ‘

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Figura 3: Paso sobre obstéculo a) sin cambio de régimen, b) con resalto hidraulico.

4.2. Rotura de presa parcial asimétrica

Para mostrar el comportamiento del modelo en un caso bidimensional se utiliza el test de
rotura de presa . El recinto es cuadrado, dividido en dos partes por medio de una pared.
Como en el caso resuelto en [3, pg. 370] la brecha en la pared es parcial y asimétrica. El
dominio tiene unas dimensiones de 200 x 200 m? con nodos cada 5 m. El rozamiento en
el suelo se considera nulo y la condicién en todo el contorno es la de deslizamiento.

Se resuelven dos casos con las siguientes condiciones iniciales de calado:

= Calado aguas arriba H; = 10 m y aguas abajo Hy = 5 m.
» Calado aguas arriba H; = 5 m y aguas abajo Hy = 0 m.

En las dos hipétesis consideradas se obtienen buenos resultados. En la figura 4 a) se aprecia
un frente de onda que, tras un tiempo de t = 7.1 s alcanza el borde derecho del contorno.

10
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En la figura 4b) el frente de onda es claramente distinto, debido a la condicién de suelo
seco, vy su velocidad de avance es inferior a la del caso anterior.

\
W
\b

AVAV,
SN
A T AVAVAS AYaY
4: I AAY VA VA VAVAVAS 2.

Figura 4: Rotura de presa, t = 7.1 s. a) Hy/Hy =2, b) Hy = 0.

5. EL TERMINO FUENTE TURBULENTO

En la seccién 2, se ha hecho notar que, al utilizar las ecuaciones de aguas someras, habi-
tualmente no se toman en consideracion los términos que contienen derivadas segundas
de u y v respecto a x e y, estimandose entonces su efecto por medio de la pendiente de
friccion. Como ya se ha indicado y comprobado con algunos ejemplos, al resolver estas
ecuaciones se obtienen resultados muy proximos a la realidad, siempre que se cumplan
determinadas hipétesis. No debe olvidarse, sin embargo, que prescindir de los sumandos
en los que aparece la viscosidad cinemética turbulenta, supone ignorar unas pérdidas de
energia localizadas, funcion de las variaciones de u y v, que pueden tener importancia en
la descripcion de fenémenos de naturaleza bidimensional.

En este apartado se van a tomar en consideracién los sumandos S;; v S del término
fuente, de expresiones (7) y (8). Se trata de discretizar la integral de superficie, extendida
a cada celda C;, de estos términos. Estas integrales pueden expresarse como

( 0 ) ( 0 )

ou ov  Ou
//ciStldA _ //CiV-<2uth%,uth{%+a—y})dA . (39)

// St? dA // V- Vth @ + @ ,2Vth@ dA
\ C; ) \ C; Oz &y ay )

Como ya se hizo en 3.2, se aplica el teorema de la divergencia en cada celda y se descom-
ponen las integrales sobre la frontera I'; en un sumatorio de integrales a lo largo de cada

11
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una de las aristas I';;, j € K;. Se obtiene asi

, 0 |
Z [, (agin |5+ 5])-@da | .
\ Jez,; / (yt {@ gﬂ QVtth) (@, 0)di |

5.1. Obtencion de las derivadas parciales en la arista de cada celda

En la expresién (40) aparecen las derivadas parciales de las variables u y v respecto a x
e y, cuyos valores hay que calcular en las aristas de las celdas. Estas derivadas se van a
obtener a partir de los valores promedio de Vu y Vv en las celdas contiguas. En [5] se han
calculado también a partir de las derivadas direccionales de u y v respecto a la direccion
perpendicular a la arista obteniendo resultados similares, aunque de menor calidad.

Las derivadas parciales de u y v en cada arista I';; se obtienen como componentes del
gradiente de estas magnitudes en la arista. Para ello se procede como sigue.

Para aproximar el valor del gradiente de una magnitud escalar m en I';; se toma la
semisuma de sus valores promedio en cada una de las celdas C; y C}, de arista comin I';;.
Por su parte, el promedio del gradiente de m en una celda C; se calcula como

Vi = — // VimdA. (41)
i

A su vez, la integral de superficie de Vm en la celda C; resulta de la siguiente relacién,
que se demuestra en [5, pg. 216].

// VmdA = / mndl, (42)

siendo n el vector normal unitario a cada arista. Teniendo en cuenta que

n=7%=ai+73j (43)

om\ . om
vimi = (%):* (ay)ﬁ (4

donde i es el unitario en la direccién del eje z e 7 el indice de la celda, se pueden obtener
directamente los promedios de las derivadas parciales de m en C;

< ) /madl > / madl, (45)
( ) /mﬁdl I > / m Bdl. (46)

JEK;

12
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Es decir, para cada arista I';;, se estiman primero los valores de u y v en ella como semi-
suma de los valores en los nodos [ y J. Luego se obtienen los promedios de las derivadas
parciales de u y v en cada celda, a partir de los valores estimados para las aristas, mediante

am 1 m; +m;j
(%):ZZ T]an'ﬂzj”u m = u,uv, (47)
¢ JEK;
8_m 1 mi+mj~
), A 2 TN = 48
(83/)@ Az j%c: 2 ﬁ”’hg”? m u,v, ( )

Una vez obtenidos los valores en C; y C}, se calcula su semisuma. Expresando abreviada-
mente los promedios, en las celdas C; y C}, de las derivadas parciales de u en el instante

t,, como
Ou ou
Yai (8$)i,tn e (ax>j,tn ’ %)

R . (T
uyi == (a—y)LtH y uyj — (a_y)‘%tn ) (50)

y haciendo lo mismo para v, la integral discretizada del término fuente turbulento por
unidad de longitud de arista, Gy, es ahora

( O 3\

i + vy i R <2u;‘,~ +u2j&+ o %2— vngJr UZZ;uZ]g>

~ 2 2 2
G, = (51)
Vi + Ut hi + h? Uy + UZj ~ UZz + qu ~ UZZ’ + Ugj 3
5 5 5—La + a+ 2052 p

\ J
donde se ha supuesto que los valores de v; son distintos, en general, en cada punto pero
constantes a lo largo del tiempo. Por fin, la integral de superficie en C; del término
turbulento (39) se aproxima por una expresion analoga a la (34)

> [ carsS nlv, 52
JEK; Tij JEK;

siendo 9;;; la fuente discreta turbulenta que toma la expresién (51).

5.2. Algoritmo

El algoritmo (37), con la inclusién del sumando turbulento, se convierte en

At
Ut = U+ (Z (At + msi ) = 3 Hmﬂ%) | )

b \jek; JEK;
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6. VALIDACION DEL MODELO CON TERMINO TURBULENTO
6.1. Flujo en una cavidad. Primeros resultados

Para comprobar la eficacia de la intoduccion del término turbulento se utiliza el problema
conocido como flujo en una cavidad (cavity flow). El cavity flow es banco habitual de
pruebas de las ecuaciones de Navier-Stokes con nimero de Reynolds no superior a 10000,
valor por encima del cual la solucién estacionaria deja de ser estable [10]. No se han
encontrado en la bibliografia resultados experimentales pero existen abundantes resultados
numéricos y numerosas comparaciones entre ellos.

Las ecuaciones de aguas someras proceden de las de Navier-Stokes, pero tienen diferencias
respecto a ellas: la integracion en la vertical, la ausencia de la variable presién, sustituida
por el calado h, y las hipdtesis simplificativas enumeradas en 2. Pese a ello el andlisis de
los resultados de este test va a ser de utilidad para conseguir el objetivo propuesto.

El problema consiste en determinar el campo de velocidades en un recinto cuadrado de
dimensiones 1 x 1 m2. Se emplea una malla de calculo de 81 x 81 nodos. Los elementos
son tridangulos rectangulos isésceles, cuyos catetos miden 1.25 e¢m. Las condiciones de
contorno, de tipo Dirichlet, son: en el lado superior (incluidos los extremos) u = 1, v = 0;
en los otros tres lados, u = v = 0 (condicién de no-deslizamiento).

Los resultados dependeran del nimero de Reynolds Re utilizado. Tomando para las escalas
de velocidad y longitud los valores V =1y L =1, resulta para Re el valor

_ VL _

14

1
Re " (54)
lo que va a permitir, variando el valor de la viscosidad impuesta, simular los diferentes
numeros de Reynolds para los que se desea probar el modelo.
Se resuelve en primer lugar un ejemplo sin viscosidad y otros dos con valores de v de
0.0025 y 0.01 m?/s, que corresponderfan a ntiimeros de Reynolds de 400 y 100 respectiva-
mente. En la figura 5 puede verse la representacion de las lineas de corriente en los casos
v=0y v =0.01yen la figura 6 la comparacion de las componentes u de la velocidad en
x = 0.5, para los tres casos calculados.
Se observa que la diferencia entre los distintos casos es muy inferior a la que cabria esperar.
La causa de este resultado se encuentra en la elevada difusién numérica inherente a los
métodos de primer orden, que impide apreciar el efecto de una diferencia entre valores de
la viscosidad de 0.01.

6.2. Reduccién de la viscosidad numeérica

Para el célculo de los valores del flujo discreto en el contorno de cada celda (3.3), se ha
recurrido a los (-esquemas de Van Leer. Como es sabido, el descentrado upwind estabiliza
el esquema a costa de introducir una cierta cantidad de difusion numeérica.

Una manera [2] de hacer menos difusivo el esquema es reducir todo lo posible el término
de descentrado, siempre que se mantenga la estabilidad. Esto puede lograrse por medio

14
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Figura 5: Lineas de corriente con a) viscosidad nula, b) v = 0.01.
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Figura 6: Seccién central para distintas viscosidades.

15



Jaime Fe, Luis Cueto-Felgueroso, Fermin Navarrina y Jerénimo Puertas

de un coeficiente de descentrado ¢y, de modo que la expresion (22) se convierte en

¢ij = 9

1
— a5 |Qly, (U7 = U7), 0< i< L. (55)

Si ¢y = 0 se trata de un esquema centrado. Si ¢; = 1 la reduccién del descentrado es nula.
Lin et al. [6] (citados por [2]) han utilizado con éxito valores de ¢; = 0.1 en calculos
acusticos. En el modelo LES descrito en [2], se han necesitado valores menores (0.03-
0.05), para obtener buenos resultados. Esto tiene un coste computacional pues, como
afirma este autor y se comprueba en el siguiente apartado, el minimo valor de ¢; necesario
para la estabilidad disminuye con el tamano de malla.

Tras realizar distintas pruebas, el valor mas adecuado para c4 con la malla de 81 x 81
nodos ha resultado ser 0.03. Se muestran, en este caso, las velocidades en la seccién central
obtenidas con tres valores de v (figura 7) asi como las lineas de corriente (figuras 8-10).

| ——Nu=0.001 ——Nu=0.0025 —— Nu=0.01 |
N W
0.6 O/
L

-04 -03 -02 01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7: ¢q = 0.03. Seccién central para distintas viscosidades

6.3. Comparacién de las posiciones de los centros.

En la tabla 1 se comparan las coordenadas del centro del remolino principal con las
referidas por distintos autores [4, 7]. Se puede destacar lo siguiente:

s Para Re = 100 los resultados del presente modelo quedan en posicién intermedia
entre los demés.

s Para Re = 400 el centro del remolino se desplaza ligeramente hacia arriba y a la
derecha, en comparacion con la mayor parte de los resultados de referencia.

= Para Re = 1000 el centro del remolino se encuentra encima y a la derecha de los
demas resultados, aunque muy ligeramente.
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Figura 8: v = 0.01 (Re = 100). Lineas de corriente.
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Figura 9: v = 0.0025 (Re = 400). Lineas de corriente.
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Figura 10: v = 0.001 (Re = 1000). Lineas de corriente.

N° Reynolds | Referencia Te Ye
Burggraff (1966) 0.62 0.74
Re =100 | Tuann & Olson (1978) 0.61 0.722
(v =0.01) | Donnea & Huerta (2002) 0.62 0.74
Sahin & Owens (2003) 0.6189 0.7400

Actual 0.615  0.737
Burggraff (1966) 0.560  0.620
Ozawa (1975) 0.559  0.614

Re =400 | Tuann & Olson (1978) 0.506  0.583
(v = 0.0025) | Donnea & Huerta (2002) 0.568  0.606
Sahin & Owens (2003) 0.5536  0.6075

Actual 0.569  0.615
Ozawa. (1975) 0533 0.569
Re =1000 | Goda (1979) 0.538  0.575

(v =0.001) | Donnea & Huerta (2002) 0.540  0.573
Sahin & Owens (2003) 0.5335 0.5639
Actual 0.541  0.577

Tabla 1: Coordenadas del centro del remolino principal.

Por otro lado, observando las figuras 8-10, se aprecia que al aumentar la viscosidad el
centro del remolino se desplaza hacia arriba y hacia la derecha. Esto ayuda a interpretar
el hecho de que, respecto a los valores de referencia, el centro del remolino se desplace
hacia arriba y a la derecha al disminuir la v: la viscosidad numérica introducida por el
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descentrado (aunque reducida por el uso de ¢q4) es fija, por lo que su importancia relativa
crece al disminuir la v impuesta; es decir, el comportamiento va siendo mas difusivo.

1= 1p
0-9; 0.9%—
0-8; o.af—
o7k 07k
O-Gf— o.ef—
>-0.5§— > 05
04F 04
0sf 03fF
02k 02F
0.1§— 0.1
o:$\|uH|HH|HH|HH|HH|HH d J1 0HH|m‘|HH|HH|HH|HH|H A A T
0 01 02 03 04 0.5X0.6 07 08 09 1 0 01 02 03 04 O. X0A6 07 08 09 1

Figura 11: v = 0.0025. a) ¢4 = 0.015, malla 41 x 41.  b) ¢g = 0.010, malla 81 x 81.

Se comprueba por ultimo la afirmacion hecha al principio del apartado: el minimo valor de
cq necesario para la estabilidad disminuye con el tamano de malla, lo que significa que una
malla mas fina permite utilizar menores valores de ¢4 sin que aparezcan inestabilidades,
mejorando asi los resultados. En la figura 11 se representan las lineas de corriente obtenidas
con v = 0.025: en a) la malla utilizada es de 41 x 41 nodos y ¢; = 0.015; en b) se ha
utilizado una malla de 81 x 81 nodos con ¢4 = 0.01. En el segundo caso los tres remolinos
se forman mejor y las lineas de corriente practicamente no sufren las inestabilidades del
primero, a pesar de haber sido calculadas con un valor menor del coeficiente.

7. CONCLUSIONES

Se ha obtenido un modelo numérico para las ecuaciones de aguas someras con término
turbulento, mostrando que la toma en consideracion de dicho término permite representar
flujos viscosos. Sin embargo, la difusion numérica producida por el descentrado upwind
impide apreciar el efecto de los distintos valores introducidos para la viscosidad. Por ello
es importante que el método sea lo menos difusivo posible con el fin de que la viscosidad
numérica no interfiera con la impuesta, falseando los resultados. La aplicacién de un
coeficiente al sumando de descentrado del término de flujo produce una eficaz reduccion
de esta difusion o viscosidad numérica.
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