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Resumen.
La resolucidon de la ecuacion de conveccidon-difusion mediante el Método de los Elemen-

tos Finitos con ponderacion convencional tipo Galerkin presenta numerosas inestabilidades
cuando la velocidad del fluido es elevada. Para la eliminacién de estas oscilaciones, se han
propuesto diferentes formulaciones alternativas a la de Galerkin. Los Métodos Multiescala

tratan de justificar la adicion de términos estabilizadores tomando como punto de partida la

identificacion de varias escalas en la solucion de la ecuacion diferencial.
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1. INTRODUCCION

El Método de los Elementos Finitos ha sido aplicado con éxito a un gran nimero de proble-
mas de Mecanica Computacional. Sin embargo, la resolucion de problemas de fluidos mediante
este método presenta numerosas dificultades [7].

La ecuacion del transporte por conveccion-difusion auna dos procesos diferentes: el difusivo,
descrito matematicamente por la ecuaciéon parabdlica

o9
ot
donde¢ es la incognita y K la difusividad del medio; y el convectivo, que aparece cuando el
fluido esta en movimiento. Este movimiento puede ser modelado por la ecuacion hiperbdlica
¢ 09
- =0 2
ot "oz 2)
dondeu es la velocidad de movimiento del fluido. Teniendo en cuenta estos dos procesos, la
expresion que los rige de forma conjunta sera la siguiente ecuacion diferencial
09
E+U-V¢:V-(kv¢) enQ, t >0, (3)
con las condiciones de contorno e iniciales

V- (KV¢), (1)

¢:¢0 enFl; V¢n:’y—a¢ enF?; ¢(an):f7 (4)
siendal’y, y I'; diferentes partes del contorho

F1UF2:F
FlmFQZO

Al aplicar el Método de los Elementos Finitos haciendo uso de una formulacion de Galerkin a
la resolucion de la ecuacién del transporte por conveccion-difusion, se obtienen resultados satis-
factorios cuando los términos difusivos son altos; sin embargo, cuanto es el término convectivo
el predominante, es decir, cuando el campo de velocidades es importante (nUmeros de Péclet
elevados) aparecen numerosas inestabilidades en la solucion numérica. Para la eliminacion de
estas oscilaciones en la solucién, se han propuesto a lo largo del tiempo, formulaciones alterna-
tivas a la de Galerkin que intentan eliminar dichas oscilaciones en la solucion numérica, o, al
menos, reducirlas [8].

En este articulo se estudia una de estas formulaciones basada en los Métodos Multiescala
aplicada a la resolucion de la ecuacion de conveccion-difusion en una dimension. Especial-
mente se estudiaran y resolveran numéricamente problemas en los que la velocidad del fluido
es importante en comparacion con el término difusivo. Estos resultados se compararan con los
resultados obtenidos al resolver dicha ecuacién mediante formulaciones tipo Galerkin.
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2. EL METODO DE LOSELEMENTOSFINITOSAPLICANDO FORMULACION
TIPO GALERKIN

Para abordar numéricamente la resolucion de la ecuacién del transporte por conveccion-
difusion aplicando el Método de los Elementos Finitos, es necesario transformar el problema
inicial, continuo, en un problema discreto. Este proceso de discretizacion consta de dos partes.
La primera de ellas consiste en obtener la forma débil a través del planteamiento de una formu-
lacion en residuos ponderados del problema. Una vez obtenida la forma débil, el segundo paso
es la interpolacion funcional de la solucién.

2.1. Formulacion en residuos ponder ados del problema. Obtencion de la forma débil.

La expresion en residuos ponderados del problema definido en (3) y (4) viene dada por

/{%—i—u-ng—V-(quﬁ)}wdQ%—/ {Véo-n—vy+ap}wr,dl'y =0, Vw, wr,
o L0t )
¢ = ¢ enTly, (5)

donde el objetivo es encontrar la solucipgue verifique dicha ecuacion integral.
La forma débil de este problema serd la siguiente expresion:

/{wg—f+wu-v¢+kv¢-vw}da+/ a¢kwsz=/ vkwdly, YV w
Q > s

¢ = ¢y enly, (6)

2.2. Interpolacion funcional

Una vez obtenida la forma débil del problema, el segundo paso es intentar obtener una solu-
cién numéricap aproximada a la solucién exacta del problema.

Previamente a esta aproximacion, es necesario realizar una discretizaciéon del dominio estu-
diado,(2, dividiéndolo en una serie de elementos

Esta discretizacion del dominio es una de las caracteristicas mas representativas del Método
de los Elementos Finitos. La aproximacion a la solucion se puede expresar como la suma de
los productos de unas funciones de formgor unos coeficientes;, correspondientes a los
valores nodales, que habra que determinar

6% 0(x,0) = > 65(1)py ) (1)
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Al sustituir ¢ por ¢, la expresién de la forma débil (6) no se satisface para cualquier funcién
w, por lo que impondremos que se verifique para un numerode funcionesu;

/ {wi% +wiu- Vo4 kVe- Vwi} dQ + / adkw;dly = / ~kw;dTs, (8)
Q ) Iy

En el MEF, este nimero de funcionesse hace igual al niUmero de componentes del espacio
funcional de las funciones de prueba, de tal forma que

m=n

y en la formulacion tipo Galerkin, las funciones de testse definen como iguales a las de
prueba o de formg;

w; = Pi
Como resultado de este proceso se obtiene un sistema de ecuaciones lineales

de

B +A¢=c (9)

donde
/ piD; tha Za] = ].,TL

Aij :/ (u-Vp;)pi dSdy +/’fvpy Vp; d§2, + /akpipj dl's,, 4,j=1mn
Qp Qp,

2p,

= / vkpdlsy,, i=1,n, (10)
T,
¢ = ¢ enT', (11)
¢(,0) = f

dondef), son los elementos en que hemos dividido el domihiol,;, los contornos de dichos
elementos.

En el caso de un problema unidimensional, con velocidad constant#fusividadk cons-
tante, la expresion seria la siguiente

- 9p; , , Op; Opi / _
Z [/p Oz N Or Ox H+ T hpspidls |03 =

j=1

:/ vkp;dly i=1,..,n (12)
1)
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3. TECNICASDE ESTABILIZACION

A la vista de las importantes oscilaciones que presenta la solucion numérica obtenida a partir
de la aplicacién del MEF con formulacién convencional Galerkin, una de las primeras solu-
ciones posibles para estabilizar el problema es utilizar un tamafo de elemaawopequerio.

Esta solucidén supondria un remallado, que se podra abordar en caso de problemas unidimen-
sionales, pero que seria demasiado costoso en el caso de dos o tres dimensiones. Por esta razon,
para la eliminacién de estas oscilaciones en la solucién numérica, se han propuesto formula-
ciones alternativas a la de Galerkin: Método de la Difusividad Artificial(1982), Formulaciones
Petrov-Galerkin(1982), Galerkin Least-Squares(1989)...

Existen a grandes rasgos tres formas de entender la estabilizacion. Los métodos mas sim-
ples consisten en introducir un término difusivo adicional que aumente la simetria del proble-
ma propuesto. Una propuesta mas general consiste en buscar la reduccién de las oscilaciones
obtenidas al aplicar el Método de los Elementos Finitos eligiendo unas funciones de test dis-
tintas a las de prueba. Por ultimo tendriamos aquellas técnicas que consisten en estabilizar la
solucion afiadiendo un término a la expresion (8) de la forma

P(wn) TR (pn)d, (13)
Qp,
dondeP(wy,) es un operador aplicado al espacio funcionglde las funciones de test,un
pardmetro YR (p,)el residuo de la ecuacion diferencial

Ripn) = 20 4 0 V6 - V- (kV9). (14)

4. FUNDAMENTO DE LOSMETODOSMULTIESCALA

Como hemos visto en el punto anterior, las formulaciones alternativas a la de Galerkin para
la estabilizacion de la solucion numérica afiaden basicamente un término mas a la formulacion.
Los Métodos Multiescala son recientes [1], y tratan de explicar y justificar la adicién de estos
términos y proporcionar un fundamento tedrico firme de las técnicas de estabilizacion.

El punto de partida de los Métodos Multiescala consiste en la identificacion de varias escalas
en la solucion de la ecuacion diferencial

¢=0¢+¢
De esta forma, el problema original se subdivide en dos problemas, y también su solucion. De
las dos partes en que se divide la soluciota primera de ellag,, se resolvera numéricamente
mientras que)’ se calculara o estimara analiticamente. Se supone’qgeela causante de las
oscilaciones de la solucion numérica, por lo que se intentard aislar, obteniendo una formulacion
Gnicamente en funcion dg Para abordar la resolucién numéricaddse utilizara el Método
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de los Elementos Finitos con una formulacién convencional de tipo Galerkin, aunque en dicha
formulacién aparecera, como resultado de la descomposicién del problema en dos partes, un
término mas, que sera el que se identificara como término estabilizador de la solucion.

Descomposicion . Obtencién de una  MEF Solucion
de la solucién ¢'se estima 2 iy
i »Onolﬁicomen’re* formulacionen — + —- numerica
O=0+¢ funcién de .  Galerkin  “estabilizada”
Problema
MEF Solucién numérica
+ — oscilante si velocidad
Galerkin elevada.

Figura 1. Esquema de aplicacion del Método Multiescala

5. FORMULACION DE LOSMETODOSMULTIESCALA

Consideraremos un problema genérico definido en el dominion contornd’, el ope-
rador diferencialM/ (-) correspondiente a la ecuacion diferencial y la condiciéon de contorno
siguientes,

M(¢)=f enQ

¢=¢o enl (15)
dondef es una funcién conocida.

Para la aplicacién de los Métodos Multiescala es necesario definir la expresién en residuos
ponderados del problema: encontgague verifique la ecuacion integral

/Q(M(qs)—f)wdsz:o Vw

¢=¢o enl (16)
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En este punto es donde introduciremos la descomposicion de la solucién en dos "escalas".
Las funciones de peso o de ponderaciéon también se descompondran de forma anéloga.Asi

d=0+¢
w=1w+w
por lo que la ecuacion integral sera la siguiente:
[0+ 6) - o+ ) a0 =0 (17)
Q

Las funcioneso y w’ se definiran linealmente independientes, por lo que la expresion integral
anterior se puede subdividir en dos problemas separados:
1.Problema AQ).

Aﬂﬂ@wm}+éﬂﬂﬁmdﬁzzy@dﬂ v (18)

2. Problema B«').

/QM(qﬁ)w' dQ—i—/QM(¢')w' dQ) = /wa' Q. v (19)

Dado que el Método de los Elementos Finitos requiere la descomposicion del dominio de
definicion del problema en subdominios, el segundo de los subproblemas se resolvera para cada
elementat en que se dividira el dominio. Como hipétesis se asumira que

¢ =w' =0 enT) (20)

dondel, seran los contornos de los elementos en que se divide el dafinio
= Ju
k
I =T}
k
de tal forma que

o= o (21)
k

El problema B sera, por lo tanto desarrollado para cada elemento y el resultado del desarrollo
de la expresion B se introducira en el problema A.
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A nivel de cada elemento tendremos:

(P)w" dQy + (' dQ = | fw' dQ, V' (22)

Qk Qk Qk
o bien

(P dUy. = | fuw' dQy — (p)w' dQy, V' (23)
Qk Qk Qk
de modo que se obtiene una ecuacion integral para cada elememie corresponde a la
siguiente ecuacion:

M(¢') = =M(¢) + [ en €y

¢ =0 enl} (24)

Esta ecuacion se resolvera analiticamente por medio de las funciones de Green,y el resultado
se introducira en el problema A derivado de la descomposicion integral

¢'(k)=— [ G (M(¢)— f) d = H(M(¢) - f) (25)

Qe
donde G es la funcion de Green correspondiente al problema (24).

1.Problema A4).

/QM(¢)w dQ+/QM(q5’)w dQ:/wa dQ, Vuw (26)

donde
M(¢) =Y M(H,(M($) - f)) (27)

Para la resolucion numérica de esta Ultima expresion integral se aplicara una resolucién con
ponderacién convencional tipo Galerkin, aunque aparecera, como consecuencia de la descom-
posicion inicial del problema, un término mas en la formulacion, que sera el término que con-
tribuira a la estabilizacion de la solucion en el caso de problemas de transporte convectivo-
difusivos con velocidad del fluido elevada.

Por lo tanto el esquema general de la formulacién de los Métodos Multiescala sera el si-
guiente,

0=Término de Galerkin + Término Multiescala
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6. APLICACION A LA ECUACION DEL TRANSPORTE POR
CONVECCION-DIFUSION EN UNA DIMENSION.

En el caso de la ecuacién del transporte por conveccion-difusion, el opérddodefinido
en el punto anterior constaria de dos partes, una parte convectiva y otra difusiva

M() :Mconv + Mdif

do 26
¢(z =0) = ¢o ; ¢z =L) = ¢ (28)

Como se ha expuesto en el Aparta@loTécnicas de estabilizacion, una de las formas de
entender la estabilizacion es afiadiendo un término mas de la forma,

P (wn) TR (pn) A%, (29)

Qp,
donde el problema sera encontrar un valordelecuado para obtener una solucion numérica
en la que no existan oscilaciones para velocidades elevadas.
Si particularizamos el resultado obtenido de la aplicacién de los Métodos Multiescala a la
ecuaciéon de conveccion- difusién en 1D obtenemos como término estabilizador el siguiente,

| [ (= ar @6 91 wods (30)

donde G es la funcién de Green correspondiente al problema de conveccion-difusion.

A partir de esta expresion deducida de la aplicacion de los Métodos Multiescala, han ido
apareciendo simplificaciones encaminadas a determinar un valor estimativo del parametro

En numerosos estudias [1, 3] se realiza una aproximacion a la funcion de Green por medio
de la Delta de Dirac de la siguiente forma,

G(z,s) ~ G(x,s) =1(s — x) (31)

Realizando esta aproximacion se deduce un valor del parametrduncion de la funcion
de Green correspondiente.

/Q /Q (_ M*(w)(S))G(I,s)M(é)(x)dde ~
/Q / (= M (@) (5))G (w, 5)M () (w)duds =
/Q /Q (— M*(w)(s))7(s — ) M () (x)dzds =

9
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| (= ar @ e (32)

Teniendo en cuenta la aproximacion (31), el valor del parametepodria calcular a partir
de la siguiente expresion

/Qk /Qk (s — x)dzds N/ /Qk G(z, s)dxds (33)
= %/Qk /Qk G(z, s)dxds (34)

donde h es el tamafio tipico del elemento.
En el caso que estamos estudiando, la ecuacién del transporte por conveccion-difusion en
1D (28), la funcion de Green G correspondiente sera la siguiente

—2x Pe

Ci(s)(1—e"» ), x<s
G(z,s) = (35)

con

. 1_672Pe(17(%))
Ci(s) = Sq=e=erey

2Pe(%)71
Cs(s) = Wi e
dondePe es el nUmero de Péclet de cada elemento

uh
Pe=—
2k
u: velocidad en el elemento
h: tamafo del elemento

k: difusividad del medio

7. EJEMPLOSDE APLICACIONEN 1D

El problemaresuelto es el siguiente, correspondiente a la ecuacion del transporte por conveccion-
difusion en una dimension, en ausencia de términos fuente y término reactivo, y para el caso
estacionario. Por lo tanto resolveremos:

op 0% ¢
ax—kw, 0<xz<L; ¢0)=d¢, %(L):%[¢L_¢(L)]

10
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El dominio considerado y las condiciones de contorno correspondientes se presentan en el
siguiente esquema,

¢(0)=¢o 2

L~k (dL-0(L)

L

Figura 2. Esquema del problema resuelto

El primero de los ejemplos (Fig.3) corresponde a la resolucién del problema antes descrito
realizando una discretizacién del dominio de 21 nodos. Se presentan las soluciones obtenidas
al utilizar Galerkin, Petrov-Galerkin y el Método Multiescala usando el pardmetro de estabi-
lizacion obtenido a partir de la funcion de Green correspondiente. En este caso, la solucion
exacta se ha calculado en igual nimero de puntos que la solucion numérica.

En la segunda de las graficas de la Figura 3 se han obtenido diferentes soluciones a partir
de la formulaciéon Multiescala anteriormente descrita. Unicamente se ha representado la zona
final del dominio,13 < = < 20, ya que en el resto las diferencias entre la solucién exacta,
Petrov-Galerkin y Multiescala son practicamente inapreciables. Las distintas soluciones Mul-
tiescala se han obtenido variando ligeramente el paramedlaenido segun (34). Se observa
una evolucién hacia la solucion exacta de forma monotona. Este comportamiento es debido al
aislamiento que se ha realizado de la escala resoluble analiticaphente

Los parametros utilizados en este ejemplo son los siguientes:

L=20,6p=2 65 =1,u=10yk=0,02
Pe = 250

El segundo ejemplo resuelto (Fig.4) corresponde al mismo problema, para dos discretiza-
ciones distintas, de 10 y 50 elementos, y dos velocidades, u=0.1y u=1. Se presentan igualmente
las soluciones obtenidas al aplicar una formulacion convencional tipo Galerkin, la formulacion
estabilizada Petrov-Galerkin y la formulacion Multiescala. Se presenta ademas la solucion exac-
ta del problema. En el caso de la Fig.4.d), se ha realizado una ampliacion de la zona final del
dominio, correspondiente& < x < 10, que es donde aparecen las oscilaciones mas impor-
tantes.

En este caso los parametros utilizados han sido los siguientes:

L =10, ¢y =2, ér,=0,005y k = 0,09

11
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400 —
3.00 —|
2,00 2
1.00 — M
0.00 ‘
\ \ \ \ \
0.00 4.00 8.00 12,00 1600 X 2000
Galerkin =A== Solucion exacta
+  Petfrov-Galerkin - =B Multiescala
3.00 —
250 —|
200 —|
150 —
1.00 —
\ \ \ ‘ \
14.00 16.00 18.00 X 2000
Solucidén exacta Multiescala con diferentes pardmetros
Petrov-Galerkin Multiescala con pardmetro obtenido
a partir de la funcién de Green

Figura 3. Soluciones obtenidas para u=10

12
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Q) b)
2.00 2.00
_ D
(I) |
1.80 —
160 — ]
1.60 —
140 —
1.20 —|
i 1.20 —|
080 I I I 1 1.00 I I I ]
0.00 200 4.00 6.00 800 X 1000 0.00 2.00 400 6.00 80 X 1000
C
)i d
i 2.00
@ A ®
1.60 —
1.00 —|
120 —
000 I I I ] 080 I I \ ‘ \
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 X 10.00 8.00 8.50 9.00 950 X 10.00
Galerkin = Solucidn exacta
Petrov-Galerkin Multiescala

Figura 4. Soluciones obtenidas para a) u=0.1, 10 elementos, n°® Péclet=0.55. b) u=0.1, 50 elementos, n° Péclet=0.11.
c) u=1, 10 elementos, n°® Péclet=5.5. d) u=1, 50 elementos, n°® Péclet=1.1

13
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8. CONCLUSIONES

Los resultados obtenidos en 1D muestran una reduccién importante de las oscilaciones
obtenidas al aplicar una formulacion convencional tipo Galerkin, o incluso, un método esta-
bilizado como es Petrov-Galerkin. Ademas, en la evolucion de la solucion, se observa un cierto
comportamiento monoétono al acercarnos al valor del parametro de estabilizacion obtenido a
partir de la funcién de Green correspondiente. Dicha evolucion se observa en la segunda grafica
de la Figura 3, en donde se han representado diferentes soluciones resultantes de la aplicacion
del Método Multiescala pero variando ligeramente el valor del parametro obtenido a partir de
la funcion de Green. Dicho comportamiento es debido a la identificacion inicial de dos escalas
en la solucién principal, en donde la parte resoluble analiticangéstesupone responsable de
las oscilaciones de la solucion numérica.

Debe destacarse que estos resultados han sido obtenidos Unicamente para la escala resoluble
numéricamented(), de las dos partes en las que se dividia la solugidiel problema. Se ha
adoptado ademas como hipétesis glse anula en los contornos de los elementos.
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