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Resumen. La modelizacion de problemas en mecdnica de fluidos cuando la velocidad
del fluido es elevada resulta complicada debido a la aparicion de inestabilidades en
la solucion numeérica al emplear esquemas convencionales basados en el Método de
Elementos Finitos con ponderacion de tipo Galerkin. En este articulo se revisan
brevemente las causas que originan la aparicion de estas oscilaciones en la solucion
numeérica, se revisan las técnicas de estabilizacion para problemas de transporte con
conveccion dominante, y se presenta una formulacion numérica basada en el método de
elementos finitos con un esquema de tipo Petrov-Galerkin, proponiéndose una técnica

para la determinacion de los parametros de estabilizacion para problemas en una, dos y
tres dimensiones.
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1 INTRODUCCION

La resolucién numérica de problemas en mecanica de fluidos presenta grandes
dificultades especialmente cuando la velocidad con la que se mueve el fluido es elevada.
El empleo de una de las técnicas mas potentes y mas ampliamente extendidas para la
resolucion de problemas en mecanica computacional como es el Método de los Elementos
Finitos, que ha sido aplicado con éxito a una innumerable cantidad de problemas
practicos en ingenieria, presenta sin embargo serios inconvenientes cuando se resuelven
problemas de fluidos con conveccién importante!?. Estos problemas se manifiestan sobre
todo en la aparicién de fuertes oscilaciones en la solucién numérica en ciertas zonas del
dominio.

Para iniciar el estudio de las claves que determinan este comportamiento, se aborda
el analisis de la ecuacion del transporte por conveccién-difusion, que puede interpretarse
como la versidn lineal de las ecuaciones que rigen el movimiento de un fluido (ecuaciones
de Navier-Stokes). De esta forma, es posible estudiar de forma més sencilla las razones
que desde un punto de vista numeérico dificultan la resolucion de este tipo de problemas,
puesto que se separan el caracter no lineal de la ecuacion y el caracter oscilatorio. Es
precisamente este iltimo el aspecto que mas complica la resolucién de las ecuaciones de
Navier Stokes.

En este articulo se revisan en primer lugar las causas que motivan la aparicion de
este tipo de oscilaciones en la soluciéon numérica de la ecuaciéon del transporte, y se
repasan las distintas formulaciones alternativas a la de Galerkin para tratar este tipo de
problemas. Ademas, se propondra una metodologia para la evaluacion de los pardametros

de estabilizacién que precisan estas formulaciones alternativas®?.

2 MODELO MATEMATICO DEL PROBLEMA FiSICO

2.1 Planteamiento del problema general

En los fenémenos de transporte en un medio fluido estan presentes dos mecanismos
fisicos claramente diferenciados. El primero de estos mecanismos se puede constatar
facilmente realizando un sencillo experimento consistente en introducir unas gotas de
tinta en un fluido en reposo, en el que se puede observar cémo la tinta se expande a
través del liquido como resultado del movimiento intermolecular de las particulas de
ambas sustancias. Este fenomeno se denomina difusion, y esta descrito por la ecuacién
parabdlica

99 _
ot

donde ¢ es la incognita transportada y K es el tensor de difusividades del medio.

El segundo mecanismo que interviene en los fenémenos de transporte aparece cuando
el fluido estd en movimiento: cualquier sustancia que se introduzca en el liquido es
arrastrada por éste en un proceso que se denomina conveccion.

V.- (KVg) (1)
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En ausencia de difusién, el cuerpo introducido en el fluido sera arrastrado por el flujo
(ver fig. 1), pudiendo caracterizarse este movimiento para un problema unidimensional
mediante la ecuacién de ondas (problema hiperbdlico):

00 00 _

; = 2
8t+c8x 0 (2)

donde ¢ es la celeridad o velocidad del movimiento del fluido.
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Fig. 1.- Naturaleza difusiva y convectiva del transporte

Se entiende por tanto la importancia de ambos mecanismos en los procesos de
transporte de cualquier sustancia. La preeminencia de uno u otro sera la que definira
las caracteristicas del proceso.

Procedemos a continuacién a obtener la expresion que rige ambos procesos
conjuntamente y que define por tanto la ecuacién diferencial empleada para el estudio
de problemas de transporte. Para ello es necesario obtener primeramente la ecuacion
de equilibrio o principio de conservacion. Seguin este principio, la disminucién (o
incremento) de una determinada sustancia en el interior de un dominio () es igual al
flujo neto ¢ afluente (o efluente) de dicha sustancia a través del contorno I'. De esta
forma, se tiene

/Q%(pgg)dg + [ pg-ndr = 0. (3)

Como se puede observar, la primera de las integrales de (3) contiene la derivada total
de la magnitud p¢. En un sistema de referencia euleriano, esta derivada total se puede
expresar, (asumiendo p constante) como

o _0¢ , ..
=g Tu Vo (4)

El término u - V¢ representa la convecciéon de la concentracién de una determinada
sustancia (o de cualquier otra magnitud escalar) a través de la corriente de un fluido de
velocidad u y constituird la componente convectiva en la ecuacién diferencial que rige
los fendmenos de transporte.



C.A. Figueroa, I. Colominas, G. Mosqueira, F. Navarrina y M. Casteleiro

Por otra parte, la aplicaciéon del Teorema de Gauss de la divergencia a la segunda de
las integrales de (3) conduce a

/Q<%+V-q>dﬂ = 0. (5)

La ecuacién constitutiva que relaciona el flujo con la concentracién viene dada’® por
g=-KV¢ . (6)

En el caso de que el medio se pueda considerar isdtropo, este tensor se expresa en
términos de una difusividad escalar k de forma que

K =FkI. (7)

Si se sustituye (6) en (5) y se acepta que el integrando definido en (5) es continuo
para todos los puntos del dominio (2, se obtiene finalmente la ecuacion general que rige
los procesos de transporte por conveccién-difusion

9¢

2.2 Tratamiento adimensional del problema

Para ilustrar la doble naturaleza del fenémeno desde un punto de vista matematico,
analizaremos la ecuacién (8) para el caso de un problema unidimensional en el que el
medio es isétropo y homogéneo:

96 | 06 _ 0%

; . 9

Si se denomina I y u( a una longitud y velocidad caracteristicas del dominio, entonces
7 = l/ug es una escala de tiempo caracteristica del problema. De esta forma, se pueden
definir las magnitudes adimensionales

-t ~
T S (10)
l T i T
Sustituyendo estas relaciones en la ecuacién (9) y simplificando, se obtiene
06 96 1 9%
el i 11
ot "9z  Pe 972’ (11)

o~

donde Pe es el nimero de Péclet (Pe = UTO)
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Los valores del ntumero de Péclet para un problema dado determinan el
comportamiento del proceso. Asi, para valores elevados del nimero de Péclet, la
ecuacién (11) tiende asintéticamente a la ecuacién de ondas en tanto que a medida
que el ntimero de Péclet se hace menor, (i.e., a medida que los fenémenos difusivos
van adquiriendo més importancia frente a los convectivos) llegamos al otro extremo del
comportamiento del fenémeno.

Como veremos mas adelante, esta doble naturaleza del transporte, esta competicion
entre los términos convectivos y difusivos es la verdadera causa del mal funcionamiento
de los esquemas convencionales de resolucién numeérica de la ecuacién del transporte®.

3 FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA

3.1 Aproximacion numérica mediante el Método de Elementos Finitos con
ponderacion tipo Galerkin

A continuacién se obtendra la expresion variacional del problema de transporte
definido por la ecuacién (8) y por unas condiciones iniciales y de contorno:
9¢

EJru-Vqs:V-(qus) en (), t>0;

p=¢p enl'y; Vop-n=vy—agp enly; (12)

¢(z,0) = f(z), z€Q,

siendo () el dominio en el que se estudia el fenémeno, I'; la parte del contorno del
dominio en donde se prescriben valores de la funciéon ¢, y I'9 la parte del contorno en
donde se prescriben valores de flujo, verificAndose necesariamente que

riulre=0 N =0, (13)

donde T es el contorno de 2. En el problema planteado en (12), ¢, a y v son en general
funciones o datos conocidos que pueden depender de la posicién y del tiempo.

Una formulacién variacional del problema (12) puede formularse del modo siguiente:
determinar la funcién ¢ tal que el problema de contorno (12) se satisfaga en el sentido
de residuos ponderados, es decir, que se verifique

¢ _
/Q{E_Fu.vqs_v-(k:V¢)}wdQ+/FZ{V¢-n—7+a¢}wp2dr2—O7 (14)

para todas las funciones w y wr, de una determinada clase definidas en {2y 2% La
aplicacién del teorema de la divergencia’ permite obtiener una forma débil de esta
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expresion variacional:

0¢ B
/Q{wg—f-wu-V(b—f-kV(ﬁ-Vw}dQ + /112 apkwdl’y = /112 ~ykwdl's. (15)

Una vez obtenida la forma débil, se define una aproximacién discreta a la solucién
del problema. Para ello, se realiza una particiéon del dominio {2 en e elementos
QU U Q3U ..U de forma que §2; NQ; = 0; si i # j. De este modo, se
obtiene una aproximacion €2, al dominio (2. A continuacién se define una aproximacién
a la solucién mediante una base de funciones de forma p; de cardcter local de modo que

b dxt) =3 6t (). (16)
j=1

Por 1ltimo, la eleccion de n funciones de test w; permite obtener un sistema de n
ecuaciones con n incégnitas, que constituye la aproximaciéon discreta al problema (12).
En ponderaciones de tipo Galerkin, el espacio funcional de las funciones de test es el
mismo que el de las funciones de forma, es decir, p; = w;, j = 1,n. De este modo, la
discretizacion del dominio, de su contorno y de la funcién incégnita ¢ reduce la forma
variacional (15) al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

de B
B~ +A¢=c. (17)

siendo

B;j = [/thytpj th}v

AIJ = [/Qh(qul)p, dﬂh} + [k’ /Qthj Vp, dﬂh} + [ak /I‘thipj dr?h}’ (18)

¢ = {’Yk /rg pidfzh]
h

parai,j =1,2..n

Las expresiones (17) y (18) definen la aproximacién a un problema de transporte
mediante el Método de los Elementos Finitos empleando una ponderaciéon convencional
de tipo Galerkin. Como se vera es precisamente esta ponderacién la que hace que, en
presencia de conveccién importante, se obtengan aproximaciones a la solucién de tipo
oscilatorio.
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3.2 Causas del comportamiento oscilatorio

En la bibliografia”™® se demuestra que en presencia de conveccién elevada, el esquema
numérico obtenido mediante una ponderaciéon de Galerkin es incapaz de reproducir con
exactitud tanto la frecuencia como la amplitud de una determinada funciéon propia de
la solucién analitica conocida de un problema dado. Al hablar de amplitud y de fase,
parece claro que algin momento deben aparecer una serie de valores propios complejos
que son los causantes de estas distorsiones. A continuacién se presenta un ejemplo®
con el fin de explicar la aparicion de estos autovalores complejos y su repercusion en la
resolucién del problema.

Si se plantea la integracién del sistema definido en (17) mediante un esquema de
integracion temporal de diferencias hacia delante, se obtiene:

) + Ad(t) = c(t) + 6(At), (19)

Bt + A1) — (1)
n(*5

que, denominando t/ =t y t/T1 = ¢ + At, se puede reescribir de la forma siguiente:
¢ = (1-AtB 1A)¢ + AtB I/ (20)

Para simplificar el andlisis se considerara la ecuacién difencial homogénea, haciendo
¢ = 0. De esta forma, se puede constatar que la solucién en un tiempo j + 1 se obtiene
a partir de la soluciéon en un tiempo j escalada por el factor

(I- AtB71A). (21)

Con el fin de analizar la evolucién temporal de la solucién ¢ es preciso definir una
norma para dicho factor, que puede hacerse a partir de los autovalores de la matriz
B~ LA8. El estudio y el desarrollo completo de este analisis es bastante complejo por
lo que no se presentard en este articulo (puede encontrarse en las referencias™® de la
bibliografia); no obstante, a continuacién se mostrara en un ejemplo que, en condiciones
de conveccion elevada, los autovalores de esta matriz pueden llegar a ser complejos, por
lo que la solucion numérica obtenida mediante la ponderaciéon de Galerkin presentard
oscilaciones espureas. Para ello, consideraremos un problema unidimensional en el que
se discretiza el dominio con elementos lineales de dos nodos de tamano h, obteniéndose
las siguientes expresiones para las matrices elementales definidas en (18):

h 12 1
B_E[l 2]’

(22)
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Si se prescinde del calculo de estados transitorios y se plantea directamente el estado
estacionario, las matrices elementales definidas en (22) conducen al siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

-1 1 0 1 -1 0 1 1
-1 0 1 -1 2 -1 ¢
ul o -1 0 LEfo 12 |
2 o 1 o7 2 -1 0 (23)
-1 0 1 -1 2 -1
0 -1 1 0 -1 1 én cn

Como se aprecia, la matriz de rigidez del sistema (23) es el resultado de ensamblar
las componentes convectiva y difusiva de la matriz elemental A definida en (22). La
componente convectiva proporciona una matriz antimétrica, con muchos elementos nulos
en la diagonal principal, que es la responsable de la aparicién de autovalores complejos
en la matriz de rigidez del sistema si es importante la conveccién frente a la difusion.
Esta circunstancia se ilustra en los siguientes casos correspondientes a una malla de
7 elementos lineales, determinando los valores propios para dos ntumeros de Péclet
distintos:

1. Difusion dominante. 2. Conveccion dominante

u=2, k=5 h=1,Pe=04 u=12, k=5 h=1,Pe =25
(A1 [18.828 ] (A7 [00.0 + 0.00¢ 7
A9 16.109 A9 10.0 — 4.144
A3 12.180 A3 10.0 — 1.484
A4 = 7.820 A4 10.0 4+ 1.48:
A5 3.891 A5 10.0 — 5.984
A6 1.172 A6 10.0 4+ 5.98i
L A7 L 0.000 | L A7 1 10.0 + 4.141 |

Nétese que, a la vista de la expresién (23), una forma de estabilizar el problema (i.e.,
dar maés peso a la componente difusiva frente a la convectiva) es realizar un mallado més
fino, obteniéndose de este modo un tamano de elemento h més pequeno que aumentara la
importancia de la componente simétrica de la matriz de rigidez global. En problemas en
dos y tres dimensiones es obvio que esta operacion representaria un enorme incremento
del coste computacional. Por ello, se han propuesto diversas formulaciones que tratan de
obtener esquemas numeéricos mas estables, planteando ponderaciones distintas a las de
tipo Galerkin con el fin de dar mas peso a la parte difusiva de las matrices elementales.
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4 FORMULACIONES ALTERNATIVAS A LA DE GALERKIN PARA LA
ESTABILIZACION DEL PROBLEMA

La via para intentar solucionar los problemas que se han visto hasta ahora es la
de utilizar formulaciones variacionales distintas a la de Galerkin para la resoluciéon
de la ecuacion del transporte. Muchos autores han investigado sobre este aspecto
en los tultimos anos y se han enunciado varias formulaciones alternativas, que en
realidad presentan grandes similitudes entre si. Entre algunas de estas formulaciones
se encuentran las de Streamline Upwind / Petrov-Galerkin (SUPG)°, Space-time
Galerkin/least-squares (ST-GLS)Y, Characteristic Galerkin Method (CG)Y, Subgrid
Scale Method (SGS)'? y Taylor-Galerkin Method (TG)'. Esencialmente, todos estos
métodos consisten en la adicion de un término estabilizador a la formulacién de tipo
Galerkin. De esta forma, a la expresién variacional del problema definida en (15)

29 - - .
/52 {wh—(f +wpu-Ve +EkVe - th} s}, + / apkwydle, = vykwp,dls,
h La, Lay,

0
(24)
se le afiade® un término de la forma:

Jo, o) R (p1 ), (25)

siendo P(w),) un operador aplicado al espacio funcional w;,, de las funciones de test, 7
un parametro con dimensiones temporales y R(p;,) el residuo de la ecuacién diferencial
a resolver al aproximar la solucién ¢ mediante un conjunto de funciones de prueba p,

0¢ ~ ~
R(pn) = 5 TwVe-V- (kVo) . (26)
Este planteamiento es el punto de partida de los métodos antes enunciados. En el
caso de las formulaciones de Petrov-Galerkin, se introduce este término estabilizador
mediante la adicion de un sesgo a las funciones de test en el sentido contrario al de las
lineas de corriente. Asi, para un elemento unidimensional de 2 nodos, se definen las

funciones de test w;(£) a partir de las de forma p,(¢) de la siguiente manera (ver figura
2):

p(€) =311 -¢)
pi(§) = (27)
pa(€) = $(1+¢)
wi(€) =5(1-6) - FA+6)(1-¢)
wi(€) = (28)
wa(€) = $(1+€) + G +6)(1—¢)
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¥

w =p1>0~p1p2 w, :p2+(lp1p2

e-1 .1 Ee i Ee +1 i+l

Fig. 2.- Funciones de prueba lineales a trozos y funciones de test sesgadas cuadraticas
empleadas en formulaciones Petrov-Galerkin

donde a es un factor de escala que determina la magnitud del sesgo aplicada (pardmetro
upwind).

La determinacién de los valores que tienen que adoptar estos parametros en funcion
de la velocidad del fluido es precisamente una de las cuestiones abiertas dentro de este
ambito. Asi, los métodos propuestos para su evaluacién consisten entre otras en técnicas
tan distintas como la imposiciéon de soluciones nodales exactas a partir del conocimiento
634 0 bien en la imposicién de una reduccién en las oscilaciones
al comparar los resultados obtenidos con una malla pobre y una malla mejorada o una
solucién suavizada'®.

de soluciones analiticas

A continuacion presentaremos una nueva metodologia para la determinacién de este
tipo de parametros de estabilizacion basandonos en un analisis de autovalores de las
matrices elementales, segun las ideas expuestas anteriormente. Antes de pasar al
desarrollo de la metodologia propuesta, comprobaremos como introducir un sesgo en las
funciones de test en el sentido contrario al de las lineas de corriente produce un efecto
estabilizador en las matrices de rigidez elementales. Asi, si se analiza por simplicidad el
caso de elementos unidimensionales lineales, empleando las funciones de test definidas
en (28), se obtiene una expresién para el sistema de ecuaciones diferenciales resultante

de discretizar el problema mediante el M.E.F. de la forma®:

<B% + uAqd+ k:A2¢> +a <]§% +uAqd+ k:K2¢> = c. (29)

10
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El analisis de las matrices elementales asociadas a la contribucién cuadratica B, A
y A9 es de especial interés para comprender céomo este método estabiliza el problema.
Las expresiones de estas matrices elementales son

~ ~ h -1 1
€ = .. e —
— N 1 1 -1
A5 = [ay,] =0. (32)

Obsérvese que la matriz elemental (31) es una nueva aportacién convectiva al
término recogido en (22), y es una matriz simétrica, que tenderd a estabilizar la matriz
antimétrica (22) cuanto mas alto sea el valor del pardmetro «. Asimismo, la nueva
aportacién difusiva dada por (32) es nula, lo cual también resulta ventajoso, puesto
que no se modifica la matriz simétrica que ya aparecia en (22). Es conveniente resaltar
que este andlisis se puede realizar también®* para elementos de orden superior y en
dos y tres dimensiones, obteniéndose conclusiones analogas. Por ello, nuestro objetivo
va a consistir en el desarrollo de formulaciones numéricas que conduzcan a esquemas
numéricos estables mediante la conveniente ponderacion de las matrices elementales
difusivas y convectivas, y concretamente en la determinacién de estos parametros de
estabilizacion.

5 FUNDAMENTO DEL METODO DE DETERMINACION DE PARAME-
TROS DE ESTABILIZACION QUE SE PROPONE

Los elementos A;; de la matriz de rigidez (18) prescindiendo de las integrales
asociadas a la imposicién de un flujo en los contornos, son

Aij = {/Q,fu'vpj)l%: th} + [/Qthpj -Vp; dQ;,J . (33)

Como se puede apreciar, cada matriz de rigidez elemental estd compuesta por
la aportacion de un término de naturaleza convectiva, que proporciona matrices
elementales antimétricas; y de un término de naturaleza difusiva, que proporciona
matrices elementales simétricas. Se ha visto que cuando la aportacion convectiva es
muy importante (asociada a nimeros de Péclet elevados), la matriz de rigidez elemental
puede presentar autovalores complejos, que se iran ensamblando en la matriz de rigidez
global, originando de este modo un problema mal condicionado que tendra con seguridad
un caracter oscilatorio.

Para solucionar este problema se recurre a formulaciones como la de Petrov-Galerkin,
que modifican el espacio funcional de las funciones de test, introduciéndoles un sesgo

11
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contracorriente para estabilizar estas matrices antimétricas asociadas a la conveccion,
tal y como se ha visto en las ecuaciones (29)-(32). La cuestién es ahora determinar la
cuantia de este sesgo.

El fundamento del método que proponemos es el siguiente: en una primera
aproximacion el célculo de las matrices elementales se realiza asignando un valor nulo
al pardmetro o parametros de estabilizacién, con lo que en realidad se estd aplicando
un método de Galerkin. Una vez hecho esto, se realiza el calculo o la estimacion del
conjunto de autovalores {);} de cada matriz de rigidez elemental A, y se comprueba
si son complejos. En tal caso, para los elementos en los que todos los valores propios
sean reales, el valor de los parametros de estabilizacién serd nulo. Por el contrario, si
esto no se verifica entonces se determina un valor de los parametros de estabilizacion
tal que haga que los autovalores de dichas matrices de rigidez elementales dejen de ser
complejos. Es decir, se pretende encontrar:

{ac} / Im{); [Ac]} =0, i=1,...n Ve, (34)

siendo {a.} el conjunto de los parametros de estabilizacién de un determinado elemento.

En este punto es conveniente resaltar una caracteristica importante de esta
metodologia de calculo: resulta totalmente general para problemas en una, dos e incluso
tres dimensiones. No calcula los parametros mediante procedimientos de tipo heuristico,
y no depende de si en el problema que se pretende resolver existen fuentes internas,
términos reactivos, etc. Es por tanto una metodologia general, conceptualmente sencilla,
que conduce a la estabilizacion del esquema numérico a partir del analisis de las matrices
elementales de la discretizacion en elementos finitos del problema.

En la actualidad los autores estamos desarrollando una metodologia para la
determinacién, a partir de la informacién de los valores propios, de los parametros de
estabilizacion para problemas bidimensionales y tridimensionales, habiendo obtenido ya
resultados muy prometedores en problemas unidimensionales, y en los bidimensionales
estudiados hasta el momento®. A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién en el
que se ofrecen los resultados obtenidos para la resolucién de un problema de transporte
unidimensional convectivamente dominante.

6 EJEMPLO DE APLICACION

A continuacién presentamos los resultados obtenidos para la solucién del problema
unidimensional definido por (ver figura 3):

9 09 _ 0%
2

Y ua—x:kax ) O<z<L (35)
60) =60 . S(1)=nloy - o(L)] (36)
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(=0 } <«— $.(L)=h[9 -o(L)]

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00

L

/
7

/
4

Fig. 3.- Dominio y condiciones de contorno del problema unidimensional resuelto

Los pardmetros de la discretizacion elegida para la soluciéon de este problema son:

Ntimero de elementos = 10 Ntmero de nodos por elemento = 3
oo = 0.001 ¢, = 0.005 h=1.0 Difusividad & = 0.002

Asimismo, en el dominio se considera un campo de velocidades cuyo perfil se
representa a continuacion:

1 2.00

u(x)

1 1.00

/

Fig. 4.- Perfil de velocidades para el problema definido en (34) y (35)

Este perfil de velocidades proporciona la siguiente distribucién de niimeros de Péclet
elementales, que, como se puede apreciar, resultan al final del dominio muy elevados:

Velocidad | Numero de
Elemento .

elemental Péclet
1 0.01250 2.18750
2 0.07250 12.68750
3 0.19250 33.68750
4 0.37250 65.18750
5 0.61250 107.18750
6 0.91250 159.68750
7 1.27250 222.68750
8 1.69250 296.18750
9 2.17250 380.18750
10 2.71250 474.68750

Tabla 1. Distribucién de ntimeros de Péclet para el dominio de la Fig. 3
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A continuaciéon presentamos los resultados obtenidos con distintas formulaciones,
comparandolos con la solucién ’exacta’ del problema. Para obtener la solucién ’exacta’

se ha utilizado una malla muy fina (1000 elementos), con ponderacién convencional tipo
Galerkin.

1.- Ponderacion de Galerkin. Malla de 20 elementos lineales.

0.001025—
0.001020—
0.001015—
0.001010— /\ /\/\M\/
0.00100. \/ v T /
0.001000—
e L L L A E S e
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00
X
Galerkin
Solucion exacta

Fig. 5.- Solucién exacta versus solucién tipo Galerkin

Como se puede apreciar, las oscilaciones en la solucion de tipo Galerkin son
muy elevadas, tal y como era de esperar. La aproximacién a la solucidon resulta
tremendamente pobre.

2.- Ponderacion de Petrov-Galerkin con determinacion cldsica de pardmetros. Malla
de 20 elementos lineales.

A continuacion presentamos los resultados obtenidos empleando una formulacién de
tipo Petrov Galerkin, para elementos lineales de dos nodos segun las expresiones (27) y
(28). Un pardmetro de estabilizacién cldsico recogido en la bibliograffa® para este tipo
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de elementos es

1
a = coth(y) — — (37)
Y
en donde
uh Pe (38)
N = _
2k 2
0.001025—
0.001020—
0.001015
0.001010—
0.00100 o A
0.001000—
O L B e A
000 100 200 300 400 500 600 7.00
b
Petrov-Galerkin con obtencion de pardametros convencional
Solucion exacta
Fig. 6.- Solucién exacta wersus solucién tipo Petrov Galerkin con determinacién

convencional de parametros

Se puede apreciar que la mejoria de resultados con respecto a la formulacién de
Galerkin es muy considerable. El pardmetro de estabilizacién definido en (37) se obtiene
como resultado de imponer que las ecuaciones nodales que proporciona el esquema
discreto obtenido mediante el método de elementos finitos tengan error de truncamiento
nulo en los nodos®.

Pasamos a continuacion a estabilizar el problema mediante el método aqui propuesto.

15
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3.- Ponderacion de Petrov-Galerkin con determinacion de pardmetros propuesta.
Malla de 10 elementos cuadrdticos.

La estabilizacién se ha realizado en este caso empleando elementos cuadréaticos de
tres nodos. Se han definido sélo 10 elementos para disponer del mismo niimero total de
nodos en la malla para poder comparar resultados. Las funciones de forma y de test
empleadas en este caso son:

Pi(€) = § pa(e) = e+ (39)

wil€) = ) wy(e) = EEFL (e ) (40)

wg(€) = (1—€2) +a(e3 —¢)

A continuacién se muestran los valores del coeficiente a de estabilizacién (figura 7)
calculado segiin el método propuesto en cada elemento del dominio, asi como la solucién
numeérica obtenida con esta técnica (figura 8).

1.60 —
1.20 —
0.80 —

0.40 —

L e e I L
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00

x

Fig. 7.- Parametro estabilizado o para cada elemento del dominio
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0.001025—
0.001020—
0.001015—
0.001010—

(I) i
0.001005—4

0.001000—

QOIS T T " T T |
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00

— @@ @ Petrov-Galerkin con obiencién de parimetros propuesta

Solucién exacta

Fig. 8.- Solucién exacta versus solucién tipo Petrov Galerkin con determinaciéon de
parametros propuesta

Como se puede observar, los resultados obtenidos son iguales o mejores que los
calculados con la formulacién convencional de Petrov-Galerkin (figura 6). El grado
de amortiguamiento de las oscilaciones es notable, y se puede comprobar en la figura 7
que el valor del parametro de estabilizacion «a es méas elevado a medida que la velocidad
en el dominio es mayor, como era de esperar. La ventaja de esta propuesta es que
la determinacién de los parametros de estabilizacion no depende de ningin método
heuristico ni de los términos que componen la ecuacién diferencial del problema, sino
que se obtienen del andlisis de las matrices elementales de la discretizacion.

7 CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado una nueva metodologia para el calculo de los
parametros de estabilizacion que intervienen en formulaciones de Petrov-Galerkin. La
determinacién de estos parametros se realiza a partir de un anélisis de los autovalores
de las matrices elementales de la malla de elementos finitos. De esta forma, partiendo
unicamente de la informacién que aportan estas matrices, se busca el parametro o
parametros de estabilizaciéon que consigan que no existan autovalores complejos.

Esta forma de evaluar los parametros resulta totalmente general y es aplicable por
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tanto a elementos de distinto orden y a problemas en una, dos y tres dimensiones.
Pensamos que por este motivo puede resultar un método interesante para la estimacién
de estos parametros, puesto que no parte de ningin razonamiento de tipo heuristico
ni precisa de un suavizado externo de la solucion independiente del propio proceso de
calculo. En este método, el valor de los parametros se determina a medida que se calcula
y ensambla cada matriz de rigidez elemental.

Los resultados obtenidos en problemas unidimensionales son excelentes y permiten
esperar un buen funcionamiento del método para problemas en un ntmero mayor de
dimensiones'®. En la actualidad, para problemas en dos y tres dimensiones el coste
computacional del método propuesto puede ser elevado, dado que se requiere el analisis
de los autovalores de todas las matrices elementales de la discretizacion. No obstante,
es posible conseguir reducciones importantes del esfuerzo de calculo mediante el empleo
de técnicas (en estos momentos en fase de desarrollo) de obtencién de los pardmetros
de estabilizacion a partir de la informacién obtenida previamente en zonas del dominio
del problema en las que exista una convecciéon del mismo orden de magnitud, y a partir
de la estimacion de los valores propios de las matrices elementales.
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