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Resumen. La ecuacion diferencial del transporte por conveccion-difusion permite
modelizar un gran nimero de procesos de interés en la ingenieria. Asi, fendmenos como
el estudio de la distribucion de temperaturas en una pieza mecdnica, la evolucion de la
concentracion de una sustancia en un medio poroso, o la dispersion de un contaminante
en un medio fluido son descritos eficazmente por dicha ecuacion. En este articulo se
estudia un problema de dispersion de un contaminante debido a un vertido accidental en
un drea portuaria determinada. Primeramente se resuelve un problema de difusion pura,
en el cual se supone que el fluido estd en reposo en todo el dominio. Posteriormente,
se resuelven problemas con conveccion, a partir de un campo de velocidades conocido.
Se comprobard que si la velocidad es elevada aparecen oscilaciones espireas en ciertas
partes del dominio, y se apuntard el origen de dichas oscilaciones, asi como los distintos
esquemas propuestos para la estabilizacion de las formulaciones numéricas.
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1 INTRODUCCION

La ecuacion diferencial del transporte por conveccién-difusiéon describe eficazmente
multitud de procesos de interés en ingenieria. Algunos fenémenos modelizados
adecuadamente por dicha ecuacién son el flujo de agua en acuiferos; la simulacién de la
explotacion de reservas de petréleo y gas; la transferencia de calor y masa en procesos
de ingenieria quimica y nuclear, etc.

En este articulo se estudiara un fendmeno que puede ser descrito también mediante
la ecuaciéon del transporte por conveccion-difusién, como es la dispersion de un
contaminante debido a un vertido accidental del mismo en una determinada zona
portuaria.

El estudio de este tipo de procesos resulta de gran interés para el diseno de politicas
de proteccién del entorno costero, puesto que disponer de una herramienta que permite
predecir las consecuencias del vertido de un determinado contaminante posibilita el
diseno de los sistemas de proteccion y de respuesta frente a este tipo de acciones agresivas
tan frecuentes en la costa.

Los problemas que se estudiaran en este articulo seran los correspondientes a un
dominio plano, puesto que se considera que la concentracién de la sustancia vertida no
varia en la vertical de una determinada columna de agua. Estas simplificaciones son
frecuentes en procesos en ingenierfa costera'?, en los que la escala vertical del fenémeno
es despreciable frente a la horizontal (ej., aproximaciones de shallow water).

Se estudiaran tanto problemas de difusién pura como problemas con conveccidon cada
vez méas importante, con el objetivo de comprobar como a medida que el parametro
definido por el nimero de Péclet aumenta, se llegan a producir oscilaciones en la
solucion numérica del problema obtenida mediante el Método de los Elementos Finitos
con ponderacién de tipo Galerkin. Se propondran también formulaciones alternativas
para la estabilizacion de estas oscilaciones, basandonos en trabajos que en la actualidad
estamos desarrollando.

2 MODELO MATEMATICO DEL PROBLEMA FISICO

El fenémeno fisico de la dispersion de una determinada sustancia en un medio fluido
se puede analizar haciendo uso de la ecuacion diferencial del transporte por conveccion-
difusion. De este modo, para un dominio €2 en el que existe un campo de velocidades
u y un tensor de difusividades is6tropo K conocidos, la evolucién de la concentracién
¢ de la sustancia se describe mediante la siguiente ecuacion diferencial en derivadas
parciales?

‘z_f+u.v¢:v.(kv¢) enQ t>0, (1)
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junto con unas determinadas condiciones de contorno e iniciales

Vé-n=0enl;; Vo -n=q enly;
Vé-n=v—ap enTjy; (2)

6(z,0)=f(z), z€Q,

siendo I'1, I'9 y '3 las distintas partes del contorno en donde se imponen las condiciones
definidas en (2), de manera que 'y UT9 U3 = T. v, k, a, ¢ y f(x) son en general
funciones o datos conocidos que pueden depender de la posicién y del tiempo.

El dominio €2 del problema a estudiar serd la zona del espejo de agua del puerto de
La Coruna, segtin se puede apreciar en la figura 1.

Es necesario acotar de alguna forma un dominio que es semi-infinito. Para ello, se
ha optado por trazar un arco que parta desde el extremo del dique de abrigo hasta el
extremo del muelle de la Darsena de Oza. Este arco determina por tanto el contorno
en mar abierto, que habra que tratar con especial cuidado?.

La solucién al problema planteado en (1) y (2) se realizard mediante una formulacién
de Elementos Finitos, puesto que presenta enormes ventajas frente a otros esquemas del
tipo de los de diferencias finitas a la hora de tratar dominios y condiciones de contorno
complejas.’ Considerando lo anterior, se realiza una discretizacién del dominio mediante
la malla de elementos finitos representada en la figura 2.

Esta malla ha sido elaborada mediante el programa GEN4US, y presenta las siguientes
caracteristicas:

Ntmero de elementos: 2499.
Numero de nodos por elemento: 4.

Ntmero total de nodos: 2692.

Como se puede apreciar en la figura 2, se han introducido algunas modificaciones con
respecto al dominio real representado en la figura 1. Estos cambios se han realizado
con el fin de mejorar las caracteristicas geométricas de la malla, y se justifican por
el tamano de la discretizacion realizada, buscando evitar &ngulos que pueden ocasionar
jacobianos problemaéticos. De esta forma, se han modificado los siguientes elementos: los
dos espigones situados entre la Darsena de la Marina y la Antedarsena y los pantalanes
del muelle de petroleros. La supresion de estos ultimos elementos ni siquiera constituye
una simplificacién del dominio sino que, al ser éstos estructuras diafanas, permiten el
paso del agua, por lo que a efectos del flujo es como si no existiesen.
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Fig. 1.-Dominio del problema constituido por los muelles y el contorno en mar abierto
del Puerto de La Coruna.
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Fig. 2.-Discretizacién del dominio mediante una malla de elementos finitos
cuadrangulares.

3 DEFINICION DE LAS CONDICIONES DE CONTORNO

Una vez definido el dominio y su discretizaciéon en elementos finitos, a continuaciéon
debemos especificar las condiciones de contorno definidas en la expresién (2). Los
elementos situados en los contornos de la figura 2 se dividiran en tres tipos, segun
el tipo de condiciones que se les aplica, siendo esta division la siguiente:

a) Elementos situados en las alineaciones de los muelles (I'1). Sobre éstos se
impondra que el flujo perpendicular a los mismos es nulo. Esta condicién supone
que no existe ganancia ni pérdida de concentraciéon de sustancia a través de los
mismos. Asi pues,

V¢-n:6—¢20 en I' (3)
on
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b) Elementos situados en la zona en donde se realiza el vertido de contaminantes
(T'y). La inyeccién de contaminante en una determinada porcién del contorno
se puede expresar mediante condiciones muy distintas. Sin embargo, para en
este caso se elegird una condicion bastante sencilla, consistente en aplicar una
condicion Neumann en la que se prescriba el valor de flujo de contaminante
vertido al agua. De esta forma, se hace:

V¢-n:8—¢:q en I’y (4)
on

c) Elementos situados en el contorno en mar abierto(T's). Esta es la zona més
delicada a la hora de imponer una condicién realista. La condicién que se debe
establecer en este contorno definido artificialmente debe ser tal que reproduzca
los efectos del resto del domino del cual se ha prescindido’. En este caso, lo que
hace ’el resto del océano’ sobre las aguas del puerto es 'suavizar’ o desempenar
el papel de una valvula de escape por la que se evita que la concentracion de
una sustancia en el interior del area portuaria se crezca cada vez mas hasta
lleguar a ser infinita.

Existen varias alternativas para reproducir este fenémeno®, pero para este
caso, nos hemos decidido por imponer una condicién de contorno que no resulte
demasiado compleja. Por ello, hemos estimado oportuno imponer una condicién
mixta en la que se prescribe un flujo proporcional a la diferencia entre la
funcién soluciéon y un determinado valor. Esta condicién se puede expresar
de la siguiente manera:

Vqﬁ-n:a—d):’y—agb en 'y (5)
on

en donde v y a son valores reales conocidos que en principio se consideraran
constantes en el tiempo. De esta forma, si la funcién incognita ¢ es en principio
nula y el pardmetro v es positivo, se estd produciendo un flujo saliente que se
anula en el momento en que el producto a¢ adopta el valor v que se esta fijando.
Lo logico es adoptar un valor reducido para este parametro, puesto que de esta
forma se estda imponiendo que la concentracion de contaminantes sea reducida
en la zona préxima al contorno en mar abierto, situacién que se produce de
hecho en la realidad.

En la figura 3 se resumen el tipo de condicién aplicada en cada contorno segun lo
comentado anteriormente.
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Fig. 3.-Condiciones de contorno para un caso de vertido accidental de una misma
sustancia en cuatro puntos de la zona del puerto de La Coruna.

4 EJEMPLOS DE APLICACION

4.1 Resolucion de un problema de difusiéon pura

Una vez definido el dominio, la ecuacién diferencial y el tipo de condiciones de
contorno a emplear, se procede a resolver un problema de difusién pura en el que se
calcula la evoluciéon temporal de los estados transitorios correspondientes a un cuadruple
vertido de contaminante, segtiin lo descrito en la figura 3. El motivo de resolver un caso
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en el que existan multiples vertidos puntuales es el de trabajar con un problema mas
complejo, con el objetivo de verificar el buen funcionamiento del cédigo desarrollado.
A continuacion se definen los parametros caracteristicos del proceso que se han
empleado en este problema. Conviene aclarar en este punto que no se ha realizado
ningin analisis dimensional para asignar los valores numéricos a cada uno de los
parametros definidos a continuacion. Ninguno de ellos tiene por tanto un significado
fisico. Para trabajar con valores realistas de estos parametros hubiese sido necesario
realizar una campana de captacién de datos experimentales. Sin embargo, al no ser éste
el objetivo de este trabajo, nos hemos decantado por adoptar unos valores numéricos
arbitrarios. Conviene destacar sin embargo, que si se hubiesen utilizado valores con
significado fisico para estos parametros hubiese sido posible determinar magnitudes
como el tiempo que se invierte en alcanzar un estado estacionario, o la intensidad de la
concentracion ¢ que se esta calculando. Una vez aclarado esto, se adoptan los siguientes
valores para los distintos parametros intervinientes en este problema de difusién pura:

- Difusividad k£ = 10 VQ
- Nimero de Péclet Pe = 0 V() (conveccién nula)

- Condiciones de contorno en I'g:

1. Zona arranque dique de abrigo

99 _

5 6
I (6)
2. Zona arranque muelle de trasatlanticos
¢
— =95 7
I (7)
3. Zona interior muelle del Centenario
99
— =95 8
™ (8)
4. Zona pantalan petrolero
99
— =40 9
™ (9)
- Condiciones de contorno en I's:
Vé - n=~—ap=5—0.5¢ (10)
- Condicién inicial:
¢(x,0) =0, z€Q (11)
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Fig. 4.-Problema de difusién pura: evolucién temporal para un caso de vertido
accidental de una misma sustancia en cuatro puntos de la zona del puerto
de La Coruna.
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El co6digo de elementos finitos que hemos desarrollado ha sido verificado
exhaustivamente en problemas en una, dos y tres dimensiones con solucién analitica’.
La bondad de los resultados obtenidos en todos los casos nos ha permitido disponer de
una herramienta fiable con la que hemos calculado los estados transitorios que aparecen
en la figura 4. Por tanto, a la luz de la verificacion previa del cédigo y de lo obtenido en
el calculo del problema definido en (1),(6) — (11), se puede asegurar que los resultados
son razonables y concuerdan con los esperados. Un anélisis de los mismos nos permite
concluir que, en efecto, se producen las mayores concentraciones de contaminante en
las zonas cercanas a los puntos de vertido, siendo éstas mas elevadas cuanto mas
encerradas resulten dichas zonas. Se puede apreciar que es necesario introducir un flujo
de contaminante mucho mayor en las zonas abiertas (ver condicién de contorno (9))
para conseguir una concentracién similar a otras zonas mas encerradas sometidas a una
inyeccién de contaminante menor. Asimismo, se verifican de igual modo las condiciones
de contorno impuestas en el contorno abierto.

La aplicacion y consiguiente integracion de las condiciones impuestas en el contorno
se ha realizado haciendo uso del teorema de Gauss-Binnet®'4, con el que es posible
desarrollar procedimientos de integracion numérica muy sencillos y altamente eficientes
que no dependen ni de la dimensiéon del espacio de coordenadas materiales ni de la
dimensién del espacio de coordenadas de referencia. Es por lo tanto un procedimiento
valido para calcular contribuciones independientemente de la dimensién del problema y
de la dimension de los elementos empleados.

Una vez presentado este ejemplo puramente difusivo, pasaremos a resolver problemas
en los que esté presente también la conveccién, debido a que ésta situaciéon responde
a situaciones mucho mas realistas de las condiciones que se pueden dar en un area
portuaria, en donde siempre existiran conveccion en el agua debido a corrientes, accion
del viento, etc.

4.2 Resolucion de un problema de transporte con conveccion débil

A continuacién se estudiard un problema de transporte en el que estén presentes
procesos convectivos. Para ello, es necesario contar en primer lugar con un campo de
velocidades u(z,y,t) conocido. Estos datos, al igual que ocurria anteriormente con los
valores de difusividades y flujos en el contorno, se obtendrian en la practica a partir
de medidas experimentales (currentimetros) o bien a partir de los valores obtenidos
mediante otro coédigo de ordenador suficientemente validado. Sin embargo, para este
ejemplo el campo se definird de forma analitica sin mas que imponer que se verifique la
condicién de incompresibilidad (ver figura 5):

V-u=0 (12)

10
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Fig. 5.-Campo de velocidades empleado para la resolucién de los casos en presencia
de conveccién

El campo vectorial definido analiticamente y representado en la figura 5 se ha elegido
por simplicidad constante en el tiempo.

Una vez considerado esto, a continuacién se presentan los resultados obtenidos para
un problema con los siguientes parametros definitorios del proceso:

- Difusividad k£ = 10 V(.

- Nimero de Péclet maximo Pe = 1.9 , asumiendo como dimensién caracteristica
del elemento la semisuma de sus diagonales.

- Condiciones de contorno en I'y (ahora se realizard un dnico vertido puntual, una
vez comprobado el buen funcionamiento del c6digo para varios vertidos):

- Zona pantalan petrolero

9¢
X _§ 13
o (13)
- Condiciones de contorno en I's:
Vo -n=~v—ap=5-0.5¢ (14)

Al igual que en el problema anterior, los valores numéricos de cada uno de los
coeficientes se han adoptado sin realizar ningin tipo de analisis dimensional, y por
tanto no poseen sentido fisico. Los resultados obtenidos para el estado estacionario

11
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del problema asi definido se representan en la figura 6, en donde se comparan dichos
resultados con los obtenidos para el mismo problema en ausencia de convencion.

940

835.55
731.11
626.66

522.22
| | 41177
313.33
208.68
104.44
-0.0093

b)

940
835.55

73111

626.66

522.22

1777

4 31333
k 208.88
% 104.44
0.0093

Fig. 6.-a)Solucién al problema de difusién pura para el caso de tnico vertido accidental
en la zona del puerto de La Coruna. b)Solucién al problema de conveccién-
difusién (nimero de Péclet maximo Pe = 1.9) para un tnico vertido accidental
en la zona del puerto de La Coruna.

12
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Como se puede observar, la presencia de la conveccion modifica sensiblemente
la distribuciéon de concentraciones de contaminante. Asi, se aprecia un incremento
generalizado del valor de la concentracion en todo el dominio debido a la aportacion
convectiva al transporte total. De igual modo, se observa cémo en las zonas mas
encerradas como en el muelle del Centenario, la concentraciéon de sustancia es también
mayor, debido al arrastre que ésta experimenta ocasionado por el campo de velocidades.
Se observa asimismo que en las zonas cerca del contorno el mar abierto en donde la
velocidad es practicamente nula los resultados son similares al problema de difusion
pura. Se puede apreciar facilmente una aureola en la distribucién de concentraciones
que coincide sensiblemente con la zona en la que el campo de velocidades es distinto de
cero.

4.3 Resolucién de un problema de transporte con conveccion fuerte

A continuacion se resolvera un problema muy similar al anterior, con la salvedad de
que el maximo nimero de Péclet existente en los elementos del dominio es ahora mucho
mayor que antes. De esta forma, se esta intentando resolver un problema en el que
la influencia de la conveccion es muy importante. Este tipo de problemas, tal y como
est4d ampliamente referenciado en la bibliografia®!%3 y como se verd a continuacién,
presentan un marcado caracter oscilatorio a medida que la conveccion se hace mayor, si
se utiliza un esquema de ponderacién de tipo Galerkin. Para este problema se utiliza el
mismo campo de velocidades descrito en la figura 5, siendo en este caso los parametros
empleados para definir el problema los siguientes:

Difusividad £k =1 V(.

Numero de Péclet méaximo Pe = 19 , asumiendo como dimension caracteristica
del elemento la semisuma de sus diagonales.

Condiciones de contorno en I'g:

- Zona pantalan petrolero

9¢
Z _§ 15
I (15)
- Condiciones de contorno en I's:
Vo -n=~v—ap=5-0.5¢ (16)

Los resultados correspondientes al estacionario del problema anterior se encuentran
en la figura 7. Como se puede apreciar facilmente, existen unas marcadas oscilaciones en
los resultados ofrecidos por la aproximacién numérica a la solucién en las zonas de mayor
conveccion. Por lo demas, en el resto del dominio, los resultados son los esperados: el
efecto de la conveccién es mucho mas importante que el de la difusién, y por tanto las

13
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concentraciones en la mayor parte del dominio son superiores a las que se obtenian en el
problema de la figura 6, debido a este tranporte de caracter eminentemente convectivo.
Ademas, y al igual que ocurria en el anterior problema, las concentraciones apenas
varian con respecto a las del problema difusivo en las zonas del dominio préximas al
contorno en mar abierto en donde el campo de velocidades es practicamente nulo.

Fig. 7.-Solucién al problema de conveccién-difusién (nimero de Péclet maximo Pe =
19) para un tdnico vertido accidental en la zona del puerto de La Coruila.
Abajo, detalle de la zona en donde se producen oscilaciones importantes en la
solucién numérica, coincidente con la zona de maxima conveccién.

14
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La aparicion de estas oscilaciones pone de manifiesto lo poco adecuado que resulta
utilizar esquemas de ponderaciéon de tipo Galerkin para la resoluciéon de problemas
predominantemente convectivos. Existen formulaciones alternativas™'%!3 para la
estabilizacion de este tipo de oscilaciones. Los autores estamos desarrollando en la
actualidad una metodologia® para la determinacién de los pardmetros de estabilizacién
en formulaciones de tipo Petrov-Galerkin, habiendo conseguido ya unos resultados
ciertamente prometedores en los problemas resueltos.

7 CONCLUSIONES

En este articulo se han presentado distintos ejemplos de problemas de transporte
convectivo-difusivo en una zona portuaria. Se han discutido el tipo de condiciones
mas adecuadas para imponer en cada zona del contorno y se han resuelto problemas
puramente difusivos en primer lugar y posteriormente con conveccién cada vez mas
elevada. Se ha podido observar que a medida que el nimero de Péclet aumenta, se
acaban produciendo oscilaciones en la solucién numérica obtenida mediante el Método
de los Elementos Finitos con un esquema de ponderacién de tipo Galerkin.

Se ha puesto de manifiesto®”'%!! la poca idoneidad de las formulaciones
convencionales de Galerkin para la resoluciéon de problemas convectivamente
dominantes, y se han propuesto la utilizaciéon de otros esquemas para estabilizar dichas
formulaciones. En la actualidad los autores estamos trabajando en el desarrollo de
una formulacién basada en esquemas de ponderacién tipo Petrov-Galerkin para la

estabilizacién de este tipo de problemas?.
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