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RESUMEN

La resolucién de problemas en Teoria del Potencial, y en particular, el calculo
de tomas de tierra en instalaciones eléctricas, ha adquirido nuevas perspectivas
mediante la aplicacién del Método de Elementos de Contorno [4,5]. Este ha
permitido la obtencién de formulaciones generalistas que incluyen a los distintos
procedimientos intuitivos de célculo empleados hasta el momento [2,3].

El desarrollo de la formulacion completa basada en el Método de Elementos
de Contorno, y su discusién, pueden encontrarse en trabajos recientes [4,5,6],
en tanto que en este articulo se presentan las técnicas de integraciéon analitica
desarrolladas para el tratamiento de sus ecuaciones discretizadas. En primer
lugar se deriva el calculo del potencial generado por un electrodo en un punto
del espacio, que es la base para los calculos de las contribuciones elementales
(integrales) del sistema de ecuaciones lineales obtenido de la discretizacién
del problema en elementos de contorno [6]. Estas contribuciones, que pueden
interpretarse como medidas ponderadas de los potenciales generados por un
electrodo sobre otro en el espacio, se analizan para distintas posiciones relativas
caracteristicas de los electrodos.

1. INTRODUCCION

Sucesivas simplificaciones aplicadas a la formulacién general de elementos
de contorno [6] permiten reducir paulatinamente la complejidad del problema
de calculo de una toma de tierra. Finalmente, cada uno de los conductores
cilindricos que conforman la toma de tierra puede modelizarse mediante un
segmento de recta en el espacio —el eje de la barra cilindrica— definido por sus
puntos extremos, y dotado de una propiedad geométrica adicional —el diametro
de la barra— que se tiene en cuenta en los calculos.

El potencial generado por un electrodo en un punto del espacio & puede
obtenerse como suma de las contribuciones de cada uno de los conductores que
componen la toma de tierra [6]. De este modo, en la formulacién simplificada
1D de elementos de contorno es preciso determinar términos de la forma

e = ), e @ a 1)

donde ‘//\;-O‘(w) es la contribucién de la funcién de prueba i-ésima al potencial
generado por el elemento recto L? que forma parte del electrodo L (que ha sido



discretizado en m elementos de contorno 1D {L®}) en un punto del espacio .

{]VZ(E)} es un conjunto dado de n funciones de prueba definidas en L, ¢ es el
diametro del electrodo cilindrico que se asume constante en cada elemento y
es la conductividad aparente del terreno en el que se encuentra el sistema de
tomas de tierra. Siendo .f un punto de la recta LY y §' su simétrico respecto a
la superficie del terreno, el ntcleo de integracion k(w f) viene dado por

Rw@:( L ) e b= ]z — & 4 (0022 (2)

Por otra parte, la discretizacion simplificada en elementos de contorno 1D
del problema [6], conduce a un sistema lineal cuyos coeficientes son
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donde R\?ia es la contribucién de la funcién de prueba :-ésima al potencial
generado por el elemento LY sobre otro elemento L? de didmetro gbﬁ , promediado

por la funcion de test j-ésima. En este caso el nucleo de integracion E(;?,Z),
siendo ¥ un punto de la recta LB, es

8 - (*@1 £ t 3 v ) L F(R.E) = % %= &+ (62/2)2 + (68/2)2 (1)

2. FORMULACION DEL POTENCIAL GENERADO POR UN
ELECTRODO EN UN PUNTO DEL ESPACIO

2.1. Célculo de la integral de linea en el electrodo

La linea de un elemento L% queda perfectamente definida por las
coordenadas cartesianas de sus puntos extremos €1 y 9. Haciendo uso del punto

medio ZO, la longitud £, y el versor director 3% cualquier punto € del elemento
se expresa como:

LY s _&H+8 z 7 o &8

£= §0+§—3 fo=""5" L=l -&l "= G5 ()
para un valor del pardmetro escalar ¢ comprendido entre —1 y 1, (dominio de
las funciones de forma isoparamétricas). Efectuando este cambio de la variable

en la ecuacion del potencial elemental (1) se obtiene

. apa pE=1 . N
o) = L5 /€ (2.6(6)) Ni(E(6)) de (6)

87 =1
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Las funciones de prueba J\Z(Z(f)) se denotaran, en lo sucesivo, como

Nl(f ) haciendo referencia a las funciones de forma cominmente empleadas en
elementos finitos, por lo que, teniendo en cuenta (2),
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Por otra parte, el desarrollo en serie de potencias hasta el término de segundo

grado de la funcién N;(¢) alrededor del punto p permite expresar ésta en términos
de valores conocidos de la funcion, su primera y segunda derivadas, como

2
s 5 P P N S
i = Ni(p) = nNj(u) + 5N () g = Nj() = pNj'(u); g = 5

Ni(€) = ig; + figi € + ig; €2

j\vfll( )

(8)

2.2. Analisis geométrico

Sean pq la distancia del punto & a su proyeccién ortogonal sobre la direccion
del electrodo; y ¢ la distancia desde dicha proyeccién al punto medio €;. La

distancia desde cualquier punto &£ a un punto ‘/f\ del electrodo es igual a

o8 =SB a-on h=tap: =g O

Analizando el primero de los sumandos integrales de (7), el término 7z, /f\(.f))
se puede escribir en términos de parametros constantes para un elemento « y un
punto & dados, siendo inicamente funciéon de la variable escalar £. Es decir

. Lo . . N o /9
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Mediante la substitucion de las funciones (8) y la expresién de ?(w,/f\(f)) en
el primer término de (7) se obtienen
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Si se efectia un cambio en la variable para facilitar la integracién, esta
expresion se reescribe como
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La resolucion analitica de estas tres integrales conduce a las expresiones

finales: e
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VO = Figi + 73 7 + g <qu - (ﬁ2/2)> o VW =fig + 27, V) =hy/2

@(0) = argsh (1 ;QA> + argsh (%ﬁ)
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El célculo se completa aplicando el resultado de la ecuacién (13) al segundo
término de los sumandos integrales de (7). Si se denominan p y ¢ los parametros

geométricos de los puntos (w,g), vy v ¢ los pardmetros geométricos de los

puntos (x,¢'), el potencial del elemento « se obtiene de

(a) = % [2(5.9) + (7.7)] (15)

3. POTENCIAL DE DOS ELECTRODOS EN EL ESPACIO

3.1. Calculo de las integrales de linea sobre los electrodos

La linea de un elemento L queda definida por las coordenadas cartesianas
de sus puntos extremos X1 v X9 El punto medio ¥, la longitud del elemento

/36, y el versor director 30 permiten expresar un punto cualquiera ¥ del elemento
como

P Lo - X2tXi
X=X0+X736; X0 = 5

D =R X1l 36:%
(16)

para valores del pardmetro escalar y comprendido entre —1 y 1, (dominio de las

funciones de forma isoparamétricas). Introduciendo este cambio de variable ¥,

junto con el cambio de /.f\ de (5) en la expresién (3),

Sga mot el LoLl [ =l e U NP
Ry = P [ M) [ BN e o
(17)

Al igual que en el caso de J\Z(Z(f)) en la ecuacién del potencial (6), las
funciones N;(x(x)) se denotaran, en lo sucesivo, como N;(x). Desarrollando

en serie de potencias hasta el término de segundo grado de las funciones N;(x)
alrededor del punto 6, resulta

~ ~ ~ §% N ~ ~ N 1~
Roj = Nj(6) = 6N}(6) + 5 Nj (6); frj = Nj(8) = SN(8); gy = 5N} (6)

Nj(x) = Rgj + 1) X + fgj ¥

(18)



siendo Nj((?), Nj’((?) y Nj”((?) la funcién, primera y segunda derivadas evaluadas
en el punto 6. Si se substituyen en (17) estas expresiones, las de (8) y el nicleo
de integracion (4) resulta

=1
~fa F¢a¢6£a56 X R R o
.@i:——i&f—- @w+nux+nyx>
/ no; +ﬁu§ + g, £2 dt
a\ 2 B\ 2 (19)
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Esta expresion es el resultado de la integracion de unas integrales analogas
a las del potencial (11) y por tanto puede hacerse uso de los resultados (14) y
(15) redefiniendo de forma conveniente los coeficientes, es decir,

N a ol ph
Rl T L

8~ { ABQ(EMEQ,XMXQ) + R (517527X17X2)} (20)

Ri (€162 %1 %) = /X (Foj + 71y x + g x*) DHROO) TR(O)dx
x=-1

(21)
R @ /92)2 4 (0/2)?
PRN) = RR0) + ¢:W¢/;;“/> (22)

7/%?1-0[(51, €9,X1,X2) es la integraciéon entre dos barras cilindricas que se
definen por las coordenadas cartesianas de los puntos extremos de sus ejes. Asi
se analizard el primero de los sumandos de (20), y el segundo se considerara
como la integracién entre otras dos barras con coordenadas distintas (las de los

puntos simétricos a &1 v €9) v a la que se aplicardn los mismos resultados.

3.2. Analisis geométrico de dos rectas en el espacio

Dos rectas cualesquiera en el espacio siempre pueden orientarse, efectuando
las oportunas traslaciones, de forma tal que el origen de coordenadas esté situado
en el centro de una de las dos rectas y que por ella pase uno de los ejes cartesianos.

Sean la recta a aquella definida por los puntos extremos (€1, €9) y la recta
3 aquella definida por los puntos (X1, X2). Si se sitia el origen en el centro de la
recta « y se hace coincidir dicha barra con el eje Y, las rectas estaran definidas
por unas nuevas coordenadas de sus puntos extremos referidos a este nuevo

sistema que se denominaran (21,22) v (X1, X2). Haciendo uso de las relaciones
(5), las nuevas coordenadas de la recta « y el versor director son

o /:,O[ o o /:,O[

El = (07 _770)7 60 = (07070)7 62 = (07 770)7 st = (07 170)



A su vez, la recta J queda ahora definida por los nuevos puntos (x1,X2) ¥

caracterizada por las coordenadas del punto medio x( y el versor director s”.

Las distancias py y ¢ (9) de un punto x de la recta # a un punto de la recta
« son, en funcion de las coordenadas cartesianas de x

2 ~2 ~2 2 ~2
P = Nge + X3 € = Xpy (23)

y dado que cualquier punto de la recta (3 se puede determinar con (16), haciendo
uso de (22), las distancias adimensionales p y ¢ resultan

poa{yereove el aoamesg e
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+ 32

(25)

Estos coeficientes son la clave de todo el desarrollo que sigue a continuacion
va que en ellos esta contenida toda la informacién para calcular las distancias
entre dos puntos de dos rectas « y # en cualquier disposicion espacial.

3.3. Calculo de las integrales elementales

La substitucién en (21) de las féormulas analiticas ®(p, ¢) deducidas en la
ecuacion del potencial (14) conduce a una expresién que es funcién tnicamente
de las funciones de forma y de los parametros geométricos adimensionales p'y ¢,
es decir,

Aﬁa

t
{ <n01 + 11 ¢+ Ny < —(p /2)> [argSh (7\>
P/ li=—1-7
== 5 t=1-q
+ (A1 + 2479 ) [\/t2+ﬁ2] A+7Z[t t2+ﬁ2] A} dx

t=—1—q
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i (E1,€9,%1,%2) = / <noj+mjx+7%23 X2>
=

Si en este punto se substituyen las expresiones obtenidas en el apartado (3.2)
para las distancias adimensionales, se reordenan los términos y se definen unos
coeficientes que permitan separar los parametros geométricos de las funciones de
forma y de las integrales, (26) se reescribe como

u=2 w=4

/\ﬁ ~ o~
Rji (€1.69.%1,%2) = >y K o (27)

u=0 w=0



donde los coeficientes Ky,

Como puede observarse, los coeficientes Ky,

T
(0) noj
O
Ks = | ny;
(0) 0
Ky 0
k(Y
SR
S
N .
2 - 2j
(1) 0
Ky 0
k(M

(u)

0

se calculan como

0
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0 B

-~ -~
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1 24
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(28)

se expresan como el producto

de tres matrices (o vectores) que contienen de forma separada las funciones de
forma del nodo j (ng;,n1;,n9;), las propiedades geométricas de las dos rectas

(.A,B,CQ,D, £2, A) v las funciones de forma del nodo ¢ (Rg;, ny;, 19;)-

Los términos ¢y,

(u)

son los coeficientes integrales, y que en su forma mas

general se pueden escribir como las funciones w-ésimas siguientes

o -

x=1
_ / NG
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:1 r
1 X
o) = /ﬁ XY
y=—1 L

x=1 I
o
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r + t=1—q
argsh <A>] dx w=20,1,2,3,4
L p t=—1-q
\/7 t=1—q
t2—|—ﬁ2] dx w=0,1,2,3,4
t=—1-q (29)
t=1—q
m/t2+ﬁ2] dx w=0,1,2,3,4
t=—1-q

Sean Z{m}[a,b,c,d|(x) y T{m}[a,b,c,d](x) primitivas genéricas tales que

r=1

I{m}a,b,c,d](x)

r=—1

T{mab,e.dix)|"”

=—1

r=1
:/ 2™ 2?2 4+ 2dx + 2 dx
it

=1

r=1
/ :z:mln<a—|—b:1;—|—\/:1;2—|—2d:1;—|—02> dx
it

(30)

para valores dados de los pardmetros a, b, ¢, d y del exponente m € {0,1,2,3,4}.



Entonces los coeficientes integrales (29) pueden expresarse en la forma
0 0)A 0)B
0) _ Lp( ) Lp( )

D (31)
o) = (=2 el = ABL + (1A B
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a = X — A
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El objetivo es la obtencion de expresiones analiticas de las primitivas
genéricas Z{m}[a,b,c,d|(x) vy J{m}|a,b,c,d](x) para los distintos valores del
exponente m € {0,1,2,3,4} y de los parametros [a,b,c,d] que dependen de
las propiedades geométricas de las dos rectas en el espacio. Se analizaran en
primer lugar las dos disposiciones de barras mas frecuentes, que son rectas
perpendiculares (B = 0) y rectas paralelas (82 =1).

3.3.1 Calculo de las Integrales Genéricas en el Caso de Barras
Perpendiculares.

Las expresiones siguientes han sido desarrolladas pensando en facilitar la
posterior implementacion de la formulacién, y en la medida de lo posible
efectuando las menores operaciones que involucren funciones logaritmicas y
trigonométricas. A tal fin, se han derivado formulas analiticas recurrentes, para

lo que se han introducido las funciones f{m}[a, bye,d|(x), Ti{m}[a,b, c,d](z),
Ti{m}la,b,c,d|(x), v To{m}[a,b,c,d](x), vy los pardmetros auxiliares R? =
2 —d%y ¢? = R? — a2, obteniendo las expresiones

1 LI P (a—l— (:1;—|—d)2—|—R2> —f{m—l—l}]

Tim} = m+1

A T{m} = —aTy{m} + To{m}
Ti{m} = ZTi{m =1} +dT1{m =2} —2dT1{m — 1} = (d&* + ¢*) T1{m — 2}
m+1
o Qm_l] dil{m—u—[

m—1

Ti{m} =

(:1;—|—d)2—|—R2—[ ]c2§1{m—2}

Io{m} = ;1;: + <d> 2™ 24T {m — 1) — (d2 + QQ)IQ{m -2}

m—1

T{m} = T {m +2} +2dT1{m + 1} + 2T 1{m}

En el Anexo 1 se incluyen las integrales que completan las formulas
anteriores y que permiten iniciar los calculos recurrentes.



3.3.2 Calculo de las Integrales Genéricas en el Caso de Barras
Paralelas.

En el caso de una disposicon paralela de las barras en el espacio, la
resolucién es mas sencilla que en el caso de las perpendiculares. En este

caso se han introducido las funciones f{m}[a, b,c,d|(x), fl{m}[a, b,c,d|(x),
y J{m}a,b,e,d](x), y el pardmetro auxiliar R? = (2 — @2, obteniendo las
expresiones

Ty = 3" (") =iz

J=0 /

I{m} = —— [(x +d)™H 1 (b(x +d)+ 4/ (x+d)? + R2> —bT{m+ 1}}

Ii{m} = ; [(:1; +d)" Nz +d?+ R~ (m— 1) R*T{{m — 2}]

sy =3 (") i Ty

J
=0
J{m} = Ti{m +2} + R*T1{m}

En el Anexo 2 se especifican las expresiones que inician la recurrencia.

4. CONCLUSIONES

Se ha presentado el desarrollo de la formulacién de integracion analitica para
el calculo de sistemas de tomas de tierra en instalaciones eléctricas basada en
el Método de Elementos de Contorno, y se han derivado las expresiones para el
calculo de las contribuciones al potencial segun la disposicion de los electrodos
que forman la toma de tierra en los casos mas frecuentes (perpendiculares y
paralelos). Asimismo se ha comprobado que las férmulas obtenidas incluyen
como caso particular al Método de Howe [1], propuesto por UNESA para la
aplicacion del Reglamento sobre Condiciones Técnicas y Garantias de Seguridad
en Centrales Eléctricas, Subestaciones y Centros de Transformacion.

Tanto en el caso de barras paralelas como el de perpendiculares la
correcta implementacién de esta formulacién analitica simplifica notablemente
las expresiones y el numero de calculos que se realizan. Esta ha sido incorporada
a un Sistema de Diseno Asistido por Ordenador para célculo de tomas de tierra
en subestaciones eléctricas obteniéndose unos excelentes resultados por cuanto
al desaparecer casi por completo la integraciéon numérica (sélo es necesaria en
aquellos casos que las barras no sean ni paralelas ni perpendiculares) los tiempos
de computacién se reducen drésticamente [6].
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ANEXO 1 : BARRAS PERPENDICULARES

{1} = —%arctan [

= 2 2) —x — garctan alz+d)
7{0} = (¢ + d) In (a+ /(o + ) + 2) garct (q (x+d)2+R2)

d
+a In (w +d+ (x4 d)?+ Rz) + garctan (i)
q
d
ae £ d) +In [x+d+ \/(x+d)2+R2] —dZ;{0}

/(o + P + I
—in a—/(x+d)?*+ R\ 7 _ T 2 2_ 47
7.{0} = 2@1 (a—l- (w—l—d)2+R2)7 I:{1} =/ (2 +d)?+ R? — d71,{0}

4+ d
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7:{0} = argsh (T) ; To{1} =2 —dZ,{0} — garctan (i)
q

7,{0} = %m (x4 a7 + @)

N | —

J{0} =

2 d
z+d x—l—d2—|—R2+R—argsh v
2 R

ANEXO 2 : BARRAS PARALELAS

7{0} = (z+ d)n (b(o+d) + /(2 + )2 + B2) — b\ /[a + ) + B2

2{0} = I{O}7 f1{1} = ($‘|‘ d)2 ‘|‘R2; 21{0} = argsh (w)

R
70 = L [l T+ pan (220)]



