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Resumen

El rdpido avance de la resistencia bacteriana a los antimicrobianos continda fomentando la investigacién en torno al modelado
matematico de los mecanismos que conducen a la emergencia, transmisién y seleccion de resistencia. El enfoque mas extendido
para explicar las dindmicas de una poblacién tratada con antimicrobiano consiste en clasificar las bacterias en sensibles y resis-
tentes. Sin embargo, en la realidad existen infinidad de grados de resistencia intermedios en la poblacién, lo que se conoce como
heterorresistencia. En este trabajo, se propone un modelo matematico para explicar las dindmicas de una poblacién heterorresis-
tente, introduciendo el grado de resistencia como una variable aleatoria indicadora de la efectividad del antimicrobiano sobre la
poblacién. Se analizan las capacidades del modelo y se establecen, ademds, su observabilidad e identificabilidad estructurales.

Palabras clave: Modelado e identificacion, Microbiologia predictiva, Resistencia bacteriana a antimicrobianos, Heterorresistencia
bacteriana, Procesos aleatorios, Observabilidad e identificabilidad estructurales.

Mathematical modelling of heteroresistance in bacterial populations under antimicrobial stress.
Abstract

The rapid development of bacterial antimicrobial resistance still promotes the research on mathematical modelling of the me-
chanisms leading to the emergence, transmission and selection of resistance. The most common approach to explain the dynamics
of an antimicrobial-treated population is to classify bacteria into sensitive and resistant. In reality, however, we can find infinite
resistance degrees in the population, known as heteroresistance. In this paper, we propose a mathematical model to explain the
dynamics of a heteroresistant population, introducing the resistance degree as a random variable indicating the effectiveness of the
antimicrobial. We analyse the model’s capabilities and establish its structural observability and identifiability.

Keywords: Modeling and identification, Predictive microbiology, Antimicrobial bacterial resistance, Bacterial heteroresistance,
Random processes, Structural observability and identifiability.

1. Introduccion el sector clinico y la industria alimentaria, ha acelerado la apa-
ricién de “superbacterias” (Ventola, 2015; Kumar et al., 2020).

El problema de la resistencia a los antimicrobianos (AMR,  Tanto es asi, que estudios recientes estiman en 1,27 millones
por las siglas en inglés de Antimicrobial Resistance) se agra-  ]os fallecimientos directamente relacionados con AMR tan s6lo
va a un ritmo alarmante, sobrepasando nuestra capacidad para en el afio 2019, mientras que, para 2050, se prevé que esta cifra
desarrollar nuevos tratamientos. El uso extensivo de compues- ascienda a unos 10 millones (Murray et al., 2022), convirtiéndo-

tos antimicrobianos (antibidticos, pero también desinfectantes se en una de las principales causas de muerte en todo el mundo.
o conservantes) durante las ultimas décadas, especialmente en
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La creciente necesidad mundial de atajar el problema de
las “suberbacterias” continta incentivando la investigacién en
torno al fendmeno de AMR. Sin embargo, todavia carecemos
de suficiente informacion acerca de los mecanismos implicados
en la emergencia, transmision y seleccidn de resistencia en las
poblaciones de bacterias. El enfoque teérico, basado en herra-
mientas como el modelado matematico o la simulacién numéri-
ca, sigue cobrando importancia por su versatilidad y flexibili-
dad, demostrando su utilidad para apoyar la via experimental,
que demanda mds tiempo y recursos. Asimismo, la experimen-
tacion es fuente constante de informacién para el enfoque tedri-
co, generando nuevos conceptos para explicar las observaciones
sobre la poblacion real. Este es el caso de la heterorresistencia,
una propiedad de origen experimental que describe el fendmeno
segin el cual una poblacién aparentemente isogénica (es decir,
idéntica desde un punto de vista genético) incluye subpoblacio-
nes con distintos grados de AMR a un determinado compuesto
antimicrobiano (El-Halfawy and Valvano, 2015).

Aunque la heterroresistencia se observa por primera vez ya
en 1947 para poblaciones de bacterias Gram-negativas (Alexan-
der and Leidy, 1947), todavia no hay un estandar bien estableci-
do para definir esta propiedad ni para cuantificarla experimen-
talmente (El-Halfawy and Valvano, 2015), y sus implicaciones
en el desarrollo de AMR contintdan sin explorar. Desde el punto
de vista clinico, la heterorresistencia plantea un serio obsticu-
lo en el tratamiento de las infecciones bacterianas, dado que las
subpoblaciones mds sensibles serdn eliminadas eficazmente por
el antimicrobiano, mientras que las més resistentes pueden pre-
valecer y repuntar a largo plazo, pudiendo conducir al completo
fracaso del tratamiento o a la seleccién de bacterias farmaco-
rresistentes. El modelado matematico de la heterroresistencia
se encuentra todavia en sus primeras fases de desarrollo, proba-
blemente por la falta de medios experimentales para determinar
la distribucién inicial de AMR en la poblacion. No obstante, se
estan desarrollando técnicas prometedoras que ya permiten me-
dir heterroresistencia, como la citometria de flujo (El-Halfawy
and Valvano, 2015) o modificaciones de los test de susceptibili-
dad clasicos (Scheler et al., 2020) basados en una tnica medida
cuantitativa de la resistencia; la MIC (por las siglas de Minimal
Inhibitory Concentration, o la minima concentracion de antimi-
crobiano que impide el crecimiento apreciable de la poblacién).

La prictica més extendida en el modelado de AMR consiste
en clasificar la poblacién en dos estados opuestos; sensibilidad
(el antimicrobiano ejerce el maximo efecto inhibitorio) y resis-
tencia (el antimicrobiano no tiene efecto alguno). Estos mode-
los incluyen ademds mecanismos biolégicos con distintos gra-
dos de complejidad, como competencia entre bacterias (Fujika-
wa et al., 2014) o transferencia horizontal de AMR (Hernandez-
Beltran et al., 2021; Zhong et al., 2010), por ejemplo, asi co-
mo alguna variable o pardmetro de naturaleza estocdstica (Me-
na et al., 2020; Gothwal and Thatikonda, 2020). Sin embargo,
aunque esta simplificacién de la distribucion real de resistencia
resulta bastante flexible y eficiente en gran variedad de aplica-
ciones, el ignorar la heterroresistencia inherente a la poblacion
puede conducir a graves desviaciones entre el comportamien-
to real y la prediccion arrojada por el modelo. De esta forma,
existe una necesidad incipiente de modelos matemadticos que
incluyan heterroresistencia y permitan aprovechar toda la in-
formacién experimental disponible.
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Se pueden encontrar pocos trabajos hasta la fecha que ver-
sen del modelado matemadtico considerando heterorresistencia
bacteriana. En Djidjou-Demasse et al. (2021), los autores intro-
ducen una nueva variable explicativa de la poblacién; el nivel (o
grado) de AMR, de manera que las propiedades caracteristicas
se distribuyen en funcién del grado de resistencia. Sin embargo,
el modelo dado en Djidjou-Demasse et al. (2021) emplea ecua-
ciones integro-diferenciales y puede resultar complejo de anali-
zar e inadecuado para ciertos propésitos. Ademds, no se explo-
ta la aleatoriedad inherente al modelo (y habitual en cualquier
proceso bioldgico), de manera que la poblacién no muestre dos
veces la misma respuesta al tratamiento. Por otra parte, Niko-
laou and Tam (2006) identifican heterorresistencia con el ratio
de muerte celular inducido por el antimicrobiano, tratado como
una variable aleatoria (v.a.) que se distribuye de manera discreta
en la poblacién. Dicho modelo es conceptualmente mas sencillo
que el propuesto en Djidjou-Demasse et al. (2021), pero supo-
ne que las subpoblaciones con distintos grados de resistencia
evolucionan de manera desacoplada, desechando la posibilidad
de que las bacterias aumenten o reduzcan su grado de AMR a
través de modificaciones genotipicas y/o fenotipicas.

En el presente trabajo, se propone un modelo matematico en
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDOs) para explicar las
dindmicas de crecimiento y muerte en una poblacion bacteriana
heterorresistente expuesta a estrés antimicrobiano. El modelo
se inspira en el concepto de grado de AMR dado en Djidjou-
Demasse et al. (2021) y en la simplicidad del enfoque que se
desarrolla en Nikolaou and Tam (2006) para plantear un sistema
que explique la dindmica de un nimero arbitrario de subpobla-
ciones con distintos grados de AMR, interconectadas entre si a
través de modificaciones fenotipicas que aumentan y disminu-
yen el grado de AMR. El modelo que se plantea es igual de fle-
xible que aquellos basados en el paradigma sensible-resistente y
conserva la misma estructura, de manera que es posible recupe-
rar este enfoque asumiendo tinicamente dos grados de AMR. Se
analizan también la observabilidad e identificabilidad estructu-
rales del modelo suponiendo una inhibicién por antimicrobiano
tipo Hill, separando los casos bacteriostatico (el antimicrobiano
impide la divisién celular) y bactericida (el inhibidor actda pro-
moviendo la muerte de las bacterias) (Pedreira et al., 2022).
Para ello, se emplea STRIKE-GOLDD (Martinez-Lépez et al.,
2021), una toolbox de MATLAB que permite analizar la obser-
vabilidad e identificabilidad estructurales de cualquier sistema
dindmico no lineal empleando geometria diferencial.

2. Planteamiento del modelo matematico

Partimos de una poblacién bacteriana que evoluciona segtin
el Problema de Valor Inicial (PVI)

ax
—=(1) = pC)X(1) = (11(C) = pa()) X(0).
X(0) = Xy € R,

ey

donde X(#) denota la concentracién de bacterias en cada tiempo
t > 0,y u(C) es la tasa de crecimiento neto (el balance entre los
ratios de crecimiento 1,(C), y muerte (47(C)) cuando expone-
mos a la poblacién a una concentracién C(f) de antimicrobiano.

Podemos encontrar gran variedad de expresiones en la lite-
ratura (empiricas o semi-empiricas, y otras inspiradas en argu-
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mentos mecanisticos) para describir la dependencia de los ratios
de crecimiento y/o muerte con la concentracién de antimicro-
biano, dependiendo de si este ejerce un efecto bacteriostatico
(inhibiendo la divisién celular) y/o bactericida (incentivando la
muerte celular)(Pedreira et al., 2022). Por ejemplo, la depen-
dencia tipo Hill

He(C) = 4 G, 2)
¢ gIC?g + CHy
g
CHa
) =i — yp————, 3
Ha(C) = g e oy BT &)

50d

es ampliamente utilizada por su flexibilidad (Nikolaou and
Tam, 2006; Pedreira et al., 2022), donde pg y 1 representan los
ratios de crecimiento y muerte intrinsecos (es decir, en ausencia
de antimicrobiano), u; es la tasa maxima de muerte celular in-
ducida por el tratamiento, ICso, y EC50q denotan las concentra-
ciones necesarias para lograr un 50 % del efecto bacteriostatico
y bactericida mdximo, respectivamente, mientras que H, y Hy
son los coeficientes de Hill, que modulan la forma de la curva.
Supongamos ahora que la poblacion es heterorresistente, de
manera el antimicrobiano no actia homogéneamente sobre las
bacterias que la componen. Podemos introducir heterorresisten-
cia en el PVI (1) modelando una nueva variable explicativa de
la poblacion, el grado de resistencia (o grado de AMR). Esta va-
riable puede adquirir mdltiples significados y relacionarse con
distintos indicadores de resistencia (como la permeabilidad o
el espesor de la membrana celular, por ejemplo) dependiendo
de la complejidad que se desee afiadir al modelo. Una interpre-
tacién bioldgica sencilla se proporciona en Djidjou-Demasse
et al. (2021), donde los autores definen el grado de AMR como

_ log(MIC,/MICy)
r=—
log(MIC; /MICy)’

siendo MIC,, MIC, y MIC, las concentraciones inhibitorias
minimas asociadas a las subpoblaciones con grados de resis-
tencia r, O (subpoblacién sensible estandar) y 1 (subpoblacién
resistente estandar), respectivamente.

En este trabajo, el grado de AMR se modela como una v.a.
discreta r que toma N > 1 valores {r; | i = 1,...,N} c [0, 1]
(ordenados de menor a mayor, sin pérdida de generalidad), don-
de r, = 0y ry = 1 representan sensibilidad y resistencia
totales, respectivamente. Estrictamente hablando, el grado de
AMR se distribuye en la poblacién de manera continua, como
en Djidjou-Demasse et al. (2021). Sin embargo, asumiendo una
discretizacion en N elementos lo bastante fina de r, se obtiene
una buena aproximacién del comportamiento real de la pobla-
cion heteroresistente, a la vez que se simplifica notablemente su
estudio (Nikolaou and Tam, 2006). De esta manera, a cada uno
de los valores {r; | i = 1, ..., N} que toma la v.a. r, se asocia una
subpoblacién de bacterias X;(r) = X(r;, ) con grado de AMR r;,
de forma que la frecuencia f;(¢) de la i—€ésima subpoblacién en
la poblacién total,

“

Xi(1)

fi) = f@ri,n) = X0’

N

X(1) = ZX[(I), 1<i<N, (5
i=1

devuelve la probabilidad de que la poblacién muestre grado de

AMR r; paracadat > 0. Se tiene asique {f;(t) | i = 1,...,N}es

la funcién densidad de probabilidad (FDP) de la v.a. discreta r.
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Para explicar la evolucién de las distintas subpoblaciones
que componen la poblacién heterroresistente, si la distribucién
inicial de AMR es {f;(0) | i = 1,..., N}, se propone el PVI

i) - i (£3X,(0) = £,Xi(0)) + w(C)Xi(1)
d[ j:#i:l Jirg Lj“* L L > )

Xi(0) = Xofi(0),

donde &;; es la tasa de modificacién fenotipica desde grado de
AMR r; hasta grado rj, para 1 < i, j < N e i # j, mientras que

Hi(C) = e (C) — py(C), 1 <i<N, (7
es el ratio de crecimiento neto de las bacterias con grado de
AMR r; (el balance entre los ratios de crecimiento yi,(C) y
muerte yg(C) de la i—ésima subpoblacién). Notar que, para la
subpoblacién totalmente resistente (i = N), los ratios de creci-
miento y muerte permanecen constantes con la concentracién
de antimicrobiano (u} (C) = uf y uy(C) = ul)).

Para modelar la dependencia de los ratios de crecimiento y
muerte poblacionales con el grado de AMR podemos escoger,
entre otras opciones, el siguiente modelo lineal sencillo

®)
©))

H(C) = ug(ri, C) = py(C) + i (1l — p(C)).
Hy(C) = ari, C) = pi(C) + 1 () = pi(©)),

pudiendo reflejar en los ratios (8) y (9) el coste bioldgico de
AMR (Melnyk et al., 2015) tomando

pe <pg(0), pg(0) < pay. (10)
Asi, las expresiones (8) y (9) implican un desarrollo mds réapi-
do de las bacterias cuanto menor sea su grado de AMR, hasta
que no se alcance en la poblacién cierta concentracion limite de
antimicrobiano que favorezca la seleccién de resistencia. Notar
que es posible considerar otras dependencias con mayor signi-
ficado bioldgico (conectando el grado de AMR con los pardme-
tros de la inhibicién tipo Hill (2) y/o (3), por ejemplo), pero
todavia no hay demasiados datos al respecto. Tomamos, pues,
(8) y (9) como una primera aproximacion sencilla que permite
captar, al menos, el coste biolégico de AMR.

El modelo (6)—(10) es lo bastante genérico para incluir
modificaciones fenotipicas “hacia delante” (forward) y “hacia
atras” (backward). Podemos escoger, por ejemplo, un ratio de
modificacion fenotipica que decaiga exponencialmente (desde
un valor maximo &, > 0) con el salto entre grados de AMR,

&j=émexp(kelrj—rl), 1<ij<N, i#j (1
donde k¢ marca la rapidez del decaimiento. Notar que (11) per-
mite saltos de resistencia no secuenciales, pudiéndose alcanzar
grado de AMR r; desde r; en una tinica modificacién fenotipica,
sin necesidad de que j = i—1 0 j = i+ 1, aunque esta situacién
es mucho menos frecuente (Berrios-Caro et al., 2021).

El modelo en EDOs (6)—(11) es lineal con respecto al esta-
do, pudiéndose escribir en forma matricial

‘Z—f(r) = ACX@). X0 = (X0 "

Xy®) ,  (12)
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donde las componentes de la matriz de coeficientes A(C) son

aij(C) = & =&j=ay(0), 1<ij<N, i#],
N
ai(C) = w(C) = ) &.

jEi=1

Ast, el sistema (12) tiene una ({inica) solucién analitica siempre

y cuando la matriz A(C) no dependa del tiempo (C(¢) = C).
Por otro lado, sumando las EDOs (6) parai = 1,..., N, se

tiene que la concentracién total X(¢) satisface (en media) el PVI

dx _
E(t) = i(r, O)X(1), (13)

X(0) = Xo,

para fi(r, C) la tasa (media) de crecimiento neto poblacional

N
A(r, C) = Z,ui(C)fi(t), (14)
i=1
de forma que la FDP (5) verifica el sistema de EDOs
df; o
L= ,-;1 (fi(0) = E,5®) + (u(C) — A(r.C) fi(D. (15)

3. Analisis de la observabilidad e identificabilidad estruc-
turales del modelo

Una propiedad interesante del modelo (6)—(11) reside en su
flexibilidad para incorporar de manera sencilla distintas funcio-
nalidades (como las expresiones tipo Hill (2) y (3)) para des-
cribir la inhibicién del antimicrobiano sobre el conjunto de la
poblacién heterorresistente. El efecto del antimicrobiano entra
en el sistema a través de los ratios de crecimiento y muerte de la
subpoblacién enteramente sensible, de manera que es suficien-
te con modelar la inhibicién sobre dichas bacterias para obtener
los ratios de la poblacién en general, empleando las expresiones
(8) y (9), respectivamente.

En esta seccidn, analizamos la observabilidad e identificabi-
lidad estructurales del modelo (6)—(11) con ayuda de la toolbox
STRIKE-GOLDD, considerando que el antimicrobiano ejerce
un efecto inhibitorio tipo Hill (ya sea bacteriostatico (2) o bac-
tericida (3)), y empleando inicamente medidas y(¢) del recuento
total de bacterias

N
¥ = X(t) = in(t), N>1. (16)
i=1

Dado que la estructura del modelo (6)—(11) permanece inal-
terada para un nimero arbitrario de subpoblaciones N > 2
(los parametros son los mismos independientemente del tamafio
del sistema, asi como las dinamicas de los estados intermedios
entre sensibilidad y resistencia totales son andlogas entre si),
los resultados de identificabilidad y observabilidad estructural
serdn independientes de la discretizacidn escogida para el gra-
do de AMR. En el caso extremo N = 2, nétese que la expresion
escogida para la tasa de modificacién fenotipica (11) conlleva
una sobreparametrizacién del modelo, dado que

E=¢6n =&,
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de manera que la velocidad de decaimiento k; del ratio de mo-
dificacién fenotipico se convierte en un pardmetro carente de
sentido, al mantenerse £ constante en el sistema.

3.1.  Caso bacteriostdtico
Cuando el antimicrobiano ejerce sobre la poblacién un efec-

to bacteriostatico tipo Hill (2), se tiene

icli
11(C) = uy(C) = pui(C) = pgg —m——— — s, (17)
ICg5, + CM

0 0 .. ..
donde Hgs Y Hgs SON los ratios 1ntr1r.1secos de cremmle?ntO y
muerte, respectivamente, de las bacterias totalmente sensibles

pis = py(0), s = py(0). (18)

De esta forma, los pardmetros implicados en el modelo de
heterroresistencia bacteriostatico (6)—(11) y (17), son (salvo pa-
ra N = 2, en cuyo caso el pardmetro k; desaparece)

9 = (#257#257#1\” IC50g7 Hg7 é‘:M’ k{:)v

Un andlisis de la observabilidad e identificabilidad estruc-
tural con la toolbox STRIKE-GOLDD devuelve que el modelo
(6)—(11) con inhibicidén bacteriostética tipo Hill (17), es estruc-
turalmente observable e identificable empleando mediciones de
recuento total de bacterias (16) para un nimero arbitrario N de
subpoblaciones con distintos grados de AMR, siempre y cuan-
do la concentracién de antimicrobiano en el cultivo no se man-
tenga constante con el tiempo. Esto se debe a la necesidad de
excitar suficientemente la dependencia tipo Hill (2) (que incor-
pora al modelo dos pardmetros adicionales, ICsqog y H,) a través
del perfil de concentraciones. Por otro lado, el modelo (6)—(11)
y (17) es estructuralmente observable e identificable con el en-
foque multi-experimento Ovchinnikov et al. (2022), cuando se
trabaja con recuento total de bacterias (16) y empleando (al me-
nos) cuatro experimentos a distintas concentraciones constantes
de antimicrobiano (para conseguir suficiente variabilidad en la
inhibicién (2) como para estimar separadamente la contribucién
de los cuatro pardmetros que intervienen).

En resumen, el modelo con inhibicién bacteriostatica pro-
puesto es apropiado para calibracién, de manera que podemos
estimar (al menos tedéricamente) los valores de sus parametros
y la distribucién inicial de heterroresistencia en la poblacidn,
siempre y cuando se disponga de medidas de recuento total de
bacterias (16) a cuatro concentraciones (constantes) de antimi-
crobiano distintas, o empleando un tnico experimento con un
perfil de concentraciones variable en el tiempo.

19)

3.2.  Caso bactericida
Supongamos ahora que el antimicrobiano ejerce un efecto
bactericida (tipo Hill) sobre la poblacién, de manera que

Hy

11(C) = pg(C) = uy(C) = s — | s — i (20)

CHi + ECH.

En este caso, es imposible estimar por separado el valor de
. . , . . 0 0
los I'?.thS 1ntpnsecos de crecmyento Hgs Y muerte u,. de la po-
blacién sensible, pues tan s6lo intervienen en el modelo a través
de (20) combinados en la tasa de crecimiento neto

0 0 0
Hg = Hgs — Hgs-



XLIV Jornadas de Automatica 2023. Modelado, Simulacién y Optimizacion. Martinez-Lopez, N. et al., pp. 423-428

Un andlisis con la toolbox STRIKE-GOLDD devuelve que
el modelo (6)—(11), junto con la inhibicién bactericida (20), es
estructuralmente observable empleando la funcién de medida
(16), y considerando un nimero arbitrario N de subpoblaciones
con distintos grados de AMR, sea cual sea el perfil de concen-
traciones escogido para el antimicrobiano. Esto implica que, al
menos tedricamente, podemos estimar la distribucién inicial de
heterroresistencia en la poblacién empleando inicamente infor-
macién del recuento total de bacterias (16), aunque la concen-
tracién de antimicrobiano en el cultivo se mantenga constante
con el tiempo (notar la diferencia con el caso bacteriostético,
donde el sistema era completamente no observable cuando di-
cha concentracidon se mantiene constante).

Por otro lado, los pardmetros del modelo bactericida (ex-
ceptuando el caso N = 2, donde el pardmetro k; desaparece),

0 = (U, uns tx ECs0as Ha, Ens ke), 2n

son estructuralmente identificables siempre que la concentra-
ci6én de antimicrobiano no se mantenga constante durante el ex-
perimento. Es decir, para lograr la identificabilidad estructural,
es necesario emplear un perfil variable de concentraciones que
excite suficientemente el sistema dindmico (cualquier funcién
derivable con derivada primera distinta de cero, por ejemplo).
En conclusidn, es posible (al menos teéricamente) calibrar
sin ambigiiedad los pardmetros y la distribucién inicial de he-
terorresistencia del modelo (6)—(11) con inhibicidén bactericida
tipo Hill (20), empleando datos de recuento total de bacterias
(16) a cuatro concentraciones distintas de antimicrobiano, pero
también a partir de un unico experimento en el que el perfil de
concentraciones excite suficientemente la dindmica del cultivo.

4. Un caso de estudio sencillo basado en seleccion

En esta seccion, tratamos de ilustrar la importancia de ex-
plotar en el modelado de AMR la nueva informacién expe-
rimental proporcionada por los test de heterroresistencia, ain
empleando la version mas simplificada del modelo (6)—(11) en
la que no se permiten modificaciones fenotipicas del grado de
AMR, es decir, &), = 0 en (11). Vamos a considerar, por ejem-
plo, un antimicrobiano con efecto bactericida tipo Hill (3).

Supongamos que partimos de una situacién real con una
poblacion de bacterias muy poco heterorresistente, compuesta
mayoritariamente de subpoblacién sensible (con una frecuen-
cia del 98 % en la poblacion total, por ejemplo) y resistente
(con frecuencia del 1.5 %), pero con una infima frecuencia de
resistencia intermedia (0.5 %). Si no se permiten alteraciones
en el grado de AMR (ya sea por la escala de tiempo estudiada
o porque la tasa de modificacion fenotipica se considera des-
preciable), la intuicién puede llevar a concluir que el modelo
clasico considerando tnicamente dos grados de AMR, sensibi-
lidad y resistencia, aproxima satisfactoriamente la evolucién de
la poblacién escasamente heterorresistente, donde ademads las
bacterias no pueden variar su grado de AMR.

En tal situacién, podria parecer que el consumo de tiempo
y recursos en realizar un test experimental para determinar la
distribucién inicial de heterorresistencia carece de sentido. Sin
embargo, simulando la situacién real con el modelo de N = 3
subpoblaciones, vamos a ver cOmo errores practicamente im-
perceptibles a la hora de determinar la distribucidn inicial de
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heterorresistencia pueden llevar al completo fracaso de la pre-
diccién arrojada por el modelo cldsico de dos subpoblaciones.

Supongamos asi que el test de susceptibilidad cldsico arroja
que un 99 % de la poblacién inicial es sensible al tratamiento
con antimicrobiano, y el otro 1 % muestra una resistencia to-
tal al compuesto (es decir, se atribuye la frecuencia intermedia
inicial a la poblacién sensible). En la Figura 1 se muestra la evo-
lucidn en el recuento total de bacterias para el modelo (6)—(11),
con efecto bactericida (3) y N = 2 (caso A), frente al recuento
real con un tercer grado de AMR (N = 3). En este caso, puede
verse como el modelo de dos subpoblaciones subestima el cre-
cimiento real (pues la poblacién se considera inicialmente mas
sensible de lo que en realidad es), llegando a acumular un error
relativo del 10 % (aproximadamente) a las 72 horas.

Por otro lado, si la infima frecuencia inicial de la subpobla-
cién con grado de AMR intermedio (no detectable por el test
de susceptibilidad clasico) se atribuye a la subpoblacion resis-
tente, la Figura 1 muestra como el modelo con N = 2 (caso
B) sobrestima la concentracidn real de bacterias (pues la pobla-
cién inicial se considera mas resistente de lo que en realidad
es), con un error relativo del 25 % tras 72 horas de exposicion.
En resumen, cuando no modelamos correctamente la distribu-
cidn inicial de heterorresistencia de la poblacién, en el mejor de
los casos el modelo clédsico puede llevar a emplear concentra-
ciones excesivas de antimicrobiano para inhibir el crecimiento
de la poblacién (incurriendo en un gasto adicional de recursos),
mientras que, en el peor de los escenarios, puede llevar a infra-
valorar la concentracidn total de bacterias (prediciendo incluso
una falsa eliminacién de la infeccion).

5. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo, se presenta un modelo matemadtico para des-
cribir las dindmicas de crecimiento y muerte en una poblacién
bacteriana heterorresistente expuesta a estrés antimicrobiano.
El modelo incorpora heterogeneidad en la respuesta de la po-
blacién al tratamiento a través de una nueva variable explicati-
va; el grado de AMR, que permite clasificar las bacterias en un
nimero arbitrario de subpoblaciones (segun el nivel de preci-
sién requerido para graduar la heterorresistencia) con respuesta
homogénea. Asi, se conectan las propiedades de las bacterias a
nivel poblacién (ratios de crecimiento y muerte) con su grado
de AMR, teniendo en cuenta el coste bioldgico de la resistencia.
Tratamos de ilustrar también la flexibilidad del modelo para in-
troducir el efecto inhibitorio del antimicrobiano, de forma que
resulta sencillo incorporar distintas funcionalidades bien esta-
blecidas en la literatura (como la dependencia tipo Hill).

Se proporciona también un andlisis de la observabilidad e
identificabilidad estructurales del modelo, empleando datos de
recuento bacteriano total (medida estdndar en microbiologia) y
considerando un nimero arbitrario de subpoblaciones con dis-
tintos grados de AMR. Establecemos que, en efecto, el modelo
es estructuralmente observable (siendo posible estimar la fre-
cuencia inicial de cada subpoblacién) e identificable, por lo que
resulta apropiado para calibracion bajo circunstancias realistas
(midiendo recuento de bacterias a cuatro concentraciones cons-
tantes de antimicrobiano, por ejemplo), asi como para estimar
la evolucién de la heterorresistencia en la poblacion.
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Figura 1: Comparacion entre el recuento total de bacterias obtenido con el modelo de heterorresistencia para N = 3 subpoblaciones y el modelo cldsico con N = 2
asumiendo la frecuencia inicial de la subpoblacion adicional como sensible (A) o resistente (B) (izquierda). Evolucion de los errores relativos (centro). Concentra-
cién aplicada de antimicrobiano (derecha). Los pardmetros escogidos son yg = 1.31’1_1,/11\/ =0.1h7!, Mk = 1.7h7Y, ECsoq = 30mg L LH; =1 yXo=1- 10%.

En trabajos futuros, se pretende validar el modelo propuesto
con la nueva informacién experimental proporcionada por los
test de heterorresistencia para explicar datos de recuento bac-
teriano y obtener asi la evolucioén de heterorresistencia en la
poblacién, comparando con distribuciones reales obtenidas por
citometria de flujo, por ejemplo, y estudiando ademas la obser-
vabilidad e identificabilidad practicas del modelo (posibilidad
real de estimar los pardmetros y condiciones iniciales emplean-
do métodos de estimacién paramétrica y optimizacion). Tam-
bién se pretenden explorar distintas extensiones del modelo pa-
ra relacionar la heterorresistencia con mecanismos biolégicos
bien establecidos, como competencia por los recursos entre las
subpoblaciones, mds efectiva cuanto menor sea el coste bioldgi-
co de AMR, o transferencia horizontal de resistencia.
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