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Resumen

En los últimos años ha aumentado el interés en el desarrollo de sistemas de medición para robots móviles, entre los que se
encuentran los sistemas táctiles basados en antenas sensoras bioinspiradas en los bigotes y antenas de animales e insectos. En este
trabajo se estudia un robot móvil con este tipo de sistemas. En concreto, se desarrolla el modelo dinámico del conjunto plataforma
móvil y antena sensora que conforman el robot, considerando el movimiento del conjunto comprendido en el plano y teniendo
en cuenta el efecto de la gravedad. Para ello se aplica el principio de Hamilton, obteniendo las ecuaciones de movimiento para la
plataforma móvil y el planteamiento del problema de condiciones de contorno para la antena. Posteriormente, mediante el análisis
modal se llega a una solución única del modelo de la antena sensora, el cual se valida mediante el software Adams al definir unas
trayectorias de referencia del robot a partir de sus limitaciones fı́sicas.

Palabras clave: Robots móviles, Modelado, Vibraciones y análisis modal, Sistemas lagrangianos y hamiltonianos, Validación del
modelo, Percepción y sensores

Modeling of a mobile haptic system based on flexible antennas

Abstract

In recent years, there has been a growing interest in the development of measurement systems for mobile robots, including
tactile systems based on bioinspired sensor antennas, inspired by the whiskers and antennas of animals and insects. This work
focuses on studying a mobile robot equipped with such systems. Specifically, a dynamic model for the mobile platform and sensor
antenna that comprise the robot is developed, considering the planar motion of the system and taking into account the gravity effect.
The extended Hamilton principle is applied to derive the equations of motion for the mobile platform, while the boundary-value
problem is formulated for the antenna. Subsequently, by means of modal analysis, a unique solution for the sensor antenna model
is obtained and validated using Adams software by defining reference trajectories for the robot, considering its physical limitations.

Keywords: Modeling, Lagrangian and Hamiltonian systems, Vibration and modal analysis, Model Validation, Mobile robots,
Perception and sensing

1. Introducción

La tecnologı́a háptica es un campo de estudio que comenzó
a explorarse en los años 90 (Russell, 1992) y que en los últimos
años ha sido objeto de estudio en la robótica para el desarrollo
de diferentes sistemas de medición, como sistemas tipo bigotes
(Sayegh et al., 2022) o tipo antena (Kaneko et al., 1998), con

el objetivo de realizar tareas de inspección y reconocimiento.
Frente a otras tecnologı́as como sistemas de visión por cáma-
ras o sensores de ultrasonidos, la tecnologı́a háptica ofrece me-
jores resultados en tareas de inspección que han de realizarse
en ambientes de mala visibilidad, debido a humo, humedad o
partı́culas en suspensión.
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Con el fin de realizar estas tareas se ha desarrollado un pro-
totipo robótico que consiste en una plataforma móvil omnidi-
reccional equipada con un sistema háptico robótico tipo antena
(Fig.1). La plataforma está equipada con cuatro motores que
conducen cuatro ruedas suecas (o tipo mecanum), dotando al
sistema de capacidad de movimiento en los 3 grados de liber-
tad del plano de forma independiente (sistema holonómnico)
(Mérida-Calvo et al., 2023). Sobre ella se equipa una antena
robótica que consta de dos motores (2 grados de libertad) y un
sensor de fuerzas. Este sistema de medición háptico ha sido de-
sarrollado previamente en (Feliu-Batlle et al., 2017). El objetivo
es realizar tareas de reconocimiento mientras el robot navega en
un entorno determinado, desplazándose libremente mediante la
plataforma y tomando mediciones hápticas con la antena.

Figura 1: Plataforma móvil con sistema háptico

La antena que equipa el sistema es una varilla esbelta y li-
gera de fibra de carbono, con el objetivo de minimizar los es-
fuerzos que requieren sus motores para realizar movimientos
rápidos y precisos. Debido a esta naturaleza flexible, cualquier
movimiento de la misma induce vibraciones. Además, estas vi-
braciones se ven incrementadas cuando se suma el movimiento
de la plataforma móvil, ya sea por un avance controlado o por
una perturbación inducida por el perfil de las ruedas. Esta vi-
bración implica imprecisión en el conocimiento de la posición
del extremo de la varilla y, por tanto, dificulta las tareas de re-
conocimiento que se han de desarrollar. Por este motivo, resulta
de vital importancia obtener un modelo que reproduzca el com-
portamiento de la antena con el objetivo de diseñar un control
de posición, el cual permita el posicionamiento del extremo de
manera precisa eliminando la vibraciones indeseadas.

La obtención del modelo dinámico de nuestra antena senso-
ra es equivalente a la de un eslabón flexible que cuente con mo-
vimientos rı́gidos en la base. Para su obtención, distintas técni-
cas han sido estudiadas en la literatura, como se puede ver en
(Subedi et al., 2020). Centrándonos en los estudios que obtie-
nen el modelo del eslabón flexible teniendo en cuenta su na-
turaleza continua, algunos autores consideran un único movi-
miento rı́gido en uno de los extremos del eslabón. Por ejemplo,
en (Bellezza et al., 1990; Mishra et al., 2015) se considera una
rotación en la base, mientras que un movimiento de traslación
es definido en (Zhu et al., 1997; Lu et al., 2013). En (Emam,
2010) definen que el eslabón está sujeto a ambos movimientos,
una rotación y una traslación en la base. En (Tavasoli, 2017) es-
tudian un problema similar al que se obtendrá en este artı́culo,
donde consideran tres grados de libertad en la base del eslabón.
Sin embargo, únicamente plantea el problema de condiciones
de contorno de dicho eslabón, el cual tiene una masa en el ex-

tremo y está excitado por una fuerza distribuida. Por otro lado,
en (Kumar and Pratiher, 2020) consideran el mismo número
de grados de libertad e incluyen una masa en el extremo del
eslabón. En su modelo estudian tanto la deflexión transversal
como la axial. Sin embargo, consideran que el movimiento se
produce en el plano horizontal, despreciando el efecto de la gra-
vedad.

En este trabajo se desarrolla el modelo del conjunto que
conforma la plataforma móvil con el sistema háptico. El movi-
miento considerado se comprende únicamente en el plano ver-
tical, incluyendo el efecto de la gravedad. Este movimiento es
una simplificación del sistema real, que como ya se ha comen-
tado cuenta con 3 grados de libertad para la plataforma y 2 para
el giro de la antena, pero sienta las bases para su futuro mode-
lado. Para dicho desarrollo se aplica el principio de Hamilton,
permitiendo obtener las ecuaciones de la dinámica de todo el
sistema además de plantear las condiciones de contorno nece-
sarias para resolver la ecuación en derivadas parciales (EDP)
que modela la antena sensora. Posteriormente se resuelve esta
EDP junto con las condiciones de contorno, a lo que también se
le conoce como problema de condiciones de contorno.

2. Modelo dinámico

El esquema del conjunto plataforma-antena se representa en
la Figura 2. Como ya se ha comentado, todos los movimientos
del sistema se encuentran comprendidos en el plano. La plata-
forma móvil tiene masa Mb y se mueve en horizontal debido a
una fuerza Fa(t). Además, se considera que el movimiento en
vertical aparecerá como una perturbación al sistema. Al tener
en cuenta el efecto de la gravedad, aparece una fuerza de reac-
ción entre el sistema y el suelo que se expresa como Fr(t). Por
otro lado, la antena sensora puede modelarse como un eslabón
flexible que cuenta con longitud L, densidad lineal ρ y rigidez
a la flexión EI, donde E es el modulo de Young que viene da-
do por el material e I es la inercia de la sección transversal. La
antena está fijada en uno de sus extremos a un motor cuya iner-
cia de rotación es Jm y que produce un par Γm(t). La posición
de este motor con respecto al centro de masa de la plataforma
móvil viene dada por una distancia d y un ángulo α.

Z0

X0

X

Z

Γm(t)

w(x, t)

θm(t)

Xb

Zb

α
dFa(t)

pb(t) pm(t)

hb(t)
hm(t)

Fr(t)

Figura 2: Esquema del sistema.

Asimismo, se consideran tres sistemas de coordenadas: un
sistema inercial (X0,Z0) y dos sistemas no inerciales, (Xb,Zb)
y (X,Z). El sistema inercial se define tal que Z0 tiene el sen-
tido contrario a la gravedad g. El sistema (Xb,Zb) se fija a la
plataforma móvil y su origen se define en el centro de masas
de esta. En cambio, el origen del sistema (X,Z) se define en el
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eje de giro del motor de la antena sensora y se hace coincidir
el eje X con la posición de la antena sin deformar. La trasla-
ción horizontal de (Xb,Zb) y (X,Z) con respecto a (X0,Z0) se
definen como pb(t) y pm(t) respectivamente, y la traslación ver-
tical como hb(t) y hm(t). El giro entre (X,Z) y (Xb,Zb), definido
como θm(t), corresponde con el giro del motor de la base de la
antena. Nótese que los ángulos positivos se definen en sentido
antihorario.

Respecto al sistema (X,Z), se define w(x, t) como la defle-
xión del eslabón debida a su flexibilidad. Esta deflexión es la
distancia de cualquier punto x del eslabón al sistema de refe-
rencia (X,Z) en el instante t. De este modo, el movimiento res-
pecto del sistema (X,Z) se asemeja al producido en una viga
empotrada en la base. Además, se realiza la hipótesis de que la
deflexión de la antena w(x, t) está descrita por la teorı́a de vigas
de Euler-Bernoulli (Oñate, 2013) bajo las siguientes hipótesis:

1. El material del eslabón es isotrópico, homogéneo y con
comportamiento elástico lineal.

2. La deflexión w(x, t) es pequeña en comparación con x, de
manera que arctan

(
w(x,t)

x

)
se aproxima como w(x,t)

x .
3. La deflexión lateral (producida fuera del plano vertical)

se supone nula.
4. La sección transversal del eslabón permanece plana y

perpendicular a su eje después de la deformación.

Además, debido a la primera hipótesis, se puede llevar a cabo
un análisis de primer orden (Davison and Owens, 2012). De es-
te modo, las fuerzas que actúan se consideran sobre el eslabón
sin deformar y se aplica el principio de superposición. Además,
no se consideran los rozamientos internos y externos del es-
labón.

2.1. Obtención de la dinámica del sistema

A continuación, se obtienen las ecuaciones de movimien-
to que modelan el sistema al aplicar el principio de Hamilton
(Meirovitch, 1967, 1997), el cual se expresa de la forma∫ t2

t1
(δT − δV + δW) dt = 0 (1)

donde δW es la variación del trabajo producida por las fuerzas
aplicadas, y δT y δV son, respectivamente, las variaciones de
las energı́as cinética y potencial. Estas variaciones se obtienen
con respecto a las siguientes coordenadas generalizadas: pb(t),
hb(t), θm(t) y w(x, t).

En primer lugar, para obtener la energı́a cinética, se defi-
nen los siguientes vectores con respecto al sistema de referencia
(X0,Z0):

rb(t) =
[
pb(t)
hb(t)

]
(2)

rm(t) = rb(t) + d
[
cos(α)
sen(α)

]
=

[
pm(t)
hm(t)

]
(3)

ra(x, t) = rm(t) + x
[
cos(θm(t))
sen(θm(t))

]
+ w(x, t)

[
− sen(θm(t))
cos(θm(t))

]
(4)

donde rb(t) ∈ ℜ2×1 define la posición del centro de masas de la
plataforma móvil, rm(t) ∈ ℜ2×1 indica la posición del origen de
giro de la antena sensora y ra(x, t) ∈ ℜ2×1 define la posición de

un diferencial de la antena situado en un punto x con respecto
al sistema de coordenadas (X0,Z0).

De este modo, la energı́a cinética del sistema se obtiene al
operar la siguiente expresión

T =
1
2

Mbṙm(t)·ṙm(t)+
1
2

Jmθ̇
2
m(t)+

1
2

∫ L

0
ρṙa(x, t)·ṙa(x, t)dx (5)

donde la derivada temporal se indica con ( ˙ ). Aquı́, el primer
término corresponde con la energı́a debida a la traslación de
la plataforma móvil, el segundo término corresponde con la
energı́a de rotación del motor de la antena sensora y el último
se debe al propio movimiento de la antena.

En cuanto a la energı́a potencial, se define como la suma de
dos componentes: una elástica, Ve, debida a la flexibilidad de la
antena sensora y otra gravitatoria, Vg. Considerando la hipóte-
sis de viga de Euler-Bernoulli, la energı́a potencial elástica del
eslabón viene descrita por

Ve =
1
2

∫ L

0
EIw′′(x, t) dx (6)

donde (′) indica la derivada con respecto a la variable x del sis-
tema de coordenadas (X,Z).

Debido a la hipótesis de análisis de primer orden, la energı́a
potencial gravitatoria se define con respecto a la viga sin defor-
mar. De este modo, se tiene

Vg = gMbhb(t)+
∫ L

0
gρ

(
hb(t)+ d sen(α)+ x sen(θm(t))

)
dx (7)

siendo el primer término el correspondiente a la plataforma
móvil y el segundo al de la antena.

Por último, la variación del trabajo se define como

δW = Fa(t)δpb(t) + Fr(t)δhb(t) + Γm(t)δθm(t)

−

∫ L

0
gρ cos(θm(t))δw(x, t) dx (8)

donde el trabajo que generan las fuerzas Fa(t), Fr(t) y el par
Γm(t) corresponden con los tres primeros términos. El último
término refleja el trabajo que genera la gravedad con respecto
al desplazamiento de la antena.

Al calcular la variación de las energı́as y aplicar la ecua-
ción (1), se obtiene una ecuación dependiente de los despla-
zamientos virtuales de las coordenadas generalizadas δpb(t),
δhb(t), δθm(t) y δw(x, t), y de la derivada espacial δw′(x, t) =
∂
∂x [δw(x, t)].

Por un lado, recurriendo a que los desplazamientos δpb(t),
δhb(t) y δθm(t) son arbitrarios, la suma de sus coeficientes debe
ser igual a cero. De este modo, se obtienen tres ecuaciones que
modelan la dinámica de la plataforma móvil y del motor que
mueve la antena:

(Mb + ρL) p̈b(t) − ρ
∫ L

0
ẅ(x, t) dx sen(θm(t))

− ρ

(
L2

2
sen(θm(t)) +

∫ L

0
w(x, t) dx cos(θm(t))

)
θ̈m(t)

− ρ

(
L2

2
cos(θm(t)) −

∫ L

0
w(x, t) dx sen(θm(t))

)
θ̇2

m(t)

− ρ

∫ L

0
ẇ(x, t) dx θ̇m(t) cos(θm(t)) = Fa(t) (9)
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(Mb + ρL) ḧb(t) − ρ
∫ L

0
ẅ(x, t) dx cos(θm(t)) + g (Mb + ρL)

+ ρ

(
L2

2
cos(θm(t)) −

∫ L

0
w(x, t) dx sen(θm(t))

)
θ̈m(t)

− ρ

(
L2

2
sen(θm(t)) +

∫ L

0
w(x, t) dx cos(θm(t))

)
θ̇2

m(t)

− ρ

∫ L

0
ẇ(x, t) dx θ̇m(t) sen(θm(t)) = Fr(t) (10)

(
Jm + ρ

L3

3

)
θ̈m(t) + ρ

∫ L

0
xẅ(x, t) dx + gρ

L2

2
cos(θm(t))

− ρ

(
L2

2
sen(θm(t)) +

∫ L

0
w(x, t) dx cos(θm(t))

)
p̈b(t)

+ ρ

(
L2

2
cos(θm(t)) −

∫ L

0
w(x, t) dx sen(θm(t))

)
ḧb(t) = Γm(t)

(11)

Las ecuaciones (9)-(10) corresponde con las ecuaciones de mo-
vimiento de la plataforma y la ecuación (11) con la del motor
de la base de la antena.

Por otro lado, el desplazamiento virtual δw(x, t) es arbitra-
rio sobre el dominio 0 < x < L. Ası́, se obtiene la siguiente
ecuación

EIw′′′′(x, t) + ρ
(
ẅ(x, t) + xθ̈m(t) − p̈b(t) sen(θm(t))

+ḧb(t) cos(θm(t))
)
= −gρ cos(θm(t)) (12)

la cual es equivalente a la ecuación de la viga de Euler-
Bernoulli. Además, se asume que δw(x, t) o sus coeficientes son
cero en los lı́mites x = 0 y x = L, y que δw′(x, t) o sus coeficien-
tes son cero en x = 0 y x = L. Ası́, se obtienen las condiciones
de contorno que permiten resolver la ecuación (12):

w(0, t) = 0; w′(0, t) = 0 (13)

w′′(L, t) = 0; w′′′(L, t) = 0 (14)

donde (13) corresponde con una condición de viga empotrada
en la base de la antena y (14) con una de extremo libre. Al con-
junto de ecuaciones (12)-(14) se le conoce como el problema de
condiciones de contorno. La solución de este problema da co-
mo resultado un conjunto de infinitas ecuaciones diferenciales
ordinarias dependientes del tiempo que modelan el comporta-
miento de la antena sensora.

2.2. Resolución del problema de condiciones de contorno

A continuación, se aplica el análisis modal para sistemas
continuos (Meirovitch, 1967) con el fin de obtener el modelo
matemático del comportamiento de la antena sensora. Por tanto,
en primer lugar se aplica el método de separación de variables
y se resuelve el problema de autovalores.

Al aplicar el método de separación de variables, se asume
que la deflexión se expresa como

w(x, t) =
∞∑

i=1

ψi(x)ϕi(t) (15)

donde ψi(x) son conocidas como funciones caracterı́sticas o
modos normales de una viga y ϕi(t) son las funciones armóni-
cas del tiempo. La solución de los modos normales se obtiene
al resolver el problema de autovalores, obtenido al aplicar la
relación (15) sobre las ecuaciones (12)-(14) e imponer que las
excitaciones externas son nulas. Por tanto, el problema de auto-
valores es

EIψ′′′′i (x) − ω2
i ρψi(x) = 0 (16)

ψi(0) = 0; ψ′i(0) = 0 (17)

ψ′′i (L) = 0; ψ′′′i (L) = 0 (18)

donde ωi es la frecuencia de vibración que se obtienen a partir
de la siguiente ecuación caracterı́stica

1 + cos(βL) cosh(βL) = 0 (19)

que se resuelve numéricamente y cuenta con infinitas solucio-

nes β4
i =

ω2
i ρ

EI
.

La solución general de la ecuación (16) es

ψi(x) = C1i sen(βix)+C2i cos(βix)+C3i senh(βix)+C4i cosh(βix)
(20)

donde las constantes C1i, C2i, C3i y C4i se obtiene a partir de las
condiciones (17)-(18) imponiendo que la solución de ψi(x) sea
no trivial. De este modo, se obtiene

ψi(x) = C1i
[
(cos(βix) − cosh(βix)) (sen(βiL) − senh(βiL))

− (sen(βix) − senh(βix)) (cos(βiL) − cosh(βiL))
]

donde la constante C1i se calcula mediante la condición de or-
tonormalidad

ρ

∫ L

0
ψi(x)ψ j(x) dx = ∆i j (21)

también expresada como

EI
ω2

i

∫ L

0
ψ′′i (x)ψ′′j (x) dx = ∆i j (22)

siendo ∆i j la delta de Kronecker e i, j = 1, 2, . . . , ∞.
Una vez resulto el problema de autovalores, la solución de

la ecuación (12) se obtiene mediante el teorema de expansión
en forma de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias
desacopladas en función de ϕi(t)
∞∑

i=1

∆i j

(
ϕ̈i(t) + ω2

i ϕi(t)
)
= −ρ

∫ L

0
xψ j(x) dx θ̈m(t) (23)

− ρ

∫ L

0
ψ j(x) dx

(
g cos(θm(t)) + ḧb(t) cos(θm(t)) − p̈b(t) sin(θm(t))

)
siendo i, j = 1, 2, . . . , ∞.

Finalmente, el modelo dinámico de la antena se consigue
truncando el número de modos de vibración a n. Ası́, defi-
niendo los vectores ϕϕϕ(t) = [ϕ1(t) ϕ2(t) · · · ϕn(t)]⊺ y ψψψ(t) =
[ψ1(t) ψ2(t) · · · ψn(t)]⊺ pertenecientes aℜn×1 , se tiene

Iϕ̈ϕϕ(t) +Wϕϕϕ(t) = Pu(t) (24)

donde I ∈ ℜn×n es la matriz identidad y

W = diag (ω1, ω2, . . . , ωn) ∈ ℜn×n (25)

P = ρ
∫ L

0

[
−xψψψ(x) ψψψ(x) −ψψψ(x) −gψψψ(x)

]
dx ∈ ℜn×4 (26)
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u(t) =


θ̈m(t)

p̈b(t) sin(θm(t))
ḧb(t) cos(θm(t))

cos(θm(t))

 ∈ ℜ4×1 (27)

Como variables a medir del modelo se definen, el par de
acoplamiento que se mide en la base de la antena

Γc(t) = −EIw′′(0, t) = −EIψψψ′′(0)⊺ϕϕϕ(t), (28)

y el ángulo del extremo de la antena con respecto al sistema
(X0,Z0)

θt(t) = θm(t) +
w(L, t)

L
= θm(t) +

1
L
ψψψ(L)⊺ϕϕϕ(t) (29)

En conclusión, las ecuaciones (9)-(10) modelan el compor-
tamiento dinámico de la plataforma móvil, (11) es la ecuación
del motor que mueve la antena sensora y (24) es una aproxima-
ción del comportamiento de la antena, debido a que se trunca
en n modos. El conjunto de estas cinco ecuaciones forman el
modelo dinámico de nuestro sistema.

3. Validación del modelo

En este apartado se valida el modelo dinámico obtenido del
robot. Con este objetivo, se compararan las respuestas del mo-
delo calculadas mediante una simulación realizada en Matlab
con los resultados obtenidos de una simulación realizada me-
diante el software Adams. Para ello, se emplean las caracterı́sti-
cas fı́sicas reales de nuestro sistema descrito en la Sección 1,
cuyas magnitudes se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1: Caracterı́sticas del robot.
Parámetro Cantidad Unidades

Mb 3,50 kg
Jm 3,68 × 10−4 kg · m2

L 0,47 m
ρ 4,7 × 10−3 kg/m
E 1,15 × 1011 N/m2

I 7,54 × 10−13 m4

Nótese que la masa de la plataforma móvil Mb es varias ve-
ces superior a la masa de la antena sensora, que es ρL. Concre-
tamente, la masa de la antena supone un 0,06 % de la masa de la
plataforma móvil. Por este motivo, es posible hacer la hipótesis
de que la dinámica de la antena sensora no afecta a la dinámi-
ca de la plataforma. Por tanto, las ecuaciones (9)-(10) pueden
simplificarse tal que

Mb p̈b(t) = Fa(t) (30)

Mbḧb(t) + gMb = Fr(t) (31)

Ahora, el modelo dinámico está conformado por las ecua-
ciones (30)-(31) para la plataforma móvil, (11) para el motor de
la antena y el conjunto de ecuaciones (24)-(29) para la antena
sensora.

Para realizar las simulaciones es necesario definir unas
señales de referencia para las entadas de nuestro modelo: F∗a(t),
F∗r (t) y Γ∗m(t). Se definen de tal forma que las trayectorias que

realice el sistema sean lo más realistas posibles. En una tarea
tı́pica de navegación y reconocimiento háptico del entorno, el
robot se desplazará horizontalmente (pb(t)), con una acelera-
ción y velocidad controladas. A su vez, realiza un barrido del
espacio que tiene por delante con la antena mediante el motor
de la misma (θm(t)). Teniendo en cuenta las limitaciones fı́sicas
del equipo y las aceleraciones máximas que puede generar y
soportar, se diseñan las referencias p∗b(t) y θ∗m(t) de la Figura 3.

Partiendo de (30) es inmediato calcular F∗a(t) con la masa
Mb y la segunda derivada de la trayectoria p∗b(t) generada. Por
otro lado, no se define ninguna trayectoria de desplazamiento
vertical del robot h∗b(t), ya que el robot no se encuentra actua-
do en dicha dirección y sólo se desplaza a lo largo del plano
horizontal. Por lo tanto, el valor de F∗r (t) es la fuerza de reac-
ción del suelo, tal y como se ha comentado anteriormente. Por
último, definimos el par del motor de la antena Γ∗m(t) a partir
de la ecuación (11) y la trayectoria θ∗m(t). Para ello es necesario
simplificar (11) despreciando la deflexión de la varilla w(x, t),
ya que no se conoce su valor, de manera que:

Γ∗m(t) =
(
Jm + ρ

L3

3

)
θ̈∗m(t) + gρ

L2

2
cos(θ∗m(t))

+ ρ
L2

2

(
ḧ∗b(t) cos(θ∗m(t)) − p̈∗b(t) sen(θ∗m(t))

)
(32)

El movimiento vertical de la plataforma hb(t) se ve afecta-
do por una perturbación externa provocada por el perfil de las
ruedas omnidireccionales equipadas. Esta perturbación, hbpert (t),
puede asimilarse a una oscilación senoidal, cuya frecuencia de-
pende de la velocidad ṗb(t) y cuya amplitud se establece en 5
mm, de acuerdo con las dimensiones fı́sicas del sistema.

Con todo esto, las referencias resultantes para el modelo
F∗a(t), Γ∗m(t) y la señal de la perturbación externa hbpert (t) se re-
presentan en la Figura 4.

Finalmente, las salidas de nuestro sistema y, por tanto, las
medidas a comparar son el par de acoplamiento de la antena,
Γc(t) (28), y el ángulo del extremo de la antena con respecto al
eje X0, θt(t) (29).

Como ya se ha comentado, la validez de este modelo se
determina comparando estos resultados obtenidos mediante
Matlab y Adams al considerar las referencias de la Figura 4. La
comparativa entre ambos resultados para las salidas definidas,
el par de acoplamiento y el ángulo del extremo de la antena, se
reflejan en la Figura 5.

Figura 3: Referencias en posición del avance de la plataforma móvil p∗b(t) y
barrido de la antena θ∗m(t).
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Figura 4: Referencias generadas para las entradas del sistema F∗a(t) y Γ∗m(t) y
para la perturbación hbpert (t).

Figura 5: Comparación del par de acoplamiento Γc(t) y ángulo del extremo de
la antena θt(t) de las simulaciones.

Visualmente se puede apreciar que el resultado del modelo
analı́tico obtenido en este trabajo sigue con mucha precisión la
simulación realizada en Adams. Con el objetivo de medir cuan-
titativamente este ajuste, se calcula la raı́z del error cuadráti-
co medio (RMSE) de las señales, obteniendo un valor de 4,9 ×
10−4 N·m para el par de acoplamiento y de 3,4 × 10−3 grados
para el ángulo del extremo, ambos valores muy pequeños. Asi-
mismo, se calcula la frecuencia de vibración del primer modo
de la antena en ambas simulaciones con el fin de obtener el
error entre ambas. Se compara únicamente el primer modo ya
que es el más crı́tico el sistema. Ası́, se obtiene una frecuencia
de 81,81 rad/s para el modelo analı́tico y de 82,67 rad/s para
la simulación en Adams, con un error relativo de 1, 04 % entre
ambos.

Si bien estos resultados son muy buenos, es cierto que exis-
ten pequeñas diferencias entre ambos que merecen ser mencio-
nadas. Éstas se deben a dos causas principales. En primer lugar,
el modelo dinámico de la antena se ha obtenido truncando el
número de modos de vibración a un valor finito n, lo cual limita
la precisión del modelo. Y en segundo lugar, la simulación de
Adams no es infinitamente precisa, ya que la flexión de la ante-
na se simula segmentándola en un número finito de elementos,
lo cual disminuye la precisión de los cálculos y, por ende, de
los resultados.

4. Conclusiones

En este trabajo se presenta el desarrollo del modelo dinámi-
co de un sistema robótico formado por el conjunto plataforma
móvil-antena sensora al aplicar el principio de Hamilton. La
validez del modelo desarrollado se ha demostrado comparan-
do sus respuestas con una simulación realizada en el software

Adams. Para obtener dichas respuestas, se generan unas trayec-
torias de referencia de acuerdo con las limitaciones fı́sicas del
sistema.
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