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Resumen

En este articulo, consideramos el marco de dindmicas evolutivas y juegos poblacionales. Para una clase de dindmicas evolutivas
y una familia de juegos poblacionales contractivos, desarrollamos un método novedoso para la bisqueda distribuida de equilibrios
de Nash bajo informacién parcial respecto a las decisiones de los demds agentes. La principal contribucion es que establecemos con-
diciones suficientes para garantizar la estabilidad asintdtica del conjunto de equilibrios de Nash del juego poblacional subyacente.
Ademds, ilustramos nuestros resultados tedricos en una aplicacién numérica de un juego de congestion de gran escala.

Palabras clave: Teoria de juegos evolutivos, Optimizacién, Sistemas distribuidos, Sistemas dindmicos de gran escala, Juegos de
congestion.

Nash equilibrium seeking in population games under partial information and its application to congestion games
Abstract

In this article, we take into account the evolutionary dynamics and the population games framework. For a class of evolutionary
dynamics and a family of contractive population games, we develop a novel method for distributed Nash equilibrium seeking under
partial information regarding the decisions of other agents. The main contribution is that we establish sufficient conditions to ensure
the asymptotic stability of the underlying population game’s set of Nash equilibria. In addition, we illustrate our theoretical results
on a large-scale numerical application of a congestion game.

Keywords: Evolutionary game theory, Optimization, Distributed systems, Large-scale dynamical systems, Congestion games.

1. Introduccion plos son asignacién dindmica de recursos (Pashaie et al., 2017;
Quijano et al., 2017), redes de comunicacién inaldmbrica (Tem-
Los juegos poblacionales proporcionan un marco para mo- bine et al., 2010), respuesta a la demanda (Srikantha and Kun-
delar el comportamiento estratégico de grandes poblaciones de  dur, 2017) y juegos de congestién Arcak and Martins (2021),
agentes con capacidad de decisiéon (Hofbauer and Sigmund, entre otros.
1998; Sandholm, 2010). Dependiendo de los protocolos que uti-
licen los agentes para actualizar sus estrategias, pueden surgir En el contexto considerado, los agentes toman sus decisio-
varias dindmicas evolutivas que nos permiten analizar y prede- nes con base en ciertas sefales de pago que perciben durante su
cir el comportamiento esperado de la poblacién. De esta forma, operacion. En general, el pago percibido por cada agente es ge-
los juegos poblacionales son adecuados para modelar distintos nerado a partir de un mapa causal de las decisiones de todos los
escenarios de toma de decisiones multiagente. Algunos ejem- demads agentes. Es decir, los procesos de toma de decision de
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los multiples agentes estdn acoplados entre si por medio de las
sefiales de pagos. En aplicaciones précticas de juegos poblacio-
nales, podemos pensar que las sefiales de pagos son generadas
por una entidad de alto nivel denominada como proveedor de
pagos. Por ejemplo, en problemas de trafico vehicular, el pro-
veedor de pagos seria la entidad que proporciona informacién
de trafico no local a los agentes (Jiang et al., 2015), mientras
que en los problemas de respuesta a la demanda, el proveedor
de pagos seria la compaiiia eléctrica que emite sefiales de coste
sobre la demanda agregada del sistema (Srikantha and Kundur,
2017). Una limitacién de la teoria disponible sobre juegos po-
blacionales es que a menudo se supone que las sefiales de pa-
gos son proporcionadas por una entidad tipo ordculo que tiene
informacion completa sobre las decisiones de todas las pobla-
ciones de agentes. Evidentemente, tal suposicién impone difi-
cultades practicas cuando las maltiples poblaciones estan distri-
buidas geograficamente, o la difusién completa de informacién
pudiera no ser factible. Para hacer frente a estas dificultades,
en este trabajo consideramos que cada poblacién tiene asociado
su propio proveedor de pagos, y que este Ultimo puede obser-
var unicamente las decisiones tomadas por los agentes de su
propia poblacién. Es decir, cada proveedor de pagos sélo tiene
informacién parcial sobre las decisiones de toda la sociedad de
agentes. No obstante, los proveedores de pagos de las mdltiples
poblaciones se comunican entre s a través de una red (posi-
blemente no completamente conectada) para estimar la infor-
macion no local relevante. De este modo, el marco considerado
generaliza el enfoque convencional basado en un proveedor de
pagos tipo ordculo y otorga mas flexibilidad al disefio y al &mbi-
to de aplicacidn de los juegos poblacionales.

Con base en la discusion previa, en este trabajo revisitamos
los resultados mds recientes en el contexto de juegos pobla-
cionales bajo restricciones de informacioén parcial (Martinez-
Piazuelo et al., 2022a), y los aplicamos a un caso de estu-
dio préctico considerando un juego de congestion de gran es-
cala: la coordinacién de carga de multiples vehiculos eléctri-
cos. Adicionalmente, en contraste con nuestro trabajo previo en
Martinez-Piazuelo et al. (2022a), en el presente articulo plan-
teamos una modificacion sobre los protocolos de revision de los
agentes, la cual incorpora un término de saturacién que simpli-
fica la aplicacion préctica de la teorfa. Una saturacién similar se
considera en Martinez-Piazuelo et al. (2022b), pero no bajo el
contexto de juegos poblacionales con informacién parcial que
se considera en este articulo.

El resto de este articulo estd organizado como se descri-
be a continuacién. En la Seccién 2 introducimos los conceptos
preliminares del contexto de juegos poblacionales y dindmicas
evolutivas y formulamos el problema a resolver. En la Seccién
3 presentamos el método de solucién al problema planteado. En
la Seccion 4 ilustramos la aplicacién de la teorfa presentada a
un caso de estudio en el contexto de juegos de congestion de
gran escala, y considerando el ejemplo particular de coordina-
cién de carga de vehiculos eléctricos. Finalmente, la Seccién 5
concluye el articulo.

2. Definicion del problema

En esta seccidn introducimos los conceptos de juego po-
blacional y dindmicas evolutivas, presentamos la definicién de
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equilibrio de Nash como solucién del juego, y establecemos
formalmente el problema a resolver: alcanzar un equilibrio de
Nash en juegos poblacionales bajo informacion parcial.

2.1.

Juegos Poblacionales y Dindmicas Evolutivas

Consideremos una sociedad con P € Zs; poblaciones de
agentes estratégicos con capacidad de decisiéon. Empleamos
P = {1,2,..., P} para denotar el conjunto que indexa las po-
blaciones y, para cada poblacién k € P, decimos que N* € Z.,
es el numero total de agentes que pertenecen a la poblacién k
(aqui suponemos que N* es grande y constante en el tiempo).
Adicionalmente, usamos S* = {1,2,...,n*}, con n* € Zs,, para
denotar el conjunto de estrategias disponibles para los agentes
de la poblacién k y, para cada i € S, decimos que xf € [0,1]es
la proporcién de agentes de la poblacion k que eligen la estrate-
gia i. Es decir, N"xf es el numero total de agentes que escogen
la i-ésima estrategia en la poblacién k. De lo anterior se dedu-
ce que la distribucion estratégica de la poblacién k viene dada
por el vector x* = col ((x?)iesk> € A = {y € Rg) : lzky = 1},
mientras que la distribucidn estratégica de toda la sociedad estd
dada por x = col ((xk)ke?) €A = [Tiep A¥ = Al XA x---x AP,
Es decir, A es el conjunto de todas las posibles distribuciones
estratégicas de la poblacién k € P, mientras que A es el con-
junto de todas las posibles distribuciones estratégicas de toda la
sociedad.

En el marco considerado, la distribucion estratégica de cada
poblacién evoluciona con el tiempo segin el proceso de toma
de decisiones estocdstico que se describe a continuacion.

Proceso de toma de decisiones. Durante su operacion, cada
agente revisa su estrategia en instantes de tiempo aleatorios
que siguen una distribucion exponencial con tasa R € R.q. Si
en un instante de tiempo T un agente con la estrategia i € S
en la poblacion k € P recibe una oportunidad de revision, es-
te agente cambia a la estrategia j € S*\ {i} con probabilidad
mfn{méx{p’;(‘r) - pf.‘(‘r), 0}, &*}/R, donde plg(‘r) € R es el pa-
go percibido por los agentes con la estrategia { € S* en la
poblacion k en el instante T, y a* € R.q es una constante de sa-
turacion que garantiza que R > (n*=1)a*, para todo k € P. Por
otro lado, dicho agente permanece en la estrategia i con proba-
bilidad 1 — 3 jest min{méx{p’]‘.(‘r) - pf.‘(‘r), 0}, &*}/R. (note que
la saturacion impuesta por o garantiza que las probabilidades
estdn bien definidas para todo tiempo Ty todo R).

Con base en el proceso de toma de decisiones descrito an-
teriormente, y dado que el nimero de agentes dentro de ca-
da poblacion es grande, la evolucién temporal de la distribu-
cién estratégica de la sociedad puede aproximarse bien (véase
(Sandholm, 2010, Capitulo 10) o Park et al. (2019)) median-
te un modelo de dindmicas evolutivas (EDM, por sus siglas en
inglés), tal como se define a continuacion.

Definicion 1. El EDM que describe la evolucion temporal de
la distribucion estratégica X(t) estd dado por

(1a)
(1b)

p(t) = min {méx {p’;(t) - i), 0}’ a’k}
) = Y Aoplio - Aoplo,
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para todo i, j € Sk y todo k € P, con x(0) € A. Aqui, t € Ry es
el indice de tiempo continuo, X(t) es el valor de X en el tiempo t,
y pf.‘(t) € R es el pago percibido por los agentes de la poblacion
k que eligen la estrategia i en el tiempo t.

Suposicion 1. Cada poblacion k € P tiene asociada una en-
tidad de alto nivel que informa a cada agente de la poblacion
el pago correspondiente a su estrategia escogida. Esta entidad
de alto nivel se denomina como el proveedor de pagos de la
poblacion k.

Basdndonos en la Definicion 1 y la Suposicion 1,
el EDM puede considerarse como un sistema dindmico
en tiempo continuo cuya entrada es el vector de pagos
p() = col(p'(®).p*().....p" (1)) € R", donde p*(r)
col <p’1‘(t), pPo,..., p’r‘lk(t)) € R", para todo k € P. En general,
el vector p(7) es generado por el proveedor de pagos median-
te un mapa causal a partir de la distribucién estratégica de la
sociedad, i.e., x(¢) (Park et al., 2019).

A lo largo de este articulo consideramos a cada poblacién
k € P como un (macro) jugador que participa en un juego
con las demas poblaciones. Mas concretamente, consideramos
el escenario en el que cada poblacién £k € % busca alcan-
zar una distribucién estratégica x* k

€ arg maxyeepr YF (x ,X‘k),
donde x* = col (x',...,x"‘l,x"”,...,xP) denota la distri-
bucién estratégica de todas las poblaciones distintas de k, y
A R’fo X ]R;'B”k — R es la funcién de utilidad local de la
poblacién k. Asi pues, el juego poblacional considerado puede
definirse en forma normal como G = (SD, (A} e, {z//k(~)}kep).
La cuestion clave a tener en cuenta, sin embargo, es que las
entidades que toman las decisiones en el juego G no son las po-
blaciones en si, sino los agentes que componen cada poblacion.

Para el resto de este articulo imponemos la siguiente supo-
sicién sobre las funciones de utilidad del juego G.

Suposicion 2. Para todo k € P, se cumple que:

1. y* (Xk,x’k) es concava y dos veces continuamente dife-
renciable respecto a x*.

\ e (Xk,x‘k) = gf (xk) — CKTCx, donde la funcion
gk - R;ko — R™ es contractiva en el sentido de que
(xk - y")T (g" (x") - g (yk)) < 0, para todo x*,y* €
R’Z’ko y la matriz C € R™ es de la forma C
[Cl,Cz,...,CP], con Ck € R y d € Z,. Ademds,
tanto g*(-) como C* son conocidas por el proveedor de
pagos de la poblacion k.

2.

Vale la pena destacar que los juegos poblacionales que satisfa-
cen la Suposicion 2 surgen en varios escenarios. A continuacién
presentamos un ejemplo relevante para multiples aplicaciones
de ingenieria.

Ejemplo 1 (Juegos potenciales concavos cuadraticos).

Consideremos que cada poblacion k € P tiene una funcion
de utilidad de la forma

'ﬁk (Xk, X—k) = b Txk — %XTAX,
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donde A € R™" es una matriz simétrica y positiva semidefini-
da, y bk € R™ es un vector n*-dimensional arbitrario. Por la
descomposicion espectral de A se tiene que A = UT AU, don-
de A € R" es la matriz diagonal conformada por los valores
propios de A, y U es la matriz cuyas columnas son los vecto-
res propios correspondientes. Por ende, definiendo C = VAU,
se obtiene que A = CTC, de manera que V¥ (Xk,x‘k) =
b* — CKTCx, donde Ck € R™" ¢s el k-ésimo bloque de C. Asi,
la Suposicién 2 se cumple con g<(x*) = b yd = n.

2.2.  Solucion del juego: equilibrios de Nash

Basandonos en el marco considerado, el problema técnico
que estudiamos en este trabajo es la convergencia evolutiva a
un equilibrio de Nash (NE, por sus siglas en inglés) del juego
G, tal y como se define a continuacién.

Definicion 2. Un NE del juego G es una distribucion estratégi-
ca x* = col (xl*,x2*, e XP*) € A tal que y* (xk*,x’k*) >

Y (xk,x‘k*), para todo x* € A* y todo k € P. Aqui, x* =

col (xl*,...,x(k’l)*,x("”)*, ) ..,xP*). Si x* es un NE del juego
G, entonces decimos que X* € NE(G).

Por la Suposicidn 2, se sostiene que un NE del juego G exis-
te (Martinez-Piazuelo et al., 2022a, Lema 1). Ademads, segtn el
EDM, la tnica forma de dirigir las distribuciones estratégicas
xX(#) hacia un NE del juego G es a través de las senales de pago
pX(?). Por lo tanto, la tarea consiste en disefiar proveedores de
pago adecuados para garantizar la convergencia evolutiva de la
distribucién estratégica x(¢) hacia un NE del juego G.

2.3. Bisqueda de un equilibrio de Nash bajo informacion
parcial

En este articulo, consideramos que los mdltiples proveedo-
res de pagos se comunican a través de una red invariante en el
tiempo y (posiblemente) no completa. Mas formalmente, deci-
mos que G = (P, L, W) es el grafo dirigido de la red, donde P
es el conjunto de nodos (correspondientes a los proveedores de
pagos de las miltiples poblaciones), £ € {(k,{) : k,{ € P}
es el conjunto de enlaces de comunicacién, y W e RI¥”
es la correspondiente matriz de adyacencia ponderada. Aqui,
wie € Ry denota el (k, £)-€simo elemento de W, y se supone
que wye > 0 siy sélo si el nodo k puede recibir informacién
del nodo ¢ (por convencion, wy = 0). Ademads, decimos que
NE = (£ eP:wy>0})esel conjunto de vecinos internos del
nodo k, para todo k € P, e imponemos la siguiente suposicion.

Suposicién 3. El grafo G estd fuertemente conectado y es ba-
lanceado por pesos. Ademds, el proveedor de pagos de cada
poblacion k € P conoce el niimero total de poblaciones P, asi
como la k-ésima fila y columna de W.

El esquema considerado se sintetiza en la Figura 1. Es im-
portante resaltar que los proveedores de pagos pueden observar
directamente la distribucién estratégica de su poblacién asocia-
da, pero no tienen acceso directo a la distribucion estratégica
de ninguna otra poblacién. De esta forma, los proveedores de
pagos so6lo tienen acceso a informacion parcial respecto a la
distribucién estratégica de la sociedad. Por lo tanto, para juegos



XLIV Jornadas de Automatica 2023. Ingenieria de Control. Martinez-Piazuelo, J. et al., pp. 317-322

como el del Ejemplo 1, donde las funciones de utilidad depen-
den de la distribucién estratégica de toda la sociedad, los pro-
veedores de pagos deben estimar la informacién no local por
medio de la comunicacién de ciertas variables auxiliares qk(t)
(definidas en la Seccién 3) a través de la red. El problema a
resolver radica entonces en disefiar los proveedores de pagos
para garantizar la estabilidad asintética del conjunto de equili-
brios de Nash del juego, considerando las dindmicas evolutivas
de la sociedad y las restricciones de informacién parcial im-
puestas. En resumen, el problema considerado es el definido a
continuacion.

Definicion 3. Considere un juego poblacional G y una socie-
dad de agentes caracterizada por el EDM de la Definicion 1.
El problema de biisqueda de un NE consiste en disefiar los pro-
veedores de pagos de todas las poblaciones de manera que el
conjunto NE(G) sea asintoticamente estable bajo las dindmicas
evolutivas de la sociedad.

{a O e a2(0)

[

a'(t) A9 @™

)

Proveedor de
pagos de la
Poblacion P

Proveedor de
pagos de la
Poblacion 2

Proveedor de
pagos de la
Poblacion 1

)

Poblacion 1 Poblacion 2 Poblacién P

Figura 1: Esquema considerado. Note que los proveedores de pagos intercam-
bian ciertas variables auxiliares q*(r) (definidas en la Secci6n 3) a través de la
comunicacién por la red.

En la siguiente seccién procedemos a describir el mecanis-
mo distribuido propuesto para computar los pagos y garanti-
zar la convergencia asintética de la sociedad a un equilibrio de
Nash del juego poblacional subyacente.

3. Método Propuesto

En este articulo, formulamos el proveedor de pagos de ca-
da poblacién k& € ¥ como un sistema dindmico en tiempo
continuo cuya salida p*(r) corresponde a una estimacién de
V ik (x"(t), x”‘(t)). Ademds, para hacer frente a la restriccién
de informacidn parcial considerada, en este trabajo diseilamos
los proveedores de pagos basados en el algoritmo de consenso
proporcional integral (Freeman et al., 2006). Mds concretamen-
te, el proveedor de pagos de cada poblacién k € P estd caracte-

rizado por las dindmicas

ROER ORI CHORTHG)

leP
1
- ; wae (d5(0) — gh(n) + %Ckka, (2a)
@' 1) = ) wie (af0 - ¢} ), (2b)
leP
1 P
p“(1) = —g (x“() - —=C""qf (), (2¢)

B VB

donde q’l‘(t), q’é(t) € R? y B € R, es un pardmetro de escala-
miento! comin para todas las poblaciones. En este modelo, el
intercambio de informacién entre los distintos proveedores de
pagos comprende los vectores () = col (q’l< (@), q’g(t)) eR¥ y
dicho intercambio de informacion se rige por el grafo G (véase
la Figura 1). Por lo tanto, bajo las Suposiciones 1, 2, y 3, las
dindmicas en (2) pueden implementarse localmente por cada
proveedor de pagos.

Es importante destacar que la coleccion de las dindmicas
de todos los proveedores de pagos es un sistema dinamico en
tiempo continuo con entrada x(#) y salida p(7). Por lo tanto, la
sociedad de agentes, caracterizada por (1), y los proveedores de
pagos, caracterizados por (2), estin interconectados en un lazo
cerrado: la sociedad recibe p(¢) y retorna x(¢), y los proveedores
de pagos reciben x(¢) y retornan p(¢) (ver Figura 1).

Bajo las Suposiciones 1, 2, y 3, los proveedores de pagos ca-
racterizados por las dindmicas en (2) resuelven el problema de
la Definicién 3. Este resultado se establece formalmente en el
Teorema 1, adaptado de (Martinez-Piazuelo et al., 2022a, Teo-
rema 1).

Teorema 1. Considere un juego poblacional G, una sociedad
de agentes caracterizada por el EDM de la Definicion 1, y un
proveedor de pagos caracterizado por (2), para cada pobla-
cion k € P. Si las Suposiciones 1, 2, y 3 se cumplen, entonces el
conjunto de equilibrios de Nash del juego G es asintoticamente
estable bajo las dindmicas consideradas.

Prueba: La demostracion es inmediata siguiendo los argu-
mentos en (Martinez-Piazuelo et al., 2022a, Seccién III).

4. Ejemplo de aplicacién: juego de congestion

Los juegos de congestion permiten abstraer multiples apli-
caciones de ingenieria relacionadas con la asignacién dindmica
de recursos. En este tipo de juegos se tiene un conjunto de po-
blaciones # y un conjunto de posibles selecciones/estrategias
S =1{1,2,...,d}, cond € Zs,. Cada elemento en S tiene aso-
ciado un costo de congestién que incrementa con la cantidad
de agentes que seleccionan dicho elemento. El objetivo de cada
agente es entonces escoger un elemento de S que corresponda
con las preferencias/capacidades de su propia poblacién y que
minimice el costo de congestion, i.e., escoger un elemento que
maximice la utilidad de su poblacién. Mas formalmente, deci-
mos que cada poblacion k € P tiene asociado un subconjunto de

'El pardmetro 8 permite escalar el orden de magnitud de las variables y asi mejorar la robustez numérica del método en caso de que sea necesario.
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estrategias S C S, tal que 2 < n* < d. Asi, empleamos G* para
definir un grafo bipartito entre la poblacién & y el subconjunto
de S que le corresponde. Por ejemplo, si hay un total de d = 3
estrategias y los agentes de la poblacion k s6lo pueden elegir las
estrategias 1 y 3, entonces G* = [e},e3], donde e;, e5 € R? son
la primera y tercera columna de la matriz identidad 3 X 3, res-
pectivamente. Por otra parte, usamos A* = {1,2,..., N} para
denotar el conjunto que indexa los agentes de la poblacién &, y
empleamos sk € {0, 1 para representar la estrategia seleccio-
nada del agente a € A (es decir, si el agente a elige la estrategia
i € S¥, entonces s’; es la columna i-ésima de la matriz identidad
n* x n¥). Finalmente, decimos que cada opcién en i € S tiene
asociado un coeficiente de congestion i; € Ry, y empleamos la
matriz diagonal H = diag(h,, hy, . .., hy) € R¥ para sintetizar
los coeficientes de congestion. Con base en este planteamiento,
los costos de congestion de las estrategias en S estan dados por

HZG"[Z sﬁ].

keP acAk

De esta forma, el objetivo de la poblacién k estd capturado por

T
min E sk E skl
k

(e (S

ac Ak

i.e., el objetivo es minimizar el costo de congestién percibido
por los agentes de la poblacion k. Cabe resaltar que (3) es un
problema de optimizacién entera, puesto que las variables de
decision {sk},c corresponden a vectores con elementos bina-
rios. Ademads, la funcién objetivo en (3) estd acoplada con las
decisiones de las demds poblaciones a través de los costos de
congestion. Por lo tanto, resolver (3) simultdneamente para to-
das las poblaciones es un reto dificil cuando el nimero de agen-
tes es grande.

Para resolver (3) empleando las dindmicas evolutivas estu-
diadas en este articulo, note que N*x* = ¥ sk, y que el
problema (3) puede ser reescrito equivalentemente para cada
poblacién k € P como

(V) G'TH DT GH (V).
keP

G'H Z Gt 3)

keP

min
xkeAk

Adicionalmente, definiendo CF = N*¥ VHGF , y reemplazando
min por max, obtenemos que (3) se puede reescribir equivalen-
temente para cada poblacién k € £ como

wk(xk’ X—k) — _xkT kT Z Chxk.
keP

“

max

xkeAk
En este punto se puede comprobar que la funcién de utilidad
Y*(-,-) definida en (4) satisface la Suposicién 2 con gk(x}) =
—C¥TCkxk, Por lo tanto, los resultados de la Seccién 3 pueden
emplearse para resolver juegos de congestién de la forma (3),
y bajo el escenario en el que los proveedores de pagos de las
multiples poblaciones estdn sujetos a restricciones de informa-
cién parcial. A continuacién presentamos un ejemplo de apli-
cacién préctica.

Coordinacion de carga de vehiculos eléctricos

Suponga que un conjunto de poblaciones de vehiculos
eléctricos buscan coordinar sus procesos de carga para reducir
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el impacto sobre la red de distribucién eléctrica. Mas precisa-
mente, cada vehiculo busca seleccionar un intervalo de tiempo
durante el cual cargard su bateria a una potencia constante da-
da, y el objetivo de cada vehiculo es seleccionar un intervalo
de tiempo que minimice el costo de congestion. Note que esto
es una decisién de alto nivel, la cual se podria integrar con un
segundo proceso de optimizacion en el que se computen poten-
cias de carga variables entre los vehiculos que han selecciona-
do el mismo intervalo de tiempo. Es decir, en un primer nivel
se resuelve el problema de congestion para repartir el conjunto
(grande) de vehiculos entre los intervalos de tiempo, y poste-
riormente para cada grupo de vehiculos que seleccionan el mis-
mo intervalo de tiempo se podria resolver un segundo problema
de optimizacién (empleando cualquier método apropiado) que
compute potencias de carga variables, y considere por ejemplo
los objetivos individuales de cada vehiculo, e.g., costos de de-
gradacion de bateria y precio de la energia.

En este contexto, el conjunto P representa las poblaciones
de vehiculos, los agentes que toman decisiones corresponden
a los controladores de carga de los vehiculos, y S representa
los posibles intervalos de tiempo entre los cuales los agentes
pueden escoger (por simplicidad tomamos S* = S, para todo
k € P). Adicionalmente, suponga que las distintas poblaciones
de vehiculos estan distanciadas geograficamente y por ende no
es practico implementar un proveedor de pagos global para to-
da la sociedad. Bajo este supuesto resulta atractivo emplear el
método distribuido de la Seccién 3.

A manera de ilustracion, consideramos el caso de cuatro
poblaciones de vehiculos y tres posibles franjas de carga, i.e.,
P =4y S ={1,2,3}. Para cada poblacion k € P, asumimos un
niimero aleatorio de vehiculos N* distribuido uniformemente
entre 1000 y 2000. Adicionalmente, suponemos que los cua-
tro proveedores de pagos se comunican entre si por medio de
una red dada por un grafo de ciclo dirigido con pesos unitarios.
Ademds, asumimos que los tiempos de revision de las estrate-
gias estdn caracterizados por relojes de Poisson con R = 157!,
Asi mismo, como pardmetros tomamos o =R/2, para todo k,
y B = mix;ep(N¥)?. Finalmente, los coeficientes de congestién
hy, hy, hs son generados aleatoriamente con base en una distri-
bucién uniforme entre 0 y 10.

En la Figura 2 se evidencia la evolucién temporal de la
métrica de desempeiio escogida

_ Ix@) —x7ll,

dX* = Terny owll ?
= %@ =l

la cual corresponde a la distancia Euclidiana (normalizada) al
NE del juego subyacente. En la gréfica superior de la Figura 2 se
considera el valor esperado del comportamiento de la sociedad
(dicho valor esperado se obtiene integrando numéricamente las
ecuaciones diferenciales en (1) y (2)). Por otro lado, en la grafi-
ca inferior de la Figura 2 se presenta el comportamiento exacto
de la sociedad finita de agentes para la instancia considerada
(este comportamiento se obtiene simulando explicitamente el
proceso de toma de decisiones de la Seccién 2.1 e integrando
numéricamente la ecuacién diferencial en (2)). En ambos casos
se evidencia la convergencia asintdtica al NE del juego pobla-
cional subyacente. Por otro lado, la Figura 3 evidencia la evo-
lucién temporal de la distribucion estratégica de una poblacién
particular seleccionada (k = 1). Aqui se puede evidenciar que
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la poblacién efectivamente llega a un punto de equilibrio, y que
la evolucién de la poblacién finita corresponde cercanamente al
valor esperado dado por el EDM de la Definicién 1.

10"
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10 T
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1072

104 T T T T T T

t [s]

Figura 2: Resultados de simulacién numérica para la instancia considerada. La
grafica superior considera el comportamiento en valor esperado de la sociedad
dado por el EDM de la Definicién 1, mientras que la gréfica inferior correspon-
de ala simulacién explicita del proceso de toma de decisiones de la Seccién 2.1.
Para ambas simulaciones se emplea el mismo x(0) € A generado aleatoriamente
y, sin perdida de generalidad, se establece q(0) = 02p4.

Figura 3: Evolucién temporal de la distribucion estratégica de la poblacién
k = 1. Las lineas solidas corresponden a la proporciones exactas de agentes
seleccionando cada una de las estrategias a lo largo del tiempo, mientras que
las lineas punteadas presentan el valor esperado (con base en el EDM) de las
proporciones correspondientes.

5. Conclusiones

En este articulo se ha revisitado el escenario de juegos po-
blacionales bajo restricciones de informacién parcial, y se han
aplicado los resultados disponibles a un caso de estudio en el
contexto de juegos de congestion de gran escala: la coordina-
cién de carga de vehiculos eléctricos. Adicionalmente, se ha
incorporado una saturacion a los protocolos de revision de los
agentes de manera que se pueda simplificar la aplicacion practi-
ca del método. Los trabajos futuros deberian extender los resul-
tados a juegos mds generales asi como a otras dindmicas evolu-
tivas y a redes de comunicacién variantes en el tiempo.
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