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Resumen

El estudio del crecimiento tumoral y su control representa uno de los desafios sociales mas relevantes en la actualidad. Se han
invertido numerosos esfuerzos en la modelizacién de este proceso y en la prediccion del comportamiento de las células tumorales
frente a diferentes farmacos. En este trabajo, se presenta un esquema de control predictivo estocdstico, basado en un modelo
matematico no lineal, que integra el tratamiento de quimioterapia y el crecimiento tumoral. Ademads, se consideran los efectos
secundarios que afectan al paciente al calcular una dosificacién 6ptima de farmacos, teniendo en cuenta la evolucién de parametros
especificos relacionados con el estado de salud del paciente, a pesar de la presencia de incertidumbre inherentes al proceso. Este
enfoque busca mejorar la eficacia del tratamiento y minimizar los efectos adversos asociados, proporcionando una estrategia mas
precisa y personalizada para combuatir el céncer. Los resultados obtenidos mediante la simulacion del tratamiento a lo largo de un
afio demuestran las ventajas de este esquema de control en la optimizacién del tratamiento de quimioterapia.

Palabras clave: Control predictivo, Control éptimo estocastico, Farmacocinética y administracion de farmacos, Control predictivo
no lineal

Modeling and stochastic control of tumor cell growth with chemotherapy using MPC
Abstract

The study of tumor growth and its control represents one of the most relevant social challenges today. Numerous efforts have
been dedicated to modeling this process and predicting the behavior of tumor cells in response to different drugs. This work
presents a stochastic predictive control scheme based on a nonlinear mathematical model, integrating chemotherapy treatment
and tumor growth. Furthermore, the secondary effects that impact the patient are considered when calculating an optimal drug
dosage, considering the evolution of specific parameters related to the patient’s health status, despite inherent uncertainties in the
process. This approach aims to improve treatment efficacy and minimize associated adverse effects, providing a more precise and
personalized strategy to combat cancer. The results obtained through one-year treatment simulations demonstrate the advantages of
this control scheme in optimizing chemotherapy treatment.

Keywords: Predictive control, Stochastic optimal control, Pharmacokinetics and drug delivery, Nonlinear predictive control

1. Introduccion nes indican que entre el 40 % y el 50 % de las personas podrian
sufrir algin tipo de céncer a lo largo de su vida en el préxi-
El cancer es una de las enfermedades mas comunes y su in- mo siglo, como lo mencionan Sasieni et al. (2011) y Smittenaar

cidencia puede aumentar en los proximos 20 afios hasta afectar et al. (2016). Las formas mds frecuentes de tratar esta enferme-
al menos a 30 millones de personas al afio en todo el mundo dad son la radioterapia (Allen et al., 2017), la inmunoterapia
(Sociedad Espafiola de Oncologia, 2020). Algunas proyeccio-
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(Cappuccio et al., 2007), los tratamientos quirtrgicos y la qui-
mioterapia (Gustafson y Page, 2013).

Este trabajo se enfoca especificamente en el uso de la qui-
mioterapia para eliminar las células tumorales en ratones. Esta
estrategia se caracteriza por ser no selectiva, es decir, el farma-
co utilizado afectard también a células sanas del organismo. Es
por ello que se han desarrollado herramientas matematicas y de
ingenieria como aporte en la lucha contra el cancer. Por ejem-
plo, un nimero significativo de estudios modelan el crecimien-
to tumoral mediante el uso de ecuaciones diferenciales ordina-
rias (EDOs). De acuerdo con Sharpe y Dobrovolny (2021), las
EDOs permiten realizar predicciones sobre el comportamiento
promedio del tumor, introduciendo un enfoque estocdstico en
el modelo matemadtico de la evolucién de la enfermedad. Otros
estudios como Padmanabhan et al. (2021) presentan un andlisis
detallado de diferentes tratamientos, estrategias y modelos ma-
temdticos biolégicos del cdncer; Piotrowska y Bodnar (2018)
modelan la interaccién entre el sistema inmunitario y las célu-
las tumorales.

Ademas del modelado matemaético, el uso de algoritmos de
control también puede ayudar a mejorar la efectividad en la ad-
ministracion de farmacos. Uno de los controladores mds po-
pulares es el Control Predictivo basado en Modelo (MPC, por
sus siglas en inglés). Esta estrategia de control, muy utilizada
en la industria, utiliza el modelo matemaético para predecir el
comportamiento futuro de un sistema y determinar la accién
de control 6ptima en tiempo real. Las aplicaciones del MPC se
pueden encontrar en diferentes campos del conocimiento, como
en gestion de existencias en farmacias hospitalarias (Ferndndez
et al., 2022) o aplicaciones propiamente médicas como Villa-
Tamayo et al. (2022) que hacen uso de un controlador MPC pa-
ra calcular la carga dptima de terapia con virus oncoliticos para
reducir el ndmero de células tumorales. Por otro lado, Wang
et al. (2021) aplican un modelado no paramétrico basado en
nicleos para obtener la respuesta de la frecuencia cardiaca en
un ejercicio en cinta de correr y combinan su uso con un con-
trolador MPC para automatizar dicha actividad fisica. En trata-
mientos oncoldgicos, algunos usos del MPC pueden encontrar-
se en Hensley et al. (2015), que calcula la dosis térmica a aplicar
en un tratamiento de cancer mediante calentamiento ultraséni-
co. También, Chareyron y Alamir (2009) aplican un MPC no
lineal y determinista, para calcular las dosis en un tratamien-
to combinado de quimioterapia e inmunoterapia. Otro ejemplo
es el modelo matemadtico no lineal de un tratamiento oncoldgi-
co de un ratén dado por (Chen et al., 2012), que hace uso del
Tamoxifeno (TM) como farmaco y modela los linfocitos como
indicador de los efectos secundarios del tratamiento

Un aspecto crucial en la seguridad y fiabilidad del trata-
miento reside en las posibles fuentes de incertidumbre que afec-
tan al proceso. Entre ellas, cabe destacar la introduccién del rui-
do propio de los sistemas de medicion. Es por esto que la me-
dicidn de las variables relacionadas con la evolucién del trata-
miento podrian comprometer el tratamiento, viéndose perjudi-
cada la salud y bienestar del paciente. En este sentido, un MPC
formulado bajo un esquema estandar determinista no considera
el comportamiento aleatorio de las variables del sistema.

Entre las técnicas de control predictivo para hacer frente a
incertidumbres destaca el uso del MPC con restricciones pro-
babilisticas (Chance-constraint MPC, CC-MPC). Este contro-
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lador estocdstico resulta de la combinacidn de las caracteristicas
del MPC, con la formulacién de las restricciones de probabili-
dad asociada a la incertidumbre (Schildbach y Morari, 2015).

La contribucién relevante de este articulo es la ampliacién
del modelo matemético no lineal dado por (Chen et al., 2012),
a un enfoque de control MPC estocastico considerando incerti-
dumbres en varias variables del proceso. Ello permite calcular
una dosificacion Optima para alcanzar la maxima reduccién del
tamafio del tumor, asegurando la seguridad del pacuente.

El resto del documento estd organiza de la siguiente mane-
ra: la Seccién 2 describe el modelo matematico empleado; en la
Seccidén 3 se formulan los controladores empleados en este es-
tudio, mientras en la Seccién 4 se lleva a cabo una comparacioén
de su comportamiento. Por dltimo, en la Seccién 5 se presentan
algunas conclusiones y trabajos futuros de investigacion.

2. Modelo Matematico

El modelo matemdtico empleado en este trabajo describe
diferentes aspectos de la evolucién y eliminacién de un tumor
genérico en un ratén: la farmacocinética del TM, el crecimien-
to tumoral y los posibles efectos secundarios del tratamiento. El
conjunto de ecuaciones matemadticas que conforman el modelo
han sido obtenidas del trabajo de Chen et al. (2012). Dicho es-
tudio emplea un MPC estdndar que hace uso de un estimador
basado en un horizonte deslizante.

La Figura 1 muestra el esquema de control utilizado, que
utiliza un CC-MPC como controlador. Es importante destacar
que las variables de salida del sistema son el tamafo total del
tumor (NN), las dos etapas finales de la metabolizacién de la qui-
mioterapia (X3, X3) y el nimero de linfocitos (C).

La principal fuente de incertidumbre del sistema viene dado
por el proceso de medida de las variables de salida; estos valo-
res fueron obtenidos también del trabajo de Chen et al. (2012):
o1 = 20 mm?, o, = 0,001 ug/mL, o3 = 0,001 pg/mL, and
o4 = 10°. Dichos valores son coherentes con otros trabajos
como (Chen et al., 2020; Schnell et al., 2002; Augustin et al.,
1994).

El proceso de crecimiento tumoral se halla dividido en tres
estados: X, es el volumen de células en estado de crecimiento,
X, se corresponde con el volumen de células en el estado de
sintesis del ADN vy, por dltimo, X,, representa el volumen de
células en el estado de mitosis.

. ) c)
X, (1) = —kg-Xg(t)~ln(m) + 2~km-Xm(t)-ln(W) "

— ki X, (1) (% + c%)
X(t) = —kyg-X5(1) + kg X, (1)-LN(?), 2)
Xon(t) = k- Xon(t)-LN(2) + ks-X(2), 3)
El volumen total puede calcularse como:
N(@) = Xo(1) + Xs(1) + X (2). “)

Nota 1. Todos los pardmetros del modelo completo y su signi-
ficado pueden encontrarse en Chen et al. (2012).

Es importante destacar, como detallan Bumroongsri y
Kheawhom (2015), que este modelo de crecimiento tumoral
combina matemadticamente las fases de quiesencia y crecimien-
to en X,, ademds de combinar la preparacién de la mitosis y
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Figura 1: Esquema del sistema en bucle cerrado.

la propia mitosisen X,,. Por otro lado, el modelo planteado por
Chen et al. (2012) para definir la farmacocinética del TM puede
definirse como:

Xo(1) = —ko1-Xo(1) + uc(1), 5
X1 (1) = —ki2-X1(2) + ko1-Xo(2), (6)
Xo(t) = =k Xo (1) — ko3-Xo (1) + k12X, (1), @)
X3(1) = —ku3-X3(1) + ko3- X2 (1), (3

donde u.(¢) es la dosis de TM que se le administra al ratén y
cuyo valor méaximo serd de 800 pg diarios. X3 serd el dltimo
metabolito del firmaco y se correspondera con la concentracion
de 4-hidroxitamoxifeno.

Por dltimo, como fue mencionado anteriormente, el modelo
matemadtico contempla algunos de los posibles efectos secunda-
rios de la quimioterapia. Es por ello que se estudiard el efecto
que tiene el farmaco sobre los linfocitos, C, una clase de células
del sistema inmunoldgico:

X o X3(0)

Vv

+b

C(1) = ac = Bc-C(1) - kc-C(t)-( ) ©)
Como medida de seguridad, tal y como es especificado por
Chen et al. (2012), la cantidad de este tipo de células nunca
deberia ser inferior al 40 % de su valor inicial. Es por ello que
cualquier estrategia de control que sea implementada debera re-
ducir lo mdximo posible el tumor, siempre y cuando la cantidad
de estas células inmunoldgicas estén por encima de esta restric-
cién.

3. Formulacion de los controladores

En esta seccién se introduce la formulacién del problema
de control basada en controladores predictivos, tanto en su ver-
sion estandar, como el CC-MPC. Estos controladores se han di-
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)

Incertidumbre (¥y)

seflado considerando el modelo no lineal presentado en la Sec-
cién 2. Dicho conjunto de ecuaciones ha sido discretizado con
un tiempo de muestreo de una hora y se define como:

xlk + 17 = f(x[k], ulk], 1),
ylk + 11 = h(x[k], ulk], £) + F[k].

(10)
an
Donde f(-) es la funcién del modelo no lineal, x[k] constituye
el vector de variables de estados del sistema y u[k] es la ac-
cién de control aplicada. Por otro lado, el conjunto de variables

controladas del sistema es y[k]. Estas variables x e y se definen
como:

x = [Xg Xs X C Xo X1 X2 X517,
y=[X:X;NCT".

Ademas, la restriccion en la variable de control, mencionada
anteriormente, se puede formular como:
0 < u.[k] < 800ug, (12)

Las restricciones en las variables de salida, segtin Chen et al.
(2012) y Pinho et al. (2013), se establecen como:

X5[k] > 0 pg/mL, (13a)
X3[k] = 0 ug/mL, (13b)
N[k] > 0 mm?, (13¢c)
C[k] > 4 x 10°. (13d)

Por tltimo, los controladores se han disefiado para reducir el ta-
mafio del tumor, mientras que intentan limitar los efectos secun-
darios del tratamiento. Para ello, la funcion de coste se define,
mediante

J(y[k]’ I/t[k]) = (yref _y[k])TRy(})ref _y[k]) + M[k]TQuM[k]a (14)
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donde y,s es el vector de referencias para las variables de sali-
das: 0 mm? para N[k], 0 ug/mL tanto en X, como X3 y 107 para
C[k]. Ademads, R, es la matriz de pesos para las sefiales de error
asociadas a cada salida (100, 107>, 1075 y 1, respectivamente) y
0, representa la matriz de pesos para la sefial de control, cuyo
valor es 0.1.

3.1. Formulacion del MPC estdndar

La formulacién del MPC consiste en minimizar la funcién
de coste a lo largo de un horizonte de prediccién (Np) en cada
instante de tiempo k. De esta manera, el problema de optimiza-
cién se define como:

k+Np—1

nin D T 0N, (15)

1=k

sujeto a (10)-(13). Ademads, u[k] es el primer elemento del vec-
tor de acciones de control 6ptimas u[k : k+N,—1], que se aplica
al sistema en el instante k mientras el resto de componentes se
descartan. Las variables de salida del sistema son actualizadas
y el problema de optimizacion se repite en el siguiente instante
de tiempo k + 1.

3.2.  Formulacion del CC-MPC

La idea principal del CC-MPC consiste en combinar res-
tricciones probabilisticas con los beneficios del MPC. Segin
esta estrategia, se asumen ciertos riesgos de violacién de res-
tricciones para poder formular las mismas en términos de sus
propiedades probabilisticas:

P[y[k] = Ymin)] = 1 =6, (16)

donde P[] es el operador probabilistico, yn;, €s un vector que
representa los valores minimos de las salidas del sistema y
(1 - 6,) constituye la probabilidad con la que las restricciones
deben ser cumplidas.

La incertidumbre que afecta a cada salida del sistema, y;,
con j € {1,2,3,4}, puede ser descrita a través de su funcién de
distribucién de probabilidad acumulada, ¢;. De esta forma, las
distintas restricciones probabilisticas pueden ser reformuladas
mediante sus equivalentes deterministicos, como:

P [yjlk] 2 Yoin) | 2 1 -6, &

P [hj(x[Kk], ulk1, ) + 51K 2 Ymin, | 2 1 -
P[5,[K1 > yin, — hy(xTk], ulk], ] > 1

P [5/TK] < Ymin, — hj(xlk], ulk], )] < 6, &

of (ymin‘,v — hj(x[k], ulk], t)) <oy &
Ymin,; — hj(x[k], ulk], 1) < ¢j‘.' (5y) s
hj(elkL, ulkl, 1) 2 Yin, + 65" (1-6,). (17)

Debe tenerse en cuenta que las distintas variables estocdsticas
han sido tratadas como funciones de distribuciones normales,
yvi = N(uj, 0'?), con una media y desviacion tipica (u; y o,
respectivamente).

Por tanto, el problema de optimizacién para el CC-MPC se
formula como sigue:

k+Np—1
iy 2 BU O], (18)

sujeto a (10)-(13) y (19).

-6y). Vie(l,2,3,4), (19
Vi€ [k k+Ny—1].

Vil 2 ymin, + 67" (1

En la Ecuacién (18), el operador E[-] representa el valor es-
perado de la funcién objetivo de la Ecuacidn (14).

4. Resultados

Para comprobar la efectividad del controlador CC-MPC, se
han disefiado tres tipos de tratamiento, a efectos de hacer un
estudio comparativo entre ellos. Todos consistiran en la simula-
cion, durante un aflo, de un tratamiento oncoldgico, haciéndose
uso del modelo no lineal presentado en la Seccion 2. Estos tres
escenarios serdn los siguientes:

= Administracién diaria, en bucle abierto, de 750 ug de TM
(25 mg/kg segin DeGregorio et al. (1987)).

= Tratamiento basado en la dosificacion de TM marcado
por un MPC esténdar.

= Administracién del farmaco con un CC-MPC con un
10 % de riesgo de violacién de restricciones.

Ambos controladores predictivos tienen un horizonte de predic-
cién de N, = 7 dias.

Por otro lado, se han definido distintos pardmetros de rendi-
miento (PR) para poder realizar una comparativa entre los dis-
tintos casos:

s PR,: Tamaifio final del tumor.
= PR,: Dosis total de TM administrada.
= PR;: Nuamero final medio de linfocitos.

= PR,: Cociente entre el volumen de N(¢) eliminado por
mg de TM administrado.

= PRs: Numero medio de linfocitos por debajo de la res-
triccién por hora de tratamiento.

La Tabla 1 muestra los valores medios (ﬁ) y su desviacion
estandar (PR) para cada PR, luego de haber llevado a cabo 1000
simulaciones para los tres casos de estudio. Dentro de estos re-
sultados es especialmente interesante ver como el tratamiento
tradicional en bucle abierto consigue la mayor reduccién del
tamafio del tumor (PR;), a cambio de un mayor incumplimien-
to de la restriccidn relacionada con los efectos secundarios del
tratamiento (PR3 y PRs). Esto queda también de manifiesto a
través de la Figura 2a. También puede comprobarse cdmo, aun-
que aumenta la seguridad del tratamiento frente al primer caso,
el MPC estandar sigue incumpliendo la restriccién asociada a
los linfocitos. El Gnico caso en el que se consigue un tratamien-
to seguro, desde el punto de vista del efecto secundario consi-
derado, es el CC-MPC. En efecto, este controlador nunca llega
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Tabla 1: Comparativa de los distintos controladores a través de sus PRs.

Controlador PR, (PR;) mm® PR, (PR,) mg PR; (PR3)
Bucle abierto 96,13 (10,07) 273,75 (0) 3,44 -10°(5-10%)
MPC 160,27 (10,09) 223,45(1,01) 4,07 -10°(6 - 10%)
CC - MPCs,-10% 264,42 (10,12) 176,41 (0,79) 474 .10°(6 - 10%)
Controlador PR, (PRy) mm®/mg PRs (PRs)h™! Evaluacién
Bucle abierto 3,303 (0,038) 3,78 - 10° (9 - 10%) | Restriccién incumplida
MPC 3,758 (0,046) 1,41-10%(1,5- 10%) | Restriccién incumplida
CC - MPCs,-10% 4,167 (0,059) 0(0) Restriccién cumplida

a incumplir la restriccién a pesar de la presencia de las incerti-
dumbres de medida de las variables de salidas del sistema. Bajo
este esquema, también se logra una mayor eficiencia del farma-
co administrado, tal como refleja PR4; ademas, es el que hace
uso de una menor cantidad de fairmaco en términos absolutos
como cuantifica PR;.

La Figura 2 representa la evolucién promedio de los linfo-
citos a lo largo del afo de tratamiento para 100 simulaciones de
cada caso. Estas graficas muestran cémo el tratamiento conven-
cional (Figura 2a) incumple, incluso en los casos mas optimis-
tas, la restriccién del 40 %. En el caso del MPC estandar (Figura
2b), se mejora el tratamiento desde el punto de vista de los efec-
tos secundarios, aunque sigan existiendo algunas violaciones de
la restriccion. Por dltimo, en la Figura (2c) se evidencia que el
uso de un CC-MPC permite implementar un ciclo de quimiote-
rapia seguro, donde el nimero de linfocitos es siempre superior
al 40 % del valor inicial.

5. Conclusiones

Los resultados presentados demuestran como el CC-MPC
consigue mejorar el tratamiento, haciendo un balance entre la
reduccién del tumor y el nimero de linfocitos. Esto mejorara la
seguridad del tratamiento y reducird las probabilidades de que
el paciente desarrolle complicaciones médicas asociadas a la
inmunodepresion asociada al tratamiento oncolégico.

Es importante destacar que cualquier avance en el campo
de la automatizacién oncoldgica requiere, también, de estudios
que avancen en el modelado matemético de sistemas bioldgi-
cos. Con ello, se podrdn mejorar los tratamientos, pudiendo lle-
gar a implementar ciclos de quimioterapia personalizados a ca-
da paciente.
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Figura 2: Cumplimiento de la restriccién para cada estrategia de control.
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