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C o m pl e x i n di c at or s b a s e d o n  m or e t h a n o n e v ari a bl e pl a y a n i m p ort a nt r ol e i n p u bli c st ati sti c s.

F or a fi nit e p o p ul ati o n, p artiti o n e d i n d o m ai n s or s m all ar e a s, e x a m pl e s of s u c h i n di c at or s ar e t h e

r ati o s of d o m ai n  m e a n s or t h e d o m ai n  m e a n s of r ati o s. I n t h e fir st c a s e,  w e  m a y h a v e t h e q u oti e nt

b et w e e n t h e  m e a n a n n u al e x p e n dit ur e o n f o o d of t h e h o u s e h ol d s fr o m a gi v e n t errit or y a n d t h e

c orr e s p o n di n g  m e a n a n n u al e x p e n dit ur e o n all it e m s of e x p e n dit ur e. I n t h e s e c o n d c a s e,  w e h a v e

t h e d o m ai n  m e a n of t h e pr o p orti o n s of a n n u al h o u s e h ol d e x p e n dit ur e s u s e d f or f o o d.

T hi s i s a n o p e n a c c e s s arti cl e u n d er t h e t er m s of t h e  Cr e ati v e  C o m m o n s  Attri b uti o n- N o n C o m m er ci al  Li c e n s e,  w hi c h p er mit s u s e,

di stri b uti o n a n d r e pr o d u cti o n i n a n y  m e di u m, pr o vi d e d t h e ori gi n al  w or k i s pr o p erl y cit e d a n d i s n ot u s e d f or c o m m er ci al p ur p o s e s.
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1 7 0 0 E S T E B A N e t  a l.

O n e  w a y t o e sti m at e a r ati o of d o m ai n  m e a n s i s t o e sti m at e t h e n u m er at or a n d d e n o mi n at or

s e p ar at el y a n d i n d e p e n d e ntl y a n d s u b stit ut e i n it s e x pr e s si o n.  T hi s a p pr o a c h l e a d s t o t h e u s e of

pl u g-i n e sti m at or s,  w hi c h h a v e t h e pr o bl e m of b ei n g bi a s e d e v e n t h o u g h t h eir c o m p o n e nt s ar e

u n bi a s e dl y e sti m at e d.  T h er e ar e t w o a d diti o n al i n c o n v e ni e n c e s.  T h e fir st o n e i s n ot c o n si d eri n g

t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e v ari a bl e s t h at i nt er v e n e i n t h e d efi niti o n of t h e p o p ul ati o n p ar a m e-

t er s of t h e r ati o t y p e.  T h e s e c o n d o n e i s t h at t h e a s y m pt oti c pr o p ert y of u n bi a s e d n e s s c a n n ot b e

a s s u m e d f or e sti m at or s of d o m ai n i n di c at or s if s a m pl e si z e s ar e s m all.

F or e sti m ati n g d o m ai n  m e a n s of h o u s e h ol d s r ati o s of f o o d e x p e n dit ur e, a s  w ell a s f or ot h er

n o nli n e ar bi v ari at e p ar a m et er s, t h e st ati sti c al lit er at ur e pr e s e nt s f e w  m o d el- b a s e d c o ntri b uti o n s.

F or c o v eri n g t hi s g a p,  Er ci ul e s c u et al. ( 2 0 1 8 ) g a v e a n i nt er e sti n g pr o p o s al.  T h e y di s c u s s e d s o m e

m et h o d s of a p pl yi n g b e n c h m ar ki n g c o n str ai nt s t o a tri pl et ( n u m er at or, d e n o mi n at or, r ati o), at

m ulti pl e st a g e s of a g gr e g ati o n,  w h er e t h e d e n o mi n at or a n d t h e r ati o ar e  m o d el e d a n d t h e n u m er a-

t or i s d eri v e d.  T hi s  m a n u s cri pt f oll o w s a diff er e nt a p pr o a c h b y i ntr o d u ci n g pr e di ct or s of r ati o-t y p e

d o m ai n i n di c at or s b a s e d o n u nit-l e v el bi v ari at e  m o d el s.

S m all ar e a e sti m ati o n ( S A E) gi v e s st ati sti c al  m et h o d ol o g y t o e sti m at e p ar a m et er s of p o p ul a-

ti o n s u b s et s, c all e d d o m ai n s or s m all ar e a s.  T h e  w or d “s m all ” r ef er s t o s a m pl e si z e a n d n ot t o

p o p ul ati o n si z e.  T o o v er c o m e t h e pr o bl e m of h a vi n g a s m all s a m pl e si z e i n a d o m ai n, S A E c o m-

pl e m e nt s t h e d at a of t h e t ar g et v ari a bl e  wit h d at a of a u xili ar y v ari a bl e s, i nf or m ati o n t a k e n fr o m

ot h er d o m ai n s a n d c orr el ati o n str u ct ur e s.  All t hi s c a n b e d o n e b y fitti n g  m o d el s t o t h e a v ail a bl e

d at a f or t h e e ntir e p o p ul ati o n a n d b uil di n g e sti m at or s b a s e d o n t h e s el e ct e d  m o d el.  T hi s i s t h e

u nit-l e v el  m o d el- b a s e d a p pr o a c h.  Alt er n ati v el y,  m o d el s c a n b e u s e d f or a g gr e g at e d d at a a n d t h e n

i nf er e nti al pr o c e d ur e s ar e b a s e d o n ar e a-l e v el  m o d el s.

T hi s p a p er d efi n e s d o m ai n p ar a m et er a s a f u n cti o n of t h e v al u e s t a k e n b y o n e or  m or e o bj e c-

ti v e v ari a bl e s i n all u nit s of t h e p o p ul ati o n.  T h e  m at h e m ati c al e x pr e s si o n (f or m ul a) of a d o m ai n

p ar a m et er i s t h er ef or e r el e v a nt. If t h e t ar g et v ari a bl e s ar e c o nti n u o u s, t h e n it i s p o s si bl e t o e sti-

m at e li n e ar d o m ai n p ar a m et er s  wit h e m piri c al b e st li n e ar u n bi a s e d pr e di ct or s ( E B L U P) b a s e d

o n li n e ar  mi x e d  m o d el s ( L M M).  H o w e v er, d o m ai n p ar a m et er s ar e oft e n n o nli n e ar or d efi n e d b y

n o n- c o nti n u o u s t ar g et v ari a bl e s. I n t h o s e c a s e s, it i s q uit e c o m m o n t o e sti m at e d o m ai n p ar a m-

et er s  wit h e m piri c al b e st ( or  B a y e s) pr e di ct or s ( E B P) b a s e d o n  L M M s or o n g e n er ali z e d  L M M s

( G L M M).  T hi s p a p er d e al s  wit h t h e e sti m ati o n of d o m ai n p ar a m et er s t h at ar e n o nli n e ar f u n c-

ti o n s of t w o c o nti n u o u s v ari a bl e s a n d p ut s s p e ci al e m p h a si s i n t h e e sti m ati o n of r ati o s of d o m ai n

m e a n s a n d d o m ai n  m e a n s of r ati o s.

A s t h e d o m ai n p ar a m et er s of i nt er e st d e p e n d o n s e v er al t ar g et v ari a bl e s, t h e u s e of  m ulti-

v ari at e  m o d el s i s r e c o m m e n d e d. Si n c e t h e fir st  w or k s of  F a y ( 1 9 8 7 ),  D att a et al. (1 9 9 1 , 1 9 9 9 ),

t h e st ati sti c al lit er at ur e c o nt ai n s s o m e a p pli c ati o n s of t h e s e  m o d el s t o t h e S A E s et u p.  C o n c er n-

i n g ar e a-l e v el  m ulti v ari at e  m o d el s,  M oli n a et al. (2 0 0 7 ),  L ó p e z- Vi z c aí n o et al. (2 0 1 3 , 2 0 1 5 ) a n d

E st e b a n et al. ( 2 0 2 0 ) d eri v e d pr e di ct or s f or t ot al s of e m pl o y e d a n d u n e m pl o y e d p e o pl e a n d

f or u n e m pl o y m e nt r at e s b a s e d o n  m ulti n o mi al-l o git or c o m p o siti o n al  mi x e d  m o d el s.  M or al e s

et al. ( 2 0 1 5 ), P ort er et al. (2 0 1 5 ),  B e n a v e nt a n d  M or al e s (2 0 1 6 , 2 0 2 1 ) or  Ari m a et al. (2 0 1 7 ) st u di e d

t h e pr o bl e m of e sti m ati n g p o v ert y i n di c at or s, i n cl u di n g t h e n o nli n e ar p o v ert y g a p.  M ar c h etti a n d

S e c o n di ( 2 0 1 7 ) a n d  U b ai dill a h et al. (2 0 1 9 ) e sti m at e d h o u s e h ol d c o n s u m pti o n e x p e n dit ur e s b y

a p pl yi n g  F a y- H erri ot  m o d el s.  Er ci ul e s c u a n d  O p s o m er ( 2 0 1 9 ) pr e di ct e d e m pl o y e e c o m p e n s ati o n

c o m p o n e nt s b y u si n g a hi er ar c hi c al  B a y e s bi v ari at e  F a y- H erri ot  m o d el s.

C o n c er ni n g u nit-l e v el  m ulti v ari at e  m o d el s,  F ull er a n d  H art er ( 1 9 8 7 ) i ntr o d u c e d t h e  m ulti v ari-

at e n e st e d err or r e gr e s si o n ( N E R)  m o d el a n d  D att a et al. ( 1 9 9 8 ) a p pli e d t hi s  m o d el t o hi er ar c hi c al

B a y e s pr e di cti o n of s m all ar e a  m e a n v e ct or s.  F or a n al y zi n g u nit-l e v el  m ulti v ari at e d at a i n S A E,

N g ar u y e et al. ( 2 0 1 7 ), It o a n d  K u b o k a w a (2 0 2 1 ) a n d  E st e b a n et al. (2 0 2 2 ) g a v e E B L U Ps of d o m ai n
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 0 1

m e a n s a n d t ot al s t o tr e at pr o bl e m s of r e p e at e d  m e a s ur e s, p o st e d l a n d pri c e s, a n d e x p e n dit ur e d at a,

r e s p e cti v el y.  F urt h er m or e,  Er ci ul e s c u et al. ( 2 0 1 9 ) e m pl o y e d a bi v ari at e hi er ar c hi c al  B a y e si a n

u nit-l e v el  m o d el f or e sti m ati n g cr o pl a n d c a s h r e nt al r at e s at t h e c o u nt y l e v el.

O n t h e ot h er h a n d, t h e  E B Ps ar e  wi d el y e m pl o y e d  w h e n t h e d o m ai n p ar a m et er s of i nt er e st

ar e n o nli n e ar. Si n c e t h e fir st  w or k s of Ji a n g a n d  L a hiri ( 2 0 0 1 ) a n d Ji a n g (2 0 0 3 ),  w h er e  E B Ps of

f u n cti o n s of fi x e d eff e ct s a n d s m all- ar e a- s p e cifi c r a n d o m eff e ct s  w er e d e v el o p e d u n d er  G L M M s,

s o m e a ut h or s h a v e e xt e n d e d t h eir pr o c e d ur e s a n d a p pli e d  E B Ps i n t h e S A E c o nt e xt.  F or e x a m pl e,

B o u b et a et al. ( 2 0 1 6 , 2 0 1 7 ) a n d  H o b z a a n d  M or al e s (2 0 1 6 );  H o b z a et al. (2 0 1 8 ) d eri v e d  E B Ps of

s m all ar e a p o v ert y pr o p orti o n s b a s e d o n ar e a-l e v el P oi s s o n  mi x e d  m o d el s a n d u nit-l e v el l o git

mi x e d  m o d el s, r e s p e cti v el y.  Er ci ul e s c u a n d  F ull er ( 2 0 1 6 ) i ntr o d u c e d pr e di ct or s u n d er alt er n ati v e

s p e cifi c ati o n s of g e n er ali z e d  mi x e d  m o d el s.  Er ci ul e s c u a n d  F ull er ( 2 0 1 8 ) c o n str u ct e d b o ot str a p

pr e di cti o n i nt er v al s f or s m all ar e a  m e a n s fr o m u nit-l e v el n o nli n e ar  m o d el s.  M ari n o et al. ( 2 0 1 9 )

a n d  H o b z a et al. ( 2 0 2 0 ) pr o p o s e d  E B Ps u n d er s e mi- p ar a m etri c a n d p ar a m etri c u nit-l e v el  G L M M s.

C h a n dr a et al. ( 2 0 1 7 , 2 0 1 8 ) a n d  C h a n dr a a n d S al v ati (2 0 1 8 ) i ntr o d u c e d S A E pr e di ct or s of s p a-

ti all y c orr el at e d c o u nt d at a.  T or a bi (2 0 1 9 ) pr o p o s e d a cl a s s of s p ati al  G L M M s t o o bt ai n s m all

ar e a pr e di ct or s of e s o p h a g e al c a n c er pr e v al e n c e.  T hi s u n c o m pl et e li st of c o ntri b uti o n s h o w s t h e

hi g h i m p a ct t h at t h e  E B P a p pr o a c h h a s i n S A E.  W e r ef er t o  R a o a n d  M oli n a ( 2 0 1 5 ) or t o M or al e s

et al. ( 2 0 2 1 ) f or a  m or e c o m pl et e li st of r ef er e n c e s.

B a s e d o n t h e  N E R  m o d el, t h e s e mi n al p a p er of  M oli n a a n d  R a o ( 2 0 1 0 ) i ntr o d u c e d t h e b a si c

t h e or y f or c al c ul ati n g  E B Ps of d o m ai n n o nli n e ar p ar a m et er s, d e p e n di n g o n o n e c o nti n u o u s t ar g et

v ari a bl e, u n d er u nit-l e v el  L M M s.  M oli n a et al. ( 2 0 1 4 ) a n d  G u a d arr a m a et al. (2 0 1 6 ) a s s u m e d t h at

a tr a n sf or m ati o n of t h e st u d y v ari a bl e f oll o w s a  N E R  m o d el.  T h eir r e s ult s  w h er e l at er e xt e n d e d

t o t h e t w o-f ol d  N E R  m o d el b y  M ar h u e n d a et al. (2 0 1 7 ), t o l o g- n or m al  m o d el s b y  M oli n a, a n d

M artí n ( 2 0 1 8 ), t o d at a- dri v e n tr a n sf or m ati o n s b y  R oj a s- P erill a et al. (2 0 2 0 ) a n d t o t o u nit-l e v el

mi x e d  m o d el s  wit h s k e w e d di stri b uti o n s b y  Gr af et al. ( 2 0 1 9 ) a n d  Di all o a n d  R a o (2 0 1 8 ).  H o w e v er,

t h e st ati sti c al lit er at ur e h a s n ot y et tr e at e d t h e pr o bl e m of c o n str u cti n g  E B Ps, b a s e d o n bi v ari at e

N E R  m o d el s, f or e sti m ati n g d o m ai n n o nli n e ar p ar a m et er s d efi n e d b y t w o c o nti n u o u s v ari a bl e s.

T h e n e w b e st pr e di ct or s ar e u n bi a s e d u n d er t h e di stri b uti o n of t h e s el e ct e d  m o d el.  T hi s i s t h e

m ai n c o ntri b uti o n of t hi s p a p er.

B y f oll o wi n g  G o n z ál e z- M a nt ei g a et al. ( 2 0 0 7 , 2 0 0 8 ), t hi s arti cl e i ntr o d u c e s a p ar a m etri c b o ot-

str a p pr o c e d ur e f or e sti m ati n g t h e  m e a n s q u ar e d err or s ( M S E) of t h e  E B Ps.  A s t h e o pti m alit y

pr o p erti e s of t h e b e st pr e di ct or s  mi g ht n ot h ol d f or  E B Ps  w h e n t h e n u m b er of d o m ai n s a n d t h e

d o m ai n s a m pl e si z e s ar e s m all, a n e m piri c al r e s e ar c h i s c arri e d o ut. I n a d diti o n t o t h e  m at h-

e m ati c al d e v el o p m e nt s,  M o nt e  C arl o si m ul ati o n s e m piri c all y i n v e sti g at e s t h e pr o p erti e s of t h e

E B Ps a n d t h e c orr e s p o n di n g  M S E e sti m at or s.  Fi n all y, t h e n e w st ati sti c al  m et h o d ol o g y i s a p pli e d

t o d at a fr o m t h e 2 0 1 6 S p a ni s h  H o u s e h ol d  B u d g et S ur v e y ( S H B S).  T h e t ar g et i s t o e sti m at e  m e a n s

of r ati o s a n d r ati o s of  m e a n s of f o o d e x p e n dit ur e s i n S p a ni s h h o u s e h ol d s at t h e pr o vi n c e l e v el.

B ot h i n di c at or s ar e e m pl o y e d i n  m a cr o- a n d  mi cr o- e c o n o mi c st u di e s, r e s p e cti v el y.

T h e p a p er d eri v e s st ati sti c al  m et h o d ol o g y f or S A E u n d er t h e u nit-l e v el  m o d el- b a s e d a p pr o a c h.

T hi s i s t o s a y, it a s s u m e s t h e pr e di cti o n t h e or y f or fi nit e p o p ul ati o n i nf er e n c e. S e e f or e x a m pl e,  V al-

li a nt et al. (2 0 0 0 ) f or a d e s cri pti o n of t hi s t h e or y.  T h er ef or e, t hi s p a p er d o e s n ot t a k e i nt o a c c o u nt

t h e s a m pli n g d e si g n di stri b uti o n a n d r el at e d i s s u e s i n t h e d eri v ati o n of t h e pr e di ct or s a n d i n t h e

st u d y of t h eir pr o p erti e s.  T h e pr o p o s e d st ati sti c al  m et h o d ol o g y i s b a s e d o n a bi v ari at e  N E R  m o d el,

w h er e t h e err or t er m i s n or m all y di stri b ut e d.  Li k e  m a n y ot h er S A E  m et h o d s, o ur pr o p o s al f ol-

l o w s t h e p ar a m etri c st ati sti c al i nf er e n c e a p pr o a c h.  T h at h a s a d v a nt a g e s a n d di s a d v a nt a g e s.  T h e

a d v a nt a g e i s t h at  w e i ntr o d u c e a pr e di ct or  wit h o pti m alit y pr o p erti e s u n d er t h e a s s u m pti o n t h at
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1 7 0 2 E S T E B A N e t  a l.

t h e a s s u m e d h y p ot h e s e s ar e f ulfill e d.  T h e dr a w b a c k i s t h at t h e s e h y p ot h e s e s ar e n ot al w a y s f ul-

fill e d i n pr a cti c e.  T h er ef or e, it i s n e c e s s ar y t o  m a k e a di a g n o si s of t h e  m o d el b ef or e a c c e pti n g it

a s a  w or ki n g t o ol t o c al c ul at e pr e di ct or s of s m all ar e a p ar a m et er s.

T h e r e st of t h e p a p er i s or g a ni z e d a s f oll o w s. S e cti o n 2 i ntr o d u c e s t h e bi v ari at e  N E R  m o d el.

S e cti o n 3 d eri v e s t h e  E B Ps of a d diti v e a n d n o n a d diti v e d o m ai n p ar a m et er s, i n cl u di n g pr e di ct or s

of d o m ai n r ati o s. S e cti o n 4 d e s cri b e s a p ar a m etri c b o ot str a p pr o c e d ur e t o e sti m at e  M S E s of t h e

i ntr o d u c e d pr e di ct or s. S e cti o n 5 c arri e s o ut si m ul ati o n e x p eri m e nt s t o i n v e sti g at e t h e b e h a vi or of

t h e pr e di ct or s of r ati o-t y p e d o m ai n p ar a m et er s a n d t h e  M S E e sti m at or s. S e cti o n 6 gi v e s a n ill u str a-

ti v e a p pli c ati o n t o d at a fr o m t h e S H B S of 2 0 1 6,  w h er e t h e t ar g et i s t h e S A E of  m e a n s of r ati o s a n d

r ati o s of  m e a n s of h o u s e h ol d a n n u al f o o d e x p e n dit ur e s b y pr o vi n c e s. S e cti o n 7 s u m m ari z e s s o m e

c o n cl u si o n s.  W e gi v e  D at a S 1 wit h s e v er al a p p e n di c e s.  A p p e n di x  A gi v e s alt er n ati v e  m at h e m ati c al

d eri v ati o n s f or t h e b e st pr e di ct or s of r a n d o m eff e ct s.  A p p e n di c e s  B a n d  C c o nt ai n c o m pl e m e nt ar y

si m ul ati o n r e s ult s.  A p p e n di c e s  D,  E, a n d  F pr e s e nt f urt h er i n si g ht s o n t h e a p pli c ati o n t o r e al d at a.

2 T H E  M O D E L

L et U b e a p o p ul ati o n of si z e N p artiti o n e d i nt o D d o m ai n s or ar e a s U 1 ,… , U D of si z e s N 1 ,… , N D

r e s p e cti v el y.  L et N =
∑ D

j= 1 N d b e t h e gl o b al p o p ul ati o n si z e.  L et y dj = ( y dj 1 , y dj 2 )′ b e a v e ct or of

c o nti n u o u s v ari a bl e s  m e a s ur e d o n t h e s a m pl e u nit j of d o m ai n d , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d . F or

k = 1 , 2, l et x dj k = ( x dj k 1 ,… , x dj k p k
) b e a r o w v e ct or c o nt ai ni n g p k e x pl a n at or y v ari a bl e s a n d l et

X dj = di a g
(
x dj 1 , x dj 2

)
2 × p

wit h p = p 1 + p 2 . L et 𝛽 k b e a c ol u m n v e ct or of si z e p k c o nt ai ni n g r e gr e s-

si o n p ar a m et er s a n d l et 𝛽 =
(
𝛽 ′

1 , 𝛽′
2

) ′

p × 1
.  T h e p o p ul ati o n h o m o s c e d a sti c bi v ari at e  N E R ( B N E R)

m o d el a s s u m e s t h at

y dj = X dj 𝛽 + u d + e dj , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d . ( 1)

w h er e t h e v e ct or s of r a n d o m eff e ct s { u d } a n d r a n d o m err or s { e dj } ar e i n d e p e n d e nt  wit h  m ulti-

v ari at e di stri b uti o n s

u d ∼ N 2 (0 , V u d ), e dj ∼ N 2 (0 , V e dj ),

a n d v ari a n c e- c o v ari a n c e  m atri c e s t h at d o n ot v ar y  wit h u nit s or d o m ai n s, t h at i s,

V u d =

(
𝜎 2

u 1 𝜌 u 1 2 𝜎 u 1 𝜎 u 2

𝜌 u 1 2 𝜎 u 1 𝜎 u 2 𝜎 2
u 2

)

, V e dj =

(
𝜎 2

e 1 𝜌 e 1 2 𝜎 e 1 𝜎 e 2

𝜌 e 1 2 𝜎 u 1 𝜎 e 2 𝜎 2
e 2

)

,

wit h p ar a m et er s 𝜃 1 = 𝜎 2
u 1 , 𝜃 2 = 𝜎 2

u 2
, 𝜃 3 = 𝜌 u 1 2 , 𝜃 4 = 𝜎 2

e 1 , 𝜃 5 = 𝜎 2
e 2

a n d 𝜃 6 = 𝜌 e 1 2 . L et Im b e t h e m × m

i d e ntit y  m atri x.  W e d efi n e t h e 2N d × 1 v e ct or s a n d t h e 2 N d × p a n d 2 N d × 2  m atri c e s

y d = c ol
1 ≤ j≤ N d

(y dj ), e d = c ol
1 ≤ j≤ N d

(e dj ), X d = c ol
1 ≤ j≤ N d

(X dj ), Z d = c ol
1 ≤ j≤ N d

(I2 ).

M o d el ( 1 ) c a n b e  writt e n i n t h e d o m ai n-l e v el f or m

y d = X d 𝛽 + Z d u d + e d , d = 1 ,… , D , ( 2)
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 0 3

w h er e u d ∼ N 2 (0 , V u d ), e d ∼ N 2 N d
(0 , V e d ) ar e i n d e p e n d e nt a n d V e d = di a g

1 ≤ j≤ N d

(V e dj ). W e d efi n e t h e

2 N × 1 a n d 2 D × 1 v e ct or s a n d t h e 2 N × p a n d 2 N × 2 D m atri c e s

y = c ol
1 ≤ d ≤ D

(y d ), e = c ol
1 ≤ d ≤ D

(e d ), u = c ol
1 ≤ d ≤ D

(u d ), X = c ol
1 ≤ d ≤ D

(X d ), Z = di a g
1 ≤ d ≤ D

(Z d ).

M o d el ( 1 ) c a n b e  writt e n i n t h e li n e ar  mi x e d  m o d el f or m

y = X 𝛽 + Z u + e . ( 3)

w h er e u ∼ N 2 D (0 , V u ), e ∼ N 2 N (0 , V e d ) ar e i n d e p e n d e nt, V u = di a g
1 ≤ d ≤ D

(V u d ) a n d V e = di a g
1 ≤ d ≤ D

(V e d ).

A s t hi s p a p er a s s u m e s t h e pr e di cti o n t h e or y,  w h er e t h e o nl y s o ur c e of r a n d o m n e s s c o m e s fr o m

t h e di stri b uti o n of v e ct or y , d eri v e d fr o m  m o d el (3 ), t h e i nf er e n c e i s c arri e d o ut b a s e d o n a fi x e d

s u b s et ( c all e d s a m pl e), s, of t h e fi nit e p o p ul ati o n U . L et s = ∪ D
d = 1

sd a n d r = ∪ D
d = 1

r d , wit h s ∩ r = ∅

a n d s ∪ r = U , d e n ot e t h e s u b s et s c o nt ai ni n g t h e “s a m pl e ” a n d “ o ut- of- s a m pl e ” u nit s.  L et y s a n d

y ds b e t h e s u b v e ct or s of y a n d y d c orr e s p o n di n g t o s a m pl e el e m e nt s a n d y r a n d y dr t h e s u b v e ct or s

of y a n d y d c orr e s p o n di n g t o t h e o ut- of- s a m pl e el e m e nt s.  Wit h o ut l a c k of g e n er alit y,  w e c a n  writ e

y d =
(
y ′

ds
, y ′

dr

) ′
.  D efi n e al s o t h e c orr e s p o n di n g d e c o m p o siti o n s of X d , Z d , V e d a n d V d .

A s  w e a s s u m e t h at s a m pl e i n d e x e s ar e fi x e d, t h e s a m pl e s u b v e ct or s y ds f oll o w t h e  m ar gi n al

m o d el s d eri v e d fr o m t h e p o p ul ati o n  m o d el ( 2 ), t h at i s,

y ds = X ds 𝛽 + Z ds u d + e ds , d = 1 ,… , D ,

w h er e u d ∼ N 2 (0 , V u d ), e ds ∼ N 2 n d
(0 , V e d ,s ) ar e i n d e p e n d e nt a n d V e d ,s = di a g

1 ≤ j≤ n d

(V e dj ). F or d = 1 ,… , D ,

t h e v e ct or s y ds ar e i n d e p e n d e nt  wit h y ds ∼ N n d
(𝛽 ds , V ds ), 𝛽 ds = X ds 𝛽 , V ds = Z ds V u d Z ′

ds
+ V e d ,s . W h e n

t h e v ari a n c e c o m p o n e nt p ar a m et er s ar e k n o w n, t h e b e st li n e ar u n bi a s e d e sti m at or ( B L U E) of 𝜎

a n d t h e b e st li n e ar u n bi a s e d pr e di ct or ( B L U P) of u d , d = 1 ,… , D , ar e

̂𝜌 B = ( X ′
s V

− 1
s X s )

− 1 X ′
s V

− 1
s y s , û B d = V u d Z ′

ds
V − 1

ds

(
y ds − X ds

̂𝜎 B

)
. ( 4)

T hi s p a p er e sti m at e s t h e  m o d el p ar a m et er s b y u si n g t h e r e si d u al  m a xi m u m li k eli h o o d ( R E M L)

m et h o d. S e e e. g.  M c C ull o c h et al. ( 2 0 0 8 ) f or a d e s cri pti o n of t hi s  m et h o d a n d  E st e b a n et al. (2 0 2 0 )

f or t h e d eri v ati o n of t h e u p d ati n g e q u ati o n of t h e  Fi s h er- s c ori n g al g orit h m t h at c al c ul at e s t h e

R E M L e sti m at or s of t h e  B N E R  m o d el.  B y s u b stit uti n g p ar a m et er s b y  R E M L e sti m at or s i n ( 4 ), t h e

e m piri c al  B L U E a n d  B L U P ar e o bt ai n e d.

T h e o ut- of- s a m pl e s u b v e ct or s y dr f oll o w t h e  m ar gi n al  m o d el s d eri v e d fr o m t h e p o p ul ati o n

m o d el ( 2 ), t h at i s,

y dr = X dr 𝜎 + Z dr u d + e dr , d = 1 ,… , D ,

w h er e u d ∼ N 2 (0 , V u d ), e dr ∼ N 2 (N d − n d )(0 , V e d ,r ) ar e i n d e p e n d e nt a n d V e d ,r = di a g
n d + 1 ≤ j≤ N d

(V e dj ). T h e

v e ct or s y dr ar e i n d e p e n d e nt  wit h y dr ∼ N N d − n d
(𝜌 dr , V dr ), 𝜎 dr = X dr 𝜎 , V dr = Z dr V u d Z ′

dr
+ V e d ,r . T h e

c o v ari a n c e  m atri x b et w e e n y dr a n d y ds i s

V drs = c o v (y dr , y ds ) = c o v (X dr 𝜎 + Z dr u d + e dr , X ds 𝜎 + Z ds u d + e ds ) = Z dr v ar (u d )Z ′
ds

= Z dr V u d Z ′
ds

.
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1 7 0 4 E S T E B A N e t  a l.

T h e di stri b uti o n of y dr , gi v e n t h e s a m pl e d at a y s , i s

y dr |y s ∼ y dr |y ds ∼ N (𝛽 dr |s , V dr |s ). ( 5)

T h e c o n diti o n al (N d − n d ) × 1  m e a n v e ct or i s

𝛽 dr |s = 𝛽 dr + V drs V − 1
ds

(y ds − 𝛽 ds ) = X dr 𝛽 + Z dr V u d Z ′
ds

V − 1
ds

(y ds − X ds 𝜎 )

= X dr 𝜌 + Z dr V u d Z ′
ds

{

V − 1
e d ,s

− V − 1
e d ,s

Z ds

(
V − 1

u d
+ n d V − 1

e dj

) − 1

Z ′
ds

V − 1
e d ,s

}

(y ds − X ds 𝜎 ).

T h e c o n diti o n al c o v ari a n c e  m atri x i s

V dr |s = V dr − V drs V − 1
ds

V dsr = Z dr V u d Z ′
dr

+ V e d ,r − Z dr V u d Z ′
ds

V − 1
ds

Z ds V u d Z ′
dr

= Z dr V u d Z ′
dr

+ V e d ,r − n d Z dr V u d V − 1
e dj

V u d Z ′
dr

+ n 2
d
Z dr V u d V − 1

e dj

(
V − 1

u d
+ n d V − 1

e dj

) − 1

V − 1
e dj

V u d Z ′
dr

.

If n d ≠ 0 a n d j ∈ r d = U d − sd , j > n d , t h e c o n diti o n al 2 × 1  m e a n v e ct or i s

𝜎 dj |s = X dj 𝜌 + V u d

{

I2 − n d V − 1
e dj

(
V − 1

u d
+ n d V − 1

e dj

) − 1
} n d∑

j= 1

V − 1
e dj

(y dj − X dj 𝜎 ).

If n d = 0 a n d j ∈ r d , t h e c o n diti o n al 2 × 1  m e a n v e ct or i s

𝜎 dj |s = X dj 𝜎.

If n d ≠ 0 a n d j ∈ r d , j > n d , t h e c o n diti o n al 2 × 2 c o v ari a n c e  m atri x i s

V dj |s = V d |s = V u d + V e dj − n d V u d V − 1
e dj

V u d + n 2
d
V u d V − 1

e dj

(
V − 1

u d
+ n d V − 1

e dj

) − 1

V − 1
e dj

V u d .

If n d = 0 a n d j ∈ r d , t h e c o n diti o n al 2 × 2 c o v ari a n c e  m atri x i s

V dj |s = V d |s = V u d + V e dj .

A p p e n di x  A of  D at a S 1 gi v e s a n alt er n ati v e d eri v ati o n of t h e c o n diti o n al di stri b uti o n ( 5 ).  M or e

c o n cr et el y, it s h o w s t h e o ut- of- s a m pl e el e m e nt y dj = ( y dj 1 , y dj 2 )′, j ∈ r d , c o n diti o n e d t o t h e s a m pl e d

v e ct or y ds ,  h a s t h e r e pr e s e nt ati o n

y dj = X ′
dj

𝜎 + ũ d + e dj , j ∈ r d , d = 1 ,… , D ,

w h er e e dj ∼ N 2 (0 , V e dj ), ũ d ∼ N 2 ( 𝜌̃d , Ṽ u u ) ar e all i n d e p e n d e nt,  wit h

𝜎̃d = V u d (V u d + n − 1
d

V e dj )
− 1 (y d − X d 𝜎 ), Ṽ u u = n − 1

d
V u d (V u d + n − 1

d
V e dj )

− 1 V e dj ,

y d = n − 1
d

∑ n d

j= 1
y dj , X d = n − 1

d

∑ n d

j= 1
X dj .
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 0 5

3 E B P S  O F  D O M A I N  P A R A M E T E R S

3. 1 E B P s of a d diti v e  p a r a m et e r s

L et z dj = ( z dj 1 , z dj 2 )′ b e a v e ct or of c o nti n u o u s p o siti v e v ari a bl e s  m e a s ur e d o n t h e s a m pl e u nit

j of d o m ai n d , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d .  T hi s s e cti o n c o n si d er a d diti v e d o m ai n 2 × 1 or 1 × 1

p ar a m et er s t h at c a n b e  writt e n i n t h e f or m

𝛽 d =
1

N d

N d∑

j= 1

h (z dj ), d = 1 ,… , D , ( 6)

w h er e h i s a k n o w n  m e a s ur a bl e f u n cti o n R 2 → R t, t = 1 , 2.  E x a m pl e s of r e al- v al u e d f u n cti o n

h ∶ R 2 → R ar e h (z dj ) = z dj 1 , h (z dj ) = z dj 2 , a n d h (z dj ) = z dj 1 ∕( z dj 1 + z dj 2 ).  T h e c orr e s p o n di n g d o m ai n

p ar a m et er s ( m e a n s of  m ar gi n al v ari a bl e s or of u nit-l e v el r ati o s) ar e

Z d 1 =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 1 , Z d 2 =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 2 , A d =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 1

z dj 1 + z dj 2
, d = 1 ,… , D . ( 7)

I n a p pli c ati o n s t o r e al d at a z dj 1 a n d z dj 2 mi g ht n ot f oll o w n or m al di stri b uti o n s, a s  m a y h a p p e n s

wit h e x p e n dit ur e v ari a bl e s t h at ar e t y pi c all y a s y m m etri c.  T hi s i s  w h y  w e a s s u m e t h at t h er e e xi st

a o n e-t o- o n e tr a n sf or m ati o n g ∶ R 2 → R 2 s u c h t h at y dj = g (z dj ) f oll o w s t h e  B N E R  m o d el (1 ).  W e

f urt h er a s s u m e t h at g i s s e p ar a bl e, i. e.

y dj = g (z dj ) =
(
g 1 (z dj 1 ), g 2 (z dj 2 )

) ′
, z dj = g − 1 (y dj ) =

(
g − 1

1 (y dj 1 ), g
− 1
2 (y dj 2 )

) ′
,

w h er e g 1 ∶ ( 0 , ∞)  →R a n d g 2 ∶ ( 0 , ∞)  →R ar e o n e-t o- o n e f u n cti o n s.  F or d = 1 ,… , D ,  w e  writ e (6 )

a n d ( 7 ) a s f u n cti o n s of y dj 1 a n d y dj 2 , t h at i s,

𝛽 d =
1

N d

N d∑

j= 1

h (g − 1 (y dj )), Z d 1 =
1

N d

N d∑

j= 1

g − 1
1 (y dj 1 ),

Z d 2 =
1

N d

N d∑

j= 1

g − 1
2 (y dj 2 ), A d =

1

N d

N d∑

j= 1

g − 1
1 (y dj 1 )

g − 1
1 (y dj 1 ) + g − 1

2
(y dj 2 )

.

T h e b e st pr e di ct or ( B P) of 𝛽 d i s

𝛽
B
d = E y r

[
1

N d

N d∑

j= 1

h (g − 1 (y dj ))
|
|
|
y s

]

=
1

N d

{
∑

j∈ sd

h (g − 1 (y dj ))  +
∑

j∈ r d

E y r

[
h (g − 1 (y dj ))

|
|
|
y s

]
}

.

T h e c o n diti o n al di stri b uti o n ( 5 ) d e p e n d s o n t h e v e ct or 𝛽 = ( 𝜎 ′, 𝜌′)′ of u n k n o w n  m o d el p ar a m e-

t er s,  w hi c h  m u st b e e sti m at e d, t h at i s,

E y r

[
h (g − 1 (y dj ))

|
|
|
y s

]
= E y r

[
h (g − 1 (y dj ))

|
|
|
y s ; 𝜎

]
.
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1 7 0 6 E S T E B A N e t  a l.

L et 𝛽̂ =
(

̂𝛽
′
, 𝛽

′) ′
b e a n e sti m at or b a s e d o n s a m pl e d at a y s . T h e E B P of 𝛽 d i s

𝛽
e b
d =

1

N d

{
∑

j∈ sd

h (g − 1 (y dj ))  +
∑

j∈ r d

E y r

[
h (g − 1 (y dj ))

|
|
|
y s ; 𝜎̂

]
}

.

F or a g e n er al f u n cti o n h , t h e e x p e ct e d v al u e a b o v e  mi g ht b e n ot tr a ct a bl e a n al yti c all y.  W h e n t hi s

o c c ur s, t h e f oll o wi n g  M o nt e  C arl o pr o c e d ur e c a n b e a p pli e d.

( a)  E sti m at e t h e u n k n o w n p ar a m et er 𝜌 = ( 𝜎 ′, 𝜎′)′ u si n g s a m pl e d at a (y s , X s ).

( b)  R e pl a ci n g 𝜌 = ( 𝜎 ′, 𝜎′)′ b y t h e e sti m at e 𝜎̂ =
(

̂𝜎
′
, 𝜌

′) ′
o bt ai n e d i n ( a), dr a w L c o pi e s of e a c h

n o n s a m pl e v ari a bl e y dj a s

y (𝜎 )

dj
∼ N 2 ( 𝜎̂dj |s , V̂ d |s ), j ∈ r d , d = 1 ,… , D , 𝜌 = 1 ,… , L .

w h er e

𝜎̂dj |s =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

X dj
̂𝜎 + V̂ u d Z ′

ds

{

V̂
− 1
e ds − V̂

− 1
e ds Z ds

(
V̂

− 1
u d + n d V̂

− 1
e dj

) − 1

Z ′
ds

V̂
− 1
e ds

}

(y ds − X ds
̂𝜎 ) if n d ≠ 0 ,

X dj
̂𝜃 if n d = 0 ,

a n d

V̂ d |s =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

V̂ u d + V̂ e dj − n d V̂ u d V̂
− 1
e dj V̂ u d + n 2

d
V̂ u d V̂

− 1
e dj

(
V̂

− 1
u d + n d V̂

− 1
e dj

) − 1

V̂
− 1
e dj V̂ u d if n d ≠ 0 ,

V̂ u d + V̂ e dj if n d = 0 .
( 8)

( c)  T h e  M o nt e  C arl o a p pr o xi m ati o n of t h e e x p e ct e d v al u e i s

E y r

[
h (g − 1 (y dj ))|y s ; 𝜎̂

]
≈

1

L

L∑

𝜃 = 1

h
(
g − 1

(
y (𝜎 )

dj

) )
, j ∈ r d , d = 1 ,… , D .

T h e  M o nt e  C arl o a p pr o xi m ati o n of t h e  E B P of 𝜃 d i s

𝜌
e b
d ≈

1

L

L∑

𝜃 = 1

𝜎 (𝜃 )

d
, 𝜎(𝜃 )

d
=

1

N d

(
∑

j∈ sd

h (g − 1 (y dj ))  +
∑

j∈ r d

h
(
g − 1

(
y (𝜌 )

dj

) )
)

. ( 9)

R e m ar k 1. I n  m a n y pr a cti c al c a s e s t h e v al u e s of t h e a u xili ar y v ari a bl e s ar e n ot a v ail a bl e f or all

t h e p o p ul ati o n u nit s. If i n a d diti o n s o m e of t h e v ari a bl e s ar e c o nti n u o u s, t h e  E B P  m et h o d i s n ot

a p pli c a bl e.  A n i m p ort a nt p arti c ul ar c a s e,  w h er e t hi s  m et h o d i s a p pli c a bl e, i s  w h e n t h e n u m b er

of v al u e s of t h e v e ct or of a u xili ar y v ari a bl e s i s fi nit e.  M or e c o n cr et el y, s u p p o s e t h at t h e c o v ari at e s

ar e c at e g ori c al s u c h t h at X dj ∈ { X 0 1 ,… , X 0 T } , t h e n  w e c a n c al c ul at e 𝛽 (𝓁 )

d
a s

𝛿 (𝓁 )

d
=

1

N d

[
n d∑

j= 1

h (g − 1 (y dj ))  +

T∑

t= 1

N dt − n dt∑

j= 1

h
(
g − 1

(
y (𝓁 )

dj

) )
]

, ( 1 0)

w h er e N dt = # { j ∈ U d ∶ X dj = X 0 t} i s a v ail a bl e fr o m e xt er n al d at a s o ur c e s ( a g gr e g at e d a u xili ar y

i nf or m ati o n), n dt = # { j ∈ sd ∶ X dj = X 0 t} , y (𝓁 )

dtj
∼ N 2 ( 𝜇̂dt |s , V̂ d |s ), d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N dt − n dt , t =
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 0 7

1 ,… , T , 𝛽 = 1 ,… , L , w h er e

𝛽̂dt |s =

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

X 0 t
̂𝛽 + V̂ u d Z ′

ds

{

V̂
− 1
e ds − V̂

− 1
e ds Z ds

(
V̂

− 1
u d + n d V̂

− 1
e dj

) − 1

Z ′
ds

V̂
− 1
e ds

}

(y ds − X ds
̂𝛽 ) if n d ≠ 0 ,

X 0 t
̂𝛽 if n d = 0 ,

( 1 1)

a n d V̂ d |s w a s d efi n e d i n ( 8 ).

3. 2 E B P s of  n o n a d diti v e  p a r a m et e r s

L et z dj = ( z dj 1 , z dj 2 )′ b e a v e ct or of c o nti n u o u s p o siti v e v ari a bl e s  m e a s ur e d o n t h e s a m pl e u nit j of

d o m ai n d , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d . D efi n e z d = c ol
1 ≤ j≤ n d

(z dj ).  T hi s s e cti o n c o n si d er d o m ai n 2 × 1 or

1 × 1 p ar a m et er s t h at c a n b e  writt e n i n t h e f or m

𝜎 d = h (z d ), ( 1 2)

w h er e h i s a k n o w n  m e a s ur a bl e f u n cti o n R 2 N d → R t, t = 1 , 2.  A d o m ai n p ar a m et er i s t h e r ati o

R d =
Z d 1

Z d 1 + Z d 2

, w h er e h (z d ) =

∑ N d

j= 1
z dj 1

∑ N d

j= 1
(z dj 1 + z dj 2 )

. ( 1 3)

A s i n S e cti o n 3. 1 ,  w e a s s u m e t h at t h er e e xi st a o n e-t o- o n e tr a n sf or m ati o n g ∶ R 2 → R 2 s u c h t h at

y dj = g (z dj ) f oll o w s t h e  B N E R  m o d el (1 ).  W e f urt h er a s s u m e t h at g i s s e p ar a bl e, t h at i s

y dj = g (z dj ) =
(
g 1 (z dj 1 ), g 2 (z dj 2 )

) ′
, z dj = g − 1 (y dj ) =

(
g − 1

1 (y dj 1 ), g
− 1
2 (y dj 2 )

) ′
,

w h er e g 1 ∶ ( 0 , ∞)  →R a n d g 2 ∶ ( 0 , ∞)  →R ar e o n e-t o- o n e f u n cti o n s.  F or e a s e of n ot ati o n,  w e

d efi n e t h e 2 n d × 1 v e ct or s

z d = g − 1 (y d ) = c ol
1 ≤ j≤ n d

(
g − 1 (y dj )

)
, d = 1 ,… , D .

W e c a n  writ e ( 1 2 ) a n d (1 3 ) a s f u n cti o n s of y dj 1 a n d y dj 2 , i. e.

𝜌 d = h (g − 1 (y d )), R d =

∑ N d

j= 1
g − 1

1 (y dj 1 )

∑ N d

j= 1

(
g − 1

1 (y dj 1 ) + g − 1
2

(y dj 2 )
) .

T h e  B P of 𝜎 d i s

𝜎
B
d = E y r

[
h (g − 1 (y d ))|y s

]
.

T h e c o n diti o n al di stri b uti o n ( 5 ) d e p e n d s o n t h e v e ct or 𝜌 = ( 𝜎 ′, 𝜎′)′ of u n k n o w n  m o d el p ar a m e-

t er s,  w hi c h  m u st b e e sti m at e d, t h at i s,

E y r

[
h (g − 1 (y d ))|y s

]
= E y r

[
h (g − 1 (y d ))|y s ; 𝜎

]
.
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1 7 0 8 E S T E B A N e t  a l.

L et 𝛽̂ =
(

̂𝛽
′
, 𝛽

′) ′
b e a n e sti m at or b a s e d o n s a m pl e d at a y s . T h e E B P of 𝛽 d i s

𝛽
e b
d = E y r

[
h (g − 1 (y d ))|y s ; 𝜎̂

]
.

F or a g e n er al f u n cti o n h , t h e e x p e ct e d v al u e a b o v e  mi g ht b e n ot tr a ct a bl e a n al yti c all y.  W h e n

t hi s o c c ur s,  w e c a n a p pl y a f oll o wi n g  M o nt e  C arl o pr o c e d ur e  wit h t h e s a m e st e p s ( a) a n d ( b) of

S e cti o n 3. 1 a n d  wit h t h e f oll o wi n g n e w st e p s

( c)  C o n str u ct t h e v e ct or s

y (𝜌 )

dr
= c ol

j∈ r d

(
y (𝜎 )

dj

)
, y (𝜎 )

ds
= c ol

j∈ sd

(
y dj

)
, y (𝜌 )

d
=

(
y (𝜎 )′

ds
, y (𝜎 )′

dr

) ′

.

( d)  T h e  M o nt e  C arl o a p pr o xi m ati o n of t h e  E B P of 𝜎 d i s

𝜎
e b
d ≈

1

L

L∑

𝜌 = 1

h
(
g − 1

(
y (𝜎 )

d

) )
, d = 1 ,… , D .

R e m ar k 2.  U n d er t h e c at e g ori c al c o v ari at e s et u p of  R e m ar k 1 ,  w e c a n  writ e t h e el e m e nt s of y

a s y dtj = ( y dtj 1 , y dtj 2 )′, w h er e d , i a n d j d e n ot e d o m ai n, c at e g or y a n d i n di vi d u al, r e s p e cti v el y.  W e

a p pr o xi m at e R̂
e b
d a s

R̂
e b
d =

1

L

L∑

𝜎 = 1

∑ n d

j= 1
g − 1

1 (y dj 1 ) +
∑ T

t= 1

∑ N dt − n dt

j= 1
g − 1

1

(
y (𝜌 )

dtj 1

)

∑ n d

j= 1
(g − 1

1 (y dj 1 ) + g − 1
2

(y dj 2 ))  +
∑ T

t= 1

∑ N dt − n dt

j= 1

(
g − 1

1

(
y (𝜎 )

dtj 1

)
+ g − 1

2

(
y (𝜎 )

dtj 2

) ) , ( 1 4)

w h er e N dt = # { j ∈ U d ∶ X dj = X 0 t} i s a v ail a bl e fr o m e xt er n al d at a s o ur c e s ( a g gr e g at e d a u x-

ili ar y i nf or m ati o n), n dt = # { j ∈ sd ∶ X dj = X 0 t} , y (𝜎 )

dtj
=

(
y (𝜃 )

dtj 1
, y (𝜎 )

dtj 2

) ′
∼ N 2 ( 𝜃̂dt |s , V̂ d |s ), d = 1 ,… , D ,

j = 1 ,… , N dt − n dt , t = 1 ,… , T , 𝜎 = 1 ,… , L , w h er e 𝜃̂dt |s a n d V̂ d |s w er e d efi n e d i n ( 1 1 ) a n d (8 )

r e s p e cti v el y.

4 P A R A M E T R I C  B O O T S T R A P  M S E  E S T I M A T O R

A n al yti c al a p pr o xi m ati o n s t o t h e  M S E ar e diffi c ult t o d eri v e i n t h e c a s e of c o m pl e x p ar a m et er s.

W e t h er ef or e pr o p o s e a p ar a m etri c b o ot str a p  M S E e sti m at or b y f oll o wi n g t h e b o ot str a p  m et h o d

f or fi nit e p o p ul ati o n s of  G o n z ál e z- M a nt ei g a et al. (2 0 0 7 , 2 0 0 8 ).  W e pr e s e nt t h e c a s e of a d diti v e

d o m ai n p ar a m et er s.  T h e  m o difi c ati o n s t o d e al  wit h n o n a d diti v e p ar a m et er s ar e str ai g htf or w ar d.

T h e st e p s f or i m pl e m e nti n g t hi s  m et h o d ar e

1.  Fit t h e  m o d el ( 1 ) t o s a m pl e d at a (y s , X s ) a n d c al c ul at e a n e sti m at or ̂𝜌 =
(

̂𝜃
′
, 𝜎

′) ′
of 𝜃 =

(𝜎 ′, 𝜃′)′.

2.  F or d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d , g e n er at e i n d e p e n d e ntl y u ∗
d

∼ N (0 , V̂ u d ) a n d e ∗
dj

∼ N (0 , V̂ e dj ).

3.  C o n str u ct t h e b o ot str a p s u p er p o p ul ati o n  m o d el 𝜌 ∗ u si n g
{
u ∗

d

}
,
{
e ∗
dj

}
,
{
X dj

}
a n d ̂𝛽 , t h at i s,

𝓁 ∗ ∶ y ∗
dj

= X dj
̂𝛿 + u ∗

d
+ e ∗

dj
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d . ( 1 5)
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 0 9

4.  U n d er t h e b o ot str a p s u p er p o p ul ati o n  m o d el ( 1 5 ), g e n er at e a l ar g e n u m b er B of i.i. d. b o ot-

str a p p o p ul ati o n s
{
y ∗( b )

dj
∶ d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d

}
a n d c al c ul at e t h e b o ot str a p p o p ul ati o n

p ar a m et er s

𝛽 ∗( b )

d
=

1

N d

N d∑

j= 1

h
(
g − 1

(
y ∗( b )

dj

) )
, b = 1 ,… , B .

5.  Fr o m e a c h b o ot str a p p o p ul ati o n b g e n er at e d i n St e p 4, t a k e t h e s a m pl e  wit h t h e s a m e i n di c e s

s ⊂ U a s t h e i niti al s a m pl e, a n d c al c ul at e t h e b o ot str a p  E B Ps, 𝛽
e b ∗( b )

d , a s d e s cri b e d i n S e cti o n 3. 1

u si n g t h e b o ot str a p s a m pl e d at a y ∗
s a n d t h e k n o w n v al u e s X dj .

6.  A  M o nt e  C arl o a p pr o xi m ati o n t o t h e t h e or eti c al b o ot str a p e sti m at or

M S E ∗

(
𝛽

e b ∗
d

)
= E 𝛽 ∗

[ (
𝛽

e b ∗
d − 𝜎 ∗

d

) (
𝜌

e b ∗
d − 𝜎 ∗

d

) ′
]

i s

m s e ∗

(
𝜎

e b ∗
d

)
=

1

B

B∑

b = 1

(
𝜌

e b ∗( b )

d − 𝜎 ∗( b )

d

) (
𝜎

e b ∗( b )

d − 𝜎 ∗( b )

d

) ′

. ( 1 6)

T h e e sti m at or ( 1 6 ) i s u s e d t o e sti m at e M S E(𝜎
e b
d ).

H all a n d  M aiti ( 2 0 0 6 a , 2 0 0 6 b ) a n d  Er ci ul e s c u a n d  F ull er (2 0 1 6 , 2 0 1 8 ) d eri v e d p ar a m etri c

d o u bl e- b o ot str a p al g orit h m s f or e sti m ati n g t h e  M S E of pr e di ct or s of “ m o d el- b a s e d ” s m all ar e a

p ar a m et er s.  T h eir d o m ai n p ar a m et er s of i nt er e st ar e f u n cti o n s of el e m e nt s of t h e a s s u m e d p o p-

ul ati o n  m o d el.  Alt h o u g h t h e s e a p pr o a c h e s ar e a s y m pt oti c all y  m or e effi ci e nt, t h e c orr e s p o n di n g

m et h o d ol o gi e s ar e n ot dir e ctl y a p pli c a bl e t o d o m ai n s p ar a m et er s of t h e f or m ( 6 ) or (1 2 ),  w hi c h

ar e f u n cti o n s of z d .  T h e af or e m e nti o n e d  m et h o d s c o ul d b e a d a pt e d t o t h e  E B Ps of a d diti v e a n d

n o n- a d diti v e p ar a m et er s, b ut t h e y  m a y still h a v e t h e dr a w b a c k of c o m p ut ati o n al c o st i n  m a n y of

t h e a p pli c ati o n s t o r e al d at a,  w h er e t h e p o p ul ati o n si z e s of t h e d o m ai n s, N d , ar e v er y l ar g e.  T hi s i s

t h e c a s e of t h e S H B S, tr e at e d i n S e cti o n 6 .  N e v ert h el e s s, t h e f a st d o u bl e b o ot str a p a p pr o a c h of  Er ci-

ul e s c u a n d  F ull er ( 2 0 1 6 ) i s n ot c o m p ut ati o n all y i nt e n si v e, a s it r e q uir e s o n e s a m pl e at t h e s e c o n d

l e v el.  T h e a d a pt ati o n of t h eir a p pr o a c h t o bi v ari at e  N E R  m o d el s i s t h u s a n i nt er e sti n g alt er n ati v e.

5 S I M U L A T I O N S

T hi s s e cti o n pr e s e nt s si m ul ati o n e x p eri m e nt s f or i n v e sti g ati n g t h e  E B Ps a n d t h e  M S E e sti m a-

t or s.  W e c arr y o ut t h e si m ul ati o n s  wit h a c orr el ati o n str u ct ur e si mil ar t o t h at of t h e a p pli c ati o n

t o r e al d at a.  T hi s i s t o s a y,  wit h p o siti v e c orr el ati o n p ar a m et er s 𝜌 u 1 2 a n d 𝜎 e 1 2 .  W e g e n er at e

artifi ci al p o p ul ati o n d at a a s f oll o w s.  T a k e p 1 = p 2 = 2, p = 4, 𝜎 1 = ( 𝜌 1 1 , 𝜎1 2 )′ = ( 1 0 , 1 0 )′, 𝜎 2 =

(𝜎 2 1 , 𝜃2 2 )′ = ( 1 0 , 1 0 )′. F or k = 1 , 2, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d , g e n er at e X dj = di a g (x dj 1 , x dj 2 )2 × 4 , w h er e

x dj 1 = ( x dj 1 1 , x dj 1 2 ), x dj 2 = ( x dj 2 1 , x dj 2 2 ), x dj 1 1 = x dj 2 1 = 1, x dj 1 2 ∼ Bi n (1 , 1 ∕ 2 ), x dj 2 2 ∼ Bi n (1 , 1 ∕ 2 ). F or

d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d , si m ul at e u d ∼ N 2 (0 , V u d ) a n d e dj ∼ N 2 (0 , V e dj ), w h er e

V u d =

(
𝜎 1 𝜃 3

√
𝜎 1

√
𝜃 2

𝜌 3

√
𝜃 1

√
𝜎 2 𝜃 2

)

, V e dj =

(
𝜎 4 𝜃 6

√
𝜌 4

√
𝛽 5

𝓁 6

√
𝛿 4

√
𝓁 5 𝓁 5

)

,
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1 7 1 0 E S T E B A N e t  a l.

wit h 𝛽 1 = 0 .5 0, 𝛽 2 = 0 .7 5, 𝛽 4 = 0 .7 5, 𝛽 5 = 1 .0 0 a n d 𝛽 3 = 0 .6, 𝜎 6 = 0 .4.  T h e si m ul ati o n s g e n er at e

o nl y f o ur diff er e nt  m atri c e s X dj . T h e y ar e

X dj =

(
x dj 1 1 x dj 1 2 0 0

0 0 x dj 2 1 x dj 2 2

)

∈
{
X 0 1 , X 0 2 , X 0 3 , X 0 4

}
,

w h er e

X 0 1 =

(
1 0 0 0

0 0 1 0

)

, X 0 2 =

(
1 0 0 0

0 0 1 1

)

,

X 0 3 =

(
1 1 0 0

0 0 1 0

)

, X 0 4 =

(
1 1 0 0

0 0 1 1

)

.

T h e si m ul ati o n s a p pl y t h e s a m e tr a n sf or m ati o n s a s i n t h e a p pli c ati o n t o r e al d at a, t h at i s,

g 1 (z dj 1 ) = l o g z dj 1 a n d g 2 (z dj 2 ) = l o g z dj 2 , s o t h at z dj 1 = e x p { y dj 1 } a n d z dj 2 = e x p { y dj 2 } , d = 1 ,… , D ,

j = 1 ,… , N d .  W e a p pl y t h e f u n cti o n r m v n or m of t h e  R p a c k a g e m vt n or m f or g e n er ati n g  m ulti v ari at e

n or m al v e ct or s.

5. 1 Si m ul ati o n 1

T h e t ar g et of Si m ul ati o n 1 i s t o i n v e sti g at e t h e b e h a vi or of t h e  E B Ps, Â
e b
d a n d R̂

e b
d , b a s e d o n t h e

B N E R  m o d el.  F or t hi s s a k e,  w e c arr y o ut a si m ul ati o n e x p eri m e nt  wit h I = 2 0 0  M o nt e  C arl o

it er ati o n s.  W e f urt h er t a k e, L = 2 0 0 a n d N d = 2 0 0, d = 1 ,… , D .  T h e st e p s of Si m ul ati o n 1 ar e

1.  G e n er at e x dj k , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d , k = 1 , 2.  C o n str u ct t h e p o p ul ati o n  m atri c e s X d a n d Z d

of di m e n si o n s 2 N d × p a n d 2 N d × 2 r e s p e cti v el y.  F or d = 1 ,… , D , t = 1 ,… , T , T = 4, c al c ul at e

N dt = #
{
j ∈ U d ∶ X j = X 0 t

}
= #

{
j ∈ I N ∶ j ≤ N d , X j = X 0 t

}
,

n dt = #
{
j ∈ sd ∶ X j = X 0 t

}
= #

{
j ∈ I N ∶ j ≤ n d , X j = X 0 t

}
.

2.  R e p e at I = 2 0 0 ti m e s ( i = 1 ,… , 2 0 0)

2. 1.  G e n er at e t h e p o p ul ati o n s r a n d o m v e ct or s u (i)

d
∼ N 2 (0 , V u d ), e (i)

d
∼ N 2 N d

(0 , V e d ), y (i)

d
=

X d 𝜌 + Z d u (i)

d
+ e (i)

d
, w h er e V e d = di a g

1 ≤ j≤ N d

(V e dj ), d = 1 ,… , D . C al c ul at e z (i)

dj 1
= e x p

{
y (i)

dj 1

}
, z (i)

dj 2
=

e x p
{

y (i)

dj 2

}
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d .

2. 2.  C al c ul at e t h e d o m ai n r ati o p ar a m et er s, t h at i s,

A (i)

d
=

1

N d

N d∑

j= 1

z (i)

dj 1

z (i)

dj 1
+ z (i)

dj 2

, R (i)

d
=

∑ N d

j= 1
z (i)

dj 1

∑ N d

j= 1
z (i)

dj 1
+

∑ N d

j= 1
z (i)

dj 2

, d = 1 ,… , D .

2. 3.  E xtr a ct t h e s a m pl e
(
y (i)

dj
, X dj

)
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d , wit h n d ∈ { 3 , 5 , 1 0 , 2 5 , 5 0 ,1 0 0 } .

2. 4.  C al c ul at e t h e  R E M L e sti m at or s ̂𝜎
(i)
1 1 , ̂𝜎

(i)
1 2 , ̂𝜌

(i)
2 1 , ̂𝜎

(i)
2 2 , 𝜎

(i)
1 ,… , 𝜎

(i)
6 .
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 1 1

2. 5.  F or d = 1 ,… , D , t = 1 ,… , T , c al c ul at e

𝛽̂(i)

dt |s
= X 0 t

̂𝛽
(i)

+ V̂
(i)

u d Z ′
ds

{
V̂

(i) −1

e ds − V̂
(i) −1

e ds Z ds

(
V̂

(i) −1

u d + n d V̂
(i) −1

e dj

) − 1

Z ′
ds

V̂
(i) −1

e ds

} (
y ds − X ds

̂𝛽
(i)

)
,

V̂
(i)

d |s = V̂
(i)

u d + V̂
(i)

e dj − n d V̂
(i)

u d V̂
(i) −1

e dj V̂
(i)

u d + n 2
d
V̂

(i)

u d V̂
(i) −1

e dj

(
V̂

(i) −1

u d + n d V̂
(i) −1

e dj

) − 1

V̂
(i) −1

e dj V̂
(i)

u d .

2. 6.  F or d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N dt − n dt , t = 1 ,… , T , 𝛽 = 1 ,… , L , g e n er at e

y (i𝛽 )

dtj
=

(
y (i𝜎 )

dtj 1
, y (i𝜌 )

dtj 2

) ′

∼ N 2

(
𝜎̂(i)

dt |s
, V̂

(i)

d |s

)
,

a n d c al c ul at e z (i𝜎 )

dtj 1
= e x p

{
y (i𝜌 )

dtj 1

}
, z (i𝜎 )

dtj 2
= e x p

{
y (i𝜎 )

dtj 2

}
.

2. 7.  F or d = 1 ,… , D , c al c ul at e t h e  E B Ps Â
e b (i)

d a n d R̂
e b (i)

d , t h at i s

Â
e b (i)

d =
1

L N d

L∑

𝜎 = 1

⎡
⎢
⎢
⎣

n d∑

j= 1

z (i)

dj 1

z (i)

dj 1
+ z (i)

dj 2

+

T∑

t= 1

N dt − n dt∑

j= 1

z (i𝜎 )

dtj 1

z (i𝜌 )

dtj 1
+ z (i𝜎 )

dtj 2

⎤
⎥
⎥
⎦

, ( 1 7)

R̂
e b (i)

d =
1

L

L∑

𝜎 = 1

∑ n d

j= 1
z (i)

dj 1
+

∑ T
t= 1

∑ N dt − n dt

j= 1
z (i𝜌 )

dtj 1

∑ n d

j= 1

(
z (i)

dj 1
+ z (i)

dj 2

)
+

∑ T
t= 1

∑ N dt − n dt

j= 1

(
z (i𝜎 )

dtj 1
+ z (i𝜎 )

dtj 2

)
.
, ( 1 8)

3.  F or 𝜎̂(i)

d
∈

{
Â

e b (i)

d , R̂
e b (i)

d

}
, 𝜃 (i)

d
∈

{
A (i)

d
, R (i)

d

}
, d = 1 ,… , D , c al c ul at e

B d (𝜎 ) =
1

I

I∑

i= 1

(
𝜃̂e b (i)

d
− 𝜎 (i)

d

)
, R E d (𝜃 ) =

(
1

I

I∑

i= 1

(
𝜌̂e b (i)

d
− 𝜃 (i)

d

) 2
) 1 ∕ 2

, 𝜎d =
1

I

I∑

i= 1

𝜃 (i)

d
,

R B d (𝜎 ) =
B d (𝜃 )

𝜌 d
1 0 0 , R R E d (𝛽 ) =

R E d (𝓁 )

𝛿 d
1 0 0 , A B (𝓁 ) =

1

D

D∑

d = 1

|B d (𝓁 )|,

R E (𝓁 ) =
1

D

D∑

d = 1

R E d (𝜇 ), R A B =
1

D

D∑

d = 1

|R B d (𝜂 )|, R R E =
1

D

D∑

d = 1

R R E d (𝜂 ).

Si m ul ati o n 1 t a k e s s a m pl e si z e s d e p e n di n g ( v ari a bl e) a n d n ot d e p e n di n g ( c o n st a nt) o n d . T h e

c o n si d er e d c o n st a nt s a m pl e si z e s ar e n d = 3 , 5 , 1 0 , 2 5 , 5 0 ,1 0 0, d = 1 ,… , D . I n t h e c a s e of v ari a bl e

s a m pl e si z e s, t h e n d ’s ar e dr a w n at r a n d o m fr o m t h e s et { 2 , 3 ,… , 2 0 } . Si m ul ati o n 1  m a k e s t hi s

s el e cti o n b ef or e st arti n g t h e l o o p s, s o t h at t h e s a m pl e s si z e s ar e t h e s a m e i n all t h e it er ati o n s.

T hi s c a s e i s c all e d n d = 1 0 ∗ . T a bl e s 1, 2, 3 , a n d 4 pr e s e nt t h e a v er a g e a b s ol ut e a n d r el ati v e p erf or-

m a n c e s  m e a s ur e s f or D = 2 5 , 5 0 ,1 0 0 , 2 0 0.  W e o b s er v e t h at t h e  E B Ps ar e b a si c all y u n bi a s e d a n d

t h at t h e  M S E s d e cr e a s e a s t h e s a m pl e si z e s n d i n cr e a s e.  T h e s e r e s ult s i n di c at e t h at t h e o pti m alit y

pr o p erti e s of t h e  B Ps ar e i n h erit e d b y t h e  E B Ps.  T h e p erf or m a n c e  m e a s ur e s r e m ai n st a bl e a s t h e

n u m b er of d o m ai n s D i n cr e a s e s,  wit h s m all fl u ct u ati o n s d u e t o t h e n u m b er of  M o nt e  C arl o it er a-

ti o n s (I = 2 0 0).  T hi s i s s o m e h o w e x p e ct e d b e c a u s e t h e r at e b et w e e n t h e n u m b er of o b s er v ati o n s

a n d t h e n u m b er of d o m ai n s q u a ntiti e s, A d a n d R d , d = 1 ,… , D , t o pr e di ct r e m ai n s c o n st a nt a s t h e

n u m b er of d o m ai n s D i n cr e a s e s.

F or st u d yi n g t h e eff e ct of d e vi ati o n s fr o m n or m alit y,  w e c h a n g e t h e  m ulti v ari at e n or m al di s-

tri b uti o n s of u (i)

d
a n d e (i)

d
i n st e p 2. 1 b y  m ulti v ari at e s k e w- n or m al a n d St u d e nt’s t di stri b uti o n s,
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1 7 1 2 E S T E B A N e t  a l.

T A B L E  1 A B (𝛽 ) wit h N d = 2 0 0

D 𝛽 n d = 3 n d = 5 n d = 1 0 ∗ n d = 1 0 n d = 2 5 n d = 5 0 n d = 1 0 0

2 5 Â
e b

0. 0 0 3 0 0. 0 0 2 1 0. 0 0 1 5 0. 0 0 1 5 0. 0 0 1 2 0. 0 0 0 8 0. 0 0 0 4

R̂
e b

0. 0 0 8 3 0. 0 0 6 6 0. 0 0 4 5 0. 0 0 4 6 0. 0 0 3 1 0. 0 0 2 0 0. 0 0 1 5

5 0 Â
e b

0. 0 0 2 9 0. 0 0 2 3 0. 0 0 1 6 0. 0 0 1 9 0. 0 0 1 1 0. 0 0 0 9 0. 0 0 0 5

R̂
e b

0. 0 1 4 5 0. 0 0 7 2 0. 0 0 4 9 0. 0 0 4 7 0. 0 0 2 9 0. 0 0 2 3 0. 0 0 1 5

1 0 0 Â
e b

0. 0 0 2 2 0. 0 0 1 9 0. 0 0 1 8 0. 0 0 1 7 0. 0 0 1 1 0. 0 0 0 8 0. 0 0 0 5

R̂
e b

0. 0 0 8 8 0. 0 0 6 5 0. 0 0 6 0 0. 0 0 5 2 0. 0 0 3 1 0. 0 0 2 3 0. 0 0 1 4

2 0 0 Â
e b

0. 0 0 2 4 0. 0 0 2 3 0. 0 0 1 7 0. 0 0 1 6 0. 0 0 1 0 0. 0 0 0 8 0. 0 0 0 5

R̂
e b

0. 0 0 8 6 0. 0 0 6 0 0. 0 0 5 7 0. 0 0 4 9 0. 0 0 2 8 0. 0 0 2 2 0. 0 0 1 5

T A B L E  2 R E (𝛽 ) wit h N d = 2 0 0

D 𝛽 n d = 3 n d = 5 n d = 1 0 ∗ n d = 1 0 n d = 2 5 n d = 5 0 n d = 1 0 0

2 5 Â
e b

0. 0 4 7 5 0. 0 3 9 0 0. 0 3 1 1 0. 0 2 9 2 0. 0 1 9 3 0. 0 1 3 4 0. 0 0 8 7

R̂
e b

0. 1 2 1 5 0. 1 0 0 4 0. 0 7 9 3 0. 0 7 4 8 0. 0 5 2 0 0. 0 3 8 1 0. 0 2 7 3

5 0 Â
e b

0. 0 4 6 1 0. 0 3 8 9 0. 0 3 1 5 0. 0 2 9 5 0. 0 1 9 6 0. 0 1 3 6 0. 0 0 8 7

R̂
e b

0. 1 1 4 6 0. 0 9 5 7 0. 0 7 8 5 0. 0 7 3 6 0. 0 5 1 1 0. 0 3 8 4 0. 0 2 7 4

1 0 0 Â
e b

0. 0 4 5 5 0. 0 3 8 0 0. 0 3 1 0 0. 0 2 9 3 0. 0 1 9 3 0. 0 1 3 6 0. 0 0 8 6

R̂
e b

0. 1 0 9 8 0. 0 9 2 8 0. 0 7 7 1 0. 0 7 2 8 0. 0 5 0 3 0. 0 3 8 6 0. 0 2 6 9

2 0 0 Â
e b

0. 0 4 4 9 0. 0 3 7 7 0. 0 3 0 5 0. 0 2 9 1 0. 0 1 9 2 0. 0 1 3 5 0. 0 0 8 7

R̂
e b

0. 1 0 8 7 0. 0 9 1 6 0. 0 7 5 1 0. 0 7 1 8 0. 0 5 0 9 0. 0 3 8 3 0. 0 2 6 9

T A B L E  3 R A B (𝛽 ) i n  %,  wit h N d = 2 0 0

D 𝜎 n d = 3 n d = 5 n d = 1 0 ∗ n d = 1 0 n d = 2 5 n d = 5 0 n d = 1 0 0

2 5 Â
e b

0. 5 9 3 0 0. 4 3 1 2 0. 2 9 4 2 0. 2 9 0 3 0. 2 5 1 5 0. 1 7 1 5 0. 0 8 5 4

R̂
e b

1. 7 4 8 9 1. 4 0 4 4 0. 9 4 0 9 0. 9 6 1 8 0. 6 6 5 8 0. 4 1 9 5 0. 3 3 0 8

5 0 Â
e b

0. 5 9 2 5 0. 4 5 1 5 0. 3 2 0 0 0. 3 8 2 1 0. 2 1 7 2 0. 1 8 2 5 0. 0 9 7 9

R̂
e b

3. 0 7 7 7 1. 5 1 9 7 1. 0 1 9 4 0. 9 8 5 6 0. 6 0 9 0 0. 4 8 6 5 0. 3 2 7 7

1 0 0 Â
e b

0. 4 5 1 0 0. 3 8 9 1 0. 3 6 0 1 0. 3 3 5 7 0. 2 2 6 3 0. 1 5 4 2 0. 1 0 1 2

R̂
e b

1. 8 7 1 8 1. 3 8 1 0 1. 2 5 2 0 1. 0 9 8 3 0. 6 5 2 0 0. 4 9 0 1 0. 3 0 2 1

2 0 0 Â
e b

0. 4 8 1 0 0. 4 6 7 5 0. 3 4 5 8 0. 3 1 9 8 0. 1 9 8 0 0. 1 6 4 3 0. 0 9 6 2

R̂
e b

1. 8 2 4 9 1. 2 6 8 5 1. 2 0 6 5 1. 0 4 2 7 0. 5 8 7 4 0. 4 7 2 2 0. 3 2 4 9
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 1 3

T A B L E  4 R R E (𝛽 ) i n  %,  wit h N d = 2 0 0

D 𝛽 n d = 3 n d = 5 n d = 1 0 ∗ n d = 1 0 n d = 2 5 n d = 5 0 n d = 1 0 0

2 5 Â
e b

9. 6 2 2 6 7. 8 7 9 7 6. 2 5 2 2 5. 8 8 5 1 3. 8 9 8 5 2. 7 1 5 7 1. 7 6 3 4

R̂
e b

2 5. 9 8 4 9 2 1. 3 9 2 3 1 6. 8 0 7 0 1 5. 8 2 8 8 1 1. 0 8 4 8 8. 1 6 2 7 5. 8 2 3 8

5 0 Â
e b

9. 3 2 0 1 7. 8 4 5 5 6. 3 4 4 7 5. 9 5 0 8 3. 9 4 7 6 2. 7 4 6 3 1. 7 5 3 2

R̂
e b

2 4. 4 7 8 7 2 0. 3 9 9 9 1 6. 6 6 9 6 1 5. 6 1 0 0 1 0. 9 0 6 3 8. 1 7 6 0 5. 8 2 8 7

1 0 0 Â
e b

9. 1 6 4 7 7. 6 3 9 3 6. 2 4 3 8 5. 9 1 4 5 3. 8 9 4 3 2. 7 3 7 3 1. 7 3 7 2

R̂
e b

2 3. 3 9 3 3 1 9. 6 7 3 6 1 6. 3 6 5 1 1 5. 5 5 7 9 1 0. 7 0 7 3 8. 2 1 1 9 5. 7 2 8 4

2 0 0 Â
e b

9. 0 2 7 5 7. 5 7 3 3 6. 1 1 9 6 5. 8 4 2 3 3. 8 6 1 1 2. 7 2 1 0 1. 7 4 6 5

R̂
e b

2 3. 1 0 5 6 1 9. 4 2 7 0 1 5. 9 2 7 3 1 5. 2 6 6 9 1 0. 8 0 7 1 8. 1 2 2 5 5. 7 1 5 1

T A B L E  5 E m piri c al s k e w n e s s a n d k urt o si s,  wit h I = 2 ⋅ 1 0 6 r e pli c at e s

S k e w- n o r m al, 𝛽 1 = 0 St u d e nt’ s t

M e a s ur e v i 𝛽 2 = 0 𝛽 2 = 2 𝜎 2 = 5 𝜌 2 = 1 0 df = 1 5 df = 1 0 df = 5

S k e w n e s s v i1 0. 0 0 0 0 0. 0 4 9 7 0. 0 5 7 5 0. 0 5 9 1 0. 0 0 0 4 − 0 .0 0 2 5 0. 0 1 9 2

v i2 0. 0 0 0 0 0. 4 4 4 5 0. 8 2 7 2 0. 9 3 3 7 0. 0 0 0 2 − 0 .0 0 5 1 − 0 .0 2 4 5

K urt o si s v i1 0. 0 0 0 0 − 0 .0 3 1 3 − 0 .0 2 5 9 − 0 .0 2 4 9 0. 5 5 1 9 1. 0 2 2 6 6. 2 9 1 6

v i2 0. 0 0 0 0 0. 2 4 7 2 0. 5 6 5 6 0. 6 7 7 8 0. 5 4 3 3 0. 9 9 8 2 6. 6 2 5 5

k e e pi n g t h e s a m e  m e a n a n d v ari a n c e c o m p o n e nt p ar a m et er s.  T h e si m ul ati o n s of s k e w- n or m al

a n d St u d e nt’s t r a n d o m v e ct or s ar e c arri e d o ut  wit h t h e f u n cti o n s r M S N a n d r m vt of t h e  R p a c k-

a g e s s n a n d  m vt n or m, r e s p e cti v el y.  W e g e n er at e bi v ari at e s k e w- n or m al r a n d o m v e ct or s  wit h

s k e w n e s s p ar a m et er s (𝜎 1 , 𝜎2 ) = (0 , 0 ), (0 , 2 ), (0 , 5 ), (0 , 1 0 ) a n d bi v ari at e St u d e nt’s t v e ct or s  wit h

d e gr e e s of fr e e d o m 𝜌 = 1 5 , 1 0 , 5.  W e r e c all t h at (𝜎 1 , 𝜎2 ) = (0 , 0 ) yi el d s t o t h e  m ulti v ari at e n or m al

di stri b uti o n,  w hi c h i s n o w si m ul at e d fr o m f u n cti o n r M S N of  R p a c k a g e s n a n d n ot fr o m r m v n or m

of  m vt n or m, a s b ef or e.  T a bl e 5 pr e s e nt s t h e e m piri c al s k e w n e s s a n d k urt o si s c al c ul at e d fr o m si m-

ul at e d r a n d o m v e ct or s v i = ( v i1 , v i2 ), i = 1 ,… , 2 ⋅ 1 0 6 .  F or t h e s a k e of c o m p ari s o n,  w e i n cl u d e t h e

c a s e of n or m alit y (𝜎 1 , 𝜎2 ) = (0 , 0 ) a n d it s t h e or eti c al  m e a s ur e s.

T a bl e 6 pr e s e nt s t h e r el ati v e p erf or m a n c e  m e a s ur e s f or D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0.  W e o b s er v e

t h at r el ati v e bi a s e s a n d r o ot- M S E s h a v e a  m o d er at e i n cr e m e nt a s t h e s k e w n e s s p ar a m et er

i n cr e a s e s.  H o w e v er, t h e s e  m e a s ur e s ar e  m or e s e n si bl e t o t h e d e cr e a s e of t h e d e gr e e s of fr e e d o m of

t h e  m ulti v ari at e St u d e nt’s t di stri b uti o n.  F or t h e n o nli n e ar p ar a m et er R d , t h e i n cr e a s e i n  R R E i s

m or e n oti c e a bl e; t h at i s, t h e i n cr e a s e of k urt o si s  m a k e s  E B P l e s s effi ci e nt a n d t h er ef or e  w e s h o ul d

b e  m or e c a uti o u s  w h e n a p pl yi n g it.

5. 2 Si m ul ati o n 2

F or i n v e sti g ati n g t h e b e h a vi or of t h e b o ot str a p- b a s e d  M S E e sti m at or s of pr e di ct or s Â
e b
d a n d R̂

e b
d , w e

t a k e I = 2 0 0, L = 2 0 0, N d = 2 0 0, D = 5 0 a n d n d = 1 0, d = 1 ,… , D .  A s e c o n d o bj e cti v e of si m ul ati o n
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1 7 1 4 E S T E B A N e t  a l.

T A B L E  6 R A B (𝛽 ) a n d  R R E (𝛽 ) wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

S k e w- n o r m al, 𝛽 1 = 0 St u d e nt’ s t

𝛽 𝛽 2 = 0 𝜎 2 = 2 𝜌 2 = 5 𝜎 2 = 1 0 df = 1 5 df = 1 0 df = 5

R A B Â
e b

0. 3 0 3 5 0. 3 0 5 5 0. 3 2 7 8 0. 3 4 1 9 0. 3 0 1 8 0. 3 2 2 2 0. 3 6 3 6

R̂
e b

1. 0 1 5 2 1. 1 3 8 2 1. 5 5 5 7 1. 6 1 9 5 0. 9 9 5 5 1. 0 3 7 9 2. 1 4 8 7

R R E Â
e b

5. 8 9 4 8 5. 8 6 2 0 5. 7 7 2 9 5. 7 5 7 2 6. 2 1 5 2 6. 3 0 4 5 6. 9 1 4 3

R̂
e b

1 5. 4 2 3 5 1 5. 4 2 0 7 1 5. 1 3 5 7 1 5. 0 8 0 9 1 8. 3 0 8 9 2 0. 6 7 6 9 3 7. 5 3 4 7

2 i s t o gi v e r e c o m m e n d ati o n s o n h o w  m a n y b o ot str a p r e pli c at e s B s h o ul d b e a p pli e d s o t h at t h e

M S E e sti m at or i s a c c e pt a bl y a c c ur at e.  T h e st e p s of Si m ul ati o n 2 ar e

1.  F or D = 5 0, g e n er at e x dj k , d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d , k = 1 , 2.  C o n str u ct t h e p o p ul ati o n  m atri c e s

X dj of di m e n si o n s 2 × p .

2.  T a k e  M S E d (𝜎 ) = R E d (𝜌 )2 , 𝜎 ∈ { A d , R d } , d = 1 ,… , D , fr o m t h e o ut p ut of Si m ul ati o n 1.

3.  R e p e at I = 2 0 0 ti m e s ( i = 1 ,… , 2 0 0)

3. 1.  G e n er at e t h e p o p ul ati o n s r a n d o m v e ct or s u (i)

d
∼ N 2 (0 , V u d ), e (i)

dj
∼ N 2 (0 , V e dj ) a n d y (i)

dj
=

X dj 𝜎 + u (i)

d
+ e (i)

dj
, d = 1 ,… , D j = 1 ,… , N d (N d = 2 0 0).  C al c ul at e z (i)

dj 1
= e x p

{
y (i)

dj 1

}
, z (i)

dj 2
=

e x p
{

y (i)

dj 2

}
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d .

3. 2.  E xtr a ct t h e s a m pl e (y dj , X dj ), d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d (n d = 1 0).

3. 3.  C al c ul at e t h e  R E M L e sti m at or s ̂𝜎
(i)
1 1 , ̂𝜎

(i)
1 2 , ̂𝜌

(i)
2 1 , ̂𝜎

(i)
2 2 , 𝜎

(i)
1 ,… , 𝜌

(i)
6 a n d t h e  E B Ps Â

e b (i)

d , R̂
e b (i)

d , d =

1 ,… , D .

3. 4.  R e p e at B ti m e s, B = { 5 0 ,1 0 0 , 2 0 0 ,4 0 0 } (b = 1 ,… , B ).

( a)  G e n er at e t h e b o ot str a p p o p ul ati o n v e ct or s u ∗( i b)

d
∼ N 2 (0 , V̂ u d ), e ∗( i b)

dj
∼ N 2 (0 , V̂ e dj ),

y ∗( i b)

dj
= X dj

̂𝜎
(i)

+ u ∗( i b)

d
+ e ∗( i b)

dj
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d ,

w h er e V̂ u d = V u d (𝜎 1 , 𝜎 2 , 𝜃 3 ) a n d V̂ e dj = V e dj (𝜎 4 , 𝜃 5 , 𝜎 6 ). C al c ul at e z ∗( i b)

dj 1
= e x p

{
y ∗( i b)

dj 1

}
,

z ∗( i b)

dj 2
= e x p

{
y ∗( i b)

dj 2

}
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , N d .

( b)  C al c ul at e t h e b o ot str a p d o m ai n r ati o p ar a m et er s, t h at i s,

A ∗( i b)

d
=

1

N d

N d∑

j= 1

z ∗( i b)

dj 1

z ∗( i b)

dj 1
+ z ∗( i b)

dj 2

, R ∗( i b)

d
=

∑ N d

j= 1
z ∗( i b)

dj 1

∑ N d

j= 1
z ∗( i b)

dj 1
+

∑ N d

j= 1
z ∗( i b)

dj 2

, d = 1 ,… , D .

( c)  E xtr a ct t h e b o ot str a p s a m pl e
(
y ∗( i b)

dj
, X dj

)
, d = 1 ,… , D , j = 1 ,… , n d .

( d)  C al c ul at e t h e b o ot str a p  R E M L e sti m at or s ̂𝜃
∗( i b)
1 1 , ̂𝜌

∗( i b)
1 2 , ̂𝜃

∗( i b)
2 1 , ̂𝜎

∗( i b)
2 2 , 𝜃

∗( i b)
1 ,… , 𝜎

∗( i b)
6 .

( e)  C al c ul at e t h e  E B Ps Â
e b ∗( i b)

d , R̂
e b ∗( i b)

d a n d R̂
i n∗( i b)

d , d = 1 ,… , D , a s i n (1 7 ) a n d (1 8 ),  wit h

L = 2 0 0.
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 1 5

3. 5.  F or 𝛽̂∗( i b)

d
∈

{
Â

e b ∗( i b)

d , R̂
e b ∗( i b)

d

}
, 𝛽 ∗( i b)

d
∈

{
A ∗( i b)

d
, R ∗( i b)

d

}
, d = 1 ,… , D , c al c ul at e

ms e ∗( i)

d
=

1

B

B∑

b = 1

(
𝛽̂e b ∗( i b)

d
− 𝛽 ∗( i b)

d

) 2

.

3. 6.  F or 𝛽 (i)

d
∈

{
A (i)

d
, R (i)

d

}
, 𝜎̂e b (i)

d
∈

{
Â

e b (i)

d , R̂
e b (i)

d

}
, d = 1 ,… , D , c al c ul at e t h e c o v er a g e

C ∗( i)
𝜌 d

= I
(
𝜎 (i)

d
∈

(
𝜎̂e b (i) − z 0 .9 7 5 ms e

∗( i)1 ∕ 2

d
, 𝜌 e b (i) + z 0 .9 7 5 m s e

∗( i)1 ∕ 2

d

) )
.

4.  F or d = 1 ,… , D , 𝜎̂ ∈
{

Â
e b
d , R̂

e b
d

}
, c al c ul at e

B d ( 𝜎̂) =
1

I

I∑

i= 1

(
m s e ∗( i)

d
− M S E d ( 𝜎̂)

)
, R E d ( 𝜎̂) =

(
1

I

I∑

i= 1

(
m s e ∗( i)

d
− M S E d ( 𝜌̂)

) 2
) 1 ∕ 2

,

R B d ( 𝜎̂) =
B d ( 𝜎̂)

M S E d ( 𝜌̂)
1 0 0 , R R E d ( 𝜎̂) =

R E d ( 𝜎̂)

M S E d ( 𝜎̂)
1 0 0 , A B ( 𝜃̂) =

1

D

D∑

d = 1

|B d ( 𝜎̂)|,

R E ( 𝜃̂) =
1

D

D∑

d = 1

R E d ( 𝜎̂), R A B ( 𝜃̂) =
1

D

D∑

d = 1

|R B d ( 𝜌̂)|, R R E ( 𝜃̂) =
1

D

D∑

d = 1

R R E d ( 𝜎̂).

5.  F or d = 1 ,… , D , 𝜃 d ∈ { A d , R d } , c al c ul at e t h e c o v er a g e r at e s

C 𝜎 d
=

1

I

I∑

i= 1

C ∗( i)
𝜃 d

, C 𝜌 =
1

D

D∑

d = 1

C 𝛽 d
.

T a bl e s 7 a n d 8 pr e s e nt t h e a v er a g e a b s ol ut e a n d r el ati v e p erf or m a n c e  m e a s ur e s, r e s p e cti v el y,

f or D = 5 0, B = 5 0 ,1 0 0 , 2 0 0 ,3 0 0 , 4 0 0 , a n d n d = 1 0, N d = 2 0 0, d = 1 ,… , D .  W e n ot e t h at t h e a b s ol ut e

bi a s e s of Â
e b
d ar e s m all er t h a n t h e a b s ol ut e bi a s e s of R̂

e b
d ,  w hil e t h eir c orr e s p o n di n g r el ati v e a b s o-

l ut e bi a s e s ar e si mil ar.  T hi s i s d u e t o t h e di vi si o n b y t h e c orr e s p o n di n g  M o nt e  C arl o a p pr o xi m ati o n

t o t h e tr u e  M S E.  W e o b s er v e t h at t h e  M S E s of t h e  M S E e sti m at or s d e cr e a s e  w h e n t h e n u m b er of

b o ot str a p r e s a m pl e s B i n cr e a s e s.  H o w e v er t h e bi a s e s of t h e  M S E e sti m at or s r e m ai n st a bl e  w h e n

B i n cr e a s e s. It i s r e m ar k a bl e t h at  R R E( 𝓁̂) i s b el o w 1 5 % if B = 2 0 0 a n d it i s ar o u n d 1 2 % if B = 4 0 0.

T a bl e 9 pr e s e nt s t h e c o v er a g e r at e s C 𝛿 f or D = 5 0, B = 5 0 ,1 0 0 , 2 0 0 ,3 0 0 , 4 0 0 a n d n d = 1 0, N d =

2 0 0, d = 1 ,… , D .  T h e y r e m ai n st a bl e a n d cl o s e t o t h e n o mi n al v al u e 0. 9 5 e v e n i n t h e c a s e B = 5 0.

T h er ef or e, t h e c o nfi d e n c e i nt er v al b a s e d o n t h e a s y m pt oti c n or m al di stri b uti o n  w or k s “ w ell ” if

t h e d at a i s si m ul at e d fr o m t h e  m o d el.  T o o bt ai n  m or e a c c ur at e r e s ult s, it s h o ul d b e n e c e s s ar y t o

i n cr e a s e t h e n u m b er of  M o nt e  C arl o it er ati o n s.  W e h a v e n ot c arri e d o ut Si m ul ati o n 2  wit h  m or e

it er ati o n s b e c a u s e of t h e hi g h c o m p ut ati o n al ti m e.

T A B L E  7 1 0 3 A B ( 𝓁̂) (l eft) a n d 1 03 R E ( 𝓁̂) (ri g ht)  wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

B 5 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0

Â
e b

0. 0 7 3 2 0. 0 7 4 4 0. 0 7 3 6 0. 0 7 4 4 0. 0 7 3 1 0. 1 8 7 8 0. 1 5 0 3 0. 1 2 5 1 0. 1 1 6 5 0. 1 0 8 7

R̂
e b

0. 3 9 0 3 0. 4 3 4 6 0. 4 1 8 6 0. 4 3 7 0 0. 4 2 7 0 1. 1 8 3 3 0. 9 5 8 4 0. 7 6 7 2 0. 7 2 3 5 0. 6 7 5 7
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1 7 1 6 E S T E B A N e t  a l.

T A B L E  8 R A B ( 𝛽̂) (l eft) a n d  R R E( 𝛽̂) (ri g ht), i n  %,  wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

B 5 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0

Â
e b

8. 1 4 6 8. 2 7 7 8. 1 7 8 8. 2 6 5 8. 1 2 3 2 1. 4 1 7 1 7. 1 0 0 1 4. 1 7 7 1 3. 1 8 1 1 2. 2 6 8

R̂
e b

7. 2 1 8 7. 9 9 5 7. 7 3 4 8. 0 6 1 7. 9 2 3 2 1. 9 2 3 1 7. 7 4 0 1 4. 2 4 6 1 3. 4 4 0 1 2. 5 6 5

T A B L E  9 C 𝛽 , wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

B 5 0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0  N o mi n al

C A 0. 9 4 0 0. 9 4 5 0. 9 4 8 0. 9 4 4 0. 9 3 8 0. 9 5 0

C R 0. 9 4 3 0. 9 4 4 0. 9 4 7 0. 9 4 4 0. 9 4 0 0. 9 5 0

B 5 0 B 1 0 0 B 2 0 0 B 3 0 0 B 4 0 0

−
2
0

−
1
0

0
 

1
0

2
0

3
0

4
0

R bi a s e s − A e b

B 5 0 B 1 0 0 B 2 0 0 B 3 0 0 B 4 0 0

−
2
0 

−
1
0 

0 
1
0 

2
0

R bi a s e s − R e b

F I G U R E  1 R el ati v e bi a s e s of t h e  m e a n s q u ar e d err or e sti m at or s f or Â
e b
d (l eft) a n d R̂

e b
d (ri g ht)

Fi g ur e 1 c o nt ai n s t h e b o x pl ot s of t h e e m piri c al r el ati v e bi a s e s ( R bi a s e s), i n  %, of t h e p ar a m etri c

b o ot str a p e sti m at or s of t h e  M S E s of t h e pr e di ct or s Â
e b
d (l eft) a n d R̂

e b
d (ri g ht).  Fi g ur e 2 pr e s e nt s t h e

c orr e s p o n di n g b o x pl ot s f or t h e r el ati v e e m piri c al r el ati v e r o ot- M S E s ( R R M S E s).  M or e c o n cr et el y,

Fi g ur e s 1 a n d 2 pl ot t h e q u a ntiti e s  R B d ( 𝛽̂) a n d  R R E d ( 𝛽̂), d = 1 ,… , D , f or 𝜎̂ ∈
{

Â
e b
d , R̂

e b
d

}
, r e s p e c-

ti v el y.  T h e fir st fi g ur e s h o w s t h at t h e b o ot str a p  M S E e sti m at or s ar e r at h er u n bi a s e d,  wit h a s m all

t e n d e n c y t o u n d er e sti m ati o n.  T h e s e c o n d fi g ur e s u g g e st s r u n ni n g ar o u n d B = 4 0 0 it er ati o n s i n

t h e b o ot str a p r e s a m pli n g pr o c e d ur e f or o bt ai ni n g g o o d a p pr o xi m ati o n s t o t h e  M S E s of t h e  E B Ps.

F or st u d yi n g t h e eff e ct of d e vi ati o n s fr o m n or m alit y,  w e r e p e at Si m ul ati o n 2 b y c o n si d eri n g

t h e s a m e n o n n or m al s c e n ari o s a s i n Si m ul ati o n 1.  T a bl e 1 0 pr e s e nt s t h e r el ati v e p erf or m a n c e

m e a s ur e s f or D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0.  T a bl e 1 1 gi v e s t h e c o v er a g e r at e s.  W e o b s er v e t h at r el ati v e

bi a s e s a n d r o ot- M S E s h a v e a  m o d er at e i n cr e m e nt a s t h e s k e w n e s s p ar a m et er i n cr e a s e s.  H o w e v er,

t h e s e  m e a s ur e s ar e  m or e s e n si bl e t o t h e d e cr e a s e of t h e d e gr e e s of fr e e d o m of t h e  m ulti v ari at e

St u d e nt’s t di stri b uti o n. I n t h e c a s e of R d , t h e c o v er a g e r at e s  m o v e a w a y fr o m t h e n o mi n al v al u e

9 5 % f or hi g h v al u e s of t h e k urt o si s.

6 I L L U S T R A T I V E  A P P L I C A T I O N  T O  S H B S  D A T A

T h e S H B S i s a n n u all y c arri e d o ut b y t h e “I n stit ut o  N a ci o n al d e  E st a dí sti c a ” (I N E),  wit h t h e o bj e c-

ti v e of o bt ai ni n g i nf or m ati o n o n t h e n at ur e a n d d e sti n ati o n of t h e c o n s u m pti o n e x p e n s e s, a s  w ell
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 1 7

B 5 0 B 1 0 0 B 2 0 0 B 3 0 0 B 4 0 0

1
0 

2
0 

3
0 

4
0 

5
0

R R M S E s − A e b

B 5 0 B 1 0 0 B 2 0 0 B 3 0 0 B 4 0 0

1
0 

1
5 

2
0 

2
5 

3
0 

3
5

R R M S E s − R e b

F I G U R E  2 R el ati v e r o ot- m e a n s q u ar e d err or s ( M S E s) of t h e  M S E e sti m at or s f or Â
e b
d (l eft) a n d R̂

e b
d (ri g ht)

T A B L E  1 0 R A B (𝛽 ) a n d  R R E (𝛽 ) wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

S k e w- n o r m al, 𝛽 1 = 0 St u d e nt’ s t

𝛽 𝛽 2 = 0 𝜎 2 = 2 𝜌 2 = 5 𝜎 2 = 1 0 df = 1 5 df = 1 0 df = 5

R A B Â
e b

8. 6 8 1 3 7. 9 0 0 8 7. 9 9 2 7 8. 0 3 3 3 7. 5 7 2 2 7. 4 1 7 1 9. 8 9 2 2

R̂
e b

9. 1 2 8 4 8. 5 4 0 1 8. 3 2 5 3 8. 2 4 7 1 1 3. 7 1 9 5 2 4. 9 3 9 7 6 7. 1 4 7 6

R R E Â
e b

1 4. 7 3 2 4 1 4. 2 6 5 3 1 4. 3 2 3 6 1 4. 3 7 8 3 1 3. 2 1 7 8 1 3. 0 3 8 4 1 5. 4 5 0 2

R̂
e b

1 5. 5 7 6 7 1 5. 3 8 7 0 1 5. 4 8 6 9 1 5. 5 5 7 5 1 7. 4 9 5 4 2 6. 8 3 4 4 6 7. 2 8 8 6

T A B L E  1 1 C 𝜎 , wit h D = 5 0, n d = 1 0, N d = 2 0 0

𝜌 2 = 0 𝜎 2 = 2 𝜎 2 = 5 𝜎 2 = 1 0  df = 1 5  df = 1 0  df = 5

C A 0. 9 4 6 4 0. 9 3 8 4 0. 9 4 1 6 0. 9 4 4 8 0. 9 4 4 8 0. 9 4 9 6 0. 9 4 2 4

C R 0. 9 5 0 4 0. 9 3 4 4 0. 9 2 6 4 0. 9 2 8 8 0. 9 3 1 2 0. 9 1 4 4 0. 7 9 3 6

a s o n v ari o u s c h ar a ct eri sti c s r el at e d t o t h e c o n diti o n s of h o u s e h ol d lif e. I n t h e S p a ni s h e c o n-

o m y it i s i m p ort a nt t o h a v e g o o d e sti m at e s of c o n s u m er s p e n di n g, si n c e t hi s s p e n di n g r e pr e s e nt s,

a p pr o xi m at el y, 6 0 % of gr o s s d o m e sti c pr o d u ct.  H o w e v er, gl o b al p oliti c al  m e a s ur e s ar e n ot oft e n

s ati sf a ct or y f or r e gi o n al a ut h oriti e s,  w hi c h c a n al s o d e v el o p t h eir o w n e c o n o mi c str at e gi e s.  T h e y

n e e d s o m e t o ol s t o d et er mi n e,  wit h pr e ci si o n a n d r eli a bilit y, t h e  m ai n v ari a bl e s a n d c o n s u m er

i n di c at or s i n or d er t o i m pl e m e nt t h eir str at e gi e s.  A m o n g t h e  m ai n c o n s u m er i n di c at or s ar e t h e

l o c al  m e a n s of f o o d a n d n o nf o o d a n n u al e x p e n s e s of h o u s e h ol d s a n d t h e r ati o s of a n n u al f o o d

h o u s e h ol d e x p e n s e s.  F or e x a m pl e, r e gi o n al a ut h oriti e s ar e i nt er e st e d i n pr o vi di n g ai d f or v ul n er-

a bl e f a mili e s i n b a si c n e c e s siti e s, s u c h a s f o o d at pr o vi n c e l e v el.  F or t hi s, it i s n e c e s s ar y t o k n o w

t h e  m e a n e x p e n dit ur e of f a mili e s o n t hi s t y p e of g o o d s.

T hi s s e cti o n pr e s e nt s a n a p pli c ati o n of t h e n e w st ati sti c al  m et h o d ol o g y t o t h e e sti m ati o n of

d o m ai n p ar a m et er s d efi n e d a s a d diti v e f u n cti o n s of t w o t y p e s of e x p e n s e v ari a bl e s.  W e d e al  wit h

d at a fr o m t h e S H B S of 2 0 1 6.  T h e d o m ai n s ar e t h e 5 0 S p a ni s h pr o vi n c e s pl u s t h e a ut o n o m o u s citi e s

C e ut a a n d  M elill a, s o t h at D = 5 2.  L et z dj 1 a n d z dj 2 b e t h e f o o d a n d n o nf o o d a n n u all y e x p e n s e s of

h o u s e h ol d j of d o m ai n d .  T h e d o m ai n  m e a n of f o o d a n d n o nf o o d h o u s e h ol d a n n u all y e x p e n s e s
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1 7 1 8 E S T E B A N e t  a l.

ar e

Z d 1 =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 1 , Z d 2 =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 2 , d = 1 ,… , D ,

w hi c h ar e a d diti v e p ar a m et er s  wit h h (z dj ) = 1

N d

(z dj 1 , z dj 2 ).  F or e a c h d o m ai n d , t h e r ati o of t h e  m e a n

a n n u all y h o u s e h ol d e x p e n s e s o n f o o d t o t h e  m e a n a n n u all y h o u s e h ol d e x p e n s e s i s

R d =
Z d 1

Z d 1 + Z d 2

, d = 1 ,… , D ,

w hi c h ar e r ati o s of a d diti v e p ar a m et er s.  F or e a c h d o m ai n d , t h e  m e a n of t h e r ati o s of f o o d

h o u s e h ol d a n n u all y e x p e n s e s t o t h e c orr e s p o n di n g t ot al h o u s e h ol d a n n u all y e x p e n s e s i s

A d =
1

N d

N d∑

j= 1

z dj 1

z dj 1 + z dj 2
, d = 1 ,… , D ,

w hi c h ar e a a d diti v e p ar a m et er s  wit h h (z dj ) = z dj 1 ∕( z dj 1 + z dj 2 ).  A s  w e d o n ot h a v e a S p a ni s h c e n s u s

fil e d at e d ar o u n d 2 0 1 6,  w e e sti m at e t h e d o m ai n p ar a m et er s Z d 1 , Z d 2 , A d a n d R d b y u si n g t h e  E B Ps

𝛽
e b
d d efi n e d i n ( 1 0 ) a n d (1 4 ), r e s p e cti v el y.  F or t hi s s a k e,  w e fit a  B N E R  m o d el t o t h e t ar g et v ari a bl e s

z dj 1 a n d z dj 2 wit h c at e g ori c al c o v ari at e s t h at ar e r el at e d t o c o n s u m pti o n.

S c e al y a n d  W el s h ( 2 0 1 7 ) s h o w e d t h at c at e g ori c al a u xili ar y v ari a bl e s t h at i nfl u e n c e t h e h o u s e-

h ol d c o n s u m pti o n ar e t h e h o u s e h ol d c o m p o siti o n a n d t h e ar e a of u s u al r e si d e n c e.  W e o nl y u s e t h e

h o u s e h ol d t y p ol o g y b e c a u s e t h e ar e a of u s u al r e si d e n c e  w a s n ot si g nifi c a nt.  A s a u xili ar y v ari a bl e,

w e t h u s c o n si d er t h e h o u s e h ol d c o m p o siti o n  F C  wit h c at e g ori e s

F C 1: Si n gl e p er s o n or a d ult c o u pl e  wit h at l e a st o n e  m e m b er s  wit h a g e o v er 6 5,

F C 2:  Ot h er c o m p o siti o n s  wit h a si n gl e p er s o n or a c o u pl e  wit h o ut c hil dr e n,

F C 3:  C o u pl e  wit h c hil dr e n u n d er 1 6 y e ar s ol d or a d ult  wit h c hil dr e n u n d er 1 6 y e ar s ol d,

F C 4:  Ot h er h o u s e h ol d s.

T h e v ari a bl e  F C i s tr e at e d a s a f a ct or  wit h r ef er e n c e c at e g or y  F C 4.

F or c al c ul ati n g t h e  E B Ps of t h e d o m ai n p ar a m et er s of i nt er e st, b y  m e a n s of t h e f or m ul a s ( 1 4 )

a n d ( 1 0 ),  w e n e e d t h e tr u e p o p ul ati o n si z e s, N dt , of t h e cr o s si n g s of pr o vi n c e s  wit h t h e c at e g ori e s

of t h e v ari a bl e  F C.  W e c al c ul at e t h e s e si z e s b y u si n g t h e s a m pli n g  w ei g ht s of t h e S p a ni s h  L a b or

F or c e S ur v e y ( S L F S).  T h e S L F S s a m pli n g  w ei g ht s ar e c ali br at e d t o t h e p o p ul ati o n si z e s of t h e

pr o vi n c e s cr o s s e d  wit h s e x a n d a g e gr o u p s.  T h e s e d e m o gr a p hi c q u a ntiti e s c o m e fr o m t h e I N E

p o p ul ati o n pr oj e cti o n s y st e m a n d ar e c o n si d er e d t h e  m o st a c c ur at e d e m o gr a p hi c fi g ur e s i n S p ai n.

T h e S H B S s a m pli n g  w ei g ht s ar e c ali br at e d t o t h e p o p ul ati o n si z e s of t h e a ut o n o m o u s c o m m u-

nit y ( N U T S 2) cr o s s e d  wit h s e x a n d a g e gr o u p s.  T h e s e  w ei g ht s  m a k e t h e dir e ct e sti m at or s of

s o ci o e c o n o mi c i n di c at or s at t h e a ut o n o m o u s c o m m u nit y l e v el b a si c all y u n bi a s e d.  H o w e v er, t h e y

i ntr o d u c e a n o n n e gli gi bl e bi a s i n t h e dir e ct e sti m at or s of s u c h i n di c at or s at t h e pr o vi n c e l e v el.  F or

a d et ail e d st u d y of t h e i nfl u e n c e of t h e s e  w ei g ht s a n d t h e c o n str u cti o n of alt er n ati v e e sti m at or s,

s e e  A p p e n di x  E i n  D at a S 1 .
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 1 9

T A B L E  1 2 R e gr e s si o n p ar a m et er s a n d p - v al u e s

y x - v a ri a bl e E sti m ati o n z - v al u e S E p - V al u e

y 1 I nt er c e pt − 0 .8 0 4 5. 2 9 0. 0 2 0. 0 0

F C 1 − 0 .3 6 2 8. 9 4 0. 0 1 0. 0 0

F C 2 − 0 .6 1 4 9. 2 3 0. 0 1 0. 0 0

F C 3 − 0 .1 4 1 0. 7 9 0. 0 2 0. 0 0

y 2 I nt er c e pt 0. 8 3 4 2. 0 0 0. 0 2 0. 0 0

F C 1 − 0 .3 9 3 7. 2 4 0. 0 1 0. 0 0

F C 2 − 0 .2 9 2 7. 9 3 0. 0 1 0. 0 0

F C 3 0. 0 1 1. 1 4 0. 0 1 0. 2 5

T A B L E  1 3 E sti m ati o n a n d c o nfi d e n c e i nt er v al s of v ari a n c e a n d c orr el ati o n p ar a m et er s

P a r a m et e r  E sti m ati o n  L. C I  U. C I  L. C I. b o ot  U. C I. b o ot

𝛽 2
u 1 0. 0 1 3 0. 0 0 7 0. 0 1 8 0. 0 0 7 0. 0 1 9

𝛽 2
u 2

0. 0 1 8 0. 0 1 0 0. 0 2 5 0. 0 1 0 0. 0 2 6

𝛽 u 0. 6 1 4 0. 4 2 1 0. 8 0 7 0. 3 6 7 0. 7 7 4

𝛽 2
e 1 0. 4 5 1 0. 4 4 2 0. 4 5 9 0. 4 4 8 0. 4 6 7

𝛽 2
e 2

0. 3 1 8 0. 3 1 2 0. 3 2 4 0. 3 1 5 0. 3 2 7

𝜎 e 0. 3 7 7 0. 3 6 6 0. 3 8 9 0. 3 6 4 0. 3 8 7

W e fir st fit a  B N E R  m o d el t o t h e e x p e n dit ur e v ari a bl e s z dj 1 a n d z dj 2 .  A s t h e s h a p e of t h e hi s-

t o gr a m e sti m at or s of t h e pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n s of t h e  m o d el  m ar gi n al r e si d u al s ar e sli g htl y

s k e w e d,  w e a p pl y t h e l o g tr a n sf or m ati o n.  T h er ef or e,  w e fit a  B N E R  m o d el t o y dj 1 = l o g z dj 1 a n d

y dj 2 = l o g z dj 2 , wit h z 1 a n d z 2 e x pr e s s e d i n 1 0 4 e ur o s a n d  wit h t h e s a m e a u xili ar y v ari a bl e s.  F or e a c h

t ar g et v ari a bl e, y 1 a n d y 2 , T a bl e 1 2 pr e s e nt s t h e e sti m at e s of t h e r e gr e s si o n p ar a m et er s a n d t h eir

st a n d ar d err or s. It al s o pr e s e nt s t h e a s y m pt oti c p - v al u e s f or t e sti n g t h e h y p ot h e s e s H 0 ∶ 𝜌 kr = 0,

k = 1 , 2, r = 1 , 2 , 3 , 4.

T a bl e 1 3 pr e s e nt s t h e e sti m at e s of t h e v ari a n c e a n d c orr el ati o n p ar a m et er s  wit h t h eir 9 5 %

c o nfi d e n c e i nt er v al s, o n t h e l eft si d e t h e a s y m pt oti c n or m alit y i nt er v al s a n d o n t h e ri g ht si d e

t h e b o ot str a p p er c e ntil e i nt er v al s ( S h a o  &  T u, 1 9 9 5 ).  T hi s t a bl e s h o w s t h at all t h e e sti m at e d

p ar a m et er s ar e si g nifi c a ntl y gr e at er t h a n z er o.  W e r e m ar k t h at c orr el ati o n s 𝜎 u a n d 𝜎 e ar e si g-

nifi c a ntl y gr e at er t h a n z er o, s o t h at t h e i n d e p e n d e nt u ni v ari at e  m o d eli n g of y 1 a n d y 2 i s n ot

a p pr o pri at e.

Fi g ur e 3 pl ot s t h e hi st o gr a m s of t h e D = 5 2 st a n d ar di z e d  E B Ps of t h e r a n d o m eff e ct s of t h e

fitt e d  B N E R  m o d el f or f o o d (l eft) a n d n o nf o o d (ri g ht) e x p e n dit ur e s.  T h e st a n d ar di z ati o n of û d 1

a n d û d 2 i s c arri e d o ut b y s u btr a cti n g t h eir  m e a n v al u e a n d di vi di n g b y t h eir S D. It al s o pri nt s

t h e c orr e s p o n di n g pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n e sti m at e s.  T h e s h a p e s of t h e d e n siti e s ar e q uit e

s y m m etri c al,  w hi c h i n di c at e s t h at t h e di stri b uti o n s of t h e r a n d o m eff e ct s ar e n ot v er y f ar fr o m t h e

n or m al di stri b uti o n s. Si n c e D i s t o o s m all t o o bt ai n a g o o d n o n- p ar a m etri c e sti m at e of t h e d e n sit y

f u n cti o n s, t h e d efi niti v e c o n cl u si o n s c a n n ot b e dr a w n.
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1 7 2 0 E S T E B A N e t  a l.

D e n sit y u 1

st.r a n d o m. eff e ct s

− 2  − 1 0 1 2

0.
0 

0.
1 

0.
2 

0.
3 

0.
4

D e n sit y u 2

st.r a n d o m. eff e ct s

− 2  − 1 0 1 2
0.

0 
0.

1 
0.

2 
0.

3 
0.

4 
0.

5

F I G U R E  3 Hi st o gr a m s of st a n d ar di z e d r a n d o m eff e ct s

Fi g ur e 4 pl ot s t h e hi st o gr a m s of t h e n = 2 2 ,0 1 0 st a n d ar di z e d r e si d u al s ( sr e si d u al s) of t h e fitt e d

B N E R  m o d el f or t h e fir st (l eft) a n d s e c o n d (ri g ht) r e s p o n s e v ari a bl e s.  T h e st a n d ar di z ati o n of ê dj 1

a n d ê dj 2 i s c arri e d o ut b y s u btr a cti n g t h eir  m e a n v al u e a n d di vi di n g b y t h eir S D. It al s o pri nt s t h e

c orr e s p o n di n g pr o b a bilit y d e n sit y f u n cti o n e sti m at e s.  T h e c ur v e s of t h e e sti m at e d d e n siti e s h a v e

l o n g er l eft t ail s a n d sli g htl y s k e w e d s h a p e.  N e v ert h el e s s,  w e c o ul d a d mit t h at t h e di stri b uti o n s of

st a n d ar di z e d r e si d u al s i s n ot t o o f ar fr o m n or m alit y.

Fi g ur e 5 pl ot s t h e st a n d ar di z e d r e si d u al s v er s u s t h e pr e di ct e d v al u e s of t h e fitt e d  B N E R  m o d el,

w hi c h c orr e s p o n d t o t h e l o g arit h m s of f o o d ( Y 1) a n d n o nf o o d ( Y 2) e x p e n dit ur e s. I n b ot h c a s e s,

t h e  m ai n cl o u d of r e si d u al s i s sit u at e d s y m m etri c all y ar o u n d z er o  wit h o ut a n y r e c o g ni z a bl e

p att er n.

A p p e n di x  D of  D at a S 1 i n cl u d e s t h e r e s ult s d eri v e d fr o m u si n g t h e tr a n sf or m ati o n s c u b e-r o ot

a n d fift h-r o ot.  D e n sit y fi g ur e s  D. 2 a n d  D. 5 of st a n d ar di z e d r e si d u al s ar e q uit e s y m m etri c al a n d

s h o w t h at di stri b uti o n s ar e n ot t o o f ar fr o m n or m alit y.  Di s p er si o n gr a p h s  D. 3 a n d  D. 6 of st a n d ar d-

i z e d r e si d u al s v er s u s pr e di ct e d v al u e s s h o w t h at t h e cl o u d s of p oi nt s ar e sit u at e d s y m m etri c all y

ar o u n d z er o  wit h o ut a n y r e c o g ni z a bl e p att er n s.  T a bl e  D. 5 pr e s e nt s t h e s k e w n e s s a n d k urt o si s of

t h e st a n d ar di z e d r e si d u al s f or t h e t hr e e tr a n sf or m ati o n s. It s h o w s s k e w n e s s cl o s e t o z er o i n all

c a s e s a n d s m all er k urt o si s i n c a s e of t h e l o g tr a n sf or m ati o n.  T a bl e  D. 6 pr e s e nt s t h e s k e w n e s s a n d

k urt o si s of t h e r a n d o m eff e ct s a n d l e a d s t o si mil ar c o n cl u si o n s.  F or t h e  m ar gi n al r a n d o m eff e ct s,

t h e J ar q u e – B er a n or m alit y t e st d o e s n ot r ej e ct n or m alit y i n a n y of t h e c a s e s. I n  w h at f oll o w s,  w e

pr e s e nt t h e  E B Ps b a s e d o n t h e  B N E R  m o d el  wit h t h e l o g tr a n sf or m ati o n.  D at a S 1 gi v e s a d diti o n al

i nf or m ati o n a b o ut  E B Ps i n t w o a p p e n di x e s.  A p p e n di x  E di s c u s s e s t h e i nfl u e n c e of t h e S L F S s a m-

pli n g  w ei g ht s o n t h e e sti m ati o n of t h e p o p ul ati o n si z e s a p p e ari n g i n t h e f or m ul a of t h e  E B Ps.

F or t hi s s a k e, it c o n str u ct s alt er n ati v e  E B Ps  wit h p o p ul ati o n si z e s e sti m at e d fr o m S H B S s a m pli n g

w ei g ht s.
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 2 1

D e n sit y Y 1

sr e si d u al s

− 4 − 2 0 2 4 6

0.
0 

0.
1 

0.
2 

0.
3 

0.
4

D e n sit y Y 2

sr e si d u al s

− 4  − 2 0 2 4 6
0.

0 
0.

1 
0.

2 
0.

3 
0.

4

F I G U R E  4 Hi st o gr a m s of st a n d ar di z e d r e si d u al s

− 1. 6  − 1. 4  − 1. 2  − 1. 0  − 0. 8  − 0. 6

−
8 

−
6 

−
4 

−
2 

0 
2 

4

s r e si d u al s Y 1

Pr e di ct e d v al u e s

0. 2 0. 4 0. 6 0. 8 1. 0

−
4 

−
2 

0 
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F I G U R E  5 St a n d ar di z e d r e si d u al s v er s u s pr e di ct e d v al u e s (i n 1 0 4 e ur o s)

Dir e ct e sti m at or s of s m all ar e a p ar a m et er s ar e n ot v er y pr e ci s e b e c a u s e t h e s a m pl e si z e i s

s m all i n t h e d o m ai n s.  H o w e v er, t h e y ar e a p pr o xi m at el y u n bi a s e d e sti m at or s u n d er t h e di stri-

b uti o n of t h e s a m pl e d e si g n.  F or t hi s r e a s o n, t h e c o m p ari s o n of  m o d el- b a s e d pr e di ct or s  wit h

dir e ct e sti m at or s i s of i nt er e st t o r e s e ar c h er s. I n p arti c ul ar, t h e pr e di ct or s ar e e x p e ct e d t o f oll o w

t h e p att er n of t h e dir e ct e sti m at e s, b ut i n a s m o ot h e d  w a y.  A p p e n di x  F pr e s e nt s s o m e fi g ur e s

 14679469, 2022, 4, 
Do

wnloaded fro
m https://onlinelibrary.

wiley.co
m/doi/10.1111/sjos.12618 by 

Universidade 
De 

La 
Coruña, 

Wiley 
Online 

Library on [30/12/2022]. 
See the 

Ter
ms and 

Conditions (https://onlinelibrary.
wiley.co

m/ter
ms-and-conditions) on 

Wiley 
Online 

Library for rules of use; 
O

A articles are governed by the applicable 
Creative 

Co
m

mons 
License



1 7 2 2 E S T E B A N e t  a l.

Z 1

≤ 4 2 9 2. 3

> 4 2 9 2. 3 ≤ 4 5 1 3. 5

> 4 5 1 3. 5 ≤ 4 8 1 3. 5

> 4 8 1 3. 5

Z 1 R R M S E ( %)

≤ 2. 7

> 2. 7 ≤ 3. 8

> 3. 8 ≤ 4. 7

> 4. 7

F I G U R E  6 ̂
Z

e b

d 1 (l eft) a n d t h eir r el ati v e r o ot- m e a n s q u ar e err or s ( M S E s) i n  % (ri g ht) of h o u s e h ol d a n n u al

e x p e n dit ur e s i n f o o d b y S p a ni s h pr o vi n c e s

R

≤ 1 5. 3

> 1 5. 3 ≤  1 6. 1

> 1 6. 1 ≤  1 6. 8

> 1 6. 8

R R R M S E ( %)

≤ 2. 5

> 2. 5 ≤  3. 3

> 3. 3 ≤  4. 2

> 4. 2

F I G U R E  7 R̂
i n
d i n  % (ri g ht) a n d t h eir r el ati v e r o ot- m e a n s q u ar e err or s ( M S E s) i n  % (ri g ht) of h o u s e h ol d

a n n u al e x p e n dit ur e s i n f o o d b y S p a ni s h pr o vi n c e s

c o nt ai ni n g pl ot s of dir e ct a n d  E B P e sti m at e s a n d pl ot s of t h e c orr e s p o n di n g e sti m at e s of t h e

r el ati v e r o ot- M S E s ( R R M S E). It al s o gi v e s t a bl e s  wit h c o n d e n s e d n u m eri c al r e s ult s.

Fi g ur e 6 (l eft)  m a p s t h e  m e a n s of t h e h o u s e h ol d a n n u al e x p e n dit ur e s i n f o o d b y S p a ni s h

pr o vi n c e s.  Fi g ur e 6 (ri g ht)  m a p s t h e e sti m at e d  R R M S E i n  %.  T h e s e fi g ur e s s h o w t h at e x p e n dit ur e s

o n f o o d i s r at h er v ari a bl e b et w e e n pr o vi n c e s.

Fi g ur e 7 (l eft) a n d  Fi g ur e 8 (l eft) pl ot t h e r ati o s of  m e a n s a n d t h e  m e a n of r ati o s of h o u s e h ol d

e x p e n dit ur e s i n f o o d b y S p a ni s h pr o vi n c e s i n  %.  Fi g ur e 7 (ri g ht) a n d  Fi g ur e 8 (ri g ht) pl ot t h e c or-

r e s p o n di n g  R R M S E s i n  %.  A n i nt er e sti n g f e at ur e o b s er v e d h er e i s t h at  wit hi n s o m e a ut o n o m o u s

r e gi o n s, t h e pr o vi n c e p er c e nt a g e s of f o o d e x p e n dit ur e, R d , c o ul d b e r at h er v ari a bl e.  T h e s a m e

h a p p e n s f or t h e pr o vi n c e  m e a n s of h o u s e h ol d p er c e nt a g e s of f o o d e x p e n dit ur e A d .  T hi s h a p p e n s

m o stl y i n t h e  A ut o n o m o u s  R e gi o n s of  A n d al u cí a,  Ar a g ó n,  C a still a  L e ó n or i n  G ali ci a,  w h er e

t h er e ar e  m a n y pr o vi n c e s a n d s o m e of t h e m ar e  m or e d e pri v e d t h a n ot h er s. I n c o ntr a st, t h er e ar e

ot h er r e gi o n s, s u c h a s  C at al u ñ a a n d  B a s q u e  C o u ntr y  w h er e t h e v ari a bilit y of t h e e sti m at e d r ati o s

i s s m all er.
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E S T E B A N e t  a l. 1 7 2 3

A

≤ 1 6. 4

> 1 6. 4 ≤ 1 7. 2

> 1 7. 2 ≤ 1 7. 8

> 1 7. 8

A R R M S E ( %)

≤ 2. 3

> 2. 3 ≤ 3

> 3 ≤ 3. 8

> 3. 8

F I G U R E  8 R ati o s Â d i n  % (ri g ht) a n d t h eir r el ati v e r o ot- m e a n s q u ar e err or s ( M S E s) i n  % (ri g ht) of

h o u s e h ol d a n n u al e x p e n dit ur e s i n f o o d b y S p a ni s h pr o vi n c e s

7 C O N C L U S I O N S

T hi s p a p er i ntr o d u c e s s m all ar e a pr e di ct or s of e x p e n dit ur e  m e a n s a n d r ati o s b a s e d o n t h e  B N E R

m o d el ( 1 ).  B e st pr e di ct or s  mi ni mi z e t h e  M S E,  wit hi n t h e cl a s s of u n bi a s e d pr e di ct or s, u n d er t h e

m o d el di stri b uti o n.  T hi s o pti m alit y pr o p ert y a p pr o xi m at el y h ol d s if  w e s u b stit ut e tr u e  m o d el

p ar a m et er s b y c o n si st e nt e sti m at or s, a s t h e  R E M L e sti m at or s ar e.  T h e p a p er pr o p o s e s e sti m ati n g

t h e  M S E s of t h e  E B Ps b y p ar a m etri c b o ot str a p.  A s f ar a s  w e k n o w, t hi s i s t h e fir st ti m e t h at  E B Ps

f or n o nli n e ar bi v ari at e p ar a m et er s ar e i ntr o d u c e d.

T w o si m ul ati o n e x p eri m e nt s ar e c arri e d o ut t o e m piri c all y i n v e sti g at e a n d t o c h e c k t h e b e h a v-

i or of t h e  E B Ps a n d t h e  M S E e sti m at or s  w h e n t h e n u m b er of d o m ai n s or t h e d o m ai n s a m pl e

si z e s ar e s m all.  T hi s i s t o s a y, i n s c e n ari o s  w h er e t h e a s y m pt oti c pr o p erti e s  mi g ht n ot h ol d.

Si m ul ati o n 1 i n v e sti g at e s t h e bi a s e s a n d t h e  M S E s of t h e  E B Ps.  T hi s si m ul ati o n s h o w s t h at

t h e  E B Ps ar e b a si c all y u n bi a s e d, e v e n i n c a s e s  wit h r at h er s m all s a m pl e si z e s, a n d t h at t h e

M S E s d e cr e a s e a s t h e s a m pl e si z e s n d i n cr e a s e. Si m ul ati o n 2 gi v e s t h e r e c o m m e n d ati o n of d oi n g

B = 4 0 0 it er ati o n s  w h e n a p pl yi n g t h e i ntr o d u c e d p ar a m etri c b o ot str a p pr o c e d ur e s f or e sti m ati n g

t h e  M S E s.

F or st u d yi n g t h e eff e ct of d e vi ati o n s fr o m n or m alit y, Si m ul ati o n s 1 a n d 2 al s o c h a n g e s t h e

m ulti v ari at e n or m al di stri b uti o n s of r a n d o m eff e ct s a n d err or s b y  m ulti v ari at e s k e w- n or m al a n d

St u d e nt’s t di stri b uti o n s, k e e pi n g t h e s a m e  m e a n a n d v ari a n c e c o m p o n e nt p ar a m et er s.  T h e s e

si m ul ati o n s ill u str at e h o w effi ci e n c y  m e a s ur e s  w or s e n  wit h i n cr e a si n g s k e w n e s s or k urt o si s of

m ulti v ari at e di stri b uti o n s.  D at a S 1 c o nt ai n s a d diti o n al si m ul ati o n s.  A p p e n di x  B c arri e s o ut n e w

v ari a nt s of Si m ul ati o n s 1 a n d 2 f or st u d yi n g t h e eff e ct of c orr el ati o n s b et w e e n t h e c o m p o n e nt s

of t h e r a n d o m eff e ct s a n d err or s i n t h e b e h a vi or of t h e  E B Ps a n d  M S E e sti m at or s.  A p p e n di x  C

m o v e s a p art fr o m t h e u nit-l e v el  m o d el- b a s e d t h e or y,  w h er e t h e s a m pl e i s a d et er mi ni sti c s u b s et of

t h e p o p ul ati o n. I n t h e n e w si m ul ati o n s t h e s a m pl e s a n d t h e c orr e s p o n di n g si z e s ar e r a n d o m a n d

d e p e n d s o n t h e t ar g et v e ct or y .  T h e  m ai n fi n di n g s ar e t h at t h e  E B Ps ar e n ot  m u c h aff e ct e d b e c a u s e

of t h e i m pl e m e nt e d i nf or m ati v e s a m pli n g s c e n ari o s, b ut t h e p ar a m etri c b o ot str a p e sti m at or s of

t h eir  M S E s ar e dr a sti c all y aff e ct e d.

T h e i ntr o d u c e d  E B P  m et h o d ol o g y i s a p pli e d t o d at a fr o m t h e S H B S of 2 0 1 6.  T h e t ar g et i s t o

e sti m at e pr o vi n c e  m e a n s of f o o d a n d n o nf o o d h o u s e h ol d a n n u al e x p e n dit ur e s, r ati o s of pr o vi n c e
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1 7 2 4 E S T E B A N e t  a l.

m e a n s of h o u s e h ol d a n n u al e x p e n dit ur e s a n d pr o vi n c e  m e a n s of r ati o s of h o u s e h ol d a n n u al

e x p e n dit ur e s.  T h e e sti m ati o n pr o c e d ur e t a k e s i nt o a c c o u nt t h e c orr el ati o n b et w e e n t h e t w o t ar g et

v ari a bl e s.  T h e p a p er al s o c o m p ar e s t h e  m o d el- b a s e d e sti m at e s  wit h dir e ct e sti m at e s a n d it s h o w s

t h at i ntr o d u c e d  E B Ps h a v e l o w er  M S E s.

T h e n e w  m et h o d ol o g y i s n ot u ni v er s al. It i s li mit e d t o t h e a s s u m e d h y p ot h e s e s.  A k e y

p oi nt i s t h e n e e d of h a vi n g a n a u xili ar y c e n s u s fil e s if t h e fitt e d  m o d el c o nt ai n s c o nti n u-

o u s a u xili ar y v ari a bl e s.  T hi s i s a dr a w b a c k t h at li mit s t h e a p pli c a bilit y of t h e  m et h o d ol o g y,

si n c e t h er e ar e f e w c o u ntri e s t h at  m ai nt ai n u p d at e d p o p ul ati o n c e n s u s e s.  H o w e v er, it d o e s n ot

r e d u c e t h e a p pli c a bilit y t o z er o.  T h e  E B P a p pr o a c h, i ntr o d u c e d b y  M oli n a a n d  R a o ( 2 0 1 0 ),

c a n b e a p pli e d u si n g r e c e nt p o p ul ati o n c e n s u s e s.  F or e x a m pl e, t h e  W orl d  B a n k tr a diti o n all y

u s e d t h e  El b er s et al. ( 2 0 0 3 ) c e n s u s- b a s e d  m et h o d ol o g y t o  m a p p o v ert y i n d e v el o pi n g c o u n-

tri e s.  O n t h e ot h er h a n d, t h e  m et h o d i s a p pli c a bl e t o b u si n e s s s ur v e y s,  w h er e it i s c o m m o n

t o h a v e a c e n s u s of c o m p a ni e s.  T h e r e stri cti o n of h a vi n g a c e n s u s i s cir c u m v e nt e d i n t h e

c a s e t h at c at e g ori c al e x pl a n at or y v ari a bl e s ar e u s e d.  T hi s i s t h e e x a m pl e of t h e a p pli c ati o n

t o S H B S d at a, si n c e S p ai n d o e s n ot  m ai nt ai n a n u p d at e d p o p ul ati o n c e n s u s. It i s tr u e t h at

i n t hi s c a s e t h e pr e di cti v e p o w er of t h e  m o d el i s r e d u c e d, b ut t h u s t h e  w h ol e  m o d el i ntr o-

d u c e s v al u a bl e i nf or m ati o n t h at all o w s t h e c o n str u cti o n of  m or e effi ci e nt pr e di ct or s t h a n dir e ct

e sti m at or s.

W e fi n all y r e c all t h at  w e h a v e c arri e d o ut a r e s e ar c h u n d er t h e u nit-l e v el  m o d el- b a s e d

a p pr o a c h.  T h e c orr e s p o n di n g e xt e n si o n s t o t h e  m o d el- a s si st e d or i nf or m ati v e s a m pli n g a p pr o a c h

will all o w i n c or p or ati n g s a m pli n g d e si g n f e at ur e s i nt o t h e st ati sti c al  m et h o d ol o g y, i n cl u di n g

p oi nt e sti m ati o n a n d b o ot str a p  M S E e sti m ati o n.

A C K N O W L E D G M E N T S

S u p p ort e d b y t h e I n stit ut o  G al e g o d e  E st atí sti c a, b y t h e gr a nt s P G C 2 0 1 8- 0 9 6 8 4 0- B-I 0 0 a n d

PI D 2 0 2 0- 1 1 3 5 7 8 R B-I 0 0 of t h e S p a ni s h  Mi ni st eri o d e  E c o n o mí a y  C o m p etiti vi d a d, b y t h e gr a nt

Pr o m et e o/ 2 0 2 1/ 0 6 3 of h e  G e n er alit at  V al e n ci a n a, a n d b y t h e  X u nt a d e  G ali ci a ( Gr u p o s d e  R ef-

er e n ci a  C o m p etiti v a  E D 4 3 1 C 2 0 2 0/ 1 4), a n d b y  G AI N ( G ali ci a n I n n o v ati o n  A g e n c y) a n d t h e

R e gi o n al  Mi ni str y of  E c o n o m y,  E m pl o y m e nt a n d I n d u str y gr a nt  C O V 2 0/ 0 0 6 0 4 a n d  C e ntr o d e

I n v e sti g a ci ó n d el Si st e m a  U ni v er sit ari o d e  G ali ci a  E D 4 3 1 G 2 0 1 9/ 0 1, all of t h e m t hr o u g h t h e

E R D F.

O R C I D

M arí a  D ol or es  Est e b a n htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 1- 8 3 3 0- 9 9 9 1

M arí a J os é L o m b ar dí a htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 1- 9 4 5 2- 9 8 1 8

Est h er L ó p e z- Vi z c aí n o htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 7 4 0 6- 5 8 4 9

D o mi n g o  M or al es htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 2- 9 7 9 4- 5 6 5 4

A g ustí n P ér e z htt p s:// or ci d. or g/ 0 0 0 0- 0 0 0 3- 4 9 9 4- 3 1 7 6
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