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Resumen

Este art́ıculo se centra en resaltar la vasta utilidad
de la teoŕıa de juegos, en particular aquella basa-
da en la vertiente dinámica evolutiva, dentro del
modelado y control de sistemas dinámicos comple-
jos y de gran escala. Concretamente, y a través de
ejemplos claros y de aplicación real, se motiva el
uso de las dinámicas poblacionales para el mode-
lado de sistemas ciberf́ısicos, aśı como los modelos
dinámicos de pago para complementar un sistema
de control en lazo cerrado con restricciones (f́ısicas
y operacionales), cuyos objetivos se alinean con la
distribución dinámica de recursos y el alcance de
equilibrios generalizados de Nash.

Palabras clave: juegos evolutivos, distribución
dinámica de recursos, equilibrios de Nash, mode-
los dinámicos de pago

1. Introducción

En el área de sistemas de control y automati-
zación, los sistemas dinámicos de gran escala se
han venido estudiando con más frecuencia. Exis-
ten múltiples técnicas que han sido desarrolladas
para atacar los principales retos que emergen de
estos sistemas, tales como la cantidad de infor-
mación necesaria para su operación, los costos
económicos y computacionales asociados para su
análisis y śıntesis de poĺıticas de gestión (control),
entre otros. Una de las maneras de modelar estos
sistemas complejos de gran escala con múltiples
decisiones y acciones, en la que los diferentes en-
tes/controladores interactúan entre śı, es median-
te el uso de modelado basado en teoŕıa de juegos.
Esta teoŕıa estudia la interacción entre diferentes
agentes (jugadores) que utilizan diversas estrate-
gias mientras buscan maximizar su bienestar. En
[1], los autores demuestran las conexiones entre

juegos, optimización y aprendizaje para el proce-
samiento de señales en red. Otros ejemplos simi-
lares se centran en la carga de veh́ıculos eléctricos
[9], la coordinación de redes de robots [10], pro-
blemas de control de pandemias [11], técnicas de
aprendizaje por refuerzo [6], respuesta a la deman-
da [7], o manejo de recursos y regulación en siste-
mas de agua [12]. En todas estas aproximaciones,
los autores atacan los problemas desde las perspec-
tivas de juegos matriciales, continuos, diferenciales
o dinámicos. Los juegos matriciales son los más
conocidos sobre todo desde la perspectiva de la
forma normal, en la cual la interacción simultánea
entre jugadores se da de manera estática y cada
jugador se puede ver de manera individual. Por
otro lado, en los juegos continuos, los jugadores
pueden escoger entre una infinidad de estrategias
que vaŕıan en el tiempo. Ahora bien, los juegos
dinámicos utilizan un mecanismo de aprendizaje
que permite ajustar las acciones tomadas basado
en la información de eventos pasados. Estos juegos
se caracterizan por tres problemas fundamentales:
i) cómo modelar el ambiente en el que los juga-
dores interactúan; ii) cómo modelar los objetivos
que persiguen los jugadores; y iii) cómo especi-
ficar el orden en el que los jugadores toman las
decisiones y qué tanta información tienen. En es-
te caso, se asume que la interacción se da entre
un gran número (desconocido) de jugadores, y lo
que nos interesa estudiar es la proporción de in-
dividuos que terminan utilizando una estrategia u
otra. Dentro de los juegos dinámicos se incluyen
los juegos evolutivos, los cuales fueron desarrolla-
dos desde el punto de vista del comportamiento
ecológico. Maynard-Smith y Price fueron los pre-
cursores en este concepto, al desarrollar las nocio-
nes de las estrategias evolutivamente estables [17].
Luego, para lograr ver el comportamiento dinámi-
co y su relación con la parte genética, Taylor y
Jonker desarrollan el modelo de los replicadores
(replicator dynamics), el cual ha sido utilizado am-
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pliamente en aplicaciones de ingenieŕıa. Aśı mis-
mo, aproximaciones de juegos evolutivos desde el
punto de vista de sistemas económicos han sido
desarrolladas en [24] mediante la introducción de
los conceptos de protocolos de revisión y mean dy-
namics.

En este art́ıculo, se muestran un par de ejemplos
representativos de la distribución dinámica de re-
cursos v́ıa juegos poblacionales y modelos dinámi-
cos de pago [21, 24]. El objetivo principal es desta-
car la utilidad y la idoneidad de estas técnicas de
cara a modelar dinámicas de sistemas complejos
de la ingenieŕıa, aśı como en el diseño de estrate-
gias de gestión y control siguiendo poĺıticas parti-
culares y sometiendo la solución a restricciones de
carácter f́ısico y operacional, aśı como de naturale-
za local y global. En particular, el art́ıculo se cen-
tra en presentar las nociones básicas de los juegos
poblacionales y los modelos dinámicos de pago.
Una vez el lector conoce la aproximación propues-
ta, el trabajo busca mostrar la utilidad de estas
técnicas en dos problemas de ingenieŕıa. El primer
problema que se discute es la distribución de agua
en sistemas multi-tanque. Una de las aplicaciones
posibles de este problema radica en la prevención
de inundaciones en redes de drenaje urbano. El
segundo problema que se presenta compete a los
mercados energéticos, lo cuales pueden verse como
una competencia de Cournot. El objetivo es mos-
trar cómo resolver este problema desde la óptica
de los juegos poblacionales y las dinámicas evolu-
tivas.

Varios trabajos anteriores han contribuido a las
nociones que presentamos en este art́ıculo. Un re-
sumen de los trabajos presentados hasta 2017 se
presenta en [23]. Desde entonces, se han realiza-
do aportes en términos de dinámicas distribuidas
en tiempo continuo [3] y en tiempo discreto [13],
aśı como la combinación con técnicas en sistemas
h́ıbridos [20]. Algunas aplicaciones en veh́ıculos
autónomos no tripulados [2] o combinando técni-
cas de control para aplicaciones en redes de agua
[4, 19] han sido parte de los temas desarrollados
últimamente. Recientemente, se han venido obte-
niendo resultados importantes en la relación de
estas dinámicas poblaciones y los equilibrios gene-
ralizados de Nash [15, 16].

2. Juegos Poblacionales y Modelos
Dinámicos de Pago

Considere un conjunto de N ∈ Z≥2 poblaciones,
cada una compuesta por un número grande y cons-
tante de agentes que toman decisiones estratégi-
camente. A lo largo de este art́ıculo, el conjunto
de poblaciones se indexa por P = {1, 2, . . . , N},
el conjunto de estrategias disponibles para los

agentes de la población k ∈ P se indexa por
Sk = {1, 2, . . . , nk}, con nk ∈ Z≥2, y el total de
agentes cada población k ∈ P se modela como
un continuo de masa mk ∈ R>0. Aśı mismo, en
cualquier instante de tiempo, la masa de agentes
que selecciona la estrategia i ∈ Sk en la población
k ∈ P está dada por xki ∈ R≥0. Por lo tanto, los
vectores xk = col

(
xk1 , x

k
2 , . . . , x

k
nk

)
∈ ∆k y x =

col
(
x1,x2, . . . ,xN

)
∈ ∆ denotan las distribucio-

nes estratégicas de la población k ∈ P y de toda la
sociedad, respectivamente. Aqúı, col (·) es la ope-
ración de concatenación en vector columna, n =∑

k∈P n
k, ∆k =

{
xk ∈ Rnk

≥0 :
∑

i∈Sk xki = mk
}

, y

∆ =
{
x ∈ Rn

≥0 : xk ∈ ∆k,∀k ∈ P
}

. En particular,

∆k es el conjunto de todas las posibles distribucio-
nes estratégicas de la población k ∈ P, mientras
que ∆ es el conjunto de todas las posibles distri-
buciones estratégicas de toda la sociedad.

Bajo el esquema considerado, la distribución es-
tratégica de cada población evoluciona en el tiem-
po siguiendo un proceso estocástico [24]. No obs-
tante, dado que el número de agentes de cada
población es grande, la evolución temporal de la
distribución estratégica de la sociedad puede ser
aproximada por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (véase [21] o Sandholm [24, Cápi-
tulo 10]). Dicho sistema de ecuaciones diferenciales
se denota como el modelo de dinámicas evolutivas
(EDM, por sus siglas en ingles), y se define a con-
tinuación.

Definición 1 La evolución temporal de la distri-
bución estratégica x(t) se describe por un EDM de
la forma

ẋ(t) = V (x(t),p(t)) , x(0) ∈ ∆,

donde V : ∆ × Rn → Rn es Lipschitz continua
y V (x(t),p(t)) ∈ T∆ (x(t)), para todo t ≥ 0
(T∆ (x(t)) denota el cono tangente de ∆ en x(t)).

Con base en la Definición 1, el EDM puede ver-
se como un sistema dinámico en tiempo conti-
nuo cuya entrada es el vector de pagos p(t) =
col
(
p1(t),p2(t), . . . ,pN (t)

)
∈ Rn, con pk(t) =

col
(
pk1(t), pk2(t), . . . , pknk(t)

)
∈ Rnk

, para todo k ∈
P. Aqúı, pki (t) ∈ R es el pago percibido por los
agentes de la población k ∈ P que seleccionan la
estrategia i ∈ Sk en el tiempo t. En general, el vec-
tor de pagos p(t) es generado por un modelo de
dinámicas de pago (PDM, por sus siglas en ingles)
que se define de la siguiente forma [21].

Definición 2 El vector de pagos p(t) es determi-
nado por un PDM de la forma

q̇(t) = W (q(t),x(t)) , q(0) ∈ Rd

p(t) = H (q(t),x(t)) ,
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PDM

EDM

 

Figura 1: Sistema interconectado EDM-PDM.

donde W : Rd ×Δ → R
d es Lipschitz continua, y

H : Rd ×R
n
≥0 → R

n es continuamente diferencia-
ble y Lipschitz continua.

Con base en la Definición 2, el PDM puede ver-
se como un sistema dinámico en tiempo continuo
cuya entrada es la distribución estratégica de la
sociedad: x(t) ∈ Δ. De esta manera, el EDM y el
PDM componen un sistema en lazo cerrado, lla-
mado EDM-PDM y mostrado en la Figura 1.

De acuerdo con la Definición 1, la distribución es-
tratégica de la sociedad (x(t)) pertenece al conjun-
to Δ en todos los tiempos t ≥ 0. Esta propiedad
permite aplicar el esquema de juegos poblacionales
en problemas de distribución dinámica de recur-
sos, en los cuales ciertas cantidades de recursos
m1, m2, . . . , mN , deben ser distribuidas en una
serie de alternativas (estrategias). Algunos ejem-
plos de aplicaciones incluyen la coordinación de
carga de veh́ıculos eléctricos [14], sistemas de agua
[22], sistemas de respuesta a la demanda [26], entre
otros. En este tipo de aplicaciones, t́ıpicamente se
estudian las condiciones suficientes para garanti-
zar la convergencia de x(t) a un equilibrio de Nash
(NE, por sus siglas en ingles). En palabras, un NE
es una distribución estratégica x∗ ∈ Δ tal que
ningún agente puede mejorar su pago desviándose
unilateralmente del equilibrio. Más formalmente,
un NE se define de la siguiente manera.

Definición 3 Un NE es una distribución es-
tratégica x∗ ∈ NE, donde

NE =

{
x ∈ Δ : xk

i > 0 ⇒ pki = máx
j∈Sk

pkj , ∀k ∈ P
}
.

Por su parte, el PDM permite incluir dinámicas
en la generación de los pagos pki , para todo i ∈ Sk

y todo k ∈ P . Como ilustraremos a continuación,
debido a esto el PDM resulta útil para considerar
las dinámicas del sistema a controlar durante el
juego, o para incluir restricciones en los equilibrios

válvula 1 válvula 2

receptor

tanque

fuente 1

tanque

fuente 2

tanque

Figura 2: Sistema con tres tanques.

permitidos del juego.

3. Distribución de Agua en
Sistemas Multi-Tanque

3.1. El problema de los tanques

Considere un sistema que tiene tres tanques dis-
puestos en la configuración mostrada en la Figura
2. De estos tres tanques, dos son fuente y uno re-
ceptor. Cada tanque fuente recibe agua del exte-
rior y la vierte al tanque receptor a través de una
válvula cuya apertura puede graduarse. Además,
el tanque receptor tiene un sumidero por el que
evacúa, hacia el exterior del sistema, el agua que
recibe de los tanques fuente. Finalmente, supon-
ga que queremos que los tres tanques alberguen la
misma cantidad de agua. Este sencillo problema
que, de hecho, tiene aplicaciones relevantes en in-
genieŕıa, como es el caso de la prevención de inun-
daciones en redes de drenaje urbano (ver [19] para
más detalles), nos servirá para explicar el uso de
dinámicas poblacionales y modelos dinámicos de
pago como mecanismo de control de sistemas.

3.2. Aplicación de dinámicas
poblacionales al problema de los
tanques

Considere el escenario con N = 1 (una única po-
blación de agentes), con m1 = m = 1 (masa uni-
taria, sin perdida de generalidad), y con las tres
estrategias que se describen en la Tabla 1 (esto
es S1 = S = {1, 2, 3}). De esta forma, entre más
agentes elijan la estrategia 1 ó 2, mayor será la
apertura de la válvula 1 ó 2, respectivamente. Por
otro lado, la estrategia 3 permite la posibilidad de
operar con las válvulas 1 y 2 cerradas. Una vez
definidas las estrategias del juego poblacional, se
procede a determinar los pagos de dichas estrate-
gias, teniendo en mente que el objetivo de control
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Tabla 1: Estrategias para el problema de los tan-
ques.
Estrategia Descripción

1
incrementar la apertura de la válvula

del tanque fuente 1 (válvula 1)

2
incrementar la apertura de la válvula

del tanque fuente 2 (válvula 2)

3
no incrementar la apertura
de ninguna de las válvulas

es que la cantidad de agua almacenada en cada
tanque sea la misma. Una elección conveniente de
las funciones de pago es que estas estén relaciona-
das con el volumen de agua alojado en cada tan-
que. Denotemos como q1(t), q2(t) y q3(t) el volu-
men de agua del tanque fuente 1, del tanque fuente
2 y del tanque receptor, respectivamente. Defina-
mos los pagos aśı: fi(t) = βqi(t), para i = 1, 2, 3.
Esto es, el pago de las estrategias 1 y 2 es direc-
tamente proporcional al volumen de agua de los
tanques fuente 1 y 2, respectivamente. Además,
el pago de la estrategia 3 es directamente propor-
cional al volumen de agua del tanque receptor.
En todos los casos, β ∈ R>0 es la constante de
proporcionalidad. Esta constante es, de hecho, un
parámetro del controlador que estamos diseñando.

La funciones de pago elegidas son coherentes con
el objetivo de control buscado. Observe que, si por
ejemplo la cantidad de agua alojada en el tanque
1 es mayor a las cantidades que albergan el tanque
2 y el tanque receptor, entonces será más rentable
para los agentes elegir la estrategia 1, es decir, in-
crementar la apertura de la válvula 1. Esto hará
que el agua del tanque 1 se desaloje y alcance el
mismo nivel del agua de los otros dos tanques. La
situación es similar con el tanque 2. Finalmente,
si la mayor cantidad de agua está alojada en el
tanque receptor, será más atractivo para los agen-
tes elegir la estrategia 3. Esto provocará que las
válvulas 1 y 2 se cierren, el tanque receptor no in-
cremente más su volumen de agua y los tanques
fuente 1 y 2 empiecen a alojar más ĺıquido. Nue-
vamente, bajo estas condiciones, los tres tanques
alcanzarán el mismo nivel de agua, cumpliendo aśı
el objetivo de control buscado. La Figura 3 repre-
senta la situación descrita sobre cómo el problema
de los tanques puede abordarse usando dinámicas
poblacionales.

Dado que q1(t), q2(t) y q3(t) son los volúmenes de
agua alojados en el tanque fuente 1, tanque fuen-
te 2 y tanque receptor, respectivamente; y x1(t),
x2(t) y x3(t) son las proporciones de agentes que
escogen cada una de las tres estrategias del jue-
go, respectivamente; el problema de distribución
dinámica de recursos en los tanques de agua pue-
de ser abordado con el EDM-PDM caracterizado

Figura 3: Analoǵıa entre el problema de los tan-
ques y un juego poblacional.

por1

ẋi(t) = βxi(t)

⎛
⎝qi(t)−

∑
j∈S

xj(t)qj(t)

⎞
⎠

q̇1(t) = r1 − a1x1(t)q1(t)

q̇2(t) = r2 − a2x2(t)q2(t)

q̇3(t) = a1x1(t)q1(t) + a2x2(t)q2(t)− a3q3(t)

p1(t) = βq1(t)

p2(t) = βq2(t)

p3(t) = βq3(t),

para todo i ∈ {1, 2, 3}, con x(0) ∈ Δ y q(0) ∈ R
3;

y donde a1, a2, a3 ∈ R≥0 son parámetros de los
tanques; y r1, r2 ∈ R≥0 corresponden a la can-
tidad de lluvia que recibe el tanque fuente 1 y
2, respectivamente. En este caso V (x(t),p(t)) =
col

(
ẋ1
1(t), . . . , ẋ

N
nN (t)

)
, y es posible verificar que

V (x(t),p(t)) ∈ TΔ(x(t)), para todo t ≥ 0. A ma-
nera de ilustración, la Figura 4 ilustra el esquema
considerado para controlar el sistema de tres tan-
ques usando dinámicas poblacionales y modelos
dinámicos de pago.

3.3. Sobre el desempeño del sistema
controlado

La estrategia de control basada en dinámicas po-
blacionales tiene dos grandes ventajas: es libre
de modelo (note que para plantear el controla-
dor descrito en la sub-sección anterior, en ningún
momento se recurre a algún modelo que describa
la dinámica del agua alojada en los tanques), y
además, como se explica en [18], existe una teoŕıa
sólida que brinda garant́ıas de que el objetivo de
control se alcanza. Por cuestiones de espacio, no
es posible abordar todos los detalles técnicos de la
prueba de estabilidad del sistema controlado con
dinámicas poblacionales2.

1Las dinámicas del sistema de tanques están basa-
das en el modelo de Muskingum [5].

2Una demostración formal de estabilidad para el
sistema de los tanques estudiado en este art́ıculo puede
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Planta:

sistema de

cantidad de agua
en los tanques:
q1(t),q2(t),q3(t)

cálculo de
los pagos:

pi(t) = βqi(t)

porcentaje de apertura

de las válvulas:

x1(t), x2(t)

Controlador:

dinámicas poblacionales

ẋi(t) = xi(t)
(
pi(t) − p̄(t)

)

pagos de cada
estrategia:

p1(t), p2(t), p3(t)

PDM

EDM

tanques

Figura 4: Sistema de tanques controlado con
dinámicas poblacionales y modelo dinámico de pa-
gos.

La Figura 5 muestra los resultados de simulaciones
en las que se observa que, efectivamente, el agua
en los tanques alcanza el mismo nivel cuando se
aplica el controlador basado en dinámicas pobla-
cionales que se describe en la sub-sección anterior.
Para las simulaciones, se empleó β = 0,01 como
constante de proporcionalidad de las funciones de
pago, y se emplearon los parámetros a1 = a2 = 0,1
s−1, a3 = 0,05 s−1, r1 = 0,5 m3/s y r2 = 0,25
m3/s. En las simulaciones se observa que el siste-
ma de los tres tanques controlado usando dinámi-
cas poblacionales se comporta siguiendo la lógica
empleada en la etapa de diseño. Por ejemplo, ob-
serve en la Figura 5.a, que desde el minuto 0 hasta
el minuto 1, el tanque fuente 1 es el que aloja la
mayor cantidad de agua. Esto hace que la función
de pago asociada a abrir la válvula 1 sea alta, y
por lo tanto el porcentaje de apertura de dicha
válvula aumente durante todo el primer minuto de
la simulación tal y como se muestra en la Figura
5.b. Asimismo, desde el minuto 1 hasta el minuto
2, es el tanque receptor el que está más cargado
(ver Figura 5.a), por lo tanto es más rentable pa-
ra los jugadores no abrir ninguna de las válvulas,
y, como lo muestra la Figura 5.b., el porcentaje
de apertura de las válvulas 1 y 2 decrece durante
este segundo minuto de la simulación. El compor-
tamiento descrito hace que los tanques alcancen
el mismo volumen de agua, es decir, se logra el
objetivo de control.

encontrarse en Obando et al. [19].
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Figura 5: Simulación del sistema de tanques con-
trolado con dinámicas poblacionales. (a) Volúme-
nes de agua en cada tanque. (b) Distribución de
la población entre las estrategias del juego.

4. Aplicación en Mercados
Energéticos

Considere ahora un juego de mercado energéti-
co3 donde N ∈ Z≥1 jugadores (sistemas de ma-
nejo de enerǵıa) compiten para comprar enerǵıa
a lo largo de un horizonte de T ∈ Z≥1 instan-
tes de tiempo. En particular, empleamos P =
{1, 2, . . . , N} para denotar el conjunto de jugado-
res, T = {1, 2, . . . , T} para denotar el horizonte
de tiempo a considerar, Sk ⊆ T para representar
el conjunto de instantes de tiempo en los que el
jugador k ∈ P compite, y mk para denotar el to-
tal de enerǵıa que el jugador k requiere comprar
a lo largo del horizonte. Además, se asume que∣∣Sk∣∣ = nk ≥ 2, para todo k ∈ P, que T = ∪k∈PSk
(lo cual implica que n =

∑
k∈P n

k ≥ T ), y que
para cada instante de tiempo i ∈ T hay un ĺımite
superior sobre la enerǵıa disponible que se denota
ei ∈ R>0. Finalmente, se considera que cada siste-
ma de manejo de enerǵıa tiene una función de uti-
lidad ϕk : Rn → R que busca maximizar (se asume
que ϕk(·) es concava y doblemente continuamen-
te diferenciable para todo k ∈ P). En general, el
valor de dicha función depende de las decisiones
de los demás jugadores (por ejemplo, a través del

3Un juego de mercado energético puede verse como
una competencia de Cournot, y varias aplicaciones de
control pueden modelarse bajo dicha abstracción [8,
27, 28].
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precio de la enerǵıa si este último incrementa con
la demanda).

Para modelar el mercado energético descrito an-
teriormente como un juego poblacional, se propo-
ne la siguiente analoǵıa. Cada jugador (sistema de
manejo de enerǵıa) se modela como una población
con masa mk y conjunto de estrategias Sk. De esta
manera, xki representa la enerǵıa a ser comprada
por el jugador k ∈ P en el instante de tiempo
i ∈ Sk ⊆ T . Bajo esta analoǵıa, cualquier distri-
bución estratégica x ∈ ∆ garantiza que todos los
jugadores (poblaciones) compran exactamente la
enerǵıa requerida. Por otro lado, las restricciones
de enerǵıa disponible se pueden modelar como res-
tricciones de la forma

∑
k∈Pi

xki ≤ ei, para todo

i ∈ T , donde Pi =
{
k ∈ P : i ∈ Sk

}
corresponde

al conjunto de jugadores que compiten en el ins-
tante de tiempo i. Con esto en mente, la región
factible del problema será

X =

{
x ∈ ∆ :

∑
k∈Pi

xki − ei ≤ 0, ∀i ∈ T

}
,

y se asume que X es un conjunto no vaćıo.

El objetivo es entonces diseñar un PDM, de tal
manera que se pueda llevar a la sociedad de agen-
tes a un NE que cumpla las restricciones del pro-
blema (esto se conoce como un equilibrio generali-
zado de Nash). Es decir, llevar a la sociedad a una
distribución estratégica x∗ ∈ NE∩X (bajo las su-
posiciones del problema se cumple que NE∩X es
un conjunto no vaćıo y compacto).

Para estudiar el problema, consideramos entonces
un EDM caracterizado por las dinámicas Smith
[25], las cuales están dadas por

ρij(t) = máx
(
pkj (t)− pki (t), 0

)
ẋki (t) =

∑
j∈Sk

xj(t)ρji(t)− xki (t)
∑
j∈Sk

ρij(t),

para todo i, j ∈ Sk y todo k ∈ P, y
con x(0) ∈ ∆. En este caso V (x(t),p(t)) =
col
(
ẋ11(t), . . . , ẋNnN (t)

)
, y es posible verificar que

V (x(t),p(t)) ∈ T∆ (x(t)), para todo t ≥ 0.

Por otro lado, para el PDM se proponen las
dinámicas dadas por

gj(t) =
∑
k∈Pj

xkj (t)− ej

q̇j(t) = máx(gj(t), 0)− qj(t) máx(−gj(t), 0)

pki (t) =
∂ϕk (x(t))

∂xki
− qi(t),

para todo j ∈ T , todo i ∈ Sk y todo k ∈ P, y con
q(0) ∈ RT

≥0. La intuición detrás del PDM propues-

to está basada en ideas de optimización primal-
dual (las variables qj se interpretan como los mul-
tiplicadores de Lagrange asociados a las restriccio-
nes gj ≤ 0). En particular, note que q̇j(t) = 0 si y
sólo si gj(t) ≤ 0 y qj(t)gj(t) = 0. Dichos requisi-
tos corresponden a las condiciones de factibilidad
del problema primal y de holgura complementaria,
respectivamente. Además, es posible verificar que
las dinámicas propuestas garantizan que qj(t) ≥ 0
para todo t ≥ 0 (condición de no negatividad de
los multiplicadores de Lagrange).

Bajo las suposiciones del mercado energético, el
EDM-PDM considerado garantiza la estabilidad
asintótica del conjunto NE∩X . Este resultado está
respaldado formalmente por Martinez-Piazuelo,
Quijano y Ocampo-Martinez [16, Teorema 3].

A manera de ilustración, considere el escenario con
N = 20, T = 40, Sk generado aleatoriamente,
mk ∼ U[3, 4], y ei ∼ U[2, 2,5], para todo k ∈ P
y todo i ∈ T (garantizando las suposiciones del
problema). Además, para las funciones de utilidad
se emplean funciones de la forma considerada en
Martinez-Piazuelo, Quijano y Ocampo-Martinez
[16, Sección 6]. Por referencia, la instancia con-
siderada en la simulación resulta en un espacio
dimensional con n = 403. En la Figura 6 se pre-
sentan los resultados de simulación para el escena-
rio considerado. Efectivamente, se verifica que la
sociedad converge asintóticamente a un NE en el
cual se satisfacen todas las restricciones de enerǵıa
del problema.

5. Conclusiones

Mediante dos casos de estudio bien conocidos y
referenciados en la literatura, este trabajo ha mos-
trado cómo dos disciplinas cient́ıficas convergen de
cara a resolver problemas de ingenieŕıa de forma
alternativa a como tradicionalmente se reportan
sus soluciones. Es aśı como mediante el uso de la
teoŕıa de juegos evolutiva se desarrollan modelos y
estrategias de control para sistemas de gran escala,
en los que se determinan soluciones adecuadas de
acuerdo con ciertas poĺıticas de gestión y control
establecidas y teniendo en cuenta las restricciones
provenientes de las variables de los modelos y/o de
la operación de los sistemas. Asimismo, este tra-
bajo ofrece un completo conjunto de referencias en
las que los autores han desarrollado y presentado
con el rigor matemático correspondiente los resul-
tados parcialmente usados aqúı para la solución
de los problemas de control descritos.
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Figura 6: Simulación del mercado energético con-
siderado. (a) Trayectoria del indice de desempeño
‖x(t)− x∗‖2 / ‖x(0)− x∗‖2, donde x∗ ∈ NE ∩
X . (b) Trayectorias de las restricciones gi(t) =∑

k∈Pi
xk
i (t)− ei, para todo i ∈ T .
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English summary

Dynamic Resource Allocation via Po-
pulation Games and Payoff Dyna-
mics Models

Abstract

This paper focuses on highlighting the vast useful-
ness of game theory, particularly that based on the
evolutionary dynamic branch, within the modeling
and control of complex and large-scale dynamic
systems. Specifically, and through clear examples
of real application, the use of population dyna-

mics for modeling cyber-physical systems is moti-
vated, as well as dynamic payment models to com-
plement a closed-loop control system with restric-
tions (physical and operational), whose objectives
are aligned with the dynamic resource allocation
and the reachment of generalized Nash equilibria.

Keywords: evolutionary game theory, dynamic
resource allocation, Nash equilibria, payoff dyna-
mic models
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