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Resumen

En este trabajo se utilizaron dos controladores,
un controlador moderno óptimo LQR con obser-
vador de estados y un controlador inteligente Bo-
rroso Proporcional Derivativo (FPD), aplicados a
un sistema bola y barra, con el propósito de posi-
cionar la bola en la barra. Los controladores han
sido diseñados en el entorno MATLAB-Simulink
conectados en tiempo real con un Arduino. Para la
comparación se utilizó el ı́ndice de desempeño ISE
(integral del error al cuadrado). Se puede decir que
con diferentes técnicas usadas, estos controladores
tienen el mismo desempeño.

Palabras clave: Borroso FPD, Sistema Bola y
Barra, LQR, Observador de Estados.

1. Introducción

El sistema bola y barra [13], aśı como otros siste-
mas, surgen en esa búsqueda de aprender temas
de control, este sistema se encuentra en los sub-
actuados, ya que cuenta con dos grados de liber-
tad y un solo actuador. El proceso principal es
balancear una bola de acero sobre una barra y lle-
varla a una posición deseada, balancear la bola de
acuerdo a ciertos criterios de control o que la bola
represente el comportamiento de un sistema dado.

Se implementaron dos controladores, uno óptimo
que requiere el modelo del sistema y un controla-
dor borroso que no requiere el modelo del sistema.

El controlador óptimo usado fue el LQR con ob-
servador de estados [3, 11, 12]. En el diseño se
estima un estado virtual, para esto se utiliza un
observador de estado, este estado se utiliza en el
controlador para anular los efectos de las pertur-
baciones e incertidumbre del sistema, cuando se
diseña el controlador LQR, se utiliza el modelo
más simple, lo que evita un modelado preciso del
sistema. Cualquier término no lineal y parámetro

desconocido se puede considerar como perturba-
ción interna o externa, por eso se considera un
modelo linealizado del sistema bola y barra.

El controlador borroso FPD [1, 5, 6, 7, 9] es una
alternativa atractiva a los controladores clásicos o
modernos existentes, para el diseño de sistemas de
control no lineales, ya que proporciona un méto-
do heuŕıstico mediante reglas Si-Entonces que se
asemeja a la inteligencia humana. En el control
borroso nos centramos en obtener información y
comprensión intuitiva de como controlar mejor el
proceso en lugar de obtener el modelo del sistema.

Los controladores que se diseñaron, se implemen-
taron en Simulink y se trabajó con la libreŕıa Si-
mulink Support Package for Arduino Hadware, es-
to permitió realizar pruebas en tiempo real. Con el
fin de validar los controladores LQR con observa-
dor y borroso, el desempeño de los controladores
se evaluará con el ı́ndice de desempeño ISE, crite-
rio de la integral del error al cuadrado.

Este trabajo se centrará en el diseño e implemen-
tación. La organización del trabajo es la siguiente,
en la sección 2 se describe el sistema y se obtiene
el modelo matemático, en la sección 3 se diseña el
controlador LQR con observador de estado, en la
sección 4 se diseña el controlador borroso. Se ob-
tienen los resultados en la sección 5 y finalmente,
se presentan algunas conclusiones.

2. Sistema Bola y Barra

Se diseñó un sistema bola y barra, para realizar
pruebas de diferentes controladores, como lo
muestra la siguiente figura 1.

2.1. Descripción del sistema

La barra en el centro está conectada a una bisagra
de un grado de libertad, este giro de la barra será
el ángulo α. El servomotor está conectado a la
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Figura 1: Vista frontal Bola y Barra.

barra a través de un enlace con varilla y rótula, el
cambio de ángulo del servomotor es θ, el sensor de
presión resistivo que mide la posición de la bola
xb está pegado a la barra.

2.2. Diagrama de cuerpo libre

Se coloca una bola sobre una barra, ver figura 2,
la bola rueda a lo largo de la barra. Una bisagra
está unida en el centro de la barra. A medida que
el brazo del servomotor gira en un ángulo θ, el
ángulo de la barra α aumenta o disminuye. Este
es un sistema sub-actuado, cuando se cambia
el ángulo de la posición horizontal, la gravedad
hace que la bola ruede a lo largo de la barra. Se
diseñarán dos controladores a este sistema para
manipular la posición de la bola.

α

h

h

θ

xb
L

Lbarra

r s

Figura 2: Diagrama cuerpo libre Bola y Barra.

2.3. Modelo matemático

La segunda derivada del ángulo de entrada α afec-
ta en realidad a la segunda derivada de xb. Sin em-
bargo, ignoraremos esta contribución. La ecuación
lagrangiana [2] del movimiento de la bola viene
dada entonces por lo siguiente:(

J

r2b
+m

)
ẍb +mgsin(α)−mxbα̇

2 = 0 (1)

el ángulo de la barra α es muy pequeño, una apro-
ximación lineal a esta condición se convierte en,
sin(α) ≈ α y α̇ = 0. Entonces:(

J

r2b
+m

)
ẍb = −mgα (2)

Por lo tanto, la función de transferencia será:

Xb(s)

α(s)
= − mg(

J
r2b

+m
)
s2

[ m

rad

]
(3)

La función de transferencia del servomotor se pue-
de aproximar como una función de primer orden
en la forma que se indica a continuación:

Θ(s)

Vm(s)
=

Km

τs+ 1
(4)

Cuando el motor se alimenta con 4.8v la velocidad
es de 0.19sec/60o, Km = 1 y τ = 0.19/5 reempla-
zando en (4), se obtiene:

Θ(s)

Vm(s)
=

1

0.038s+ 1
(5)

El polo del servomotor está en s = −26.31, su
dinámica es más rápida que los polos en el origen
del sistema, por lo tanto, este polo se puede
desestimar.

Finalmente, la relación entre θ y α se puede apro-
ximar como lineal mediante la siguiente ecuación.

α =
rs
L
θ (6)

Expresando como función de transferencia:

Θ(s)

α(s)
=

L

rs
(7)

Los valores utilizados en el modelo matemático se
ven en la tabla 1.

Tabla 1: Especificaciones Bola y Barra

Nombre especificación Valor Unidad

Masa bola (m) 0.111 Kg

Radio bola (rb) 0.015 m

Brazo servomotor (rs) 0.023 m

Longitud barra
(Lbarra)

0.5 m

Longitud barra bisa-
gra (L)

0.25 m

Momento de inercia
(J)

9.99e-6 Kgm2

Ángulo de movimiento
barra (α)

±0.096 rad

Ángulo de movimiento
servomotor (θ)

±π/3 rad
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3. Diseño de controlador LQR con
observador de estados

Para el diseño del controlador es necesario obtener
el modelo de sistema, este debe estar en ecuaciones
de estado de la siguiente forma.

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(8)

3.1. Controlador LQR

El controlador LQR se diseñará para un sistema
linealizado dado en la ecuación (8). La ley de con-
trol LQR es en esencia una acción de control pro-
porcional, que se debe determinar calculando los
componentes de la matriz [8].

u = −Kx(t) (9)

K = R−1BTP (10)

Esto se calcula minimizando la función de coste J .

J =

∫ ∞

0

(
xTQx+ uTRu

)
dt (11)

En la ecuación (10) P , es resuelta por la ecuación
de Ricatti.

0 = ATP + PA+Q− PBR−1BTP (12)

Una forma de obtener Q es Q = CTC, y R de-
be ser definida positiva. La ecuación (12) solo se
puede resolver si el sistema es controlable y ob-
servable, por lo tanto, antes se debe comprobar
que el sistema cumpla con estas dos condiciones,
se sustituye esta matriz P en la ecuación (10), La
matriz K resultante es una matriz óptima.

3.2. Observador de estados

Se trabajará con un observador de estados en lazo
cerrado, la dinámica del observador:

˙̂x = Ax̂+Bu+L(y − ŷ) (13)

Para determinar el término de corrección L
se tiene que encontrar los polos del sistema
controlado, esto se determina calculando los
valores propios de A − BK, y como criterio el
estimador sea unas 4 a 10 veces más rápido que
el polo más lento. luego se calcula una matriz
de ganancia de realimentación de estado L que
logra las ubicaciones deseadas de los polos de lazo
cerrado P [4].

Para minimizar el error en estado estacionario se
agregará un pré-compensador estático:

K0 = −(C(I − (A+BK)−1)B)−1 (14)

al agregar un observador al controlador LQR se
puede determinar la señal de control, quedado de
la siguiente manera:

u = ref ·K0 −Kx̂ (15)

K0ref
ẋ = Ax+Bu

y = Cx

K L(y − ŷ)

˙̂x = Ax̂+Bu
ŷ = Cx̂

u

+

y

+

+

−
ŷ

x̂

−
+

Figura 3: Controlador LQR con observador de es-
tados.

4. Diseño de controlador Borroso

Se utilizará un controlador borroso tipo Mamdani
FPD normalizado, tendrá dos entradas, una será
el error e(t) que es la diferencia entre la referencia
y la posición de la bola, y el cambio en el error
ce(t). La salida será la acción de control u. Para
las entradas se utilizaron funciones de pertenencia
triangulares, ver figura 4. Para la salida del contro-
lador se utilizaron siete funciones de pertenencia
tipo singleton. El universo de discurso del error es
e=[-1,1] y la derivada del error es ce=[-1,1], siendo
la salida u = {−1,−0.8,−0.5, 0, 0.5, 0.8, 1} esto se
puede ver en las figuras 4 y 5.

Figura 4: Funciones de pertenencia triangulares de
entrada e y ce.

4.1. Método de inferencia borrosa

Se entiende por inferencia borrosa la interpreta-
ción de las reglas del tipo SI-ENTONCES con
el fin de obtener las conclusiones de las variables
lingǘısticas de salida [10]. Como operadores lógi-
cos se utilizaran, para Y el producto, para la im-
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Figura 5: Funciones de pertenencia singleton de
salida.

plicación se usará el producto y en la agregación
se usa la suma.

4.2. Base de reglas

La base de reglas del controlador se puede re-
presentar en una tabla ver tabla 2. Las etique-
tas lingǘısticas son: N=Negativo, NP=Negativo
Pequeño, NM=Negativo Medio, NG=Negativo
Grande, C=Cero, P=Positivo, PP=Positivo Pe-
queño, PM= Positivo Medio, PG=Positivo Gran-
de.

Tabla 2: base de reglas en forma de tabla.

HH
HHHce

e
N NM C PM P

N NG NG NM NP C

NM NG NM NP C PP

C NM NP C PP PM

PM NP C PP PM PG

P C PP PM PG PG

4.3. Desborrosificación

Se procede al cálculo del valor numérico de la con-
clusión. Para ello existen varios métodos, el méto-
do de desborrosificación que se utilizara será el
centro de gravedad.

4.4. Constantes del controlador borroso

Las constantes multiplican al valor de entrada
o salida. Se utilizarán tres constantes, dos en
la entrada y una en la salida. La constante que
multiplica al error será kp y está dividida por el
error máximo (emax) del sistema. Para el cambio
error será kd, la cual está dividida por cambio
en el error máximo (cemax). Se divide por los
valores máximos conocidos en la entrada, porque
el universo de discurso de entrada es unitario.
En la salida el valor máximo que va al actuador

es (umax). Esto se hace para no realizar cambios
constantemente en el universo de discurso y aśı
facilitar la sintońıa de parámetros del controlador.

Tabla 3: Constantes del controlador.

variable constante

e kp
emax

ce kd
cemax

u umax

5. Resultados obtenidos

Los resultados se obtuvieron desde Simulink apli-
cando las técnicas de control mencionadas ante-
riormente, esto se validó en el sistema bola y barra
real.

5.1. Controlador LQR con observador de
estados

El modelo de la bola y barra se obtiene de la sub-
sección 2.3.[

ẋb

ẍb

]
=

[
0 1
0 0

] [
xb

ẋb

]
+

[
0

0.644

]
θ

y =
[
1 0

] [xb

ẋb

]
La matriz del controlador K se calcula mediante
las ecuaciones (10) y (12), utilizando las matrices
del sistema A y B, y las matrices de ponderación
definidas Q = [1 0; 0 0] y R = 0.001, se obtiene:

K =
[
31.62 9.91

]
Para el término de corrección del observador L, se
obtiene como se mencionó en la subsección 3.2.

polos =
[
−3.19 + i3.19 −3.19− i3.19

]
Como criterio se usó el de 10 veces más rápi-
do quedando en -32, se usaron como prueba dos
ubicaciones de polos deseados P = [−2 − 32] y
P = [−4 − 32]. Con esto, se calcula una matriz
de ganancias de realimentación de estado dando
como resultado:

L1 =
[
34 64

]T
L2 =

[
36 128

]T
El pré-compensador estático, se calcula usando la
ecuación (14) quedando K0 = 31.62.
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kp
emax

kd
cemax

d
dt

ref umax G(s)
u y

−
+ e

Figura 6: Controlador borroso.

Se realizaron dos pruebas con los valores
calculados para el controlador, ver figura 3, en
una prueba se usó en L = L1 y en la otra L = L2.

El resultado del controlador LQR con observador
de estados se puede ver en la figura 7. El cambio en
la referencia está marcado en color negro, el con-
trolador con término de corrección L1 = [34 64]T

está marcado en color marrón y el controlador con
término de corrección L2 = [34 64]T en color azul.

Figura 7: Posición Bola.

5.2. Controlador Borroso

Se aplicó el controlador borroso proporcional de-
rivativo visto en la subsección 4.4. El error máxi-
mo que puede obtener del sistema, es la diferen-
cia entre la referencia y la posición de la bola,
ver tabla 1. El largo de la barra es 0.5 m enton-
ces emax = 0.5. Se realizó una prueba de escalón
θ = 60o ángulo máximo del servomotor, donde
se determinó cemax = 0.43. La salida es el ángu-
lo máximo del actuador será umax = 60o, kp y kd
se determinaron heuŕısticamente dando kp=2.75 y
kd1=19 para disminuir el tiempo de pico se utilizó
kd2=13, reemplazando en la tabla 3, se obtiene las
constantes ver tabla 4, finamente estos valores se
pasan al controlador ver figura 6.
El resultado de pasar estas constantes al contro-
lar, se puede ver en la figura 8, el cambio en la
referencia está marcado en color negro, cuando se

Tabla 4: Constantes del controlador.

variable constantes 1 constantes 2

e 5.5 5.5

ce 44 30

u 60 60

utilizaron las constantes 1, la posición de la bola
se graficó en color marrón y cuando se utilizaron
las constantes 2 la posición de la bola se graficó
en color azul.

Figura 8: Posición Bola.

5.3. Comparación de resultados

Para comparar los resultados de los controla-
dores, se utilizó el ı́ndice de desempeño ISE
(criterio de la integral del error al cuadrado).
Se usa con frecuencia cuando se implementa
entradas determińısticas tipo escalón. De acuerdo
a las gráficas, la referencia cambia de 0.1 m
a 0.4 m. Por este motivo, se dividirá en dos
tramos, el primer tramo de [0-10] segundos, y
el segundo tramo de [10-20] segundos, ver tabla 5.
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Tabla 5: ı́ndice de desempeño ISE.

controlador ISE tramo 1 ISE tramo 2

LQR L1 0.0169 0.0916

LQR L2 0.0159 0.0944

Borroso kd1 0.0162 0.0926

Borroso kd2 0.0165 0.0914

6. Conclusiones

En este trabajo se mostraron los resultados
obtenidos, demostrando que los dos controladores
estabilizan el sistema de forma eficiente. En
la tabla 5 se separó por tramos el ı́ndice de
desempeño ISE, las diferencias son mı́nimas, se
puede decir que tienen el mismo desempeño con
diferentes técnicas de control usadas.
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English summary

Comparison of LQR and Fuzzy Con-
trol Techniques in a Ball and Beam
System

Abstract

In this work, two controllers; an optimal
LQR controller with a state observer and
a Fuzzy Proportional Derivative (FPD) in-
telligent controller, were applied to a ball
and beam system to position the ball on
the beam. The controllers have been de-
signed in the MATLAB-Simulink environ-
ment, connected in real time with an Ar-
duino. We used the ISE (integral squared
error) performance index for comparison.
It can be said that the both proposed tech-
niques have the same performance.

Keywords: Fuzzy FPD, Ball and Beam
System, LQR, State Observer.
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derna (Vol. 5a Edición). Madrid, España:
PEARSON EDUCACIÓN SA.
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