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Resumen

Este trabajo presenta un estudio preliminar donde
se analizará y estudiará la eficiencia de las redes
neuronales artificiales de topoloǵıa NARX (Non-
linear Autoregressive eXogenous) en la reproduc-
ción del comportamiento de sistemas con dinámi-
cas complejas y su posterior uso en estructuras de
control inteligente. Espećıficamente se valorará el
comportamiento de dichas redes NARX, no solo
en la estimación de las salidas de los sistemas a
una muestra en el futuro, sino que se analizará
su comportamiento hasta un horizonte de predic-
ción determinado. Concretamente, debido a las
caracteŕısticas dinámicas de los sistemas no linea-
les estudiados este estudio se hará para un hori-
zonte de 10 muestras en configuración closed-loop.
El objetivo de este estudio es analizar si existen
divergencias en las salidas estimadas por la red
NARX al depender su cálculo de los valores an-
teriores estimados por la propia red. Dichas es-
tructuras NARX se configurarán para reproducir
tanto sistemas monovariables, como multivaria-
bles. En especial, este estudio se extenderá al caso
del control predictivo no lineal basado en modelos
iMO-NMPC, el cual constituye una ĺınea de tra-
bajo dentro del grupo de investigación de control
inteligente (GICI) de la UPV/EHU.

Palabras clave: Modelo NARX, sistemas no
lineales, MIMO, iMO-NMPC

1. INTRODUCCIÓN

En el ámbito del Control, las aplicaciones en sis-
temas reales ofrecen una amplia gama de pro-
blemáticas a estudiar debido a sus complejas
dinámicas, donde las no linealidades, las restriccio-
nes de funcionamiento, los acoplamientos en siste-
mas multivariables y otras tantas particularidades
dinámicas hacen que sigan existiendo muchos y
nuevos retos a solucionar. En lo que respecta a las
estrategias de control inteligente basadas en mode-
lo, sigue siendo un reto importante el estudiar qué
capacidades y qué eficiencia pueden demostrar los
modelos neuronales basados en estructuras NARX
(Nonlinear Autoregressive eXogenous). Esto supo-

ne que los procesos de identificación para capturar
todas los comportamientos y caracteŕısticas de un
sistema sean complejos, especialmente si el mode-
lo será usado en estrategias como el Control Pre-
dictivo basado en Modelo (MPC, del inglés Model
Predictive Control), que requieren de una buena
aproximación del comportamiento del sistema a
controlar, en especial de la estimación del conjun-
to de sus salidas.

En este ámbito, es muy extendido el uso de Redes
Neuronales Artificiales (RNA) para la modeliza-
ción de estos sistemas, ya que se ha comprobado
que son muy buenos aproximadores universales [5],
[6], [9]. Estos modelos neuronales son aśı imple-
mentables en las estrategias de control menciona-
das, como MPC o su versión no lineal (NMPC)
[2], ofreciendo buenos resultados en trabajos don-
de se plantea el control de sistemas, tanto mono-
variables (Single Input Single Output, SISO), co-
mo multivariables (Multiple Input Multiple Out-
put, MIMO) [1].

En este trabajo, se busca modelizar sistemas no
lineales mediante redes NARX, con diferentes es-
tructuras respecto a su configuración interna y
al número de entradas donde se recibe informa-
ción de estados pasados de dichos sistemas, tanto
en configuración SISO (ecuación 1), como MIMO
(ecuación 2), comparando posteriormente las res-
puestas obtenidas respecto a los sistemas reales.

ŷ(k + 1) = fS(y(k), y(k − 1), ..., y(k − n),
, u(k), u(k − 1), ..., u(k −m))

(1)

ŷ(k + 1) = fM (y1(k), y1(k − 1), ..., y1(k − n1),
, u1(k), u1(k − 1), ..., u1(k −m1),
, y2(k), y2(k − 1), ..., y2(k − n2),

, u2(k), u2(k − 1), ..., u2(k −m2))
(2)

Además, se extenderá el estudio de estas redes
NARX a pruebas realizadas sobre horizontes de
predicción de un máximo de 10 muestras. Las
dinámicas no lineales que presentan los sistemas
empleados para validar esta propuesta de mode-
los neuronales SISO y MIMO permiten desarrollar
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Figura 1: Esquema de control con estrategia iMO-
NMPC.

un estudio a dicho número de muestras, aunque a
modo de prueba se presentará el comportamien-
to de una de las redes seleccionadas para estimar
en configuración closed-loop un total de 130 mues-
tras.

Finalmente, se realizará una prueba de concepto
integrando el modelo neuronal correspondiente en
el control de dos configuraciones, SISO y MIMO.
Se desea observar y presentar cuál es el compor-
tamiento de los mencionados modelos neuronales
en una estructura de control que precisa de los
mismos. Esta estrategia de control es la conocida
como iMO-NMPC [10] y en ella se deben reali-
zar estimaciones futuras en el proceso de optimi-
zación que calcula las acciones de control a apli-
car a los sistemas no lineales controlados. Esta
estrategia de control inteligente integra técnicas
del ámbito de la computación inteligente, como
son las mencionadas redes neuronales, algoritmos
genéticos para realizar los procesos de optimiza-
ción multiobjetivo integrados en ellas y la lógica
difusa que da soporte a la parte de toma de deci-
siones de cara a elegir la solución óptima extráıda
de un frente de Pareto. Un esquema representativo
de esta estrategia puede verse en la Figura 1.

2. PRESENTACIÓN DEL
PROBLEMA

Para establecer este estudio preliminar en el pre-
sente trabajo, se ha trabajado con dos sistemas
no lineales sintéticos procedentes de trabajos pu-
blicados previamente en este área y diseñados para
comprobar el comportamiento de las redes neuro-
nales artificiales ante dinámicas complicadas [8, 4].

Estos sistemas han sido empleados anteriormente
en otros trabajos relacionados con la identificación
de modelos no lineales [7]. Para ofrecer una repre-
sentación de las no linealidades de ambos sistemas,
se presenta en la Figura 2 un conjunto de puntos
de operación en régimen estacionario, mediante
la relación entrada/salida, cuyos rangos abarcan
dinámicas no lineales suficientemente significati-
vas.

Figura 2: Relación de entradas/salidas de los sis-
temas en régimen estacionario.

Estos modelos son ambos modelos monovariables
y se ha estudiado uno de ellos, el que denomina-
remos SNL5, para el primer caso (SISO). Para el
estudio del segundo caso (MIMO), se ha generado
un sistema multivariable no acoplado añadiendo al
anterior un nuevo sistema, el que denominaremos
SNL1.

Como se ha mencionado previamente, las redes
neuronales empleadas son de arquitectura NARX
en lazo abierto, haciéndose un estudio del rendi-
miento de las mismas con distintas configuraciones
respecto al número de neuronas en la capa oculta
y retardos de las entradas. En este estudio se ha
buscado la configuración NARX que más simple
resulte, salvaguardando unos valores de error ade-
cuados, que realice por lo tanto una buena apro-
ximación al sistema real y que facilite en traba-
jos futuros su utilización en plataformas de con-
trol reales donde se puedan analizar requerimien-
tos importantes de tiempo real.

2.1. SISO

En primer lugar, se ha estudiado un sistema no
lineal extráıdo de la publicación de Harris titulada
-Advances in Intelligent Control- [4], denominado
SNL5 para este trabajo:

y(k + 1) =
1,5 · y(k) · y(k − 1)

1 + y(k)2 + y(k − 1)2
+

+0,7 · sin (0,5 (y(k) + y(k − 1))) ·
· cos (0,5 (y(k) + y(k − 1))) + 1,2 · u(k)

(3)

En lo que respecta al entrenamiento del modelo
neuronal NARX y su configuración, al ser un sis-
tema con una única entrada y una única salida,
se han estudiado un rango de valores del número
de neuronas de una única capa oculta entre 2 y 6,
siendo los retardos de las entradas externas (u) 0
o 0/11, y los retardos de la salida real (target) 1 o
1/2.

1Notación MATLAB
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2.2. MIMO

En segundo lugar, se ha estudiado el caso de un
sistema MIMO desacoplado, compuesto por el sis-
tema SNL5, ecuación (4) y un nuevo sistema no
lineal tomado del trabajo de Narendra [8], deno-
minado para este trabajo como SNL1, mostrado
en la ecuación (5).

y1(k + 1) =
1,5 · y1(k) · y1(k − 1)

1 + y1(k)2 + y1(k − 1)2
+

+0,7 sin [0,5 (y1(k) + y1(k − 1))] ·
· cos [0,5 (y1(k) + y1(k − 1))] + 1,2u1(k)

(4)

y2(k + 1) = u2(k)
3 +

y2(k)

1 + y2(k)2
(5)

De igual manera, de cara a configurar los modelos
neuronales NARX, al ser un sistema MIMO más
complejo, se ha estudiado el rango de valores de
número de neuronas de la capa oculta entre 8 y
20, en intervalos de 2, para reducir el número de
redes a analizar; y los retardos, al igual que en el
anterior caso, de las entradas externas (u) 0 o 0/1,
y los retardos de la salida real (target) 1 o 1/2.

3. RESULTADOS

Para la obtención de los modelos neuronales se
ha realizado un barrido de parámetros, siendo las
entradas y salidas (targets) de los sistemas en los
procesos de entrenamiento iguales para todas los
casos.

Debido a que la inicialización de los pesos y bias
de las redes NARX en cada entrenamiento es alea-
torio, no se puede asegurar que con un solo entre-
namiento se pueda lograr la mejor solución (red
NARX óptima), por lo que se han realizado re-
peticiones con cada una de las configuraciones se-
leccionadas, entrenado 4 redes distintas para cada
combinación de parámetros. De su posterior análi-
sis se ha escogido aquella con mejor rendimiento
en validación, estudiando los resultados de estima-
ción de salidas del modelo neuronal para entradas
distintas a las de los entrenamientos.

Del estudio de los resultados globales, se ha se-
leccionado en cada configuración realizada la red
NARX que mejor comportamiento ha mostrado en
lo que respecta al Error Cuadrático Medio (Mean
Square Error, MSE). Estos resultados numéricos
han sido presentados en sus correspondientes dia-
gramas de barras,para cada uno de los casos es-
tudiados, modelos SISO y modelos MIMO. Esto
ha permitido seleccionar la mejor configuración
de modelo neuronal para integrarlo posteriormen-
te en la estrategia de control iMO-NMPC [10]. A

Figura 3: MSE de configuraciones de redes para el
sistema SISO.

estas representaciones se acompañarán los gráfi-
cos obtenidos en diferentes pruebas de validación
realizadas con los mejores modelos NARX.

3.1. SISO

Realizando el proceso de entrenamiento de las re-
des mencionado, se ha obtenido el gráfico presen-
tado en la Figura 3, donde se presentan los errores
MSE que presentan los diferentes modelos neuro-
nales NARX al reproducir las salidas del sistema
SNL5 en las pruebas de validación. En este gráfi-
co se observa que el parámetro que mayor impacto
tiene en la disminución del error son los retardos
de entrada u y salida ytargets del sistema incor-
porados a las entradas de la NARX. Aśı, obser-
vando el gráfico, se ha decidido elegir la red con
4 neuronas, y retardos de entradas 0/1 y retardos
de ytargets 1/2. No se ha seleccionado un núme-
ro mayor de neuronas, debido a que la reducción
del error obtenida es muy pequeña en compara-
ción con el aumento del tiempo de computación
necesario.

En la Figura 4 se puede observar el comporta-
miento que muestra una red NARX al reproducir
la salida del sistema no lineal SNL5, en el rango
de salida [−3, 3], con un MSE de 0,001925 y un
error absoluto máximo detectado de 0,1949. Esta
red tiene una configuración de 4 neuronas en la
capa oculta y 4 neuronas de entrada divididas en:
variable u con 2 retardos 0-1 y salida del sistema
ytarget con 2 retardos 1-2.

El anterior resultado ha sido muy satisfactorio, lo
que permite seguir estudiando el comportamiento
de la red NARX en nuevas configuraciones opera-
tivas. En este caso, el análisis de comportamien-
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Figura 4: Respuesta de la red neuronal obtenida
frente a una entrada de validación.

Horizontes
predicción Error Error

(H) MSE MaAE
1 1.9253e-3 0.1949
2 1.1581e-3 0.2183
3 1.1403e-3 0.2342
4 1.1602e-3 0.2089
5 1.1675e-3 0.2168
6 1.1585e-3 0.2209
7 1.1570e-3 0.2231
8 1.1575e-3 0.2241
9 1.1539e-3 0.2246
10 1.1506e-3 0.2248

Cuadro 1: Errores en las estimaciones a diferentes
horizontes de predicción (H).

to del modelo neuronal se amplia a la situación
de closed-loop, donde las estimaciones futuras que
debe hacer dicho modelo deben basarse en sus pro-
pias salidas, es decir, sus estimaciones anteriores.
Con objeto de analizar la divergencia que se pu-
diera dar con estos modelos y sus limitaciones en
esquemas de control como el MPC se han desarro-
llado un conjunto de pruebas para conocer los ran-
gos de error cometidos en horizontes que alcanzan
las 10 muestras. En la Tabla 1 se muestran los bue-
nos resultados obtenidos, donde los errores anali-
zados se mantienen en órdenes semejantes a los
obtenidos en open-loop, lo que permite seguir tra-
bajando en esta ĺınea. Para visualizar qué efecto
tendŕıa la configuración closed-loop en un mayor
número de muestras, barriendo todo el espacio de
trabajo, se ha realizado como prueba conceptual
la simulación a 300 muestras, obteniéndose como
resultado un MSE de 1,6291e − 3 y un MaAE de
0,2250, cuya evolución se muestra en la Figura 5.

3.2. MIMO

En el caso del sistema MIMO estudiado, se ha ana-
lizado el comportamiento de una única red NARX,
en base a sus diferentes configuraciones, que si-

Figura 5: Salida estimada del sistema SNL5 en
configuración closed-loop para todo el espacio de
trabajo.

multáneamente reproduzca las salidas del sistema
compuesto por ambos subsistemas, SNL1 y SNL5.
Se han realizado una bateŕıa de experimentos pa-
ra valorar el grado de eficiencia de esta red NARX
a la hora de estimar los valores futuros de ambas
salidas. Tras realizar el entrenamiento del lote de
redes NARX con la combinación de parámetros
mencionada, se han obtenido los resultados mos-
trados en las figuras de MSE para ambas salidas,
Figuras 6 y 7, respectivamente.

En estos gráficos de barras se puede observar de
nuevo que el parámetro que mayor influencia tiene
en la reducción del error MSE es el retardo, en este
caso, de las entradas u, aunque el retardo de los
ytarget también tiene su influencia al combinarlo
con el anterior.

Figura 6: MSE de configuraciones de redes para el
sistema MIMO: Subsistema SNL5
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Figura 7: MSE de configuraciones de redes para el
sistema MIMO: Subsistema SNL1

Analizando los errores obtenidos de todas las prue-
bas realizadas, se ha decidido elegir la red NARX
con 14 neuronas en la capa oculta y retardos de en-
tradas (u1 y u5) 0/1 y retardos de ytarget (y1 y y5)
1/2. De nuevo, no se ha seleccionado un número
mayor de neuronas debido a la pequeña disminu-
ción del error MSE mostrada a medida que dicho
número de neuronas iba en aumento y con el obje-
tivo de ofrecer modelos neuronales de estructuras
sencillas que, manteniendo un nivel de error sa-
tisfactorios, puedan ser empleados en aplicaciones
reales futuras.

Para estudiar el comportamiento de la red NARX
MIMO seleccionada se han realizado una serie de
pruebas que arrojan unos resultados muy satisfac-
torios. En la Figura 8 se puede observar la evolu-
ción de ambas salidas, con ambos rangos de tra-
bajo en el intervalo [−5,0, 5,0], donde se han dado
errores MSE de 6,5192e− 4 para el caso de la sa-
lida y5 y de 1,1892e − 6 para el caso de la salida
y1. A su vez, se han obtenido unos errores Ma-
AE de 0,1455 y de 0,0034, para las salida y5 y y1,
respectivamente.

De igual manera al estudio del modelo neuronal
SISO, se ha estudiado el comportamiento de la red
NARX MIMO en configuración closed-loop para
un total de 300 muestras. Nuevamente los resulta-
dos han sido muy satisfactorios, arrojando unos
valores de error MSE combinado (y1 + y5) de
6,0188e− 4, con errores MaAE de 0,1828 y 0,0062
en ambas salidas. La Figura 9 muestra un ejemplo
de la evolución de ambas salidas en un horizonte
de predicción de 300 muestras. Además, los datos
de errores MSE y MaAE para ambas salidas, para
horizontes de predicción (estimación) de hasta 10

Figura 8: Respuesta ante validación de la red neu-
ronal elegida para el sistema MIMO

Figura 9: Salidas estimadas del sistema MIMO en
configuración closed-loop para todo el espacio de
trabajo.

muestras quedan recogidos en la Tabla 2.

Finalmente, con objeto de dar validez a los mo-
delos neuronales estudiados, se ha incluido uno de
los mejores modelos NARX analizados en una es-
trategia de control inteligente, denominada iMO-
NMPC [10]. La Figura 10 muestra el desempaño

Horizontes SNL5 SNL5 SNL1 SNL1
predicción Error Error Error Error

(H) MSE MaAE MSE MaAE
1 6.5192e-4 0.1455 1.1892e-6 0.0034
2 7.0905e-4 0.1617 1.3028e-6 0.0034
3 8.2245e-4 0.1674 1.5320e-6 0.0034
4 9.0881e-4 0.1666 1.7590e-6 0.0034
5 9.6716e-4 0.1653 1.9866e-6 0.0034
6 9.7896e-4 0.1861 2.1918e-6 0.0039
7 1.0406e-3 0.1865 2.3675e-6 0.0043
8 1.0714e-3 0.1843 2.5118e-6 0.0047
9 1.0876e-3 0.1843 2.6410e-6 0.0050
10 1.0874e-3 0.1838 2.7390e-6 0.0053

Cuadro 2: Errores en las estimaciones a diferentes
horizontes de predicción (H).
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Figura 10: Salidas estimadas del sistema MIMO
en configuración closed-loop para todo el espacio
de trabajo.

logrado en el control de un sistema MIMO com-
puesto por los sistemas no lineales estudiados,
SNL1 y SNL5, en cuyo NMPC se han selecciona-
do, tanto para el horizonte de predicción, como el
de control, un número de 4 muestras (H = 4, Hc =
4).

4. CONCLUSIONES

Este trabajo ha presentado el análisis y valida-
ción de modelos neuronales de sistemas no linea-
les de dinámicas complejas, en estructura SISO
y MIMO, en base a topoloǵıas NARX (Nonlinear
Autoregressive eXogenous). Para su evaluación se
han realizado repetidos experimentos con estruc-
turas diferenciadas en lo que respecta a las redes
NARX, barriendo un rango adecuado de neuronas
de la capa oculta, aśı como el número de retardos
de las variables de entrada u y salida ytarget de
dos sistemas no lineales, SNL1 y SNL5.

Los resultados presentados han permitido validar
el uso de las redes NARX como modelos, tanto del
planteamiento SISO, como del MIMO. Este estu-
dio se ha realizado inicialmente enfocado en la eva-
luación de la eficiencia de los modelos neuronales
en la estimación de las salidas de los mencionados
sistemas. Posteriormente se ha trabajado en el es-
tudio del comportamiento de los modelos neuro-
nales en diferentes horizontes de predicción, donde
se ha utilizado una configuración closed-loop para
las estimaciones futuras de las mencionadas sali-
das. En ambos casos los resultados han sido muy
satisfactorios, tal y como muestran las tablas pre-
sentadas en este trabajo.

Además, para finalizar se ha realizado una prue-
ba del modelo neuronal MIMO con la mejor red
NARX en una estrategia de control predictivo de-

nominada iMO-NMPC [10]. Esta prueba se ha he-
cho para horizontes de predicción y control de 4
muestras, mostrando unos resultados de control
muy satisfactorios.

Como ĺınea de trabajo futuro, el siguiente objetivo
será el desarrollo de un modelo neuronal MIMO de
un sistema acoplado. Un ejemplo de este tipo de
sistemas MIMO con dinámicas complejas y aco-
pladas es la plataforma Twin-Rotor, provisto por
Feedback Instruments Ltd [3], la cual será repre-
sentada por un modelo MIMO 2x2 fuertemente
acoplado, además de disponerse de su plataforma
real.

Adicionalmente, también queda ampliar el estudio
de estos modelos neuronales a estrategias de Con-
trol Inteligente, como el iMO-NMPC [10] para es-
tos sistemas acoplados, en los que resulta crucial
que el error del modelo sea mı́nimo para que el
control funcione satisfactoriamente.

Como prueba real de concepto se planteará en un
futuro cercano la integración de los modelos neu-
ronales NARX obtenidos en aplicaciones de tiem-
po real, desarrolladas con MATLAB/Simulink y a
través de código adicional en S-functions.
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English summary

FIRST RESULTS OF THE INTE-
GRATION OF MIMO NEURAL
MODELS INTO THE iMO-NMPC
STRATEGY

Abstract

This work presents a preliminary study
where the efficiency of artificial neural net-
works of NARX (Nonlinear Autoregressi-
ve eXogenous) topology in reproducing the
behavior of systems with complex dynamics
and their subsequent use in intelligent con-
trol structures will be analyzed and studied.
Specifically, the behavior of these NARX
networks will be evaluated, not only in the
estimation of the outputs of the systems
to a sample in the future, but also their
behavior will be analyzed up to a certain
prediction horizon. In particular, due to
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the dynamic characteristics of the nonli-
near systems studied, this study will be ca-
rried out for a horizon of 10 samples in
a close-loop configuration. The objective of
this study is to analyze whether there are
divergences in the outputs estimated by the
NARX network as its calculation depends
on the previous values estimated by the net-
work itself. These NARX structures will be
configured to reproduce both monovariable
and multivariable systems. Especially, this
study will be extended to the case of non-
linear predictive control based on models,
iMO-NMPC, which constitutes a line of
work within the intelligent control research
group (GICI) of the UPV/EHU.

Keywords: NARX models, Non Linear
Systems, MIMO, iMO-NMPC.
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