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Resumen

Este trabajo aborda el problema de diagnóstico de

fallos en sistemas lineales e invariantes en el tiem-

po bajo la presencia de perturbaciones gaussianas,

a través de observadores basados en modelo de tipo

proporcional-integral con ganancias predefinidas.

Para ello, se propone un diseño conjunto de los

generadores y evaluadores de residuos de fallo te-

niendo en cuenta el compromiso entre parámetros

f́ısicos como la tasa de falsas alarmas, los mı́nimos

fallos detectables, y la integral del cuadrado del

error de los residuos ante fallos escalón. También

se aborda el problema de aislamiento dinámico de

fallos. Para resolver este diseño se presentan dos

enfoques distintos: el primero basado en el filtro

de Kalman de régimen permanente y el segundo

basado en técnicas de optimización convexa.

Palabras clave: diagnóstico de fallos, observador
PI, filtro de Kalman, BMIs.

1. INTRODUCCIÓN

El diagnóstico de fallos ha recibido mucha aten-
ción en las últimas décadas [1, 14]. Un sistema
de diagnóstico de fallos incluye tres tareas prin-
cipales: detección, aislamiento y análisis de fallos
(FDIA). Mientras que la detección de fallos (FD)
consiste en determinar la aparición de un fallo en
el sistema, el aislamiento de fallos (FI) se centra
en su localización y el análisis de fallos (FA) trata
de caracterizar la naturaleza y magnitud del mis-
mo [9]. Para el diseño de los diagnositcadores, las
técnicas basadas en modelo han sido ampliamente
estudiadas.

En general, un sistema FDIA está formado por
generadores y evaluadores de residuos de fallos.
Entre las estrategias de generación de residuos ba-
sadas en modelo, hay una tendencia creciente en
el uso observadores, ver [13, 15, 27] y las referen-
cias alĺı incluidas. Teniendo en cuenta la dualidad
entre controlabilidad y observabilidad, la dismi-
nución del error en régimen permanente debida al
término integral de los controladores ha motiva-
do la incorporación de un término integral en el
diseño de observadores de fallo. Este tipo de obser-

vadores proporcionales-integrales (PI) se propone
en [7,20,23] donde el uso de un estado aumentado
posibilita la FDIA. En lo referente a la evaluación
de los residuos, las estrategias más utilizadas pa-
ra conseguir un tratamiento óptimo de los residuos
generados por los observadores [4] son los métodos
estad́ısticos y las técnicas basadas en normas. Tal
y como se afirma en [5], el diseño conjunto de los
generadores y evaluadores de residuos de fallo es
la clave para conseguir un sistema FDIA óptimo.

El primer problema a tener en cuenta en el di-
seño de sistemas FDIA es la presencia de entra-
das desconocidas [21, 22, 25]. Actualmente, el di-
seño robusto de FDIA es un área muy activa. Hay
dos enfoques principales para atacar este proble-
ma. El primero, usado en [2,24], propone eliminar
completamente el efecto de las perturbaciones des-
conocidas en los residuos. Cuando un desacopla-
miento total no es posible, el efecto de esas pertur-
baciones debeŕıa minimizarse [3,30]. Sin embargo,
no basta con que los residuos sean robustos an-
te entradas desconocidas, sino que deben ser tan
sensibles como sea posible a los fallos [11, 29]. En
el enfoque basado en normas, Zhang y Ding [28]
proponen buscar un compromiso entre la tasa de
falsas alarmas (FAR) y la tasa de fallos detecta-
dos (FDR) para conseguir el comportamiento re-
querido del diagnosticador de fallos. Sin embargo,
esos parámetros no dan información sobre otras
cuestiones importantes, como el tamaño de los fa-
llos que pueden ser detectados, el comportamiento
dinámico de los residuos para su aislamiento o la
precisión en régimen permanente para la identifi-
cación del fallo. Los diseños basados en optimiza-
ción [6, 26] incluyen los fallos mı́nimos que deben
detectarse y una cota conservadora del FAR por
medio de la desigualdad de Markov. En esos traba-
jos, suponiendo perturbaciones gaussianas, el FAR
es posteriormente acotado con más precisión por
medio de procedimientos iterativos sobre el pro-
blema de optimización inicial. En [6], la capacidad
de seguimiento se incluye en el diseño por medio
de un ratio de decaimiento que implica una restric-
ción adicional. Este conservadurismo puede redu-
cirse expresando el comportamiento dinámico de
los residuos en función de la integral del error al
cuadrado (ISE) [26].
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En este trabajo se propone una estrategia FDIA
centrada en tareas de aislamiento, que busca un
compromiso entre la precisión y capacidad de se-
guimiento del diagnosticador a través del uso de
parámetros con significado f́ısico que tienen en
cuenta todos los aspectos anteriores. Aśı, se pre-
senta un método de diseño conjunto de los ge-
neradores y evaluadores del residuo, que incluye
expĺıcitamente cotas ajustadas del FAR bajo rui-
dos gaussianos, la magnitud de los fallos mı́nimos
detectables, el ISE del residuo frente a fallos en
escalón y una medida del aislamiento dinámico de
fallos. Sin la necesidad de recurrir a procedimien-
tos iterativos, se presentan dos propuestas de di-
seño simples que se basan en observadores PI con
ganancias constantes. La primera técnica se ba-
sa en el filtro de Kalman de régimen permanente
que se resuelve mediante algoritmos de optimiza-
ción heuŕısticos. El segundo método es un enfoque
basado en normas, que se formula a través de de-
sigualdades matriciales bilineales (BMI) y se re-
suelven mediante optimización convexa iterativa.

El trabajo se estructura de la siguiente forma. En
primer lugar se describe el problema en la Sec-
ción 2, donde se define el modelo matemático de
los sistemas considerados, se presenta la estrategia
propuesta de generación y evaluación del residuo
y se definen los parámetros que definen las presta-
ciones consideradas en el diseño. En la Sección 3,
se muestra como incluir esas prestaciones en las
dos propuestas de diseño del sistema FDIA. En la
Sección 4 se validan las estrategias propuestas por
medio de simulaciones. Finalmente, en la Sección 5
se resumen las conclusiones.

Notación: Sea M una matriz cuadrada de ta-
maño n× n. M(i, i) representa el elemento dia-
gonal i-ésimo de la matriz M , mientras M(i) re-
presenta la i-esima fila o columna, dependien-
do del contexto. M � 0 significa que M es se-
midefinida positiva (� para semidefinida negati-
va). La suma directa se representa como

⊕

. Sea
xk ∈ R

n una señal temporal discreta. xk(i) repre-
senta el elemento i-ésimo del vector xk. Se es-
cribe ‖xk‖

2

2
, xT

k xk para la norma l2 de xk y

‖xk‖
2

RMS , ĺımK→∞

∑K−1

k=0

1

K
‖xk‖

2

2
para la nor-

ma RMS de xk. El valor esperado y la probabili-
dad se representan como E{·} y Pr{·}.

2. DESCRIPCIÓN DEL

PROBLEMA

2.1. Modelo en representación interna

Considérese un sistema lineal discreto invariante
en el tiempo (LTI) definido por las ecuaciones

xk+1 = Axk +B uk + E fk +Gvk, (1a)

yk = C xk +Duk + F fk +H vk, (1b)

donde x ∈ R
nx es el vector de estado, y ∈ R

ny es el
vector de salida, u ∈ R

nu es el vector de entrada.
El vector v ∈ R

nv incluye ruidos gaussianos de
media nula y covarianza conocida E{vk v

T
k } = V .

Finalmente, el vector f ∈ R
nf incluye los fallos

que afectan al sistema. Se supone que todos los
fallos son detectables, aislables e identificables1.

Para cumplir con los objetivos del diagnóstico de
fallos, se propone un esquema que utiliza observa-
dores PI basados en modelo. Por tanto, se modelan
los fallos fk de (1) como señales de variación lenta,
es decir,

fk+1 = fk +∆fk, (2)

donde ∆fk representa la variación de la señal
de fallo entre instantes consecutivos. La ecua-
ción (2) permite modelar, por ejemplo, señales es-
calón (∆fk solo toma valores no nulos en el ins-
tante de aparición del fallo), or señales tipo rampa
(∆fk toma un valor constante). Este tipo de mo-
delo de fallo se utiliza en la literatura con frecuen-
cia para analizar el comportamiento de algoritmos
de diagnóstico de fallos, por ejemplo en [17, 19].
Para incluir la dinámica de los fallos, se utiliza un
modelo extendido del sistema (1)

zk+1 = Ā zk + B̄ uk + Ḡ vk + Ē∆fk, (3a)

yk = C̄ zk + D̄ uk + H̄ vk, (3b)

donde zk =
[

xT
k fT

k

]T
es el vector de estado ex-

tendido,

Ā =

[

A E

0 I

]

, B̄ =

[

B

0

]

, Ḡ =

[

G

0

]

, Ē =

[

0
I

]

,

C̄ =
[

C F
]

, D̄ = D and H̄ = H .

1Definimos la matriz de transferencia entre un fallo
f(i) y la salida como Gf(i)[z] = C (z I − A)−1 E(i) +
F (i). Tal y como se demuestra en [4], un fallo f(i) en
un sistema de la forma (1) es detectable si y solo si
Gf(i)[z] 6= 0, es aislable si y solo si

rank
[

Gf(1)[z] . . . Gf(nf )[z]
]

=

nf
∑

i=1

rank
(

Gf(i)[z]
)

,

y finalmente, es identificable si y solo si la inversa de
la matriz de transferencia Gf(i)[z] es estable.
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2.2. Generación y Evaluación del Residuo

Nuestra propuesta consiste en resolver el proble-
ma FDI utilizando técnicas de identificación del
fallo; por tanto se definen nf residuos r(i) como

las estimaciones de f(i), es decir, r(i) := f̂(i). Pa-
ra generar esos residuos, se propone el siguiente
observador PI con ganancia predefinida, basado
en el modelo extendido (3):

ẑk+1 = Ā ẑk + B̄ uk + L(yk − C̄ ẑk − D̄ uk), (4a)

rk = R ẑk, (4b)

donde L es la matriz de ganancias que actualiza
con las mediciones la predicción obtenida a partir
del modelo. R es la matriz que extrae los fallos del
vector de estado extendido zk, es decir, fk = Rzk
con R = [0nf×nx

Inf×nf
]. Nótese que se define

R(i) como la i-ésima fila de R, por lo que un fallo
se extrae como fk(i) = R(i) zk. Se define el error
de estimación asociado a los residuos como

ek = fk − rk, (5)

cuya dinámica viene dada por

z̃k+1 = (Ā− L C̄) z̃k + (Ḡ− L H̄) vk + Ē∆fk,

(6a)

ek = R z̃k (6b)

con z̃k = zk − ẑk. Definimos Q como la covarianza
del error ek, es decir, Q = E{ek e

T
k }.

Nota 1 En ausencia de fallos y suponiendo nulas

las condiciones iniciales, el error de estimación

ek sigue una distribución de proBabilidad normal

multivarible de media nula y covarianza Q, ya que

las perturbaciones y ruidos de medida siguen una

distribución normal de media cero. El error aso-

ciado a cada residuo, ek(i), sigue una distribución

normal de media cero y varianza Q(i, i), lo que se

corresponde con la distribución marginal del ele-

mento en el vector de errores.

Para la evaluación del residuo se define el siguiente
criterio de decisión, que permite el aislamiento del
fallo:

{

if |rk(i)| ≥ rth(i) Fallo f(i)
otro No fallo f(i)

(7)

donde rth(i) es el umbral de residuo asociado al
fallo f(i). Se concluye que hay un fallo en el sis-
tema (detección de fallo) si alguna de las alarmas
de fallo anteriores, f(i), está activa.

Nota 2 Suponiendo la ausencia de fallos si-

multáneos, el hecho de detectar y aislar el fallo

mediante el mismo mecanismo de decisión (7) no
introduce ningún conservadurismo. Este trabajo se

centra en fijar las prestaciones del diagnositcador

en base a tareas de aislamiento de fallos.

2.3. Prestaciones del diagnóstico de fallos

De acuerdo con [1], se definen varios parámetros
para caracterizar las prestaciones del diagnostica-
dor de fallos. En primer lugar, la tasa de falsas
alarmas (FAR) en el aislamiento de un fallo, que
definimos como φ(i), es la probabilidad de que
ocurran falsas alarmas, es decir,

φ(i) = Pr{|rk(i)| ≥ rth(i) : fk(i) = 0}. (8)

En segundo lugar, el fallo mı́nimo aislable f(i),
que denotamos como fm(i), es el fallo mı́nimo
constante que produce una alarma del fallo f(i)
suponiendo que no hay otros fallos o perturbacio-
nes en el sistema, es decir,

fm(i) =

{

|fk(i)| :
fk(i) = fk−1(i), ∀k
ĺımk→∞

|rk(i)| ≥ rth(i)

}

(9)
En este trabajo, la definición previa implica que
rth(i) = fm(i), porque los residuos se han definido

como r(i) := f̂(i).

Nota 3 Si las condiciones iniciales son nulas y

en ausencia de fallos, el error de estimación aso-

ciado a cada residuo, ek(i), tiene una distribución

normal de media cero. Teniendo en cuenta que

rth(i) = fm(i),el fallo mı́nimo aislable puede in-

terpretarse como el cuantil usado para construir

el intervalo de confianza 1 − φ(i)/2. Aśı pues, se
cumple la siguiente relación

fm(i) = Φ−1(1− φ(i)/2)Q(i, i)1/2 (10)

donde Φ−1 representa la distribución acumulativa

inversa de una variable normal.

En tercer lugar, se define la integral del error al
cuadrado (ISE) de un residuo r(i), que denotamos
como ϕ(i), como el error de estimación acumulado,
es decir,

ϕ(i) =
∞

∑

k=1

e2k(i). (11)

Mientras que el FAR y los fallos mı́nimos detecta-
bles definen la precisión del diagnosticador de fa-
llos, el ISE de los residuos refleja su capacidad de
seguimiento. Zhang y Ding demostraron que exis-
te un compromiso entre el FAR y el FDR [28]. De
forma similar, [26] muestra que hay un compromi-
so entre el FAR, los fallos mı́nimos detectables y
el ISE de los residuos. El objetivo de este trabajo
es diseñar generadores y evaluadores del residuo
que garanticen cierta FAR y fallo mı́nimo detec-
table, a la vez que se maximiza la capacidad de
seguimiento (se minimiza el ISE).
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3. DISEÑO DEL

DIAGNOSTICADOR DE

FALLOS

Se proponen dos enfoques para el diseño del diag-
nosticador de fallos. El primero se basa en u fil-
tro de Kalman, que incluye algunos parámetros de
ajuste numéricos sin un significado f́ısico claro, lo
que dificulta la selección de los valores más ade-
cuados. En segundo lugar se desarrolla una estra-
tegia basada en BMI que incluye de forma expĺıci-
ta parámetros de ajuste con sentido f́ısico, fáciles
de entender, y que se resuelve por medio de una
secuencia de problemas de optimización convexa.

3.1. Diagnóstico de Fallos basado en

Filtro de Kalman

El siguiente teorema muestra como calcular la ga-
nancia constante del observador (4) para el siste-
ma (3) basándose en el filtro de Kalman de régi-
men permanente.

Teorema 1 Supóngase que ∆fk tiene una matriz

de covarianzas constante y conocida Γ−1, es de-

cir, Γ−1 = E{∆fk ∆fT
k }. La ganancia óptima de

Kalman del observador (4) para el sistema (3) en
régimen permanente viene dada por:

L = Ā P C̄T C−1, (12)

con C = (C̄ P C̄T+H̄ V H̄T ) yP la matriz de cova-

rianzas del vector z̃k, i.e. P = E{z̃k z̃
T
k }, que sa-

tisface la siguiente ecuación de Ricatti:

P = Ā P ĀT+G V GT+Ā P C̄T C−1 C̄ P ĀT , (13)

con G = Ḡ⊕ Ē and V = V ⊕ Γ−1.

Demostración 1 Ver [16].

El resultado anterior permite obtener una ganan-
cia L que estabiliza el observador y tiene en cuenta
la presencia de fallos en el sistema. Con la ganan-
cia obtenida, L, se puede calcular la covarianza del
error de observación en régimen permanente, en el
caso de que no haya fallos, resolviendo la siguiente
ecuación de Lyapunov:

P0 =(Ā− LC̄)P0 (Ā− LC̄)T

+(Ḡ− LH̄)V (Ḡ− LH̄)T ,

Q =RP0R
T . (14)

Como los fallos no son señales gaussianas, la ma-
triz Γ requerida en el Teorema 1 es variante y
desconocida, pero puede interpretarse como un
parámetro de ajuste cuyo valor puede ser elegido
por el diseñador para modificar el comportamien-
to del diagnosticador de fallos. De esa forma, si se

incrementa Γ mejora la precisión de los residuos
(ya que el filtro se centra más en rechazar los rui-
dos definidos por V ), mientras que si se reduce Γ
mejora la capacidad de seguimiento a costa de un
menor rechazo del ruido de medida. Para un FAR
determinado, una mejor precisión de los residuos
implica un valor menor del fallo mı́nimo detecta-
ble, tal y como se deduce de (10).

Un procedimiento para diseñar el diagnosticador
de fallos consiste en buscar el valor de Γ que da
lugar a una matriz L (por medio de (12) y (13))
tal que Q en (14) satisface algunas especificacio-
nes. La siguiente estrategia muestra como diseñar
el diagnosticador de fallos basado en filtro de Kal-
man garantizando unas determinadas tasas de fal-
sa alarma y fallo mı́nimo detectable mientras se
maximiza la capacidad de seguimiento de los resi-
duos.

Estrategia 1 Sea una matriz diagonal Q definida

como

Q =
⊕

i

f̄m(i)2/Φ−1(1− φ̄(i)/2)2, (15)

donde φ̄(i) representa la tasa de falsas alarmas

deseada y f̄m(i) los fallos mı́nimos detectables

deseados. El problema de optimización

minimize γ (16)

subject to X1 =

{

(12), (13), (14), Γ � 0,
Q ≤ Q, tr(Γ) � γ

}

a lo largo de las variables P , P0, Q, L y Γ da lugar

a los generadores de residuos con la respuesta más

rápida a los fallos y que garantiza las prestaciones

requeridas cuando los umbrales de los evaluadores

de los residuos se definen como rth(i) = f̄m(i).
La matriz Q representa la covarianza de los resi-

duos en régimen permanente cuando no hay fallos

y queda definida por (14).

El problema de minimización anterior puede resol-
verse mediante técnicas de optimización heuŕıstica
como por ejemplo algoritmos genéticos.

3.2. Diagnóstico de fallos basado en BMI

El siguiente teorema muestra cómo se puede di-
señar la ganancia del observador, L, teniendo en
cuenta los parámetros de comportamiento reque-
ridos del diagnosticador de fallos.

Teorema 2 Considérese el generador de resi-

duos (4) aplicado al sistema (3). Si existe una

matriz L, matrices simétricas S, Q̄ y nf matrices

simétricas Pi y Γi tales que se cumple la condición




S SA S G V

⋆ S 0
⋆ ⋆ V



 � 0,

[

Q̄ R

⋆ S

]

� 0, (17)
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y las siguientes restricciones para i = {1 . . . nf}





Pi Pi A 0
⋆ Pi R(i)T

⋆ ⋆ I



 � 0,

[

Pi Pi Ē

⋆ Γi

]

� 0, (18)

con A = Ā − L C̄ and G = Ḡ − L H̄, entonces se

cumplen las siguientes afirmaciones:

En ausencia de fallos y ruidos (es decir,

∆fk = vk = 0), el error (5) converge a ce-

ro.

En ausencia de ruidos (es decir, vk = 0), el
ISE de un residuo r(i) (i = {1, . . . , nf}) debi-
do a un fallo único en forma de escalón uni-

tario f(j) con j = {1, . . . , nf} está acotado

como ϕ(i) ≤ Γi(j, j).

En ausencia de fallos (es decir, ∆fk = 0), la
covarianza del error (5), está acotada como

Q � Q̄.

Demostración 2 A continuación se demuestran

las conclusiones del teorema2.

Se define la función de Lyapunov

V S
k = z̃k S z̃Tk en cada instante k. En

ausencia de ruidos de medida y fallos,

tomando complementos de Schur en la

primera desigualdad lineal matricial (LMI)

presentada en (17) y premultiplicando el

resultado por z̃Tk y postmultiplicando por la

traspuesta, se obtiene que V S
k+1

− V S
k ≤ 0,

lo que asegura que el error de estimación

del estado (5) converge a cero. Se obtiene el

mismo resultado si se define la función de

Lyapunov V Pi

k = z̃k Pi z̃
T
k en cada instante

k y se opera en la primera LMI presentada

en (18).

realizando operaciones similares en cada una

de las siguientes LMIs presentadas en (18)
(complementos de Schur y operaciones con

∆fT
k ), tomando valores esperados en el resul-

tado y sumando la restricción obtenida a la

anterior, se obtiene

E{V Pi

k+1
} −E{V Pi

k }+E{e2k(i)} ≤ ∆fT
k Γi∆k

donde se ha tenido en cuenta que las señales

z̃k y ∆fk no están correladas. Consideran-

do condiciones iniciales nulas y sumando el

resultado desde k = 0 a K − 1 y toman-

do el ĺımite cuando K → ∞, se obtiene
∑

∞

k=0
e2k(i) ≤

∑

∞

k=0
∆fT

k Γi∆fk. Si una úni-

ca señal de fallo f(j) cambia en forma de es-

calón (es decir, ∆fk(j) = 1 solo si k = 0), se
tiene

∑

∞

k=0
e2k(i) ≤ Γi(j, j). Entonces, aco-

tando los elementos de la diagonal de Γi se

limita el ISE de cada uno de los residuos de-

bido a la aparición de cada fallo, lo que de-

muestra la segunda afirmación del Teorema

2.

Aplicando una transformación congruente

con diag{S−1, I, I} y complementos de Schur

en la primera LMI de (17) se obtiene que

AS−1 AT +G V GT � S−1. Comparando esta

desigualdad con la matriz de covarianzas de

régimen permanente P0 de (14), se tiene que

P0 � S−1 si se asume que A tiene autovalo-

res estables, lo cual ha sido demostrado en el

primer punto. Entonces, tras aplicar comple-

mentos de Schur en la segunda LMI de (17)
se obtiene RS−1 RT � Q̄, que finalmente da

lugar a Q = RP0 R
T � RS−1RT � Q̄, lo

que demuestra la tercera afirmación del Teo-

rema 2.

Aprovechando las cotas presentadas en el teorema
anterior, la siguiente estrategia muestra como di-
señar el diagnosticador de fallos basado en BMI
garantizando una FAR y un fallo mı́nimo detecta-
ble determinados, mientras se minimiza el ISE de
los residuos.

Estrategia 2 Se define la matriz diagonal Q co-

mo en (15) con φ̄(i) la FAR y f̄m(i) el fallo mı́ni-

mo detectable deseados. El problema de optimiza-

ción convexa

minimize γ (19)

subject to X2 =







(17), (18),
Q̄ � Q,

∑nf

i Γi(i, i) � γ,
∑nf

i,i6=j Γi(j, j) � ǫ γ, ∀i, j







a lo largo de las variables S, Q̄, Pi, y Γi con ǫ ≥ 0
y ǫ → 0, da lugar al diagnosticador de fallos con

el mı́nimo valor de ISE debido a los fallos, y que

garantiza el FAR y los fallos mı́nimos detectables

requeridos, cuando se definen los umbrales de los

evaluadores de residuos como rth(i) = f̄m(i). Es-
te diseño además permite reforzar el aislamiento

dinámico de fallos a través del parámetro ǫ.

Nota 4 Mientras que los elementos Γi(i, i) (i =
1, . . . , nf ) cuantifican la capacidad de seguimiento

de un resudio i respecto de un fallo en su propio

canal, los elementos Γi(j, j) (i 6= j) representan

su capacidad de rechazo de los fallos en un ca-

nal diferente, f(j). Esto podŕıa suponer un cierto

compromiso entre capacidad de seguimiento y de

desacoplamiento. Si el sistema es tal que se puede

lograr un aislamiento dinámico de fallos comple-

to, se puede fijar ǫ = 0 en (19); pero si eso no es

posible debido a las caracteŕısticas del sistema, se

puede incluir la variable ǫ en el procedimiento de

diseño basado en optimización.
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Nota 5 El problema de optimización anterior in-

cluye BMIs y puede resolverse por medio de di-

versos algoritmos (solvers), como los presentados

en [12,18]. Sin embargo, también es posible resol-

ver ese problema de forma iterativa, a través de

una secuencia de problemas LMI, siguiendo por

ejemplo el enfoque de [8], o por medio de un único

problema LMI usando algunas variables de relaja-

ción como por ejemplo en [10] con el inconvenien-

te de aumentar el conservadurismo de la solución.

4. EJEMPLO

Considérese el sistema (1) descrito por las siguien-
tes matrices

A =

[

0,2883 −0,0484
−0,9076 0,7753

]

, B =

[

0,0059
1,1532

]

,

C =

[

−2,0756 −0,1952
−2,0756 −0,1952

]

y D = 0. Se supone la presencia de tres ruidos
gaussianos no correlados de media cero y varian-
za 0.048. Esos ruidos afectan al sistema según las
matrices

G =

[

0,0059 0 0
1,1532 0 0

]

, H =

[

0 1 0
0 0 1

]

.

Se supone que puede ocurrir un fallo en un actua-
dor y en un sensor, es decir,

E =

[

−1,1114 0
4,7135 0

]

, F =

[

0 0
0 1

]

.

Para este sistema LTI, se diseñan diagnosticado-
res de fallos que permitan reconocer fallos en el
actuador y en un sensor por encima de 0.05 y
0.10 respectivamente (f̄m(1) = 0,05 and f̄m(2) =
0,10). Imponemos además que debeŕıan transcu-
rrir 250 muestras en promedio entre falsas alar-
mas (φ̄(1) = φ̄(2) = 0,004). La matriz de ganan-
cias constante para la generación del residuo (4)
obtenida mediante el método basado en Kalman
es

LT =

[

−0,0362 0,2285 0,0132 −0,0127
−0,0025 −0,0700 0,0044 0,0325

]

;

mientras que si se diseña el observador con la
técnica basada en BMIs, la matriz de ganancias
constante es

LT =

[

−0,4607 3,6390 0,0129 −0,0227
−0,0236 0,1001 0,0004 0,0227

]

.

En este ejemplo, el problema se resolvió utilizando
el solver PENBMI [12, 18] fijando, además, ǫ = 0.

Para verificar que se cumplen las restricciones
de comportamiento impuestas, se simula en pri-
mer lugar un proceso sin fallos durante 3,5 · 106

ǫ

γ

0 1 2 3 4 5 6
42

44

46

48

50

52

54

Figura 1: Compromiso entre restricción de aisla-
miento dinámico, ǫ, y capacidad de minimización,
γ.

muestras. El detector basado en Kalman cum-
ple las cotas de FAR impuestas (φ(1) = 0,0040 y
φ(2) = 0,0039); lo mismo sucede con el detector
basado en BMI (φ(1) = 0,0039 y φ(2) = 0,0039).
En segundo lugar, se simula el proceso durante
3500 muestras en las que suceden los siguientes
fallos

fT
k =







[

15 f̄m(1) 0
]

[500, 1500]
[

0 12 f̄m(2)
]

[2000, 3000]
[

0 0
]

Otro

La Figura 2 muestra los resultados de simulación.
El ISE asociado al fallo f(1) verifica la cota ob-
tenida en la optimización basada en BMI, es de-
cir, ϕ(1) < Γ1(1, 1) f(1)

2 (16,96 < 17,25). Lo mis-
mo sucede con el fallo f(2) (26,87 < 29,28). Se
comprueba además que, mientras el detector ba-
sado en BMI garantiza el aislamiento perfecto de
los fallos, el detector basado en Kalman no logra el
aislamiento dinámico de los fallos. Es importante
notar que mejorar el aislamiento dinámico de los
fallos implica reducir la capacidad de minimiza-
ción, por lo que no se logra un ISE tan bajo frente
a fallos escalón. La Figura 1 ilustra este compromi-
so para el caso de estudio, al mostrar el resultado
de la optimización γ para diferentes valores de ǫ.

5. CONCLUSIONES

Se han propuesto dos enfoques para resolver el
problema del diagnóstico de fallos con observado-
res PI basados en modelo bajo la suposición de
ruidos gaussianos. El diseño se basa en el compro-
miso entre diversos ı́ndices de comportamiento de
aislamiento, como la tasa de falsas alarmas (FAR),
el fallo mı́nimo detectable y la capacidad de segui-
miento medida mediante la integral del error al
cuadrado (ISE). Se ha detallado cómo diseñar el
diagnosticador de forma que se consiga un deter-
minado valor de FAR y de fallo mı́nimo detectable
a la vez que se minimiza el tiempo de respuesta a
los fallos. Se han propuesto dos métodos de diseño
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Kalman-based Fault Diagnoser
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Figura 2: Diagnóstico de fallos con distintos enfoques. Fallo (· ·), residuo (—), umbral (- -).

basado en procedimientos de optimización. El pri-
mero incluye como restricciones dos ecuaciones de
Lyapunov discretas (filtro de Kalman de régimen
permanente), mientras que el segundo incluye un
conjunto de BMIs que acotan la matriz de cova-
rianzas del error de estimación, y la integral del
cuadrado del error ante fallos en escalón. En el
enfoque basado en BMIs se puede tratar de evi-
tar el acoplamiento dinámico entre estimaciones
de fallos, logrando aśı un aislamiento dinámico de
fallos, mientras que en el basado en filtro de Kal-
man no existe esa posibilidad. Mediante un ejem-
plo numérico se ha mostrado que con esta meto-
doloǵıa se puede conseguir un determinado FAR
mientras se optimiza el tiempo de respuesta ante
fallos, a la vez que se garantiza un fallo mı́nimo de-
tectable. El ejemplo también ha permitido ilustrar
como el método basado en BMIs permite abordar
además de forma expĺıcita, el aislamiento dinámi-
co de fallos.
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