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Resumen

En este articulo se presenta una formulacion ma-
tricial simbolica para el modelado dindmico de ro-
bots ramificados, los cuales estdn compuestos por
varias cadenas cinemdticas lineales abiertas. El
método propuesto utiliza la mecdnica geométrica
basada en la teoria de Screws y grupos de Lie pa-
ra derivar la ecuacion de movimiento de Newton-
Euler geométrica. La formulacion es vdlida pa-
ra cualquier robot formado por cuerpos rigidos
acoplados mediante juntas de un grado de liber-
tad (por tanto, rotacionales y/o prismdticas) sin
formar cadenas cinemdticas cerradas. Bajo estas
condiciones, estos robots pueden ser representados
en forma unica como un grafo de tipo darbol diri-
gido. Finalmente combinando la teoria de grafos
con la mecanica geométrica se obtiene el modelo
dindmico complete de robots ramificados. Ademds,
la formulacion propuesta presenta los pardametros
intrinsecos del robot explicitamente en términos
aislados. De este modo, la ecuacion resultante se
puede utilizar en algoritmos tales como identifica-
cion, simulacion y control.

Palabras clave: Modelado dindmico, robots
ramificados, grupos de Lie, teoria de grafos.

1. INTRODUCCION

En general, un sistema robético se puede con-
siderar como un conjunto articulado de cuerpos
rigidos. Por esta razén, su modelo dindmico pue-
de obtenerse mediante la ley de Newton-Euler o
aplicando la ecuaciéon de movimiento de Lagran-
ge. Sin embargo, estas ecuaciones pueden volverse
extremadamente complejas con sistemas de mu-
chos grados de libertad (GDL). Esta complejidad
ha exigido un esfuerzo a los cientificos para buscar
formas de reducir la complejidad de computacién
de estas ecuaciones [1]. El incremento en la com-
plejidad de los sistemas roboticos y los métodos
para la planificacién de trayectorias y control esta
influyendo en la busqueda de formulaciones de la
dindmica mas sisteméticas y compactas. En esta
linea, el modelado geométrico ha sido empleado
satisfactoriamente en robdtica (tanto cinemdtica

como dindmica) [8, 14, 15, 17, 19]. Featherstone,
en 1984, propuso en su tesis una formulacién espa-
cial basada en vectores espaciales de 6 dimensio-
nes que combinaban el aspecto lineal y angular de
la cinematica y dindmica de sistemas articulados
de cuerpos rigidos [7]. Posteriormente, describié
la relacién de la fuerza espacial y la aceleracion
de un cuerpo rigido del sistema usando la matriz
de inercia de ese cuerpo, considerando la dindmi-
ca del sistema articulado [8]. Ademds, propuso un
algoritmo recursivo de complejidad O(n) para re-
solver el problema dindmico directo en el espacio
articular para robots ramificados. Featherstone en
su libro, deriva parcialmente un modelo simbdlico
matricial.

Otras alternativas usan los conceptos de gru-
pos de Lie y geometria diferencial para derivar
las ecuaciones dindmicas de sistemas robdéticos
[4, 15,17, 19]. Esta técnica puede aplicarse a siste-
mas robéticos ya que el grupo Euclidiano especial
SE(3), usado en su modelado, reine las condicio-
nes de un grupo de Lie. Por tanto, la dinamica de
robots puede expresarse aplicando propiedades de
los grupos de Lie y su estructura algebraica aso-
ciada [4, 12]. Park et al, propusieron un algorit-
mo recursivo para formular la dindmica de robots
usando grupos de Lie [14]. Un afio después, éstos
extendieron su algoritmo para expresar la ecua-
cién de movimiento de Lagrange en términos de
grupos de Lie [15].

Duindam y Stramigioli combinaron la juntas Eu-
clidianas y otras juntas mas generales, i.e. juntas
que pueden ser descritas por el grupo SE(3) o
uno de sus subgrupos [6] en un método més gene-
ral y basado en el Lagrangiano. Posteriormente, se
propone una extensién de este método para mo-
delar sistemas méviles con manipulador [10]. La
consiguiente derivacién explicita de esta ecuacién
dinamica para diferentes espacios de configuracio-
nes, muestra que cuando se reduce a la dinamica
de un tnico cuerpo, ésta es equivalente a la formu-
lacién clasica para cuerpos rigidos, concretamente
a las ecuaciones de movimiento de Newton-Euler
y Lagrange [9].

La principal contribucién de este articulo es la de-
rivacién simbdlica de la ecuaciéon de movimiento
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Cuadro 1: Notacién de los elementos bésicos del
modelado geométrico.

¥, | Sistema de coordenadas fijo al cuerpo i.
H; Matriz de transformacion homogénea del
sistema W; con respecto al sistema ;.
§Z’j Screw relativo del cuerpo k con respecto

al cuerpo j expresado en el sistema ;.
—ij

= Co-srew de la fuerza que el cuerpo k
ejerce sobre el cuerpo j expresado en V,.

ﬁc’j Twist relativo del cuerpo k con respecto
al cuerpo j expresado en el sistema ;.

ﬁ?@’j Wrench ejercido por el cuerpo k sobre el
cuerpo j expresado en el sistema ;.

w" | Wrench neto ejercido sobre el cuerpo j
y expresada en el sistema ;.

k,j

Vector desde el punto j al punto &
expresado en el sistema Wy,
X Matriz anti-simétrica del vector z.

r;

de Newton-Euler desde la perspectiva geométri-
ca. Para tal fin, se han utilizado las teorias de
Screw, de Lie y de Grafos. Estd formulacion es
valida para cualquier robot formado por cuerpos
rigidos y cuyas juntas tienen un GDL (rotacional
o prismética). Ademds, éstos deben estar forma-
dos por cadenas cinematicas abiertas de tal forma
que el robot admita una representaciéon mediante
un grafo de arbol dirigido. Entre este tipo de ro-
bots se encuentran, por ejemplo, manos robéticas
y humanoides. Ademds, la formulacién propuesta
deja en forma explicita los parametros intrinsecos
del robot, lo cual es deseable para su aplicacién en
algoritmos de identificacién, simulacién, sintesis y
control.

2. CONCEPTOS Y NOTACION
DEL MODELADO
GEOMETRICO

Esta seccién presenta una breve introduccion de
los elementos del modelado geométrico aplicado a
robots. No se pretende proporcionar una explica-
cion detallada del tema sino clarificar la notacién
empleada en este articulo, la cual se muestra en
la tabla 1. Para un completo entendimiento de los
conceptos expuestos en esta y siguientes secciones
el lector puede revisar [4, 17].

La base del modelado geométrico se fundamen-
ta en dos teoremas duales: el teorema de Chasles
y el teorema de Poinsot [2]. El primero enuncia
que cualquier movimiento entre dos cuerpos puede
describirse mediante una rotacion seguida por una
traslacién sobre un mismo eje o screw. Este teo-
rema admite otra interpretaciéon haciendo tender
a cero desplazamiento y tiempo. De esta manera
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se obtiene la velocidad instantdnea generalizada
relativa, o twist, entre los cuerpos.

Mientras que el segundo, dual del primero, enun-
cia que cada sistema de fuerzas aplicado a un cuer-
po es equivalente a una fuerza y un par aplicados
sobre el mismo eje o co-screw. Esta fuerza genera-
lizada recibe el nombre de wrench.

De la primera interpretacién del teorema de Chas-
les surge una interesante equivalencia entre des-
plazamientos expresados mediante screws y ma-
trices homogéneas H € SE(3) [17] (formalmente
el desplazamiento entre dos sistemas de referencia
fijos cada uno a un cuerpo). De igual manera se
puede obtener una relacion entre twists y matrices
homogéneas de la segunda interpretacion. Esta re-
lacién se concreta mediante el dlgebra de Lie. El
grupo Euclidiano especial de matrices SFE(3) es un
grupo de Lie cuyo espacio tangente en la identi-
dad tiene estructura de algebra de Lie y se denota
s¢(3). Como se muestra en [17], los twists son ele-
mentos de se(3). Por tanto, la derivada temporal
de screws es equivalente a la derivada temporal
de matrices homogéneas H. De tal manera que se
establece la siguiente relacion entre estos campos

vectoriales: Hf = Hff;g (HZ = Efij)

Como twists y wrenches son elementos duales, los
wrenches pertenecen al espacio dual del dlgebra de
Lie se(3) denotado se*(3). La dualidad proviene de
la mecanica y pone de manifiesto que el producto
dual entre un wrench W actuando en un cuerpo i
y su twist absoluto tf’o, es la potencia instantanea
desarrollado por el cuerpo. En forma matematica
se tiene: Ek’i@f’o) =k’ -Ef’o = potencia.
2.1. CAMBIO DE SISTEMAS DE
REFERENCIA

Twists y wrenches son vectores,/co-vectores de sus
correspondientes algebras de Lie. Como tal, pue-
den sumarse en su correspondiente espacio vec-
torial siempre que estdn expresados en el mismo
sistema de referencia.

Para cambiar el sistema de referencia en el que
estdn expresados twists y wrenches se utiliza [18]:

Lj k.
7 = Ady -t (1)

3

wy’ = Ady - w; (2)

R 0
' R, RL
tacién matricial del adjunto de la conjugacién pa-
ra matrices homogéneas HZ(R%C, gL’l) que transfor-
man las coordenadas del sistema ¥V, al sistema ;.

donde Ad H = < > es la represen-

La derivada temporal de este adjunto es un ele-
mento clave en las ecuaciones de las siguientes sec-
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ciones.
d
%Ade = Adeadﬁ,j = adﬁ',jAqu' (3)
@
donde adtw = ( ki ~kj ) es la represen-
- Vi w;

tacion matricial del adjunto del twist zf’j

kg kg
(%j,ﬂij)-

3. REPRESENTACION DE
ROBOTS EN FORMA DE
GRAFOS

Un robot puede considerarse como un conjunto
de cuerpos rigidos acoplados mediante pares ci-
nematicos que permiten el movimiento relativo
entre sus partes. Ademads, los sistemas de cuer-
po rigidos articulados admiten un representacién
abstracta en forma de grafo. Para obtener tal re-
presentacién, cada cuerpo rigido del robot se re-
presenta por un vértice y a cada par cinemético
se le asocia un arco [5]. Adicionalmente, los arcos
pueden ser dirigidos. Este tipo de grafos se de-
nomina grafo cinemdtico. Tales representaciones
de robots como grafos cinematicos son el vinculo
adecuado para aplicar técnicas de teoria de Grafos
[11] al modelado de robots.

3

E
P .\.4 v So1 C1o S23 Car S5
Vil1 -1 0 0 0
. ‘ v.lo 1 -1 0-1
v.|[0o 0 1-1 0
O: Vil 0o 0 0 1 0
- Voalo o 0 0 1

Figura 1: (Izquierda) Representacion como grafo
de un robot compuesto por seis cuerpos rigidos
(vértices) y cinco juntas (arcos). Cada arco estd
ademsds dirigido lo que indica una relacién “relati-
vo a” entre los vértices que une. (Derecha) Matriz
de incidencia modificada del grafo con la fila del
vértice de referencia global eliminada, que en este
caso es el vértice cero (subrayado).

La notacién de grafos sigue las siguientes reglas.
Cada vértice tiene un tnico identicador ¢ que iden-
tifica el vértice como v;. Debido a que los arcos
siempre vinculan dos vértices, su identificador esta
compuesto por los indices de los vértices adyacen-
tes, i.e. e;; define el arco que va del vértice v; al v;.
Ademds, en grafos dirigidos, esta notacién mues-
tra que el arco deja v; y entra en v;. La figura 1
muestra un ejemplo. Asimismo, dado un grafo G,
el conjunto de todos los vértices se denota por V
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y el conjunto de todos los arcos por E. Por tanto
G=G(V,E).

Una propiedad importante de los grafos es que
cualquier grafo es isomoérfico a una matriz. Hay dos
representaciones matriciales de un grafo: la matriz
de adyacencia y la matriz de incidencia. La matriz
de incidencia tiene dimensién n x m, donde n es
el nimero de vértices y m es el nimero de arcos.
Para construir esta matriz, los arcos se colocan en
columnas y los vértices en filas. Cada entrada a; ;
serd —1 si el arco de la j-ésima columna deja el
vértice de la i-ésima fila, 1 si el arco de la j-ésima
columna entra al vértice de la i-ésima fila y 0 en
otro caso [11].

La formulacién que se explica mas adelante uti-
liza una matriz de incidencia modificada. Prime-
ramente, uno de los vértices del grafo se marca
como referencia inercial. Para distinguirlo, su eti-
queta se subraya. Posteriormente se elimina de la
matriz de incidencia la fila correspondiente a este
vértice. En esta matriz de incidencia modificada,
cada entrada se transforma de un escalar a una
matriz 6 x 6. El cambio consiste en substituir ca-
da +£1 por la matriz unidad +Is y cada 0 por la
matriz nula Og. Esta matriz de incidencia modi-
ficada (MIM) se representa como B. La figura 1
muestra un ejemplo de como un grafo dirigido se
coloca en forma de MIM.

PARES CINEMATICOS Y
RELACIONES DE LOS TWISTS
DEL ROBOT

3.1.

Como se ha indicado en la seccién anterior, cada
par cinematico lleva asociado un arco del grafo.
Un par cinematico acopla dos eslabones del robot
de tal manera que permite un movimiento relati-
vo entre ellas. Debido a que el movimiento relativo
entre dos cuerpos puede ser descrito por un screw
€ RS, la combinacién de seis screws linealmente
independientes describe cualquier movimiento re-
lativo en el espacio. Seleccionando un subconjun-
to de este sistema se obtiene un subespacio que
describe sélo aquellos movimiento relativos que
son permitidos por la junta. El subespacio com-
plementario contiene los movimiento relativos que
son impedidos por la junta.

Existen dos grupos de pares cinematicos: los infe-
riores y los superiores [16]. En el alcance de este
articulo sélo se tratan los pares cinematicos infe-
riores. Este grupo, a su vez, contiene seis tipos de
juntas. Sin embargo, sélo dos de ellos pueden con-
siderarse como elementales ya que combinandolos
se consiguen movimientos relativos idénticos a los
de los otros pares. Estos dos elementos son las jun-
tas rotacional y prismatica. Ambas son juntas de
un GDL de tal manera que su subespacio de mo-
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vimiento relativo queda definido por un sistema
de un tnico screw. Por tanto, cualquier arco e; ;
del grafo tiene asociado un screw s/7. Obsérvese
que si el screw estd expresado con respecto a un
sistema de referencia fijo a alguno de los cuerpos

adyacente al arco, dicho screw es constante.

Otra ventaja de usar juntas de un GDL es que la
magnitud del screw queda definida por un tnico
parametro. Por consiguiente, para calcular el des-
plazamiento relativo o la velocidad relativa entre
los cuerpos unidos por la junta, inicamente se ne-
cesita su posicién generalizada ¢ o su velocidad
generalizada ¢ respectivamente.

Por tanto, dado un sistema articulado de cuerpos
rigidos el cual admite un representacion en grafo
etiquetado en forma de arbol dirigido G(V, E) €
R™7=1  Ja ecuacién de movimiento simbélica
geométrica puede formularse en forma compacta
definiendo los siguientes elementos:

Definicién: Una matriz diagonal a bloques SY €
R6”*” que contiene todos los screws asociados con
cada arco de G(V, E) y formada como sigue

SY = diag (gzj) Ve;; € B 4)

se denomina screw conjunto de las juntas y es
constante.

Definicion: Una matriz diagonal a bloques
AdH?B € RO*6n formada por las matrices de
transformacion del sistema local al inercial de ca-
da twists de los vértices de G(V, E) se denomina
transformacion conjunta de coordenadas cuya for-
ma es:

Adyy = diag (Ang) Yo € {V — 0} (5)

Para obtener la transformacién homogénea entre
sistemas de coordenados de cuerpos adyacentes a
la misma junta e;; se utiliza el aplicacién expo-
nencial [13] siguiente:

; ‘ §id.q. 5., ;

Hi(q;) = H{(0) - e> % =% " - Hj(0) (6)
La secuencia completa de transformaciones des-
de el sistema coordenado de referencia ¥, hasta
el sistema V¥; se obtiene mediante el producto de
exponenciales [3].

Definicion: Un vector t, € R5"*1 que agrupa
los twists asociados con los arcos del grafo G(V, E)
se denomina twist conjunto articular y satisface la
siguiente igualdad:

Vei,j S E,
(7)

donde ¢ = col(g;) es el vector columna de todas
las velocidades de las juntas.

19 = col (;?’j) — Ady -S% -
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Definicién: Un vector t% € R6"*! que agrupa los
twists relativos entre cada vértice y el vértice de
referencia de G(V, E) (concretamente su sistema
coordenado asociado) se denomina twist conjunto
absoluto y su estructura es la siguiente:

0 _ 0,0
tn = col (Lj )

Existe una relacién fundamental entre el twist con-
junto absoluto, el twist conjunto articular y la
MIM que es [18]:

Yo e V—{0} (8)

9 = BT 1%, (9)

Para comprender dicha relacién (9), se debe ob-
servar que cada fila de —B7 relaciona su corres-
pondiente junta con los dos cuerpos que enlaza.
Por tanto, cada fila (i.e e; ;) multiplicada por t%
da como resultado la suma de los correspondien-
tes elementos ;ZQ’O y ;?’O. Debido a la relacién de
orden impuesta por los arcos y el signo menos de

(9) la suma es t,° — L?’O o de forma equivalente

10 — (§9’0 + ﬁg’z). Que resulta en 27 como serfa
deseable para e; ;.

Finalmente, el corolario 4.2.6 de [11] prueba la
existencia de B!, con lo que se verifica la ecua-
cién reciproca siguiente:

19 = B T4 —C.40 = C'Ang'SZx'Q (10)
donde para simplificar la notacién, —B~7 se re-
presenta por C.

4. OBTENCION DE LAS
ECUACIONES DE
MOVIMIENTO
GEOMETRICO PARA
ROBOTS RAMIFICADOS

Esta seccién proporciona una deducciéon completa
de la ecuacién de movimiento de Newton-Euler
desde la perspectiva de la mecdnica geométrica
introducida en las secciones anteriores. La for-
mulacién de esta ecuacion estd expresada en for-
ma cerrada de tal modo que puede ser integra-
da naturalmente en otras expresiones matematicas
para ser manipulada simbdlicamente. Ademds, la
formulaciéon propuesta exhibe explicitamente los
parametros intrinsecos del mecanismo. Este tra-
bajo extiende el trabajo [7] dando una formula-
cién simbdlica completa de la ecuacién de Newton-
Euler y el [15] ampliando la aplicacién de la ecua-
cién a robots ramificados. Respecto a su rango de
aplicacién, éste engloba cualquier robot formado
por cuerpos rigidos unidos entre si mediante junta
de un GDL y libre de bucles, i.e. todas las cadenas
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cinemaéticas que forman el robot son abiertas. Este
tipo de robots tiene por tanto n cuerposy n — 1
juntas de un GDL. Obsérvese que la combinacién
de juntas rotacionales y/o prisméticas con cuerpos
de masa despreciable da lugar a otro tipo de jun-
tas utilizadas habitualmente por los robots (juntas
universales, esféricas, etc), por consiguiente la for-
mulaciéon propuesta abarca un mayor numero de
casos de los que a priori cabria esperar.

ECUAQION DE MOVIMIENTO
GEOMETRICA DE
NEWTON-EULER

4.1.

En mecéanica clésica, la segunda ley de Newton
enuncia que la fuerza neta ejercida sobre un cuer-
po es igual a la derivada temporal del momento li-
neal de tal cuerpo. Anédlogamente, la ecuacién de
Euler establece que el momento neto aplicado a
un cuerpo es igual a la derivada temporal del mo-
mento angular. Ambas expresiones unidas forman
la ecuacion de Newton-Euler. Obsérvese que todos
los elementos involucrados deben estar expresados
en un sistema coordenado inercial.

Tales ecuaciones pueden aplicarse de manera
analoga en mecanica geométrica partiendo del mo-
mento geométrico. Como se expone en [17], el mo-
mento geométrico resulta de la accién de un ten-
sor sobre los elementos de se(3) transformandolos
en elementos de se*(3). Dicho tensor se denomina
tensor de inercia geométrico. El tensor es un ope-
rador matricial simétrico y definido positivo cuyas
entradas son los parametros dindmicos intrinsecos
del cuerpo colocados del siguiente modo:

2
k,CM; ~k,i ~k,i
Mk — I i—my (rCMi) MLy,
~k,i ’
—MT ey, m;1g

(11)
donde I*CMi eg el tensor de inercia clasico del
cuerpo 7 en su centro de masa (C'M;), relativo a un
sistema coordenado en el centro de masa con ejes
paralelos al sistema fijo en el cuerpo body ¢ (¥;),
m; es la masa del cuerpo 1, g’é:jwi es el vector desde
el origen del sistema del cuerpo 4 al centro de masa
del cuerpo i y I3 € R3*3 es la matriz identidad.
Ademss, todos los elementos estan expresados en
el sistema Wy.

Debido a que el tensor de inercia geométrico rela-
clona vectores de se(3) con co-vectores de se*(3)
entonces su transformacién entre diferentes siste-
mas coordenados debe satisfacer:

l,i ki
Mj' = Adj - My - Adgy (12)

Como se ha mencionada anteriormente, aplicando
el tensor de inercia geométrico sobre un twist se
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obtiene el momento geométrico:

pk,i _ Mk:,i . Ef,o. (13)

Finalmente, después de la definicién del momen-
to geométrico se expresa la ecuacién de Newton-
Euler en el dominio de la mecanica geométrica co-
mo:

(14)
donde wW%" es el wrench neto actuando sobre el
cuerpo i y p>' es el momento geométrico del cuer-
po ¢, ambos expresados en el sistema inercial ¥y.

Al igual que en la seccién 3.1, a continuacién se
definen los siguiente elementos extendidos a todo
el conjunto.

Definicion: Una matriz diagonal a bloques
M} € R"*6m formada por el tensor de inercia
geométrico correspondiente a cada vértice se deno-
mina tensor conjunto de inercia cuya composicién
es:

M$ = diag (M)

Vo€ {V -0} (15)

Definicion: Un co-vector Wy € R ! que agru-
pa los wrenches netos de cada vértice expresados
en el sistema de referencia inercial ¥y se denomi-
na wrench conjunto absoluto y su estructura es la
siguiente:

w = fila (@) Yo, € V- {0}  (16)
Si (13) se substituye convenientemente en (14) y
se extiende a todo el robot teniendo en cuenta (8),
(15) y (16) se obtiene la ecuacién geométrica de
Newton-Euler del robot ramificado:

d
wh = 4 (M3 £5)

(17)
A continuacién, substituyendo (10) en (17) y apli-
cando la derivada temporal resulta:

w}h = 4MYy - C- Adyy - S - g+
MY - C- G Adyg -SY - i+
+MY - C- Adpo - SY - §-

(18)

Antes de continuar se precisa calcular la derivada
temporal del tensor conjunto de inercia. Primero,
cada entrada se transforma del sistema inercial al
local (fijo en el propio cuerpo) aplicando (12). De
tal manera que el tensor conjunto de inercia re-
sultante queda constante. Entonces se calcula la
derivada temporal:

AV = 4 Ag-T
dtMB - thng

"M - Adp +
Adyy My -

d A -1 (19)
4 Ay
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Notese que Ad,}ﬁ = Ad(HO )71 = AdH%. Donde
B B

AdH% y Mlj’g son analogos a AdHOB y MY respecti-
vamente salvo que sus elementos estan expresados
en coordenadas locales de cada cuerpo.

Substituyendo (3) en (19) anterior, se obtiene el
resultado final de la derivada temporal del tensor

conjunto de inercia:
#M% = ad,” - Adyg - Ml - Ad +
Adpy M- Ad,, -ad,' = (20)
ad;%T "M, + Mp -ad, -

Finalmente, si se aplica (20) en (18) se obtiene
la expresién matricial simbdlica de la ecuacién
geométrica de movimiento de Newton-Euler:

@ = (ad” MY, + MY, - ady!) - C - Adyy -
S%~Q—I—M%-C~ad£?§~AdH% -SIA'Q-‘F
M} - C- Adyy - SY - §.
(21)

MODELO DINAMICO
SIMBOLICO DE ROBOTS
RAMIFICADOS

4.2.

En esta seccién se deriva la expresion del mode-
lo dindmico inverso que obtiene los wrenches que
actian sobre cada una de las juntas en funcién del
movimiento del robot (posicién, velocidad, y ace-
leracién) y de los wrenches exteriores que actian
sobre el mismo. Los wrenches presentes en cada
junta se deben a las fuerzas/pares impuestos por
la junta para restringir ciertos movimientos, asi
como las fuerzas/pares generados por el actuador
asociado a cada junta.

Para obtener tal ecuacién, primero se aisla un
cuerpo ¢ del robot y se establece el balance de
wrenches actuando sobre él obteniendo:
N M
o = "w =Y wt +wdt, (22)
j=1 k=1

_ 0. . .
donde w]—’l son wrenches que el cuerpo i recibe de

. —0,k

otros cuerpos j adyacentes, W, " son wrenches que
el cuerpo i ejerce sobre otros cuerpos k unidos a
él, y w2 son wrenches debido a agentes externos.

Entre los wrenches exteriores el mas general es el
wrench debido a la gravedad. Este manifiesta su
accién como una fuerza pura en el centro de masa
del cuerpo, por lo tanto no ejerce ningtin momen-
to. Para obtener se valor se analiza el sistema con
el wrench gravitatorio como tnica accién sobre él.
Es este supuesto, el twist impuesto por la grave-
dad al cuerpo, expresado en un sistema inercial, y
su momento geométrico son:

00— (B Yo o PO, 23)
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donde v, es la magnitud de la velocidad ins-
tantdnea y k° es el vector direccién de la gravedad
respecto al sistema inercial.

Substituyendo (17) en el momento geométrico de-
bido a la gravedad (23) y sustituyéndolo en (20)
resulta el wrench gravitatorio:

@) = (adgh - MO+ MO - adyh ) 1,20+
i; i; -2

g
0 )
:]30 )9

(24)
donde g = %vg es la aceleracion de la gravedad.

MO L 00 = MO
dt29;

Puesto que el twist absoluto t2° es igual a t,%0, el

—Z1
primer sumando se anula. Este resultado coincide
con el dado en [17].

Para extender la formulacion al robot completo se
define el siguiente término:

Definicion: Un co-vector wy € R ! que

agrupa los wrenches externos de cada vértice de
G(V,E) expresados en el sistema de referencia
inercial ¥y se denomina wrench conjunto exterior
y su estructura es la siguiente:

wY, = fila <Z wa)
l

Extendiendo (22) y (24) a todo el sistema y subs-
tituyendo (25) se obtiene la expresién del modelo
dindmico completo:

Yo, € V — {0} (25)

w} =B-wy + MY -fo+wl  (26)

donde ig =

V —{0}. La igualdad w} = B - w} surge razo-
nando de manera andloga a (9) cuando los tnicos
wrenches presentes en el sistema son los debidos
a las juntas.

g para todo v; €

i .

col ([0F, k"7

5. CONCLUSIONES

En este articulo la ecuacién de movimiento de
Newton-Euler es obtenida en el dominio de la
mecanica geométrica. Como resultado se obtiene
una expresién cerrada analitica para obtener el
modelo dinamico de robots ramificados. La vali-
dez de este método se extiende a cualquier robot
formado por cuerpos rigidos y enlazados por jun-
tas de 1 GDL (prismaéticas y/o rotacionales) cu-
ya representacién como grafo es un arbol dirigido.
Por tanto, el robot no contiene ninguna cadena
cinemética cerrada. Al ser una expresién simbdli-
ca matricial, ésta puede ser manipulada como tal
aplicando técnicas de cdlculo y/o algebraicas para
combinarlas con algoritmos utilizados en roboti-
ca. Adicionalmente, la expresién resultante agru-
pa explicitamente los parametros intrinsecos del
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robot en forma de matrices lo cual es atractivo
en tareas de identificacién. Por tanto, la ecua-
cién simbdlica propuesta proporciona una nota-
cién mas completa y compacta que las actualmen-
te existentes.
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