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Resumen

Este trabajo trata el control basado en eventos en
sistemas en red. Se establece un formalismo de
control basado en eventos periddico con contro-
ladores lineales como el PID a partir del teorema
de Lyapunov-Krasovskii para sistemas muestrea-
dos. El formalismo permite garantizar la estabili-
dad asintotica del sistema dado un retardo maximo
en la red. Para verificar la efectividad del sistema
se ha utilizado el modelo de un reactor inestable
con un controlador PI y se ha comparado con un
esquema de control periddico.
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1 INTRODUCCION

Durante las ultimas décadas, el constante cre-
cimiento de las tecnologias de comunicacién ha
atraido con fuerza el interés de la comunidad de
control. El uso de redes compartidas para conec-
tar los diferentes elementos de control de forma de-
scentralizada ha supuesto una mejora en términos
de mayor flexibilidad de arquitecturas, reduccién
de los costes de instalaciéon y mantenimiento y
una mayor fiabilidad que en las tecnologias de
comunicaciéon tradicionales. Paralelamente, este
cambio de paradigma lleva asociados una serie de
problemas que deben resolverse [12]. Ciertamente,
la comunicacién a través de una red compartida
puede verse afectada por limitaciones en el an-
cho de banda, retardos o la pérdida de paque-
tes [9]. Asi pues, dado que el ancho de banda
disponible es limitado, el muestreo de las difer-
entes senales puede ser problematico. En algunos
protocolos de red, como pueden ser Ethernet o
WiFi, el muestreo temporal no es constante, sino
que depende fuertemente del trafico en la red. De
esta forma, una eleccién correcta de los instantes
de muestreo puede ayudarnos a maximizar el an-
cho de banda disponible en nuestro sistema. En
este sentido, el control basado en eventos se ha
mostrado como una buena alternativa al control
periodico ya que ayuda a salvaguardar los recursos
de lared [3, 8, 10, 15, 17]. La idea clave detrds de

los sistemas de control basados en eventos es que
la informacién es intercambiada entre las distintas
partes del lazo de control inicamente cuando una
cierta condicién del estado se satisface. Esto es,
los instantes de muestreo pasan de estar determi-
nados por el tiempo a estar determinados por el
estado del sistema.

Con el mismo objetivo, se han propuesto también
otras alternativas como las estrategias de auto-
disparo (self-triggering; ver [16, 11]). Esta es-
trategia consiste en realizar una prediccion de la
evolucién del sistema y utilizarla para determi-
nar los instantes de tiempo en los que el lazo de
control debe cerrarse. El principal problema de
este paradigma es que, dado que los sensores no
estan monitorizados durante el tiempo entre even-
tos, pueden ser necesarios tiempos de muestreo
muy conservadores con la intencion de contrarres-
tar perturbaciones u otros fenémenos desconoci-
dos. Por el contrario, en el control basado en even-
tos, se cierra el lazo de control cuando se cumple
una condiciéon dependiente del valor actual del es-
tado del sistema, eliminando este problema.

A pesar de estos beneficios, monitorizar el es-
tado de manera continua para detectar los eventos
puede ser dificil de conseguir en la practica cuando
trabajamos en una plataforma digital. Ademas,
esto puede implicar un importante gasto de recur-
sos de computacién. Una posible alternativa es
verificar la condicién de disparo solo en instantes
de tiempo predefinidos. Esta idea se conoce como
control basado en eventos periédico [7, 1]. Re-
sulta, por tanto, una combinacién de las ventajas
del control periddico y el control basado en even-
tos continuo. El sistema se muestrea en instantes
discretos de tiempo y la informacion se transmite
Unicamente si se considera que es necesario.

Aunque existen multiples trabajos en la liter-
atura relacionados con diseno y sintonia de contro-
ladores basados en eventos, en la mayoria se suele
considerar realimentacién de estados [7, 18, 1] y/o
monitorizacién continua de los sensores [2, 5, 14].
Sin embargo, debido a que el controlador PI/PID
es el mds utilizado en la industria [4], en este
articulo se propone un marco para garantizar la
estabilidad de en un sistema de control basado en
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eventos periddico con controladores LTT (Linear
Time Invariant o Lineal Invariante en el Tiempo)
y, por tanto, con un PID. Para ello se utilizan
las técnicas desarrolladas para estudiar sistemas
con retardo mediante el funcional de Lyapunov-
Krasovskii [6]. Asf pues, la principal novedad de
este trabajo consiste en establecer un formalismo
que permite garantizar la estabilidad asintética de
un sistema en un marco de control PID basado en
eventos periédico y bajo limitaciones como retar-
dos variables, propias de comunicaciones a través
de la red.

El trabajo se divide de la siguiente forma: En la
Seccién 2 se plantea el problema y se presenta
el marco de control basado en eventos. En la
Seccién 3 se establece la forma del controlador y se
garantiza la estabilidad asintética del sistema me-
diante desigualdades matriciales lineales (LMIs).
La Seccién 4 muestra un ejemplo ilustrativo para
probar la efectividad del método propuesto, Fi-
nalmente, la Seccién 5 recoge las conclusiones del
trabajo.

2 PRELIMINARES

2.1 NOTACION

Sea x € R" y A € R"™. Definimos la norma
euclidea del vector x € R™ como ||z|| := vVzTz
y AT como la matriz transpuesta de la matriz
real A. Apax(A) ¥ Amin(A4) denotan el méximo
y el minimo autovalor de A, respectivamente. Las

matrices simétricas < > se denotan como

A B

* C)°
Ademsds, se denota la matriz simétrica definida
positiva P € R"*"™ como P >0,y P >0, P <0,
y P < 0 hacen referencia, por tanto, a matrices

simétricas semidefinida positiva, definida negativa
y semidefinida negativa, respectivamente.

BT C©

Finalmente, se define el espacio de funciones
¢ : [-h;0] — R, absolutamente continuo en
[-h;0], y con derivadas de primer orden de
cuadrado integrable W[—h; 0] con norma ||¢|lw =

2

0 .
maxge(—n,0] [|(0)] + | [ é(s)[*ds| . Se denota
—h
ademds x+(0) = z(t + 0), para 6§ € [—h,0].
2.2 FORMULACION DEL PROBLEMA
Considérese el siguiente sistema LTT

x(t) = Ax(t) + Bu(y(t))
y(t) = Cu(t), (1)

donde x € R™ es el vector de estados, u € R™
es el vector de entradas, y € RP es el vector
de salidas y A, B,C son matrices constantes de
las dimensiones apropiadas. La condicién inicial
de (1) viene dada por x(0) = xo. En este tra-
bajo, estudiamos un marco de control PID basado
en eventos periddico en el que los instantes de
transmisién estan determinados por un criterio
basado en las salidas muestreadas de la planta
(obsérvese la Figura 1). Asf pues, asumimos que
el sistema estd conectado a través de una red de
comunicacion en la que la salida es muestreada
peridédicamente con periodo de muestreo h > 0,
mientras que los controladores y actuadores son
accionados cuando ocurren ciertos eventos. Asum-
imos también que el retardo de computacién en el
controlador es despreciable y que la informacién
se transmite en un tdnico paquete y que no hay
pérdidas en la red.

y(t) y(lh)
Actuador Planta Sersor
u(t)

Mecanismo
Confrolador de dispar de

\_ eve_ntos

yity)
Red (1(t)) ‘

Figura 1: Diagrama de bloques. Las senales con-
tinuas se representa en linea continua y las senales
discretas en linea punteada.

Consideramos en el sistema un retardo variable en
el tiempo, 7(t), debido a la transmisién a través de
la red. El retardo debe cumplir 0 < 7,,, < 7(t) <
Tz, siendo 7y el maximo retardo admisible.

Puede redefinirse (1), en el esquema descrito, de
la siguiente forma:

i(t) = Az(t) + Bu(y(tr)),
y(lh) = Cx(lh), (2)

Yt € [tk + 7(tk), tky1 + T(tk+1)), siendo {lh} con
l € N el conjunto de instantes de muestreo de la
planta tal que sup {lh} <ty {tx}, con k € N un
subconjunto de {lh}, que determina los instantes
en los que se ha producido un evento.

Témese ahora el siguiente error en la salida del
sistema:

e(lh) = y(te) — y(lh), (3)
entonces {t;y} puede expresarse mediante
tgr1 = min{lh > t;|f(e(lh),y(lh)) > 0}, donde
fe(lh),y(lh)) es la siguiente condicién de disparo
de eventos:

fle(th),y(th)) = [le(tn)|| — olly(R)[l.  (4)
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Finalmente, puede definirse §(¢) = t —lh de forma
que

&(t) = Ax(t) + Bu(y(t
(e — o) =

Vit € [tk + T(tk), tk+1 + T(tk+1)).

—0(8) +e(t = 4(1)),
Ca(t - (1)), (5)

3 DISENO DEL
CONTROLADOR

En esta seccién se estudia la estabilidad asintotica
del sistema de control basado en eventos periddico
(5) bajo la condicién de disparo (4). Para ello,
haremos uso del siguiente lema:

Lema 1 ([6], Lemma 2). Sean o3, az ¥
a3 nidmeros positivos.  Si existe un funcional
V(t,xe, @) : R x R x R™ — R continuo por la
derecha para x(t) en (11), absolutamente continuo
y diferenciable para t # lh y que satisface

allz@)|? < V(t, 2, &) < eol|lzFy (6)
lim V(t, zy, @) > V(t, @, &) |t=in (7)
t—lh—

V(t,xp,d4) < —esllz(t)||?, t # 1A, (8)

entonces el sistema es asintoticamente estable.

En primer lugar, debe establecerse la forma del
controlador. De cara al andlisis de estabilidad, sin
pérdida de generalidad, se asume que la referencia
del controlador es cero. La dindmica de un con-
trolador LTT genérico en espacio de estados viene
dada por:

Te(t) = Aczo(t) —
u(t) = Cexe(t)

ch(tk)
- Dcy(tk) (9)

Utilizando (3), la dindmica del sistema en lazo cer-
rado resulta

= Ar@pe(t) + Aoy (t—8(t)) + Age(t — (1)),
(10)

dpe(t)

siendo a7}, (t) = [x(t) z.(t)] y
A BC.
=0 %)
—-BD.C 0
Az = ( -B.C 0)
—BD,
e (52 w
vVt € [tk + T(tk),tk+1 + T(tqul)).

Puede enunciarse entonces el siguiente teorema:

Teorema 1. Dado un escalar o > 0, periodo
de muestreo h, un controlador (9) y bajo la
condicidn de disparo de eventos (4), el sistema (5)

es asintoticamente estable si existen matrices P,
Q1, Q2, Ry, y Ry con las dimensiones apropiadas,
simétricas y definidas positivas tal que

I < 0, (12)
con II dado por (13).

Iy * * *
R1 H22 * * *
=] 0 0 —Q-R + | (13
My R Ry My *
M5y 0 0 M54 Ilss

con
I =ATP+PA + Q1+ Q2 — Ry
+ T,QTLA?R1A1 + ?QAfRQAl
Iy = —Q1 — Ry — Ry
H41 = Agp + TEnAgRlAl + szgRQAl
Iy = 2R+ X + T,%lAgR1A2 + ?QAngAz
1I5; = Agp + T;A§R1A1 + 7_'2A§R2A1
H54 = T%A?RlAQ + 712A§R2A2
H55 =1 + T%AgRlAg + f2AgR2A3
Prueba. Se construye el funcional de Lyapunov

como
V(t)=Vi+ Vo + V3, (14)

siendo

Vi = 2. (1) Prpe(t)

t
Vo = / x;fc(s)lepc(s)ds
t—Tm

+/ 2] (8)Qawpe(s)ds

‘/S_Tm/ /

t—Tm Js
t—Tm

o

donde P, @i, @2, Ry and Ry son matrices
simétricas definidas positivas y 7 = 7a + h.
Tomando la derivada temporal de V'(t), se obtiene
que

Vl = 233T () Pipe(t)
Vo = . ()(Q1 + Q2)xpe(t)

— 2 (t = ) Qupc(t — Tm)
—x)(t — 7)Qaxpe(t — 7)

Vs = e (t) Rupe(t) + 72 () Radipe (1)

¢
- Tm/ i (s)Ridpe(s)ds
t—Tm

V) Ry &pe(v)duds

V) Rape(v)duds  (15)

. /t AT (5) Raiye(s)ds. (16)

-7
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Ci(t)

Reactor :
: C(t)
N—— =

Figura 2: Diagrama del reactor inestable del caso
de estudio.

Definimos a continuacién el estado extendido
gT = [‘rzj;c(t) x,}l;c(t - Tm) x,;l;c(t - 77—) xgc(t -
5(t)) €T (t—4(t))] de forma que

ipc(t)= (A1 0 0 Ay A& (17)

Los términos integrales que aparecen en V3 pueden
acotarse mediante la desigualdad de Jensen [1]

t
- Tm/ i} (s)Ridpe(s)ds <
t—Tm

o ) G By ()
(18)

<

t—Tm
- ?/ i () Radpe(s)ds <

t—7

("l f)”)T g_R]? ) (58
+ (fpic((tt—_ 5T(7§)))> (_R? —R}i) <;pic<(tt—_ 67(?)))>
(19)

Introducimos ahora el término nulo

0=-el(t—5(t))e(t—o(t)) —el (t—5(t))e(t —8(t)),

(20)
y acotamos la parte positiva mediante la condicién
de disparo (4). Finalmente, se obtiene que

V(t) < ¢TIE. (21)

Por consiguiente, queda probado que si se satis-
facen las desigualdades (12), entonces el sistema
es asintdticamente estable. O

4 RESULTADOS

En esta Seccion se presenta un caso de estudio so-
bre el que validar el formalismo propuesto y com-
parar los resultados.

Se ha utilizado como ejemplo un reactor inestable.
La dindmica en lazo abierto de algunos reactores
quimicos puede describirse mediante el modelo de
Cholette

dc(t) F(t)

i T[Ci(t)

J O(t)

-C@)]- Tl + 12 (22)

donde C(t) es es la concentracién de salida, C;(t)
es la concentracién de entrada, F(t) es el flujo
de entrada, V' = 1L es el volumen del reactor y
k1 = 10Ls™ !, ky = 10mols—!. El reactor tiene un
punto de operacién inestable para F' = 0.0333Ls ™!
y C; = 3.288molL. ™! a C' = 1.316molL~".

Para nuestros propésitos de control, C; es la vari-
able manipulada, C es la variable controlada.
Asumismo que existe un retardo minimo de 1s ya
que el transductor necesita cierto tiempo para pro-
porcionar la variable. De la misma forma, asumi-
mos que el retardo maximo, teniendo en cuenta el
posible retardo de la red, es de 3s. El periodo de
muestreo de la planta se fija igualmente en h = 3s.

Linealizando sobre el punto de operaciéon se ob-
tiene que

A = 0.0097
B=1
C = 0.0333. (23)

El diseno del controlador se ha realizado siguiendo
las ideas de [13]. Se ha utilizado por tanto un
controlador PI con T; = 43.87 y K. = 3.29. Tra-
ducido al espacio de estados

A. =0

B.=1

C. =K. =0.0750

D, =K, =3.29. (24)

Resolviendo las LMIs del Teorema 1, se obtiene
un valor méximo para ¢ = 0.41. Cuanto mads
grande sea el valor de o, menor sera el nimero de
transmisiones pero mas se vera afectado el com-
portamiento de la planta. Se ha simulado el sis-
tema (23) en el caso periddico (¢ = 0) y se ha
comparado con 0 = 0.2 y ¢ = 0.41. En la Figura
3 se observa la evolucién del estado de la planta
mientras que en la Figura 4, se observa la entrada
producida por el controlador. Vemos como al au-
mentar el valor de o, el comportamiento se aleja
mads del caso periédico. Sin embargo, si miramos
el nimero de eventos (Figura 5), las transmisiones
se han reducido considerablemente. En el caso
periddico se produjeron 100 eventos mientras que
en el control basado en eventos periédico se pro-
dujeron 46 y 29 eventos para 0 = 0.2 y 0 = 0.41,
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Figura 3: Evoluciéon temporal del estado de la
planta.
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Figura 4: Evolucién temporal de la entrada de la
planta.

respectivamente. Por otra parte, podemos com-
probar otra ventaja del esquema propuesto si em-
pleamos un control basado en eventos continuo,
verificando la condiciéon de disparo en todo mo-
mento, ya que aparece el conocido efecto Zeno.

5 CONCLUSIONES

En este articulo se propone un formalismo de con-
troladores basados en eventos peridédicos a par-
tir del teorema de Lyapunov-Krasovskii para sis-
temas muestreados y con controladores LTI como

0 25
2 I
§20F
>
» f
o 15+
"E |l 999 |999%9¢%¢9
010
o [
(o L
E 5[
Q
[ j
0 50 100 150 200 250 300
Tiempo [s]
Figura 5: Eventos producidos. La altura de

cada marca representa el tiempo desde el anterior
evento.

es el PID. El formalismo permite estudiar proble-
mas intrinsecos de los sistemas en red como son
los retardos variables. Se ha establecido un cri-
terio para garantizar la estabilidad asintdtica del
sistema a la par que se tiene en cuenta el disparo
de eventos para reducir el uso del ancho de banda
y, por consiguiente, el gasto de recursos de la red.

No obstante, quedan diferentes cuestiones abier-
tas a estudiar en el futuro. Por un lado, proble-
mas como el rechazo de perturbaciones o pérdida
de paquetes pueden estudiarse e incluirse en el
formalismo propuesto. Por otra parte, el contro-
lador se asume que ha sido disenado previamente
al andlisis de estabilidad. Realizar la sintesis del
controlador teniendo en cuenta la propia condicién
de disparo de eventos puede suponer una mejora
en el comportamiento y robustez del sistema.
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