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Para implantar esta metodología, se toman medidas en 
cada instante de optimización  (durante el transitorio) 
para estimar los modificadores empleando para ello 
técnicas de estimación adaptativas cuya solución 
provea las nuevas entradas u que deben aplicarse a la 
planta hasta la siguiente optimización. 

2.1  ESTIMACIÓN DEL GRADIENTE DE LA 
PLANTA 

Como se ha dicho anteriormente, una técnica de 
estimación de parámetros será utilizada para estimar 
los gradientes del proceso y además los modificadores 
del problema RTO modificado. El ingrediente 
esencial del problema de estimación de parámetros es 
elegir la clase de modelo. En este caso, la dinámica de 
la función de coste ha sido parametrizada como se 
muestra en  (1) considerando un modelo DARMA de 
primer orden que relaciona la variación de la función 
de coste del proceso 𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 con la variación de las 
entradas 𝛥𝛥𝑢𝑢𝑘𝑘 (variables de decisión del problema 
RTO): 

𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 = 𝜃𝜃𝑘𝑘𝑇𝑇𝛥𝛥𝑢𝑢𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑇𝑇𝜃𝜃𝑘𝑘 (1) 

Siendo el estimador de la variación de la 
función de coste: 

𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 = 𝜃𝜃�𝑘𝑘
𝑇𝑇𝛥𝛥𝑢𝑢𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘

𝑇𝑇𝜃𝜃�𝑘𝑘  (2) 

Donde 𝜃𝜃�𝑘𝑘 es el vector de parámetros estimados que 
contiene los gradientes del proceso necesarios para 
calcular los modificadores, es decir, los gradientes de 
la función de coste del proceso con respecto a las 
variables de decisión 𝑢𝑢𝑘𝑘. 

El gradiente 𝜃𝜃𝑘𝑘es estimado empleando el método de 
mínimos cuadrados recursivo con factor de olvido 𝛼𝛼. 
El concepto de olvido significa que los datos más 
antiguos son gradualmente descartados a favor de la 
información más reciente [12].  

Este algoritmo ha sido aplicado por su simplicidad y 
fácil implementación, además, generalmente tiene 
una convergencia más rápida que otros métodos como 
el algoritmo de proyección. Esta técnica también es 
válida en presencia de ruido blanco que es inherente a 
todo proceso real.  

Se basa en la diferencia entre la entrada actual 𝑢𝑢𝑘𝑘 y la 
aplicada en el período anterior y la diferencia entre el 
cambio de la función de coste medida 𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 y la 
predicha 𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 [13]. El método de estimación de 
parámetros utilizado viene descrito por las siguiente s 
ecuaciones, siendo 𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝛥𝛥𝑢𝑢𝑘𝑘: 

    

𝛴𝛴0 =
1
𝛼𝛼
𝐼𝐼 (3)  

𝜙𝜙𝑘𝑘 = 𝛥𝛥𝑢𝑢𝑘𝑘 = 𝑢𝑢𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑘𝑘−1 (4) 

𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 = 𝜙𝜙𝑘𝑘
𝑇𝑇𝜃𝜃�𝑘𝑘 (5)  

𝑒𝑒𝑘𝑘 =  𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 − 𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 (6) 

𝛴𝛴𝑘𝑘+1−1 =
1
𝛼𝛼 𝛴𝛴𝑘𝑘

−1 −
1
𝛼𝛼2 𝛴𝛴𝑘𝑘

−1𝜙𝜙𝑘𝑘 �+
1
𝛼𝛼 𝜙𝜙𝑘𝑘

𝑇𝑇𝛴𝛴𝑘𝑘−1𝜙𝜙𝑘𝑘�
−1

𝜙𝜙𝑘𝑘𝑇𝑇𝛴𝛴𝑘𝑘−1 
(7) 

𝜃𝜃�𝑘𝑘+1 = 𝜃𝜃�𝑘𝑘 +
1
𝛼𝛼 𝛴𝛴𝑘𝑘

−1𝜙𝜙𝑘𝑘 �1 +
1
𝛼𝛼 𝜙𝜙𝑘𝑘

𝑇𝑇𝛴𝛴𝑘𝑘−1𝜙𝜙𝑘𝑘�
−1

(𝑒𝑒𝑘𝑘) 
(8) 

Donde 𝛴𝛴 es la matriz de covarianza, 𝑒𝑒𝑘𝑘 el error de 
predicción, 𝑢𝑢𝑘𝑘 es la solución del RTO modificado 
para el período de muestreo k. Además, 𝛥𝛥𝐽𝐽𝑘𝑘 = 𝐽𝐽𝑘𝑘 −
𝐽𝐽𝑘𝑘−1 es la diferencia entre el valor de la función de 
coste actual y la medida en un período de muestreo 
anterior. 

3 CASO DE ESTUDIO 

En esta sección el reactor Otto- Williams es 
considerado como caso de estudio para comparar el 
rendimiento del nuevo enfoque basado en el 
transitorio con el método MA tradicional. Se trata de 
un reactor continuo de tanque agitado que ha sido 
ampliamente utilizado como caso de estudio para la 
comparación de diferentes técnicas RTO en presencia 
de discrepancias proceso- modelo [3], [6], [11], [12]. 

El sistema considerado es alimentado con dos tipos 
de materias primas A y B, con un flujo igual a FA y 
FB  respectivamente. Dentro del equipo tienen lugar 
tres reacciones en paralelo dando lugar a 4 nuevos 
compuestos: C, G, E y P, como se muestra en la 
ecuación (15). Dichos compuestos, además de los 
reactivos restantes, abandonan el reactor en una única 
corriente FR. Xi representa la fracción másica del 
componente i dentro del reactor y TR la temperatura 
del reactor. 

Figura 2: Diagrama del reactor Otto-Williams 

3.1  PROCESO REAL 

El sistema puede describirse usando un modelo de 
primeros principios que ha sido simulado en el 
programa de modelado y simulación EcosimPro. Los 
balances de materia para cada uno de los compuestos 
se definen como se indica a continuación: 
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𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
𝑘𝑘1→ 𝐶𝐶,        𝐵𝐵 + 𝐶𝐶

𝑘𝑘2→ 𝑃𝑃 + 𝐸𝐸, 𝐶𝐶 + 𝑃𝑃
𝑘𝑘3→𝐺𝐺   (9)

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝐴𝐴
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐹𝐹𝐴𝐴 − 𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐴𝐴 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟1         (10) 

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝐵𝐵
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐹𝐹𝐵𝐵 − 𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐵𝐵 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟1
𝑀𝑀𝐵𝐵
𝑀𝑀𝐴𝐴

− 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟2         (11) 

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝐶𝐶
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐶𝐶 + 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟1
𝑀𝑀𝐶𝐶
𝑀𝑀𝐴𝐴

− 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟2
𝑀𝑀𝐶𝐶
𝑀𝑀𝐵𝐵

− 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟3      (12) 

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝐸𝐸
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐸𝐸 + 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟2
𝑀𝑀𝐸𝐸
𝑀𝑀𝐵𝐵

         (13) 

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝐺𝐺
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐺𝐺 + 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟3
𝑀𝑀𝐺𝐺
𝑀𝑀𝐶𝐶

         (14) 

𝑉𝑉𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑋𝑋𝑃𝑃
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝑃𝑃 + 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟2
𝑀𝑀𝑃𝑃
𝑀𝑀𝐵𝐵

− 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟𝑟3
𝑀𝑀𝑃𝑃
𝑀𝑀𝐶𝐶

         (15) 
𝐹𝐹𝑅𝑅 = 𝐹𝐹𝐴𝐴 + 𝐹𝐹𝐵𝐵         (16) 

Donde M𝑖𝑖 representa el peso molecular del 
compuesto i, y rj es la velocidad de la reacción j 
definida con respecto a su reactivo limitante. 

Al trabajar con pseudo-compuestos es necesario 
definir la relación entre sus pesos moleculares. Esto 
se puede obtener considerando que ℳ𝐴𝐴=ℳ𝐵𝐵=ℳ𝑃𝑃. 
Bajo esta suposición los cocientes entre pesos 
moleculares que aparecen en las ecuaciones (10-15) 
pueden obtenerse como: 

𝑀𝑀𝐵𝐵

𝑀𝑀𝐴𝐴
= 𝑀𝑀𝑃𝑃

𝑀𝑀𝐵𝐵
= 1, 𝑀𝑀𝐶𝐶

𝑀𝑀𝐴𝐴
= 𝑀𝑀𝐶𝐶

𝑀𝑀𝐵𝐵
= 𝑀𝑀𝐸𝐸

𝑀𝑀𝐵𝐵
= 2,𝑀𝑀𝐺𝐺

𝑀𝑀𝐶𝐶
= 1.5,𝑀𝑀𝑃𝑃

𝑀𝑀𝐶𝐶
= 0.5  (17) 

La velocidad de cada una de las reacciones se calcula 
según (18-20): 

𝑟𝑟1 = 𝑘𝑘1𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵         (18) 
𝑟𝑟2 = 𝑘𝑘2𝑋𝑋𝐵𝐵𝑋𝑋𝐶𝐶          (19) 
𝑟𝑟3 = 𝑘𝑘3𝑋𝑋𝐶𝐶𝑋𝑋𝑃𝑃          (20) 

Donde 𝑘𝑘𝑗𝑗 es la constante cinética de la reacción j que 
se obtiene a partir de la ecuación de Arrhenius, 
siendo 𝐸𝐸𝐴𝐴𝑗𝑗 la energía de activación. 

𝑘𝑘𝑗𝑗 = 𝑘𝑘𝑗𝑗0𝑒𝑒
�
𝐸𝐸𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇𝑅𝑅

�,     𝑗𝑗 = 1,2,3         (21) 

3.2  FUNCIÓN DE COSTE DEL PROCESO 

El objetivo es maximizar el beneficio de la operación 
que se expresa como la diferencia de coste entre el 
producto obtenido y las materias primas empleadas, 
suponiendo que entran con una fracción másica igual 
a 1. 

𝐽𝐽 = 𝐹𝐹𝑅𝑅(𝑋𝑋𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 + 𝑋𝑋𝐸𝐸𝑃𝑃𝐸𝐸) − 𝐹𝐹𝐴𝐴𝐶𝐶𝐴𝐴 − 𝐹𝐹𝐵𝐵𝐶𝐶𝐵𝐵          (22) 

El flujo de reactivo A (𝐹𝐹𝐴𝐴) se fija en un valor igual a 
1.8275 kg/s. El flujo de reactive B (𝐹𝐹𝐵𝐵) y la 
temperatura del reactor (TR) son las variables de 
decisión del problema de optimización, de modo que 
𝑢𝑢 = (𝐹𝐹𝐵𝐵,𝑇𝑇𝑅𝑅)𝑇𝑇. 

3.3  PUNTO DE OPERACIÓN ÓPTIMO DEL 
PROCESO 

El punto de operación óptimo de la planta (realidad 
simulada) se muestra en la Tabla 1. Las fracciones 
másicas obtenidas en la solución óptima se presentan 
en la Tabla 2. 

Tabla 1: Óptimo del proceso 

FB (Kg/s) TR (ºC) J($/s) 
4.78 89.70 191.22 

Tabla 2: Fracciones másicas en el óptimo 

XA
* XB

* XC
* XE

* XG
* XP

* 
0.0874 0.3896 0.0153 0.2906 0.1075 0.1094 

3.4 MODELO ESTACIONARIO CAPA RTO 

El valor de la fracción másica del producto C es de 
un orden de magnitud por debajo del resto de los 
componentes. Por ello, una aproximación del proceso 
es considerar únicamente las otras 5 especies lo que 
implica una gran diferencia entre el proceso y el 
modelo. De este modo, se considera que sólo tienen 
lugar dos reacciones en paralelo:  

𝐴𝐴 + 2𝐵𝐵
𝑘𝑘�1→ 𝑃𝑃 + 𝐸𝐸,  𝐴𝐴 + 𝐵𝐵 + 𝑃𝑃

𝑘𝑘�2→ 𝐺𝐺 + 𝐸𝐸        (23) 

Considerando esta fuente de incertidumbre, el 
modelo en estado estacionario que será usado para la 
optimización de la capa RTO viene descrito por las 
siguientes ecuaciones: 

𝐹𝐹𝐴𝐴 − 𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐴𝐴 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟1 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟2 = 0         (24) 
𝐹𝐹𝐵𝐵 − 𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐵𝐵 − 2𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟1 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟2 = 0         (25) 
−𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐸𝐸 + 2𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟1 = 0         (26) 
−𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝐺𝐺 + 3𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟2 = 0         (27) 
−𝐹𝐹𝑅𝑅𝑋𝑋𝑃𝑃 + 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟1 − 𝑉𝑉𝑅𝑅𝑟̃𝑟2 = 0         (28) 
𝐹𝐹𝑅𝑅 = 𝐹𝐹𝐴𝐴 + 𝐹𝐹𝐵𝐵          (29) 
𝑟̃𝑟1 = 𝑘𝑘�1𝑋𝑋𝐴𝐴(𝑋𝑋𝐵𝐵)2         (30) 
𝑟̃𝑟2 = 𝑘𝑘�2𝑋𝑋𝐴𝐴𝑋𝑋𝐵𝐵𝑋𝑋𝑃𝑃         (31) 

𝑘𝑘�𝑗𝑗 = 𝑘𝑘�𝑗𝑗0𝑒𝑒
�
𝐸𝐸�𝐴𝐴𝐴𝐴
𝑇𝑇𝑅𝑅

�
,       𝑗𝑗 = 1,2          (32) 

Donde la tilde representa los parámetros utilizados en 
el modelo que presenta la incertidumbre. 

3.4  FORMULACIÓN PROBLEMA DE 
OPTIMIZACIÓN 

En resumen, el problema de optimización de la capa 
RTO se resumen en encontrar las variables de 
decisión F𝐵𝐵 y 𝑇𝑇𝑅𝑅 que maximicen el beneficio de la 
planta, sujeto a un modelo que solo considera 5 
compuestos y dos reacciones químicas lo cual supone 
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una alta discrepancia proceso-modelo. El problema 
de optimización se ha resuelto utilizando un algoritmo 
de programación cuadrática secuencial (SQP) 
implementado en la librería SNOPT en EcosimPro. 

min𝐹𝐹𝐵𝐵,𝑇𝑇𝑅𝑅 −𝐽𝐽 
𝑠𝑠. 𝑡𝑡.: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤ℎ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ         (33) 

𝐹𝐹𝐵𝐵 ∈ [𝐹𝐹𝐵𝐵𝐿𝐿 ,𝐹𝐹𝐵𝐵𝑈𝑈] 
𝑇𝑇𝑅𝑅 ∈ [𝑇𝑇𝑅𝑅𝐿𝐿 ,𝑇𝑇𝑅𝑅𝑈𝑈] 

Los valores de los parámetros presentes en las 
ecuaciones (10-32) se resumen en la Tabla 3. 

Tabla 3: Valor de los parámetros del modelo 

Parámetro Valor Parámetro Valor 
F𝐴𝐴 1.8725 𝐸𝐸�𝐴𝐴1 -8077.6 
𝑉𝑉𝑅𝑅 2105 𝐸𝐸�𝐴𝐴2 -12438.5 
𝑘𝑘1

0 1.6599×106 𝐹𝐹𝐵𝐵𝐿𝐿 3 
𝑘𝑘2

0 7.2177×108 𝐹𝐹𝐵𝐵𝑈𝑈 6 
𝑘𝑘3

0 2.6745×1012 𝑇𝑇𝑅𝑅𝐿𝐿 70 
𝐸𝐸𝐴𝐴1 -6666.7 𝑇𝑇𝑅𝑅𝑈𝑈 100 
𝐸𝐸𝐴𝐴2 -8333.3 PP 1143.38 
𝐸𝐸𝐴𝐴3 -11111 PE 25.92 
𝑘𝑘�10 2.611×1013 𝐶𝐶𝐴𝐴 76.23 
𝑘𝑘�20 1.655×108 𝐶𝐶𝐵𝐵 114.34 

El problema de optimización modificado que se 
resuelve en cada iteración del RTO se describe como: 

min
𝐹𝐹𝐵𝐵,𝑇𝑇𝑅𝑅

−𝐽𝐽+𝜆𝜆1(𝐹𝐹𝐵𝐵,𝑘𝑘 − 𝐹𝐹𝐵𝐵,𝑘𝑘−1) + 𝜆𝜆2(𝑇𝑇𝑅𝑅,𝑘𝑘 − 𝑇𝑇𝑅𝑅,𝑘𝑘−1) 

𝑠𝑠. 𝑡𝑡.: 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤ℎ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ℎ         (34) 
𝐹𝐹𝐵𝐵 ∈ [𝐹𝐹𝐵𝐵𝐿𝐿 ,𝐹𝐹𝐵𝐵𝑈𝑈] 
𝑇𝑇𝑅𝑅 ∈ [𝑇𝑇𝑅𝑅𝐿𝐿 ,𝑇𝑇𝑅𝑅𝑈𝑈] 

Donde los modificadores se calculan como: 

𝜆𝜆1 = 𝜕𝜕𝐽𝐽𝑝𝑝
𝜕𝜕𝐹𝐹𝐵𝐵

− 𝜕𝜕𝐽𝐽
𝜕𝜕𝐹𝐹𝐵𝐵

        (35) 

𝜆𝜆2 = 𝜕𝜕𝐽𝐽𝑝𝑝
𝜕𝜕𝑇𝑇𝑅𝑅

− 𝜕𝜕𝐽𝐽
𝜕𝜕𝑇𝑇𝑅𝑅

        (36) 

Donde 𝐽𝐽𝑝𝑝es el valor de la función de coste medida 
directamente del proceso. 

4 RESULTADOS 

4.4 MA a partir de información 
estacionaria 

El método DMA ha sido implementado sobre el 
reactor Otto-Williams con un valor de a igual a 0.01 

(δ ≥ a), restricción dual que asegura que en la 
siguiente iteración del RTO el sistema tendrá 
suficiente excitación para estimar el gradiente con 
exactitud. El problema RTO es resuelto cada hora 
para asegurar que el proceso alcanza el estado 
estacionario en cada itereación. Las Figuras 3 y 4 
muestran la evolución de las variables de decisión del 
RTO y la Figura 5 presenta cómo varía la función de 
coste del proceso:  

Figura 3. Evolución de la variable de decisión FB 

Figura 4. Evolución de la variable de decisión TR 

Figura 5. Evolución de la función de coste del proceso JP 

En vista de los resultados, aplicando MA estático el 
punto óptimo de operación se alcanza después de 
82800 s (23 horas). Esto supone esperar 23 estados 
estacionarios, 21 soluciones del RTO más nu estados 
iniciales necesarios para estimar los gradientes, 
siendo nu el número de variables de decisión. Durante 
este largo período de tiempo las condiciones de 
operación y las discrepancias entre modelo y proceso 
podrían cambiar resultando en una pérdida de 
optimalidad ya que el método MA no lograría 
converger al óptimo del proceso. 

4.5 MA a partir de información del 
transitorio 

MA basado en medidas del transitorio ha sido 
implementado con un período de muestreo del RTO 
de 600 segundos lo que supone un sexto del tiempo 
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de estabilización del proceso. El factor de olvido 
considerado para el método de estimación del 
gradiente del proceso ha sido 0.50. Las Figuras 6 y 7 
muestran la evolución de las variables de decisión del 
problema RTO y la Figura 8 la evolución de la 
función de coste del proceso: 

Figura 5. Evolución de la variable de decisión FB 

Figura 6. Evolución de la variable de decisión TR 

Figura 7. Evolución de la función de coste del proceso JP 

Aplicando el nuevo enfoque, actualizando los 
modificadores durante el transitorio, el punto de 
operación óptimo se alcanza después de 16800 
segundos, aproximadamente 4.5 horas, lo que supone 
una reducción de tiempo considerable con respecto al 
método MA estático. Este tiempo supone 28 
soluciones del RTO ejecutadas durante el transitorio.  

5 CONCLUSIONES 

Aplicando la metodología MA a partir de 
información del estacionario es posible alcanzar el 
óptimo del proceso, sin embargo puede que este 
punto de operación se alcance después de un largo 
período de tiempo. Por ello se han utilizado medidas 
en el transitorio para el cálculo de los modificadores, 
acelerando la convergencia del método. 

La técnica propuesta se basa en estimar los 
gradientes del proceso necesarios para el cálculo de 
los modificadores utilizando la técnica de estimación 
de mínimos cuadrados recursiva con factor de olvido. 
A la vista de los resultados se observa que el óptimo 
del proceso se alcanza reduciendo en 5 veces el 
tiempo requerido aplicando el método tradicional. 
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