
1044

Actas de las XXXVII Jornadas de Automática 20162016

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/deed.es
https://doi.org/10.17979/spudc.9788497498081.1044


En [2]-[3] se da una visión general de USVs 
desarrollados, de las tendencias de diseño y de la 
investigación básica y los problemas que se plantean.  

Revisiones sobre la coordinación y cooperación de 
vehículos se pueden encontrar en [4]-[6]. Se han 
propuesto distintos marcos o esquemas de control de 
formaciones entre ellas: métodos basados en el 
comportamiento, estructuras virtuales, técnicas de 
potencial de campo, método líder-seguidor [7]-[14]. 
Esta última es especialmente atractiva por su 
simplicidad y escalabilidad [8]; además, el método 
incluye el problema del seguimiento de un vehículo 
por otro [4],[9],[16]. A partir de los trabajos 
señalados y sus referencias se puede conseguir una 
amplia visión de la evolución y estado actual del 
tema.   

En este trabajo se hace una extensión del algoritmo 
de [1] para el control de formaciones con el método 
líder-seguidor. En [1] el método se aplicaba a 
trayectorias compuestas de tramos rectos y circulares, 
y aunque en muchos casos la trayectoria de los 
vehículos se describe de este modo, se extiende al 
seguimiento de cualquier curva paramétrica que 
pueda ser físicamente seguida por el líder y el 
seguidor. Una trayectoria compuesta de tramos rectos 
y circulares es un caso particular de curva 
paramétrica a trozos y cae dentro de la nueva 
solución. Además, se dan las restricciones que debe 
cumplir la trayectoria para que el líder y el seguidor 
puedan realizarla. El método puede también ser 
utilizado para que un vehículo autónomo siga a otro 
vehículo que no sigue un camino determinado sino 
que, por ejemplo, la trayectoria es la que decide el 
capitán en cada momento.  

El método [1] tiene la ventaja, frente a otros métodos, 
de su sencillez y que sólo requiere un parámetro de 
sintonía con una clara significación física. La 
extensión realizada mantiene ambas propiedades y se 
apoya en el trabajo [8] para vehículos no holónomos, 
en el cual se dan condiciones necesarias y suficientes 
en los límites de las velocidades del líder y del 
seguidor para que estos mantengan la formación 
independientemente de la trayectoria del líder. En 
ambos trabajos la posición del seguidor con respecto 
al líder se da en términos de una distancia y un 
ángulo deseados entre el seguidor y el líder. En [8] el 
ángulo está restringido a tener un valor absoluto 
menor de pi medios, y se muestra que la posición del 
seguidor no es fija con respecto al sistema de 
referencia ligado al líder sino que varía en arcos de 
circunferencia adecuados centrados en el sistema de 
referencia del líder. En el trabajo se introduce por 
primera vez en la literatura el concepto de formación 
estacionaria con el fin de fijar la posición del 
seguidor con respecto al líder. Esta posición se puede 
ver como perteneciente a una cierta circunferencia 
concéntrica con la circunferencia definida por la 

curvatura del líder,  en todos los casos en que la 
curvatura del líder es distinta de cero.   Además, en el 
método propuesto se elimina la restricción en el 
ángulo entre el seguidor y el líder, de modo que el 
seguidor puede hacerlo con cualquier ángulo entre 
menos pi y pi. 

La organización del trabajo es como sigue. En la 
sección 2 se hace un resumen de los resultados de [1] 
y [8]. A continuación, en la sección 3, se introduce el 
concepto de formación estacionaria y se demuestra su 
validez para todo ángulo  [-, ]. En la sección 4 
presenta el método propuesto. En la sección 5 se 
muestran resultados experimentales de validación 
obtenidos con modelos de buques. En la sección 6 se 
dan las conclusiones. 

Aunque se dispone de las demostraciones, no se han 
incluido en el trabajo por falta de espacio y serán 
publicadas en un próximo trabajo.  

2 RESULTADOS PREVIOS 

Introducimos la terminología y los resultados de los 
trabajos [8] y [1] necesarios para la mejor 
comprensión del método propuesto. En primer lugar 
introducimos los de la primera referencia. 

Consideramos que la dinámica del líder y el seguidor 
están dadas por  

  ( )cos( ( ))i i ix t t   
( )sin( ( ))i i iy t t     (1) 

  ( ) ( )i it t 

Usaremos  i=L  para hacer referencia la líder, e i=F 
para el seguidor. Las señales de control para el 
seguidor son las velocidades lineales y angulares: 
F(t), F(t). Si i(t)  0; ponemos  i(t) = i(t)/i(t),  
que es la curvatura del camino seguida por el 
vehículo i en el instante t. Representamos mediante 
Pi(t) = (xi(t), yi(t))T  la posición de i en t, i(t ) su 
rumbo, (i(t))= cos(i(t)), sin(i(t))T  el vector 
velocidad normalizado, y (i(t)) - sin(i(t)), 
cos(i(t))T  el vector normalizado ortogonal a 
(i(t)); así, R(i(t))={(i(t)), (i(t))} representa el 
sistema de referencia ligado al robot en el instante t, a 
la vez que representa también la matriz de rotación 
que transforma los ejes cuerpo a los ejes inerciales, o 
que aplica las coordenadas inerciales a coordenadas 
cuerpo.  Un robot R está definido por el vector (x, y, 
)T y por el control (, )T con dinámica (1).  

La formación deseada se especifica por (d,) siendo d 
la distancia deseada entre el seguidor y el líder, y  el 
ángulo deseado  entre el seguidor y el líder visto 
desde el sistema de referencia del seguidor, figura1.  
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Figura 1: Formación  (d, ) 

Definición 1. Sean los robots  RL = (PL
T, L)T, RF = 

(PF
T, F)T, y  d > 0,     (- /2,/2). Decimos que 

RL y RF están  
i. en formación (d, ) con líder RL en el instante t  si

se verifica (2)
ii. en formación (d, ) con líder RL si se verifica (2)

para t  0;
( ) ( ) ( ( ) )L F FP t P t d t                 (2) 

En [8] se demuestra que la posición que define la 
posición del seguidor no es fija con respecto al 
sistema de referencia ligado al líder, sino que varía 
en arcos de circunferencia centrados en el sistema de 
referencia ligado al líder; así, mientras que la 
distancia d se mantiene fija, el ángulo F puede 
variar. 

Definición 2. Sea R un robot y (V, K+, K-), V > 0, 
K+ 0, K-0.  Decimos que  R satisface la restricción 
(V, K+, K-),  si para todo t  0,  0 < (t)  V, K-  (t) 
K+ donde (t) es la curvatura del camino seguido 
por R  y ( )t su velocidad.  

La siguiente suposición da una restricción física en 
todos los robots que se consideran. 

Suposición 1. Sean , ,p p pV K K  tres constantes. 
Supondremos que todo robot sigue la siguiente 
restricción en su trayectoria ( , , )p p pV K K  .  

En [8] se da un teorema que da condiciones 
necesarias y suficientes en los límites de las 
velocidades del líder y del seguidor para la existencia 
de una ley de control que permite que el seguidor 
mantenga la formación independientemente de la 
trayectoria del líder. El teorema se resume en las 
siguientes  propiedades cuando dos robots RL, RF 
están en formación  (d, ), y el robot  RL satisface en 
su trayectoria la restricción 0 0 0( , , )V K K   y el robot 
RF tiene la restricción ( , , )p p pV K K   y como ley de 
control 

( )cos( ( ) ( ) )( )
cos( )

L L F
F

t t tt    



 

    (3a) 

sin( ( ) ( ))( )
cos( )

L F
F L

t tt
d

 
 




   (3b) 

Propiedades: 

0 0

0 0

1 1 , if  0
cos

1 1 , if  0
cos

K K
d d

K K
d d







 

 

    

    
   (4) 

    
0 0 0 0

1/ 221 2 2
0 sin cosp p

K K K K

K sign K K d D 

   


  

  

    
 

 

   (5) 

 0 cos cos ,pV V                          (6) 

    0 0min 0, arcsin cos , arcsin cosK d K d         

Las ecuaciones (3) dan la ley de control que hace 
que, si se parte de unas condiciones iniciales 
adecuadas, el seguidor esté en formación con el líder. 
Las ecuaciones (4)-(6) dan las condiciones que ligan 
los valores de (d, ) válidos de acuerdo con las 
limitaciones físicas de los robots y la trayectoria a 
seguir. 

Presentamos a continuación el algoritmo de control 
de formaciones de [1]. 

En [1] se da una ley de control para líder basada en 
seguir un punto virtual que recorre la trayectoria 
deseada a una distancia especificada L que es el 
único parámetro de sintonía del algoritmo. La ley 
está descrita en [17] y combina los algoritmos de 
guiado de [18] y [19].  

El seguidor utiliza una ley de control similar al líder. 
Se supone un punto virtual sobre la trayectoria, recta 
o circunferencia, que debería seguir el seguidor si
estuviera en formación con el líder pero a una 
distancia L por delante de él. La ley de control utiliza 
dicho punto virtual para determinar los valores  (F, 
F)T . la figura 2 muestra las relaciones geométricas 
de la posición del vehículo seguidor P(t), la posición 
PF(t), que debería tener si estuviera en formación con 
el líder, y la posición del punto virtual M(t) situado a 
una distancia L por delante de PF(t) sobre la 
trayectoria que se está siguiendo, que en el gráfico es 
una circunferencia de radio 1/F (t).   

Se definen los siguientes ángulos:  es el ángulo 
creado por la línea que une el punto virtual M(t) con 
P(t) y el vector (P);  es el ángulo que forma la 
línea que une los dos puntos anteriores con (M);  
es el ángulo que forma (M) con (P). Claramente 

(L) 

PL(t) 

(F) 

PF(t) 
 

d 

(F +) 
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    .     (7) 

Figura 2. Geometría del seguidor, el punto virtual y 
la posición deseada del seguidor. 

Como se ve, es necesario reconstruir la trayectoria 
que sigue el robot líder para situar el punto virtual. 
La ley de control para el vehículo seguidor es 

   2
sin ,

2
P

P L
               (8a) 

   2
sign ,

2
P

P L
               (8b) 

1( cos( ))sign(cos )P M MK s L                (9) 

Las ecuaciones (8) hacen que el robot seguidor tienda 
a la posición lateral que debería tener para estar en 
formación; la ecuación (9) trata de que se mantenga a 
la distancia L del punto virtual M. La velocidad de 
este es  

L
M L

F


 


     (10) 

El parámetro K  no es libre, sino que está relacionado 
con la velocidad del líder, L y  M, [17].  

3 FORMACIÓN ESTACIONARIA 

Como hemos visto,  la solución de [8] no da un único 
punto solución a un formación especificada (d, ). 
Nos proponemos definir un punto solución único, 
que denominaremos formación estacionaria, que será 
utilizado para definir la posición única que en todo 
momento debería tener el seguidor. Usaremos este 
punto para definir un punto virtual a partir del cual se 

deducirá la ley de control para el vehículo seguidor. 
El ángulo se podrá definir en Con tal fin, definimos 

( ) ( ) ( ), [0, )L Ft t t t      (11) 

Usando (3b) se tiene 

 ( )
( ) ( ) ( )= ( ) cos sin ( )

cos
L

L F L
tt t t t d t

d


     


  

Siguiendo a [8], si ( ) 1 0L t d t    , con 
condiciones iniciales adecuadas la solución 
estacionaria es 

   ( ) arcsin ( ) cosLt t d            (12) 

Si sustituimos (12) en (3b) se tiene ( ) ( ).L Ft t   
Además, si suponemos que ( ) ( )L Ft t  a partir de 
(3b) se deduce la relación (12), luego la ecuación 
(12) se verifica si y sólo si  ( ) ( ).L Ft t   La 
ecuación (12) fija entonces el siguiente ángulo para 
que el seguidor esté en formación  

    ( )= ( ) arcsin( ( ) cos )F L Lt t t d   

Nos centramos en esta posición para determinar la 
ley de control del seguidor. 

Debido a los resultados previos, introducimos la 
definición de formación estacionaria.  

Definición 3. Sean RL = (PL
T, L)T y RF = (PF

T, F)T 
be two robots,  d > 0,     [- , ]. El líder y el 
seguidor están:  
i.  En una formación estacionaria (d, ) en el

instante si están en formación (d, ) en t y sus
velocidades angulares son iguales.

( ) ( ) ( ) ( ).L L F Ft t t t       
ii. En una formación estacionaria (d, ) si están en

formación (d, ) y sus velocidades angulares son
iguales  ( ) ( ) ( ) ( )L L F Ft t t t       para t  0.

Daremos condiciones necesarias y suficientes para la 
formación estacionaria. Primero consideramos   < 
/2 y luego extenderemos el resultado a   = /2 y 
finalmente a    > /2. 

3.1 CARACTERIZACIÓN DE LA 
FORMACIÓN ESTACIONARIA 

Teorema 1. Si dos robots  RL = (PL
T, L)T y RF = 

(PF
T, F)T están en una formación estacionaria  (d, ) 

con líder  RL, d > 0 and   < /2, entonces PF(t) está 
dado por 

(P) 

C(t) 

(F) 

PF(t) 

M

M

1/F 

L 

M

(M) M(t)

 

(M) 

 

 

 

s1

y1

P(t) 

(F) 
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( ) ( ) ( ( ) )F L FP t P t d t       (13) 
donde 

    ( ) ( ) (t)=arcsin( ( ) cos )L F Lt t t d         (14) 

Además, si ( ) 0L t  entonces PF(t) es un punto en 
una circunferencia de centro C(t),  curvatura ( )F t , y 
desplazamiento angular ( )t   con respecto a  ( )L t , 
donde (ver Figura 3)1 

1( ) ( ) ( ( ))
( )F F

F

P t C t t
t
 


    (15) 

1( ) ( ) ( ( ))
( )L L

L

C t P t t
t
 


    (16) 

cos .
cos( )F L

 
 




(17) 

Figura 3. Formación estacionaria con 0L   

Notar que la ecuación (3a) da valores iguales a la 
proyecciones de los dos robots de los vectores 
velocidad sobre la línea que une PF(t) y PL(t), por 
ello, la distancia entre ambos puntos permanece 
constante. La ecuación (3b) en el caso estacionario da 
velocidades angulares iguales para los extremos de 
los extremos del segmento PF(t) PL(t), por lo tanto el 
ángulo permanece constante. De este modo, si las 
velocidades lineales y angulares de ambos robots 
permanecieran constantes describirían dos 
circunferencias concéntricas con radios 1/ ( ) ,L t  

1/ ( )F t si ( ) 0L t  , y seguirían líneas rectas 
paralela si ( ) 0.L t   

1 No se incluyen las demostraciones de los teoremas 
que pueden deducirse aplicando conceptos básicos de 
geometría. 

Las propiedades (4), (5) y (6) de la curvatura de la 
trayectoria, d,   y la máxima velocidad puede 
deducirse de las propiedades geométricas del 
triángulo formado por PLCPF. 

3.2 EXTENSIÓN A  = /2 

Aunque el teorema 1 se cumple sólo para  < /2 se 

puede extender a cualquier ángulo 
2
    . 

Primero presentamos la extensión a  = /2.  

Teorema 2. Si dos robots RL = (PL
T, L)T y RF = 

(PF
T, F)T están en formación estacionaria (d, ) con 

líder  RL que satisface las restricciones 
0 0 0( , , )V K K  ,  y d > 0,   = /2,  entonces  PF(t) 

está dado por 

( ) ( ) ( ( ) )F L FP t P t d t    

donde ( ) ( ).F Lt t   Además, si ( ) 0L t  entonces 
PF(t) es un punto de una circunferencia C(t), 
curvatura ( )F t  donde 

1( ) ( ) ( ( ))
( )F F

F

P t C t t
t
 


   (18) 

1( ) ( ) ( ( ))
( )L L

L

C t P t t
t
 


   (19) 

1 ( )
L

F
Lsign d


 




 (20) 

Se verifican las siguientes propiedades 

0 0
1 1,K K
d d

     (21) 

0 0
1 1,1 1

p p

K K
d d

K K

 

 

 
 

 (22) 

    max
0 0(1 ) pV d K V     (23) 

con  max
0 0 0max ,K K K  . 

3.3 EXTENSIÓN A   > /2 

Mostramos ahora que la formación estacionaria se 
puede extender a     > /2 . 

Teorema 3. Si RL y RF son dos robots con líder  RL = 
(PL(t)T, L(t) ) y seguidor  RF = (PF(t)T, F(t) ) en 
formación estacionaria (d, ) con  < /2  entonces 
existe otro robot R2 = (P2(t)T, 2(t) ) en formación 
estacionaria   

a) (d,   ) con líder RL  si    0,  (24) 

C(t) 

(L) 

(L) 

PL(t) 

1/L

(F) 

(F ) 

PF(t) 

 

 

1/F 

d 

(F +) 

/2 - 

/2 - + 

- +  
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b) (d,   ) con líder RL  si   < 0   (25) 

donde  
2 2( ) ( ) ( )LP t P t d      

2 arcsin( cos )L Ld    

2 2, .F F      

3.3 DISEÑO DE UN ROBOT EN ESTADO 
ESTACIONARIO 

Usamos los resultados de los teoremas 1 y 2 para 
dado un robot RL que satisface las restricciones (V0, 
K0

-, K0
+) , d > 0 y    /2 construir un robot en 

formación estacionaria  (d, ) con el líder RL.  

Teorema 4. Sea RL = (PL
T, F)T un robot que 

satisface las restricciones (V0, K0
-, K0

+) y d > 0 y   
 /2, y que verifica  (4-6) si  < /2, y (21-23) si  
= /2, entonces podemos construir un robot RF = 
(PF

T, F)T que está en formación estacionaria (d, ) 
con el líder RL si elegimos 

( ) ( ) ( )F L FP t P t d          (26)  

  =arcsin( cos ).L F Ld          (27) 

Figura 4. Formación estacionaria para  R2 cuando 
    0  y L >0. 

De los teoremas 3 y el 4 se deduce que si podemos 
construir un robot en formación estacionaria con  < 
/2 entonces podemos construir un robot con 
formación estacionaria (24) o (25) según sea el signo 
de . 

NOTA 1. Un caso particular se tiene en el caso de 
que se fije la distancia a la que se quiere que el 
seguidor mantenga con respecto al líder y     se 
determina de modo que se cumpla que L  =  F, es 
decir, el seguidor debe tener la misma velocidad 

angular que el líder y estar en la misma 
circunferencia siempre que 0  0, se tiene entonces 
de (17): sin( cos ) 2L F La d       , luego 

sin ,
2
L d

   de lo que se siguen las relaciones 

sin2F L

F L

v
d

v v

 


 (28) 

4 ALGORITMO DE CONTROL DE 
SEGUIMIENTO 

Para controlar el seguidor se procede de forma 
similar a [1] pero ahora no sólo cuando la trayectoria 
es una línea recta o una circunferencia, sino en todo 
punto, figura 2. Especificada una formación (d, )  
para todo t se determina el  único punto  PF(t) en 
formación estacionaria con respecto al líder. Como 
hemos visto este punto se puede considerar situado 
en una cierta circunferencia siempre que el radio de 
curvatura del líder sea distinto de cero. A partir de 
PF(t) se determina un punto virtual  M(t) que en todo 
instante en el que F(t) 0 se encuentra en la misma 
circunferencia que PF(t) pero a una distancia L  > 0 
por delante de él, siendo L  un parámetro de diseño. 
Por la nota 1 se sigue que en este caso el ángulo del 
vector velocidad de PF(t) con la línea de vista del 
punto virtual M(t) es 

sin
2
F

M
L

     (29) 

y el punto virtual se calcula como 

   ( ) ( ) ( )F F MM t P t L            (30) 

La tangente a la circunferencia en M(t) es  

   ( ) ( 2 )M F M           (31) 

La ley de control del vehículo seguidor en una 
posición P(t), figura (2) es 

   2 sin ,
2

P
P L

               (8a) 

   2 sign ,
2

P
P L

               (8b) 

1( cos )P M K s L                      (32) 

La velocidad angular del vehículo seguidor se calcula 
como en [1] pero la velocidad lineal se calcula ahora 
mediante la ecuación (32). El término 1( cos )s L   
determina la distancia de la coordenada s1 actual a la 
proyección de L  sobre la línea de vista, es decir, la 

(L) 

(L) 

PL(t) 

C(t) 

1/L

(F) 

(F) 

PF(t) 

 

 

1/F 

d 

 

(2) 

d 

1/F 

P2(t) 

(2) 
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diferencia entre la distancia actual y la que tendría 
que tener si estuviera situado sobre el punto PF(t). 
Una vez que el ángulo se ha corregido mediante (8) 
la velocidad (9) hace que la distancia sea la 
adecuada.   

Se puede demostrar que la ley de control propuesta 
converge a cualquier formación estacionaria que 
cumple las restricciones de los teoremas de la sección 
3.  

5 EXPERIMENTO DE CONTROL 
DE FORMACIÓN 

Para validar los algoritmos se han realizado 
experimentos con dos modelos de barcos construidos 
en el Canal de Experiencias Hidrodinámicas del 
Pardo y que están descritos juntos con sus 
controladores en [1].  La figura 5 muestra los 
resultados de simulación cuando el barco líder realiza 
un camino representado por una lemniscata de 
Bernoulli de amplitud 200 m, y centrada en (30, -30). 
El barco líder lleva una velocidad de 2.5 m/s. Su 
posición inicial se toma como origen de coordenadas. 
Su rumbo inicial es de 0º. El barco seguidor está 
inicialmente en la posición (-20, 20) con rumbo 
inicial de 0º. La formación se especifica de modo que 
el barco seguidor lo hace a una distancia d = 20 
metros y un ángulo de vita de +95º. Para la ley de 
guiado se escoge L= 45 metros. La velocidad 
máxima del vehículo seguidor 6.25 m/s, y la mínima 
de 0.25 m/s. En la figura 5 a) se muestra la 
lemniscata en rojo, el barco líder en azul, y el barco 
seguidor en negro. La posición inicial de ambos se 
muestra mediante un círculo y una cruz del color del 
recorrido. Las líneas cian muestran el segmento que 
une la posición de ambos barcos en instantes de 
tiempo periódicos. Las figuras b)  y c) muestran en 
línea continua azul la evolución de la distancia del 
barco seguidor al líder y del ángulo de vista, 
respectivamente.  Las líneas discontinuas indican los 
valores de referencia. Tras el transitorio la distancia 
varía entorno al valor de referencia con una 
desviación máxima de  1 m, y el ángulo de vista de 
1.8º.  La figura d) muestra los valores de curvatura 
del camino, en rojo, del vehículo líder en azul, y del 
vehículo seguidor en negro. Los valores de las 
curvaturas de los vehículos se calculan filtrando  las 
arco tangentes de los vectores velocidad mediante la 
función de transferencia  

( )
1

sF s
s




para aproximar la derivada de la arco tangente, y 
dividiendo la salida del filtro por la velocidad del 
vehículo. La figura e) muestra las señales de control 
del vehículo seguidor. La figura superior muestra la 
evolución de la velocidad lineal del vehículo y la 
parte inferior la velocidad angular. 
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Figura 5. Resultados obtenidos en el seguimiento de 

un vehículo que describa una lemniscata de 
Bernouilli. 

6 CONCLUSIONES 

Este trabajo presenta un nuevo algoritmo de control 
para formaciones  y seguimiento de caminos para 
estructuras líder–seguidor. El algoritmo se basa en el 
concepto de formación estacionaria, lo que permite 
determinar un único punto para el seguidor a partir de 
la distancia deseada entre el seguidor y el líder, y el 
ángulo de vista desde el seguidor al líder, ángulo que 
puede variar entre menos pi y pi. El algoritmo tiene 
en cuenta las restricciones físicas del líder y el 
seguidor. Aunque se han mostrado ejemplos de 
aplicación para vehículos autónomos de superficie, el 
algoritmo se puede utilizar también en otros 
vehículos no holónomos. 
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