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Resumen

Calculamos, analizamos y medimos la entropia re-
lativa en sistemas de control. Los datos obtenidos
se pueden utilizar para detectar errores en su fun-
cionamiento o para ajustar los recursos de cdlcu-
lo de los componentes, mejorando su rendimiento.
Evaluamos la ventaja del método a través de un
experimento de simulacion.
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1. INTRODUCCION

Los controladores estan presentes en la tecnologia
con diferentes roles, como estabilizar dindmicas
inestables o aumentar el rendimiento [8]. A me-
nudo contienen algunas funciones de control que
requieren una ejecucién duradera y continua en
entornos cambiantes. Para conseguir una adapta-
cién continua, durante su funcionamiento, se pue-
de obtener conocimiento sobre su comportamiento
de ejecucion.

El controlador mide caracteristicas del sistema,
decide la accién a tomar y actia sobre el sistema.
En este proceso, obtiene cierta informacién sobre
el sistema y la utiliza para reducir la entropia [1].
La reduccién de la entropia del sistema debido a
su interaccion con el controlador de retroalimen-
tacién se investiga en [2].

Antes de desplegar el sistema en su campo de ac-
cién, solo existe un conocimiento limitado sobre la
dindmica del sistema y las interacciones entre dife-
rentes aspectos del entorno. Podemos mejorar esto
si se observa el comportamiento real de un sistema
en tiempo de ejecucion. Ya se han propuesto méto-
dos de adaptacién que utilizan monitoreo en linea
[3] [4] para mejorar el rendimiento del control.

La entropia esta asociada con la cantidad de incer-
tidumbre en el sistema. Se puede reducir si damos
mas potencia de calculo a los elementos que parti-
cipan en el cdlculo del controlador. Cuanta més in-
formacién tenga el controlador, mejor funcionara
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el algoritmo de control. El aprendizaje por refuer-
zo utiliza esta idea en algunos algoritmos, como la
busqueda de politicas de entropia relativa [7].

Los indices de rendimiento se emplean en aplica-
ciones de control para evaluar su eficiencia. Estan
asociados con el error de control [5], el cual estd
influenciado por aspectos que a veces no se pue-
den mejorar elevando las capacidades de la compu-
tacién [9].

En este articulo, presentamos un método que uti-
liza la entropia como parametro de rendimiento.
Esto aporta importantes ventajas; permite distin-
guir cuando una degradacién en el comportamien-
to del sistema es debida a fuentes de ruido pro-
ducidas por el entorno, o es debida a un ajuste
deficiente de los pardmetros de control. También
permite adaptar, en tiempo de ejecucién, los re-
cursos computacionales con mas precision.

En la seccion 2, calculamos la reduccién de en-
tropia en los sistemas controladores usando un
conjunto continuo de estados. El resultado nos
permite establecer un pardmetro de rendimiento
que se puede utilizar para asignar recursos compu-
tacionales. En la seccién 3, ilustramos la aplicabi-
lidad y usabilidad de los resultados con un simple
péndulo invertido. Finalmente, resumimos los re-
sultados del articulo en la seccién 4.

2. REDUCCION DE ENTROPIA
EN SISTEMAS
CONTROLADOS

Para lograr la operacién deseada del sistema, el
controlador ejecuta los pasos de control. En cada
uno de los cuales realiza las siguientes funciones;
estima el estado del sistema, calcula la accién de
control teniendo en cuenta el estado estimado y
actla en consecuencia. Por lo tanto, el controlador
trabaja utilizando un agente externo que conduce
al sistema hasta el estado deseado. Denotamos por
Cx = ¢ la accién de control que en el momento ¢
tiene el valor c.

Denotamos por Xy, := X (t) el estado del sistema
en el momento t;. La entropia del sistema justo
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antes del primer paso de control es

St == px,(@)npx, (x) = H(X1), (1)
zeX

con X = {x1,...x,} como el conjunto de posibles
estados del sistema, px, () es la probabilidad de
cada estado x en el momento t;. En este momento,
el controlador mide el estado del sistema, determi-
nando la accién que tomard el controlador. Asi, si
la medida implica una accién de control C = ¢y,
la entropia del sistema disminuira a

St == pxijc, (x]er) mpx, o, (wler)
reX (2)

L= H(Xl\Cl = C).

Se consigue una reduccién de la entropia gracias a
la informacién adquirida por el sistema de control.
La reduccién de entropia en el késimo paso es

ASy = S = S) (3)

La informacién utilizada por el controlador en M
pasos es utilizada para reducir la entropia. La re-
duccién de entropia total tras realizar M pasos de
control es

M
ASinto = Z ASy . (4)
k=1

Nos centraremos ahora en el caso en el que el esta-
do del sistema se compone de variables continuas,
como la posicién y la velocidad. El estado discreto
X} se puede obtener dividiendo un estado conti-
nuo Xy en rodajas de ancho A con una muestra
1A dentro de las rodajas, es decir

X =1A, if iIA<X;<(@+1A. (5
Usamos la entropfa diferencial h(X¢|CF = c*),
que es la entropia de una variable aleatoria con-
tinua después del paso de control k. Es similar a
la entropia discreta pero con algunas diferencias
significativas [6]. Existe una conexién importante
entre la entropia diferencial y la entropia discreta
si la densidad de probabilidad de la variable alea-
toria X} es integrable de Riemann, en este caso,
podemos escribir esta conexién como

lim H(X|CF = c*) = h(X£|CF = cF) — In A.
A—0
(6)
De todas las distribuciones con la misma desvia-
cién estandar, la normal maximiza la entropia [6].
La entropia diferencial de una distribucién normal
es In(ov/2me), lo que da una buena cota superior

en términos de la desviacién estdndar de la va-
riable aleatoria. Usando las ecuaciones (6) y (3),
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podemos escribir la reduccién de entropia en el
paso k como

ASy, = h(X{|CF = ") — h(XF|CF ! = ")

(7)
Donde o? y o son las desviaciones estdndar de
X, antes y después de la accién de control k, res-
pectivamente.

Normalmente se desea especificar cuantitativa-
mente el rendimiento deseado del sistema. Por lo
tanto, en la fase de diseno, se puede establecer un
umbral en la incertidumbre del sistema, que se co-
rresponde con una entropia Sy, = In(oyv/27e),
donde oy, es la desviacion estandar maxima del
ruido que se puede aceptar. Definimos la entropia
relativa como la diferencia entre la entropia des-
pués del késimo paso de control y la entropia um-
bral. Podemos expresar esta diferencia como

AS = Sy, — S¢ = In 22 (8)
Ok

En una aplicacion real, donde tenemos miles de
pasos de control, es 1util promediar estas diferen-
cias de entropia para calcular el rendimiento. Por
lo tanto, definimos la entropia relativa media co-
mo la diferencia media entre la entropia después
de un paso de control y la entropia umbral como

M
Ast = LS As) (9)
k=1

Podemos evaluar esta expresion, y cuando su valor
es negativo, se puede reconfigurar el sistema para
reducir la incertidumbre.

La reduccién de entropia en el sistema debido a
la informacion utilizada por el controlador es un
ingrediente fundamental en los sistemas de con-
trol con retroalimentacién. Una vez que sepamos
cémo calcularlo, podemos mejorar el rendimien-
to de estos sistemas. En particular, en la seccién
3, mostramos cémo evaluar la entropia y decidir
cémo adaptar los recursos de cdlculo en un sistema
de control que gobierna a un péndulo invertido.

3. APLICACION: SISTEMA DE
CONTROL DE UN PENDULO
INVERTIDO

La idea de utilizar la entropia en la evaluacién del
rendimiento es distinguir cuando las desviaciones
se deben a fuentes de incertidumbre o una mal
configuracion de los pardmetros del sistema. Po-
demos reconfigurar el sistema con més precisién
teniendo en cuenta la entropia relativa. Para mos-
trar estas ventajas, empleamos el controlador de
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Figura 1: Diagrama del péndulo con las fuerzas
que actian sobre él. El punto de equilibrio inesta-
ble se establece en § =0

un péndulo invertido. La figura 1 muestra el sis-
tema fisico utilizado, que es un péndulo montado
en un carro, que puede moverse bajo el control de
un sistema de servos. El dngulo entre el suelo y
la linea horizontal es «. Establecemos el punto de
equilibrio inestable en 8 = 0. El servo actia sobre
carro con un empuje 7 que produce una fuerza F'.
El sensor es un acelerémetro de dos ejes que se
encuentra en la parte superior del péndulo.

Las ecuaciones diferenciales que rigen la dindmica
del péndulo son

(M +m)i + m(16 cos(0 + a) — 162 sin(0 + «))

=F — Mgsina

16 + g(sin avcos(0 + o) — cos asin(f + o))

= —Zcos(f + ).

(10)

Donde m y M son las masas del péndulo y
el vehiculo respectivamente, [ es la longitud del
péndulo, g es la aceleracion de la gravedad y x es
el desplazamiento del vehiculo en el plano inclina-
do. Se modificard el valor de « para simular un
entrono donde no conocemos con precisién todos
los parametros. De esta manera podremos estu-
diar como afecta este desconocimiento en el ren-
dimiento del control. Este valor puede estar en el
intervalo (min, @maz) donde Qumin ¥ Qunaz son los
valores minimo y maximo de «.

La figura 2 muestra la arquitectura para controlar
el sistema fisico. El controlador lee una senal de
error e[k] y calcula la entrada del actuador uy[k].
El actuador (servo) transforma la senal discreta
ug[t] en una senal continua 7(t), que actia sobre
el sistema fisico. Los sensores obtienen la salida
de la planta a(t) y producen una sefial discreta
Yaccel|k]. Finalmente, el estimador de estado cal-
cula el dngulo del péndulo ;[k] con los datos ob-
tenidos de los sensores. La diferencia entre 6;[k]
y una senal de referencia r[k] es la senal de error

elk].

El controlador procesa la informacién obtenida del
estimador de estado y actiia en la planta para ob-
tener el estado deseado. El sistema tiene varias
fuentes de incertidumbre; Las condiciones ambien-
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Figura 2: Diagrama de bloques del sistema de con-
trol utilizado para estabilizar un péndulo.

tales y las conversiones digitales afectan el com-
portamiento de los sensores y actuadores. El con-
trolador también tiene fuentes de incertidumbre,
como la precision del reloj del procesador y la pla-
nificacién de las diferentes tareas que estd ejecu-
tando.

Para mantener clara esta demostracién, solo tene-
mos en cuenta el ruido del acelerémetro. La salida
de este se puede escribir como:

yaccel,x[k] = aw(kTs) + naccel,x[k]

(11)
yaccel,y[k] = a'y(kTs) + naccel,y[k]-

Donde Yaccelx[k] ¥ Yaccel, y[k] son la aceleracién
medida por los sensores en el eje = y y, respec-
tivamente. a; y a, son las aceleraciones reales en
cada eje, Ty es el periodo de muestreo y Naccel, x ¥
Taccel, y SON variables aleatorias con una distribu-
ciéon normal de media cero y la misma desviacién
estandar os.

El estimador procesa las salidas del acelerémetro
para obtener [k]. Por lo tanto, estd influenciado
por el ruido de los sensores. En nuestra aplica-
cién, el estimador de estado consiste en filtros de
paso bajo para reducir el ruido del sensor y en un
calculo de atan2 para obtener el angel estimado
0s;

05 [k] :ataHQ(LPF(yaccel,x[k']) - F[k]a
LPF (yaccety 1)) = 0[]+ 0[K].

Donde LPF (.) Representa el operador del filtro de
paso bajo, F[k] es la fuerza sobre el péndulo pro-
ducida por el empuje del automdévil, y és[k] es el
valor esperado del sensor sin ruido. ng[k] es el error
propagado, que es una variable aleatoria con una
desviacién estandar og[k]. Como mencionamos en
la seccién anterior, para una desviacién estandar
dada, la distribuciéon que maximiza la entropia es
la normal. Por lo tanto, para obtener un limite
de entropia, asumimos que ny[k] es una distribu-
cién normal de media cero con desviacién estandar

0'9[/4}].

(12)

Para evaluar el rendimiento del controlador di-
sefiado, usamos AS™ dado en la ecuacién (9) y
configurando of = oy[k]. En el apéndice se mues-
tra un método para obtener un valor estimado
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de oylk], teniendo en cuenta que es la desvia-
cién estandar de una distribuciéon normal. Tam-
bién usamos el coste de control, que puede tener
miltiples definiciones, pero elegimos la Integral de
Error Absoluto (IAE), que tiene la forma general.

J:/O le(t)|dt. (13)

Donde e(t) es la senal de error, que se integra de
t = 0, cuando la referencia comienza a cambiar, a
t = tys cuando el sistema estd en estado estable.

En este ejemplo, el sistema de control intenta sos-
tener el péndulo. Su posicién inicial es 6 = 7,y
evoluciona a € = 0. Realizamos varias simulacio-
nes de esta maniobra con diferentes ruidos de sen-
sor. La figura 3 (a) muestra el costo de control y la
entropia para diferentes desviaciones estandar del
sensor o,. Cuando la desviacién estdndar aumen-
ta, el estado estimado es m&s inexacto y, por lo
tanto, la entropia también aumenta. Las acciones
del controlador son ain mas inexactas y, en con-
secuencia, el costo de control también aumenta.

La figura 3 (b) muestra el costo de control y la
entropia para diferentes angulos «. En este ca-
so, la entropia no aumenta porque la desviacién
estandar estimada para 6 es similar en todas las
simulaciones. Por otro lado, el costo de control au-
menta porque los parametros del controlador no se
configuran teniendo en cuenta el nuevo dngulo.

Si medimos un incremento de entropia como en la
figura 3 (a), las fuentes de ruido deben revisarse
antes de establecer nuevos valores en los pardame-
tros del sistema de control. Por otro lado, si la
entropia relativa es menor que un valor especifi-
co, podemos relajar los recursos en el estimador y
asignarlos a otras unidades. Por tanto, es posible
detectar si las desviaciones se deben a un esta-
do estimado incorrecto, a causa del ruido, o a un
ajuste de control impreciso, lo que permite reconfi-
gurar el sistema con mayor precision. En sistemas
maés complejos, con mas sensores y con mas varia-
bles de estado, este método permite adquirir mas
informacién 1util que usando solamente costes de
control.

4. CONCLUSION

En este articulo, hemos presentado una descrip-
cién de la entropia relativa para sistemas de con-
trol. El enfoque propuesto permite detectar las
fuentes de error en el funcionamiento del control o
los procesos que pueden transferir recursos compu-
tacionales a otros, mejorando su rendimiento to-
tal. Hemos demostrado, mediante la simulacién de
un péndulo invertido, la aplicabilidad del método.
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Figura 3: Coste de control J y entropia relati-
va AS™ para diferentes desviaciones estdandar del
sensor o, (a) y d4ngulo a con la horizontal (b).

5. APENDICE

o es una variable desconocida y debe estimarse.
Dividimos el tiempo de simulacién en M rodajas
de longitud T'. Hacemos N medidas en este inter-
valo de tiempo, obteniéndose el valor y, que se
puede expresar como

Yk = Tk T+ U;’i,p (14)

donde £k = (1,...,N), i = (1,.... M) y xp; =
x(kTs+14T) es el estado del sistema en el momento
kTs + iT. La evolucién del sistema en el periodo
de tiempo T puede ser aproximadamente como

xi(t) = a; + bit, (15)

donde a; y b; son constantes que se estiman con
el método de minimos cuadrados. Entonces o7 se
puede estimar como

;N
(Yri — Th0)>. (16)
n—1
k=1

ca
o =

La diferencia entre la entropia estimada en el mo-
mento i7" y la entropfa umbral es AS!" = In .
Finalmente, teniendo en cuenta todos los interva-
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los de tiempo, obtenemos:
M
Ath _ &th
ASth = Z; AS! (17)
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English summary

PERFORMANCE OPTIMIZATION
IN CONTROL SYSTEMS USING
ENTROPY

Abstract

We calculate, analyze and measure the re-
lative entropy in control systems. The data
obtained can be used to detect a source of
malfunction or to adjust the computation
resource of the components improving its
performance. We evaluate the advantage
of the method through a simulation expe-
riment.
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