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Resumen

Este articulo trata el problema de la estimacién
distribuida del estado de una planta por dos agen-
tes. El objetivo de cada uno de los agentes es re-
construir el estado completo a partir de sus pro-
pias medidas y la informacién intercambiada con
el otro. Para ello, se introduce una novedosa es-
tructura de observador en la cual se divide el espa-
cio de estados en la parte observable por el agente
en cuestién y la parte no observable por él. El
diseno de las ganancias del observador se lleva a
cabo mediante la resolucion de un problema LQ en
el que el usuario puede variar dos parametros es-
calares para lograr una observacion adecuada. Se
introduce dicho algoritmo para una red con dos
agentes siendo su generalizaciéon para un nimero
indeterminado de agentes un posible futuro traba-
jo.

Palabras clave: Estimacién distribuida. Siste-
mas multi-agente. Sistemas invariantes en tiempo.
Programacion LQ.

1. Introduccién

Cuando se considera el problema de la estimacién
del estado de una planta de grandes dimensiones,
como puedan ser grandes factorias o cadenas de
produccién, la complejidad del problema crece ex-
ponencialmente. El hecho de que la informacién de
dichos sistemas sea recolectada por muchos agen-
tes unido a la lejana situacion geografica de éstos
complica enormemente el diseno de los observado-
res. Sin embargo ofrece infinidad de ventajas res-
pecto a los antiguos sistemas centralizados como
puede ser la robustez, la escalabilidad o la flexibi-
lidad respecto a cambios en la topologia de la red
o del sistema a observar.

El problema de la estimacion distribuida del es-
tado de una planta ha sido abordado desde dife-
rentes perspectivas desde hace anos, aunque segu-
ramente, el estimador mas conocido sea el filtro
de Kalman distribuido [5, 6]. El filtro de Kalman
distribuido ha atraido la atencién de muchos in-
vestigadores y no solo en el campo de la ingenieria

de control, sino también en otros campos como
pueden ser el procesamiento de senales [4], la vi-
sién artificial [7] o el campo de la dptica [2] por
nombrar algunos. La mayoria de filtros de Kalman
distribuido aplicados en la practica funcionan con
dos fases principales: Primero alcanzan un con-
senso entre los agentes y posteriormente cada uno
aplica un filtro que contribuye a la estabilizacién
de la estimacién conjunta del estado. Estrategias
de consenso son también utilizadas en [8], [9] v
[10], donde los autores proponen el disefio de fil-
tros Hyo.

El estudio de la descomposicién del espacio de es-
tados en las partes observable y no observable por
el agente ya ha sido estudiado en previos traba-
jos de los autores, vease [3] y [1]. En el primero,
el observador utilizado es propuesto para una red
con dos agentes ofreciendo condiciones de estabi-
lidad. El segundo de ellos trata la aplicacién de
un filtro de Kalman distribuido para este tipo de
arquitectura en la que se llevan a cabo una serie
de simplificaciones. Este articulo se centra en el
diseno de las ganancias del observador.

Desde el punto de vista de la topologia de comu-
nicacién la mayoria de los trabajos parte de la
formulacién en la que ningun agente es capaz de
reconstruir el estado por si mismo. Es decir, los
agentes deben colaborar entre ellos. Aunque en
nuestra red solo se considere una pareja de agen-
tes, también se tiene esta consideracién.

Este articulo constituye un trabajo preliminar
considerando una red de tnicamente dos agentes.
La intencion de los autores es mostrar el potencial
de la estructura de observador presentada y la ca-
pacidad de diseno mediante un algoritmo LQ por
el cual sea solo necesario ajustar el valor de dos
escalares. De esta manera no es necesario tener
profundos conocimientos de control para el ajuste
del mismo.

El articulo esta organizado de la siguiente manera.
La Seccién 2 introduce la formulacién del proble-
ma que se va a abordar asi como algunas defi-
niciones y simplificaciones llevadas a cabo. En la
Seccién 3 se muestra la estructura de observador
considerada cuyo diseno se trata en la Seccién 4.
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Finalmente en las secciones 5 y 6 algunas simula-
ciones y las conclusiones son presentadas.

2. Formulacion del problema

Considere un sistema discreto, lineal, auténomo
e invariante en el tiempo y dos agentes (1 y 2)
tomando medidas del sistema con la siguiente re-
presentacién en el espacio de estados:

rt = Az +w, (1)
y1 = Ciz+ny, (2)
yo = Cox+no, (3)

donde y; € R™ y yo € R™2 son vectores que
representan la salida del sistema para el agente 1y
2 respectivamente; C; € R™*" y Cy € R™2%" gon
las matrices de salida de ambos agentes y w € R"”,
n; € R™ y ny € R™J son perturbaciones y ruidos
mutuamente independientes.

La estructura del observador propuesta en la si-
guiente secciéon esta basada en la consideracién de
una transformacién del sistema a la forma obser-
vable escalonada. Por la cual, es posible obtener
una matriz de transformacién lineal 7' € R™*™ de
tal forma que ante el cambio de variable & £ Tz
es posible transformar la representacion en espacio
de estados del sistema en la siguiente:

A7 A
& = TATIE = {ol A‘-’} & @

y = CGTr¢=[0 &, (5)

donde el estado transformado £ puede ser dividido:
£
51' = |:§zo
siendo &7 € R y & € R™ respectivamente la
parte no observable y observable del sistema (1)
por un agente genérico ¢ cuando el sistema no se
encuentra afectado por ruido. Tenga en cuenta que
la parte observable se encuentra completamente

desacoplada de la no observable (A¢, C;), gracias
a la estructura con forma de cascada.

Ademis, la matriz de transformacion lineal T; pue-
de ser descompuesta a su vez T; = [Vl VZ-}T,
dénde V; € R™*"™% esta compuesto por no; vecto-
res columnas en R™ formando una base ortonormal
del subespacio no observable del sistema (1)-(2).
A su vez, V; € R"*"% es una base ortonormal de
la parte observable. Ambas bases son mutuamente
ortogonales y juntas, forman el espacio completo
R™. Ya que T; es una matriz ortogonal se cumplen
las siguientes propiedades:

‘ZIT‘ZL - Inﬁi; ‘/ZT‘/’L - I’n,oiv

= T
‘/i ‘/z’:OnBixnoi; ‘/Z ‘/’L :Onoixnﬁi-

Definicion 1. El error de estimacion cometido por
un agente ¢ es definido como:

ei:x—fci.

Definicion 2. El error de estimacion cometido por
un agente ¢ en la base escalonada observable se
define como:

ei=6—&.

Al igual que pasaba con el estado, el error puede
ser dividido en su parte observable y no observa-
ble:

Suposicion 1. Suponemos que existe observabili-
dad colectiva del sistema. Esto es, el conjunto de
agentes considerado es capaz de observar todas
las componentes del estado. Es decir, la pareja

(A, [C?CQT}T) es observable.

Del mismo modo la observabilidad local del siste-
ma no es considerada, es decir, ningtin agente es
capaz de reconstruir el estado completo basado en
sus propias medidas.

Suposicion 2. Para el caso objeto de estudio se
considera que no existe acople entre espacios ob-
servables de los agentes. Es decir, consideraremos
que el espacio no observable por el agente ¢ coin-
cide con el observable por el agente j y viceversa:

Vivi=0, VIV,=1

3. Estructura de observador
propuesta

Considérese la siguiente estructura de observador
para el agente 1:

T = AT +ViLi(yi — 1) + ViN1 2V (B0 — 71)
~—
A B C
(6)

dénde Ly y N2 son, respectivamente, una ganan-
cia local para la estimacién del agente 1 en su espa-
cio observable y una ganancia aplicada al término
de consenso. Cada uno de los componentes del ob-
servador es detallado a continuacién:

A Término de prediccién basado en modelo.

B Correccién local de medidas: La diferencia en-
tre la salida del sistema y la estimada por el
agente 1 es multiplicada por la ganancia L;.
El resultado se utilizan como pesos para llevar
a cabo una transformacién lineal de V.
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C Término en consenso: Utilizando la estimacién
del estado realizada por el agente 2, 1 es ca-
paz de corregir la estimacién de sus estados
no observables. La diferencia entre las estima-
ciones de ambos agentes es proyectada sobre
el espacio no observable del agente 1 y ponde-
rada por la matriz Ny 2. Asi, la informacién
provista por el agente 2 es usada para corregir
los estados no observables de 1 y viceversa.

4. Diseno basado en LQ

En anteriores secciones se ha introducido el pro-
blema que se pretende resolver asi como la estruc-
tura de observador propuesta. En esta seccién se
pretende introducir un algoritmo de diseno de las
ganancias del observador basado en programacion

LQ.
4.1. Algoritmo de consenso basado en LQ

Considere la estructura de observador introducida
en (6). Entonces, es posible construir la siguiente
funcién de coste para el agente 1:

Ti(k) = kile(er,wlp,wln,t),  (7)
t=k
dénde
ki(er, ur|n, ur|n,t) = e1 ()T Urer(t)
+ |3 (8)S1ua | (t) + ui|y () Trwa | w (8),
con

—Ll ép‘;“f(k),
—N12(k)es ()

ui|p (k) =
u|n (k)

El significado de w1 |y, and uq|n puede ser algo con-
fuso. El primero, es el error de estimacién cometi-
do por la parte observable del agente multiplicado
por la ganancia de Luenberger L;. Por otro lado,
u1|ny es la tranformacién lineal de la proyeccién
del error de estimacion en el espacio no observa-
ble por 1. Las matrices de pesos U; € Rmorxno1,
S € Rrorxnot v Ty ¢ RO1X101 gon matrices dia-
gonales definidas positivas.

La funcién de coste definida en (7) puede ser re-
escrita como:

Ji(k) = riler,waln,ur|n, k) (8)

oo

+ Z k(e waln, wiln,t)
t=k+1

= H1(€17U1|L,U1|N7k) + Jl(k—F 1).

Supongamos entonces que el coste éptimo de esta

funcién objetivo viene dado por la siguiente expre-
sién:
* 6N\ T o
T (k) = e9(k) " Po|pef (k) + €9 (k) Palwes (k)
dénde J1* (k) es el coste 6ptimo de (7) en el ins-
tante k y dénde las matrices Pj|p € R™1*"01 y
Py € R™1X1m01 gon definidas positivas. Note el

caracter cuadratico respecto al error de estima-

cion.

Entonces, desarrollando la expresién (8) obtene-

mos lo siguiente:

Ji(k) = e1(k)TUrer (k) + ui|7 (k) S1ua | ()

+ i [y (F)Thun | n (k)
+ ek + 1) Py ed(k
+ 9k + 1) P ned(k

)

+
+1). (9)
Para continuar con el desarrollo es necesario ob-
tener la dindmica del error transformado tanto de
la parte no observable como de la observable del
estado. Para ello, partimos de un sistema como
el expuesto en (1) pero libre de ruido y una es-
tructura de observador como la expuesta en (6).
Entonces el error de estimacion viene dado por la
siguiente expresion:

ef =(A=ViLiC1)er — ViN1 2V (e1 —e2).

Si a la expresién anterior le aplicamos la trans-
formacion a forma escalonada observable definida
por & = Tix obtenemos:

E? +: A? 1211 _ 5(17 . N172‘71T (61—62)
0 A?—Llcl 5(1) 0

De esta expresion, es deducible que la dindmica
del error de estimacién observable se encuentra
completamente desacoplada de la no observable y
viene dada por:

ot = (Ag - Llél) . (10)

Del mismo modo, consideramos ahora la dindmica
del error no observable:

- o - _
5(1) = A(ljf;‘(l) + Alé'(l) — N172V1 (61 — 62) .

Por un lado, gracias a la estructura en forma de
cascada del sistema tras la transformacion, pode-
mos considerar que la ganancia L, esta disenada
de tal manera que el error de estimacion en régi-
men permanente de la parte observable tiene a

cero con [Af — LZC’Z} Schur estable. Por otro la-

do, es posible reescribir la expresién Vi (e; — ez)
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haciendo uso de la transformacioén a forma escalo-
nada observable:

Vi(er —e) = WV (Vie] + Vie] — Vae§ — Voed)
= &) —¢s.
Asi la expresion finalmente queda:
= (A} = N12) el + F, (11)

siendo F' un término que tiende asintéticamente a
cero cuando la parte observable se ha disenado de

tal forma que [Af - Lia-] es Schur estable.

Téngase en cuenta que gracias a la estructura en
forma de cascada introducida por la transforma-
cién a la forma escalonada observable, es posible
disenar la ganancia local del observador de una
forma completamente independiente a la que se
utilizarfa en el término de consenso. Cuando se
considera también la parte no observable del agen-
te, es posible obtener una expresion de la dinamica
del error para esta parte que tnicamente depende
de si misma y de los errores de estimacién obteni-
das en las partes observables de los agentes. En-
tonces, si el diseno de la ganancia local del agente
se realiza de tal manera que la dindmica del error
de estimacion observable sea mas rapida que la del
no observable, ambos errores tenderan a cero de
forma asintética.

Entonces, volviendo a la funcién de coste del algo-
ritmo basado en LQ, si sustituimos las expresiones
(10) y (11) en (9) obtenemos:
Ji(k) = e1(k)" Urer (k) + w | (k) S1ua|L (k) (12)
+ i [y (k) Thua | n (k)
+ (A7e7(F) + ur|z (k)
x (A7e] (k) +u1lr(k))
+ (Afef (k) + UllN(k)) BN
x (A7e9(k) + uiln (k) -

TP1|L

Dado que la funcién de coste presenta una forma
convexa, es posible calcular el minimo de dicha
funcién respecto a u;|r y u;|n igualando las deri-
vadas parciales a cero:

9J1(k)

m = 281’U,1|L(k)
+ 2P (A7ef (k) + wL(k)) =0,
9J1(k)
m 2T1’LL1|N(]€)

=+ 2P1|N (A?E?(k) =+ u1|N(k)) =0,
lo que implica:

u|L(k) =
uiln (k)

—(S1+ Pilp) ! P ASes(k), (13)
—(Th + Pl|N)71 Pi|nAfed(k), (14)

siendo u1|% (k) y u1l} (k) los valores de uq|n(k) y
u1|r, (k) que minimizan el valor de la funcién ob-
jetivo en el instante k.

Sustituyendo (13)-(14) en (12) es posible obtener
las siguientes ecuaciones de Riccati para el calculo
de P1|L y P1|NZ
AT Py AL — Py 4+ VUV
=ATP L (S1+ P
ATTP1|NA(1) — Py + ViU
= A°T PN (Ty + Py|n)~

L Py AS.

AN

Finalmente, una vez conocidas las matrices P;|r,
y Pi|n, resolviendo el siguiente sistema de ecua-
ciones, los valores de L; y Nj 2 son obtenidos:

(S1+ Pip) ' PpAS = L.Cy,
(Ty + Pi|§) " PinyAS = Nia.

Sea consciente que la matriz U; pondera el conoci-
miento de la dindmica del sistema mientras que Sy
y T1 ponderan la informacién provista por las me-
didas directas de la planta asi como la informacién
provista por el agente 2.

4.2. Diseno de las ganancias propuesto

En esta secciéon, un método general para disenar
las ganancias del observador es presentado. Para
ello se utilizara el algoritmo basado en LQ presen-
tado en la seccion previa.

Consideremos que la incertidumbre que afecta
tanto a nuestro sistema (w) como a las medidas
tomadas por los diferentes agentes (n1, na) pueden
ser cuantificadas a través de las matrices QQ y R;
respectivamente. Es decir, por ejemplo, considere
un ruido blanco de media cero y desviacién tipi-
ca dada por dichas matrices o considere un ruido
acotado cuya cota venga almacenada en las mis-
mas.

El objetivo principal del método es disenar las ma-
trices de pesos para el algoritmo LQ (Uy, S1 y T1)
teniendo en cuenta las siguientes tres caracteristi-
cas:

1. El error en las medidas del sistema viene dado
por los valores almacenados en R;. Este valor
afecta directamente a las matrices de pesos
Sl y Tl.

2. La distancia entre el agente 1 y el agente que
constituye la fuente de informacién para re-
construir su espacio no observable. En nues-
tro caso, al solo considerar dos agentes po-
demos suponer que existen dos vias de co-
municacién con velocidades de transferencia
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diferentes. Este hecho afectara a la matriz de
peso T7.

3. La incertidumbre introducida en la evolucién
del estado ya sea por ruidos o por no linea-
lidades no consideradas son definidas por la
matriz Q. Este factor actia directamente so-
bre la matriz U;.

Este articulo propone los siguientes valores para
las matrices de pesos:

Ui = m@, (15)
S, = MWICTR. v, (16)
T = M (VCTRiCiV +Dy), (17)

déonde p; € Ry A1 € R son dos escalares que per-
miten fijar la relacién entre las matrices de pesos
y D1 es una matriz en cuya diagonal se recoge la
distancia entre el nodo 1 y el nodo que realiza la
medida del estado correspondiente (2). Asi, el di-
seno del observador se reduce a un problema en el
cual solo es necesario fijar el valor de dos escalares
para variar la calidad de estimacién de la planta
por los diferentes agentes.

El diseno de dichos escalares se ha fijado de tal
manera que si son fijados con valor unidad, el di-
seno se lleva a cabo de una forma directamente
proporcional a los pardmetros de ruido y distancia
al agente que realiza la medida del estado concer-
niente. Los pardmetros permiten al usuario modi-
ficar esta proporcionalidad segin su propia expe-
riencia acerca del proceso.

5. Ejemplos de simulacion

Con el fin de mostrar la robustez del algoritmo pa-
ra el diseno del observador introducido se llevaran
a cabo varias simulaciones. Para ello considere el
siguiente sistema y matrices de salida:

1,005 0 0

A=1| 0 009954 —0,08757|,
00,1248  0,9945

Ci=[1 0 0], Co=[0 1 0].

Los ruidos considerados son Q = I, ® 0,2, Ry =
0,1, R, =0,1.

El sistema considerado cuenta con tres estados. El
primero de ellos, x1 es un estado con una dindmica
inestable que se considera completamente desaco-
plado de los otros dos. Por otro lado, el segundo
y tercer estados (z2 y x3) son una pareja de polos
conjugados con una dindmica criticamente esta-
ble. El primer estado es observado por el primer
agente mientras que el segundo observa el segundo
y el tercero a través de las medidas de zs.
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0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

Figura 1: Efecto de los pardmetros p y A en el error
de estimacion.

I I I I
0 20 40 60 80 100

Figura 2: Evolucién del estado y las estimaciones
del agente 1 (en lineal discontinuas).

En la Figura 1 se muestra el efecto que tiene el
ajuste de los pardmetros § y A en el error de esti-
macién de ambos agentes. Para ello, se han llevado
a cabo varias simulaciones considerando el mismo
vector de ruidos y variando los valores de estos es-
calares. En la figura se representa la suma del error
de estimaciéon cuadratico de cada agente para un
horizonte temporal de 100 instantes:

100 2

e =3 lealk)]].

k=11i=1

Observe que para un valor constante de A al au-
mentar el valor de 0 el error crece bruscamente. Es
decir, cuando se penaliza en gran medida la exacti-
tud del modelo respecto a las medidas tomadas la
calidad de la estimacién empeora en gran medida.
Sin embargo, para los pardmetros de diseno con-
siderados (6 = 1 y A = 1) el error de estimacién
es bajo.

Por ultimo, con el fin de mostrar la robustez del
estimador en la Figura 2 se muestra la evoluciéon
del sistema y del estimador implementado en el
agente 1 (en lineas discontinuas).
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En la figura se puede observar que el error de es-
timacién en el primer estado decrece rapidamente
mientras que el segundo estado tiene una dinami-
ca algo méas lenta. Por ultimo el tercer estado es
el Ultimo en converger ya que el agente no toma
medidas directamente de él, sino que obtiene in-
formacién acerca de éste a través de las lecturas
de ZIo.

6. Conclusiones

Este articulo muestra una novedosa forma de ana-
lizar el problema de la estimacién distribuida de
una planta por una red de agentes. Gracias a la
descomposicién del estado por cada uno de los
agentes en los subespacios observable y no obser-
vable, cada uno de ellos es capaz de disenar una
ganancia independiente para la parte del estado de
la cual obtiene informacién por sus propias medi-
das y la parte que obtiene a través de consenso
con el otro agente.

La principal novedad introducida en el articulo es
el diseno de las ganancias del estimador a través
de un algoritmo basado en programacién lineal
cuadratica. Para la eleccion de las matrices de pe-
sos referentes al algoritmo basado en LQ se pro-
pone un diseno proporcional a las perturbaciones
del sistema multiplicado por dos pardmetros esca-
lares. Dichos parametros pueden ser ajustados por
el usuario en funcién de su experiencia con el pro-
ceso, no siendo necesario conocimientos de control
para ello.
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