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Resumen

En este art́ıculo se presenta un método para
calcular fuerzas de contacto para prensiones
bimanuales. El método propuesto utiliza dos
funciones de coste para optimizar la distribución
de la fuerza de las manos con las que se realiza
la prensión bimanual y para minimizar la fuerza
ejercida por los dedos. Las funciones de coste
y las restricciones del problema de optimización
se han formulado en función de los torques de
las articulaciones tomando como base la relación
existente entre las fuerzas de contacto, la matriz
jacobiana de la mano y los torques de las
articulaciones. Adicionalmente se presenta un
ı́ndice para medir la distribución de la fuerza entre
las manos. El art́ıculo incluye algunos ejemplos
prácticos del enfoque propuesto.

Palabras clave: Fuerzas de contacto, prensiones
bimanuales, optimización.

1. INTRODUCCIÓN

El estudio de la manipulación de objetos realizado
por seres humanos es un tópico que ha sido
analizado a lo largo de varios años, cuyos
resultados han generado una vasta fuente de
conocimiento que ha sido utilizado en diferentes
dominios, por ejemplo en el área de rehabilitación
con el desarrollo de dispositivos protésicos y
en el área de robótica con el diseño de
dispositivos mecánicos para sujetar objetos, aśı
como la implementación de estrategias teóricas
para calcular configuraciones adecuadas para tales
dispositivos a fin de sujetar los objetos de forma
robusta.

El uso de dispositivos mecánicos, tales como pin-
zas o manos mecánicas para sujetar y manipular
objetos conlleva el desarrollo de dos fases [4], la
primera es la śıntesis de la prensión, que consis-
te en encontrar los puntos de contacto sobre la
superficie del objeto que sean alcanzables por la

mano, cumpliendo al mismo tiempo algunas res-
tricciones básicas; la segunda fase puede denomi-
narse como la fase de sostenimiento que consiste
en mantener la prensión del objeto mientras es ma-
nipulado. Para ello es necesario calcular las fuer-
zas que los dedos de la mano deben ejercer sobre
el objeto con la finalidad de contrarrestar las per-
turbaciones externas que pueden aparecer durante
su manipulación. La fase de sostenimiento ha sido
ampliamente estudiada, en la sección 2 se discu-
ten algunos trabajos relacionados. Sin embargo,
con el desarrollo de sistemas robóticos bimanuales
equipados con manos antropomorfas se añade un
grado complejidad extra en la búsqueda de pren-
siones bimanuales y sus correspondientes fuerzas
de contacto.

En este trabajo se presenta un método para calcu-
lar fuerzas de contacto para sistemas robóticos bi-
manuales considerando las limitaciones de torque
en las articulaciones de las manos. Adicionalmente
se propone un ı́ndice que describe la distribución
de las fuerzas entre las manos del sistema bima-
nual.

2. TRABAJOS RELACIONADOS

El cálculo de las fuerzas de contacto para com-
pensar perturbaciones externas se ha abordado a
través de diferentes enfoques. Uno de los prime-
ros enfoques dio solución al problema utilizando la
matriz de la prensión y descomponiendo las fuer-
zas de contacto en dos componentes: las fuerzas
de manipulación y las fuerzas de prensión [16, 10].
Estas dos componentes son conocidas como las so-
luciones particular y homogénea del problema de
las fuerzas de contacto para prensiones estáticas.
Las fuerzas de contacto pueden encontrarse resol-
viendo la componente homogénea del problema,
conocida también como las fuerzas internas de la
prensión. Algunos investigadores han caracteriza-
do estas fuerzas internas como enlaces virtuales
con actuadores virtuales que representan el obje-
to sujetado de tal manera que cuando una fuerza
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se aplica en cada uno de los puntos de contacto se
generan fuerzas articulares en el mecanismo vir-
tual [20, 22]. Muchos de los primeros trabajos que
adoptaron el concepto de las fuerzas internas para
calcular las fuerzas de contacto solo consideraban
prensiones de precision, i.e., contactando solo con
la yema de los dedos [1, 6, 14]. Sin embargo en
trabajos posteriores se demostró que en las pren-
siones envolventes (usando toda la mano y no solo
la yema de los dedos) existen contactos que ejer-
cen fuerzas no controlables sobre el objeto [2, 3].
Este hecho se ha analizado descomponiendo el es-
pacio de fuerzas de contacto en cuatro subespa-
cios que representan las fuerzas activas y pasivas
y las fuerzas internas controlables y no controla-
bles [23, 24, 25].

El uso de las fuerzas internas del objeto
para calcular las fuerzas de contacto implica
la formulación de un problema con una gran
cantidad de variables y con un infinito número
de posibles soluciones. Para hacer frente a este
tipo de problemas se han utilizado diferentes
tipos de optimización con la finalidad de obtener
las fuerzas de contacto óptimas, o al menos
encontrar una solución subóptima. La mayoŕıa
de los métodos de optimización utilizados han
tenido que hacer frente a la no linearidad de los
modelos de fricción de los contactos modelándolos
como matrices de inecuaciones [8, 21], matrices
simétricas [4] o bien modelando el problema entero
de forma que cumpla los requerimientos necesarios
para ser resuelto como un problema dual de
programación lineal [7].

Uno de los principales retos en el cálculo de
las fuerzas de contacto consiste en desarrollar
métodos que permitan calcularlas tan rápido como
sea posible de forma que puedan ser utilizados en
aplicaciones de ejecución en tiempo real. Para ello
se han utilizado enfoques de optimización convexa
y optimización con gradientes que permiten
encontrar soluciones óptimas o suboptimas con
tiempos de computo relativamente pequeños [8,
13, 9, 5, 17].

El uso de métodos de optimización para calcular
las fuerzas de contacto para sistemas bimanuales
es un área de investigación activa debido a la
complejidad que los sistemas bimanuales imponen,
sin embargo los trabajos desarrollados en éste
ámbito son escasos [12, 18]. Por tal motivo,
en este trabajo se presenta un método para
calcular las fuerzas de contacto para prensiones
bimanuales utilizando un método de optimización
lineal considerando las limitaciones de torque de
las articulaciones de los dedos de las manos.
Adicionalmente, se propone un ı́ndice para medir
la distribución de las fuerzas entre las manos.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 1: Planificador bimanual de prensiones
basado en un método de segmentación por
rebanadas. a) El objeto es segmentado en
rebanadas. b) Puntos de contacto obtenidos. c)
Simulación de la prensión bimanual. d) Ejecución
de la prensión bimanual en un sistema real.

3. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

En un trabajo previo, se presentó un planificador
de prensiones para objetos grandes utilizando
sistemas bimanuales [15]. El alcance de ese trabajo
incluye la búsqueda de los puntos de prensión
para dos manos en objetos grandes a través de
la segmentación del objeto en rebanadas (Ver
Fig.1). Durante la experimentación real los puntos
sobre el objeto que son el objetivo de contacto
de las manos se proyectaron una cierta distancia
hacia el interior siguiendo la dirección del vector
normal de la superficie del objeto en tales puntos
con la finalidad de generar fuerzas de contacto lo
suficientemente grandes utilizando solo el control
de la posición de los dedos. Con ese enfoque es
posible que la contribución de la fuerza entre
las manos no esté balanceada. Por lo tanto, el
problema a resolver consiste en calcular fuerzas
de contacto adecuadas para prensiones bimanuales
con la finalidad de compensar perturbaciones
externas durante la manipulación del objeto
con una distribución uniforme de fuerzas entre
las manos. Las suposiciones consideradas en el
enfoque propuesto son las siguientes:

• Solo se consideran prensiones de precisión con
contactos ŕıgidos con fricción (Sin embargo, el
enfoque puede ser adaptado fácilmente para
ser utilizado contactos blandos).
• La fricción entre el objetos y los dedos de

la mano se describe mediante el modelo de
fricción de Coulomb.
• Ambas manos utilizan igual número de dedos.
• El torque máximo es el mismo para todas las

articulaciones de los dedos.
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• El peso del objeto es conocido, e inicialmente
es la única fuerza a ser compensada por las
fuerzas de prensión.

4. ENFOQUE PROPUESTO

Dado el peso del objeto, se deben hallar las fuerzas
que los dedos de la mano deben ejercer sobre el
objeto para contrarrestarlo. La ecuación general
que describe dicho balance de fuerzas se puede
expresar como:

GF = −we (1)

donde F = {f1, . . . ,fn}T es el vector de fuerzas
aplicadas por los n dedos sobre el objecto, G es
la matriz de grasp y we es la fuerza generalizada
externa producida por el peso del objeto que debe
ser compensado.

Con la finalidad de encontrar F , se propone
optimización con dos diferentes funciones de coste,
una para para minimizar la norma infinito (L∞)
del cociente entre los torques de las articulaciones
de los dedos para una configuración dada y el
máximo torque articular, y la segunda función
para minimizar la norma de mı́nimos cuadrados
(L2) de los torques articulares de los dedos
para una configuración dada, con la finalidad de
balancear las fuerzas entre las manos y minimizar
la fuerza ejercida por los dedos.

4.1. FORMULACIÓN DE LAS
RESTRICCIONES DEL
PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN

Cuando una prensión es redundante (i.e., el
número de puntos de contacto es mayor que
el mı́nimo necesitado para sujetar un objeto),
como en el caso de las prensiones bimanuales
con mas de dos dedos por mano, existen infinitas
combinaciones de fuerzas que podŕıan compensar
una perturbación externa dada, sin embargo no
todas esas combinaciones de fuerzas pueden ser
ejercidas por los dedos. Con la finalidad de
determinar las fuerzas que cada dedo puede
ejercer, se considera una hiperesfera en el espacio
del torque articular expresada por:

τT
i τ i = 1 (2)

donde τ i ∈ <m es el vector de los torques
articulares del i -ésimo dedo con m articulaciones.
La relación entre

τ i = JT
i f i (3)

donde J i y f i son la matriz Jacobiana y la fuerza
aplicada por el i -ésimo dedo, proyecta la esfera

Elipsoide de
Fuerza

Fuerzas realizables Fi

Dedo i

fi,1 fi,2

fi,5

fi,4

fi,3

fi,6

(a)

Elipsoide de
Fuerza

Objeto

Cono de Fricción

Fuerzas válidas

Dedo i

f1,1
f1,2

f1,3

f1,4

f1,5

f1,6

(b)

Figura 2: a) Ejemplo ilustrativo de las fuerzas
realizables pertenecientes al Elipsoide de Fuerza
de un dedo para una configuración articular dada
y |τ i| ≤ 1. b) Fuerzas realizables válidas para un
coeficiente de fricción dado.

unitaria de torque en un elipsoide en el espacio de
fuerzas de las yemas de los dedos,

FT
i J iJ

T
i F i = 1 (4)

El elipsoide representado en (4) indica las fuerzas
F i = {f i,j , . . . ,f i,∞} que cada dedo puede ejercer
con un conjunto de torques |τ i| ≤ 1 para una
configuración dada (ver Fig.2-a). Por lo tanto, si se
conoce el máximo torque de las articulaciones de
un dedo, es posible calcular la fuerza f i que éste
puede hacer para una configuración especifica a
través de:

f i = (J†
i )

T τ i (5)

donde J†
i es la matriz pseudo inversa de J i. Dado

que F in eq. (1) representa las fuerzas ejercidas
por n dedos, eq. (5) se puede extender de manera
que:

F = (J †)TT (6)

donde J † = diag(J†
1, . . . ,J

†
n) es la matriz diago-

nal a bloques de las matrices jacobianas pseudo
invertidas de n dedos y T = {τ 1,1, . . . , τn,m}T es
el vector que contiene los torques articulares de
los n dedos.
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Reemplazando eq. (6) en eq. (1) es posible
contrarrestar we considerando el espacio del
torque articular:

G(J †)TT = −we (7)

Adicionalmente, para evitar que los dedos se
deslicen sobre el objeto como consecuencia de las
fuerzas aplicadas, éstas deben estar dentro de los
correspondientes conos de fricción (ver Fig. 2-b)
definidos por:

f i

||f i||
· n̂i ≥

1√
1 + µ2

(8)

donde n̂i es la normal unitaria en el i -iésimo punto
de contacto y µ es el coeficiente de fricción entre
los dedos y el objeto. Por conveniencia, eq. (8)
puede expresarse como:

fT
i (I − (1 + µ2)n̂i · n̂Ti )f i ≤ 0 (9)

y extendiendo la ineq (9) para los n dedos se
obtiene:

F T (I − (1 + µ2)N )F ≤ 0 (10)

donde N = diag(n̂1 · n̂T1 , . . . , n̂n · n̂Tn ) es la matriz
diagonal a bloques de n̂i · n̂Ti de los n dedos.

Usando la eq. (6), la eq. (10) puede ser
reformulada como:

T TBT ≤ 0 (11)

donde B = J †(I − (1 + µ2)N )(J †)T .

Si se formula un problema de optimización para
balancear la contribución de fuerza entre las
manos o para minimizar la fuerza ejercida por los
dedos en función de los torques articulares, las eq.
(7) y (11) pueden ser utilizadas como restricciones
del problema y el máximo torque articular
τmax puede utilizarse como ĺımites superiores e
inferiores de las variables que se optimizarán, de
forma que el problema de optimización puede ser
expresado como:

minimizar
T

Φ

sujeto a − τmax ≤ T ≤ τmax

T TBT ≤ 0∣∣∣∣∣∣G(J †)TT +we

∣∣∣∣∣∣2 = 0

(12)

donde Φ es una representación genérica de una
función de coste.

4.2. FUNCIONES DE COSTE

Dos funciones de coste diferentes fueron seleccio-
nadas para realizar la optimización de las fuerza

de contacto. La primera permite una distribución
uniforme de las fuerza entre los dedos de las ma-
nos, lo que significa que para una prensión bima-
nual si cada mano usa el mismo número de dedos,
las fuerzas que aportan las mano debeŕıan estar
balanceadas. Esta función de coste está basada en
la minimización de la norma infinito (L∞) del vec-
tor de torque T dividido entre el máximo torque
articular τmax

Φ0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣ T
τmax

∣∣∣∣∣∣∣∣
L∞

(13)

La segunda función de coste permite minimizar la
magnitud del vector de torques T que eventual-
mente podŕıa minimizar las fuerzas ejercidas por
los dedos. Sin embargo, a diferencia de la prime-
ra función de coste, ésta no puede asegurar una
distribución proporcional de las fuerzas entre los
dedos de las manos. Esta función de coste está ba-
sada en la minimización de la norma de mı́nimos
cuadrados (L2) del vector de torque T ,

Φ1 = ||T ||L2
(14)

Para resolver el problema con el menor tiempo de
computo posible, se utilizó un algoritmo basado
en gradientes descendentes [19] implementado en
el paquete NLopt [11]. Por tal motivo es necesario
formular los gradientes de las funciones de coste
y de las restricciones del problema calculando sus
derivadas parciales en función de T .

El gradiente de la función de coste Φ0 es:

∇Φo =


τ i

τmax
, if τ i = τmaxi ,

0, en otro caso.
(15)

y el gradiente de la función de coste Φ1 es:

∇Φ1 = 2T (16)

y los gradientes de las restricciones de la eq. (12)
son:

∇c1 = 2T TB

∇c2 = 2(G(J †)TT +we)TG(J †)T
(17)

4.3. INDICE DE DISTRIBUCIÓN DE
FUERZA

Con la finalidad medir la distribución de fuerzas
entre las manos que intervienen en una prensión
bimanual se ha propuesto el Índice de Distribución
de Fuerza (IDF):

FDI =
Hf

1

Hf
2

(18)
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(a) (b)

Figura 3: Puntos de contacto para un balón de
rugby y un juguete.

donde Hf
j =

∑n/2
i=0 ||f i|| es la suma de las

magnitudes de las fuerzas ejercidas por los dedos
de la mano j, j ∈ {1, 2} con j = 1 correspondiente

a la mano con la menor sumatoria, i.e Hf
1 < Hf

2 .
IDF indica la distribución de la fuerza entre las
manos, cuando este ı́ndice tiende a uno significa
que las fuerzas estan balanceadas entre las dos
manos y tiende a cero cuando la contribución de
fuerza de cada mano está en desequilibrio.

5. EXPERIMENTACIÓN

Para demostrar el desempeño del enfoque pro-
puesto, se han usado dos objetos, un balón de
rugby y un juguete. Para cada objeto se calculó
una prensión bimanual (ver Fig. 3-a y 3-b). Para
cada prensión se calcularon las fuerzas de contac-
to optimizando las funciones de coste Φ1 y Φ2 con
el peso original del objeto. Posteriormente se re-
calcularon las fuerzas de contacto en 9 ocasiones
añadiendo 100 g al peso del objeto en cada una.

Las Tablas 1 y 2 muestran las fuerzas de con-
tacto resultantes para contrarrestar los fuerzas
generalizadas we

Rug = [0, 0,−2,13858, 0, 0, 0]T y
we

Toy = [0, 0,−3,500, 0, 0, 0]T causados por el pe-
so del balón de ruby y el juguete respectivamente.

El tiempo promedio para calcular las fuerzas de
contacto es de 150 y 1500 ms, respectivamente
para cada objeto.

La Fig. 4 muestra la contribución de fuerza de
cada mano aśı como el Indice de Distribución
de Fuerza (IDF) resultantes después de optimizar
Φ0 y Φ1 para la prensión bimanual del balón
de rugby y del juguete. En las figuras 4-a y
4-b, se muestran las contribuciones de fuerza
para las prensiones bimanuales correspondientes
a cada objeto. En ellas se muestran cuatro ĺıneas:
dos lineas continuas coloreadas en rojo y azul
representan la contribución de fuerza de la mano
izquierda y derecha respectivamente obtenidas
a través de la optimización de la función de
coste Φ0 y dos ĺıneas punteadas coloreadas en
magenta y cyan representan la distribución de las

fuerzas utilizando la función de coste Φ1. Como
se puede apreciar, las ĺıneas continuas presentan
un patrón similar en cada iteración, indicando
una distribución uniforme de las fuerzas entre las
dos manos. Por otra parte, las ĺıneas punteadas
muestra una disparidad considerable entre ellas,
sin embargo las magnitudes de las fuerzas son
menores en comparación con las observadas en las
ĺıneas continuas.

Las figuras 4-c y 4-d, muestran el IDF para las
dos funciones de coste. La ĺınea roja representa
los resultados obtenidos con Φ0 y la ĺınea azul
los obtenidos con Φ1. La ĺınea roja siempre
se encuentra por encima de 0.8 indicando que
existe una buena distribución de fuerzas entre
las manos que realizan la prensión bimanual, lo
cual es coherente con los resultados mostrados por
las ĺıneas continuas azul y roja en las gráficas
4-a y 4-b). Sin embargo, la ĺınea azul está por
debajo de 0.5 en casi todos los casos, indicando
una pobre distribución de fuerza entre las manos.
Debido a que la configuración articular de las
manos depende de la localización de los puntos
de contacto sobre el objeto, la aportación de
fuerza que cada mano puede hacer puede variar
considerablemente. Por lo tanto si la prensión
bimanual es simétrica las contribuciones de fuerza
de las manos serán proporcionales obteniendo un
IDF muy cercano a 1.

6. CONCLUSIONES Y
TRABAJO FUTURO

En este trabajo se ha presentado un método
para optimizar las fuerzas de contacto para
prensiones bimanuales considerando los ĺımites de
los torques articulares de las manos. El método
está basado en la optimización de la distribución
de fuerzas entre las manos y la minimización de las
fuerzas ejercidas por los dedos. La optimización
se realizó utilizando dos funciones de coste
diferentes. La primera minimiza permite balancear
la contribución de fuerza entre las manos que
intervienen en una prensión bimanual. La segunda
función de coste minimiza los torques articulares
lo que eventualmente podŕıa minimizar las fuerzas
ejercida por los dedos de las manos.

Adicionalmente, se ha presentado un Índice de
Distribución de Fuerza para medir el grado de
distribución de la fuerza entre las manos que
intervienen en una prensión bimanual.

Los experimentos muestran buenos resultados
utilizando cualquiera de las dos funciones de
coste, con un tiempo de computo promedio de
150 y 1500 ms para cada objeto respectivamente.
Finalmente el IDF ha mostrado que la función de
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Tabla 1: Fuerzas de contacto resutantes para compensar el peso we = [0, 0,−2,13858, 0, 0, 0]T del balón
de rugby

fT x y z mx my mz

fT
1 1.682 -1.824 -0.903 -0.009 -0.040 0.063

fT
2 1.326 0.204 0.061 0.005 -0.013 -0.060

fT
3 -0.444 5.552 0.594 0.347 0.057 -0.270

fT
4 -0.504 -3.376 1.043 -0.223 0.068 0.112

fT
5 0.979 -1.378 1.945 0.132 -0.055 -0.105

fT
6 -1.435 1.792 -0.182 -0.058 -0.030 0.158

fT
7 -2.023 2.605 -0.950 -0.035 0.060 0.239

fT
8 0.419 -3.575 0.531 -0.164 -0.040 -0.143

(Σf)TRug 0.000 0.000 2.139 -0.004 0.006 -0.006

we
Rug 0.000 0.000 -2.138 0.000 0.000 0.000

Tabla 2: Fuerzas de contacto resultantes para compensar el peso we = [0, 0,−3,500, 0, 0, 0]T del juguete

fT x y z mx my mz

fT
1 1.838 -1.307 -0.618 0.525 -0.054 0.224

fT
2 0.955 0.364 0.269 0.047 0.019 -0.234

fT
3 -1.471 0.108 1.170 0.008 0.086 -0.010

fT
4 -1.320 0.304 0.822 -0.048 0.043 -0.102

fT
5 1.531 1.321 -0.222 -0.047 0.036 0.168

fT
6 -1.282 0.130 0.572 0.030 -0.032 0.076

fT
7 -0.148 -0.183 1.238 0.002 -0.082 -0.007

fT
8 -0.102 -0.737 0.218 -0.517 -0.010 -0.120

(Σf)TToy 0.001 -0.001 3.449 0.003 0.007 -0.005

we
Toy 0.000 0.000 -3.500 0.000 0.006 -0.006

coste Φ0 efectivamente permite una distribución
uniforme de las fuerzas entre las manos. Por otra
parte, utilizando la función de coste Φ1 el IDF
muestra una pobre distribución de fuerzas entre
las manos. Sin embargo Φ1 muestra que la fuerzas
ejercidas son menores que las obtenidas a través
de la optimización de Φ0.

Vale la pena remarcar que cuando los puntos de
prensión de cada mano se encuentran distribuidos
sobre el objeto de forma simétrica, el IDF podŕıa
alcanzar fácilmente valores muy cercanos a uno.
Sin embargo, cuando la prensión bimanual no
es simétrica, la distribución de la fuerza podŕıa
no estar totalmente balanceada pero existe un
comportamiento uniforme en la contribución de
fuerza de cada mano, es decir, que la fuerza
ejercida por cada mano aumenta o disminuye
proporcionalmente de acuerdo con la magnitud de
la fuerza externa que actúa sobre el objeto.

Como trabajo futuro se planea: 1) implementar
el enfoque propuesto junto con un controlador
h́ıbrido de posición-fuerza con la finalidad de
realizar experimentación real, y, 2) generalizar el
enfoque propuesto a casos en donde cada mano
usa diferente número de dedos.
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