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Resumen

Una bola rodando sobre un plano constituye un
sistema mo lineal cuya estabilizacion suele uti-
lizarse en el campo de la ingenieria de control
con propositos de investigacion y educativos. En
las implementaciones habituales, la inclinacion del
plano se controla con dos motores, y la posicion
de la bola se detecta con una camara o un sen-
sor tactil que cubre el plano. Sin embargo, una
actuacion basada en un robot paralelo con 6 gra-
dos de libertad aumenta notablemente las posibili-
dades del sistema. En primer lugar, un robot como
el mencionado permite rotar el plano con respecto
a un eje instantdneo arbitrario del espacio; y, en
sequndo lugar, la utilizacion de sensores de fuerza
en las seis cadenas serie del robot permite locali-
zar la posicion de la bola con precision, sin tener
que recurrir a sensores tdctiles o cdmaras exter-
nas. Basdndonos en una formulacion de la cine-
tostdtica del problema que utiliza la teoria de tor-
sores, en este articulo mostramos como es posible
deriwar la relacion entre las fuerzas y las veloci-
dades en la plataforma y en los sensores y en los
actuadores de forma simple y directa. A partir de
esta formulacion, se deriva un control basado en
dos PIDs cuya efectividad es evaluada experimen-
talmente.

Palabras clave: Sistema bola sobre plano, teoria
de torsores, robots paralelos.

1. INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos basados en una bola ro-
dante sobre una gufa [10,15] y su extensién a la
bola rodante sobre un plano [7,11,12,16] son faci-
les de implementar y dan a los estudiantes e in-
vestigadores la oportunidad de ensayar diferentes
estrategias de control. En ambos casos el desafio
consiste en estabilizar la bola ya sea en un punto
de la guia o del plano, lo cual implica que la posi-
cién de la bola sea conocida en todo momento por
medio de sensores, para asi modificar la posicién
y orientacion de la guia o del plano por medio de
actuadores [1,9,13].

Se han estudiado muchas estrategias de control

Figura 1: Diseno de un robot 6-RSS.

para este tipo de plantas, que incluyen, por ejem-
plo, el control de perturbaciones [16], el control
difuso [7], el control por deslizamiento [12], o el
control mediante redes neuronales [7].

En este trabajo no ahondaremos en el problemas
del control sino en el disenio e implementacién de
la parte de actuacion y sensado de la posicién de
la bola utilizando un robot paralelo. La utilizacién
de una estructura paralela para el sensado del tor-
sor de fuerzas aplicadas sobre una plataforma no
es nueva [8] y puede ser utilizada, en el caso par-
ticular del problema tratado, para la localizacién
de una bola sobre un plano.

Nos hemos decantado por la utilizacién de un ro-
bot paralelo con topologia 6-RSS, una variante de
la bien conocida plataforma de Gough-Stewart,
por la simplicidad con que puede ser implementa-
do utilizando motores de tipo servo. Este tipo de
robots consiste en seis cadenas serie compuestas
de una articulacién de rotacion actuada y anclada
sobre una base fija y dos articulaciones esféricas, la
dltima de las cuales estd conectada a la plataforma
mévil (véase la Fig. 1). Las seis articulaciones de
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rotacién actuadas de forma independiente proveen
a la plataforma movil de seis grados de libertad,
haciendo posible que ésta ejecute cualquier torsor
instantdneo de velocidad dentro de su espacio de
trabajo.

Este trabajo se ha organizado de la siguiente ma-
nera. En primer lugar, en la Seccién 2 se analiza
la cinetostatica del robot paralelo. Utilizando la
teoria de torsores, derivaremos las relaciones en-
tre el torsor de velocidad en la plataforma y la
velocidad angular de los motores, asi como la re-
lacién entre el torsor de fuerza aplicado sobre la
plataforma y la fuerza leida por los sensores. Es-
ta formulacién proporcionara el modelo utilizado
para el control del sistema, tal como se describe
en la Seccién 3. A continuacién, en la Seccién 4
se describe la implementacién del sistema hasta
el punto en el que se encuentra en estos momen-
tos y presenta algunos resultados experimentales
ya obtenidos. Finalmente, la Secciéon 5 resume los
puntos mas importantes de este trabajo.

2. ANALISIS CINETOSTATICO

Para controlar el movimiento del robot se nece-
sita el Jacobiano cinemdtico, que proporciona la
relacién entre la velocidad de la plataforma y las
velocidades de los motores. Asimismo, para dedu-
cir la posicién de la bola se requiere el Jacobiano
estatico, que proporciona el torsor de fuerza ejer-
cido por la bola sobre la plataforma, dados los pa-
res motor que lo equilibran. Este torsor tiene tres
componentes de fuerza y tres de par y por tanto
permite recuperar la recta de accién de la fuerza, y
su punto de interseccién con la plataforma. Obten-
dremos este punto y ambos Jacobianos construc-
tivamente, apoyandonos en la teoria de torsores y
el principio de las potencias virtuales [5,6].

2.1. ANALISIS DE LA VELOCIDAD

Sea T = [wT,v5]T el torsor de velocidad absoluta
de la plataforma, expresado en un sistema de re-
ferencia absoluto A = {OXY Z} anclado a la base
(Fig. 2). En la expresién de f’, w € R3 es la ve-
locidad angular de la plataforma, y vo € R? es la
velocidad del punto de la plataforma que coincide
instantanemente con el origen O. Es bien sabido
que este torsor se puede expresar como combina-
cion lineal de los torsores articulares que aparecen
a lo largo de cada pata del robot [3,5,6]. Consi-
deremos por ejemplo la pata i, esquematizada en
la Fig. 2. Cada una de sus articulaciones esféricas
es equivalente a tres articulaciones rotacionales de
ejes copuntuales, con lo cual la pata se puede ver
como un brazo serie formado por siete enlaces, que
podemos numerar consecutivamente desde la base

(indice 0) hasta la plataforma (indice 7). Con esta
convencion, y utilizando la notacién de Duffy [6],
para la pata ¢ podemos escribir

T = Wi, 1 §i,1 + wj 2 §i,2 + .. twir §z‘,7, (1)

donde w; ; y S'\i, ; son la velocidad angular y el tor-
sor de velocidad unitario del enlace j + 1 relativos
al enlace j de la pata. Ndtese que en esta expre-
sién w; 1 es la velocidad angular del motor i, y
§¢,1 se puede ver como el vector de coordenadas
de Pliicker normalizadas del eje de este motor.

Escribiendo la Eq. (1) para las seis patas se obtiene
un sistema de 36 ecuaciones lineales en 42 incégni-
tas que en principio ya se podria usar para resolver
el problema cinemético inverso instantdaneo (dado
f, obtener w; 1 para i = 1,...,6). Este sistema,
sin embargo, estd subdeterminado, y en realidad se
puede simplificar mucho como vamos a ver, redu-
ciendo asf el tiempo de célculo de la ley de control
resultante. La simplificaciéon se efectiia mediante
el método del torsor reciproco [3,6].

Sea w; el torsor unitario formado por las coor-
denadas de Pliicker de la recta que pasa por los
puntos B; y C; de la pata . Este torsor tiene la

forma
~ €;
Wi = [ri X e,-] ’ (2)

donde e; es un vector director unitario de la recta
B;C;, v r; es el vector de posicién del punto B;.
Si ahora multiplicamos la Eq. (1) por @, , obten-
dremos N R

'lﬁ;r T = wi,1 . ,w;l' S'L,l (3)
puesto que todos los productos w,; §” son nu-
los para j = 2,...,7. Esto es asi porque la recta
asociada a w; intersecta las rectas de los torso-
res asociados a las rétulas esféricas. Debido a esta
propiedad, se dice que w; es el torsor reciproco de
la pata i.

Si ahora escribimos la Eq. (3) para todas las patas,
obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones

T
(5] . €g w [
THL Xer ... TgXeg Vo
~——
A T
~T o
wq '51,1 wi,1
(4)
’lﬁg . S(;,l we,1
B vy

que podemos expresar de forma compacta como
AT =By, (5)

expresiéon que proporciona, directamente, la rela-
cién entre las velocidades de entrada y salida del
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Figura 2: Elementos geométricos que intervienen en el andlisis cinetostatico del robot.

robot. Si ahora suponemos que det B # 0, pode-
mos finalmente escribir la solucién del problema
cinematico instantdneo inverso como

vy=B'AT. (6)

Obsérvese que la matriz B es diagonal, y sélo pue-
de ser singular si alguno de los productos ﬁjT “Tq
se hace cero, lo cual sélo sucede cuando la recta
B;C; intersecta el eje del motor 7. En tal situa-
cion, se dice que el robot se encuentra en una sin-
gularidad inversa, produciéndose una pérdida de
destreza de la plataforma mévil [2-4]. Si bien esta
situacién podria darse en la préactica, en este tra-
bajo evitaremos que ocurra limitando los dngulos
v; entre el brazo del motor y la recta B;C; a un
subrango del intervalo (0,7/2).

Fijémonos ahora que la Eq. (6) se puede multipli-
car por un incremento infinitesimal de tiempo 6t,
dando lugar a la ecuacién

s¢ =B 'A $D. (7)

que proporciona los pequenos desplazamientos §¢
que deben realizar los motores para generar un
desplazamiento infinitesimal 6 D de la plataforma.
Esta es, precisamente, la ecuacién a implementar
en nuestro lazo de control.

Por un lado, el vector d¢ tiene la forma
0p = [0, . ..,006], (8)

siendo d¢; el pequeno dngulo que debe girar el
motor 7. Por otro lado, en virtud del Teorema de

Chasles, el torsor 6D se puede descomponer como
una rotacién de angulo infinitesimal da en torno
al eje instantaneo de rotacion y deslizamiento de
la plataforma, méas una traslacién infinitesimal de
valor dd a lo largo de este eje. Sean u un vector
director unitario de este eje instantdneo, y p el
vector de posicién de un punto cualquiera del eje.
Entonces, la descomposiciéon mencionada se puede
escribir as{

6D = b6a - 6D, + 6d - 5Dy, (9)
donde
N p><u S u
b - P2 b= [8]. o

En resumen, en cada iteracion del lazo de control
haremos lo siguiente:

1. A partir del error de posicién de la bola, fi-
jaremos el eje instantdneo alrededor del cual
debe rotar la plataforma para corregir este
error, y estableceremos los incrementos co-
rrectores o« y 0d necesarios.

2. Obtendremos §D usando la Eq. (9).

3. Determinaremos §¢ = [¢1, ..., )" mediante

la Eq. (7).

4. Consignaremos los incrementos d¢; obtenidos
en cada uno de los seis motores.

748



XXXVIII Jornadas de Automatica

2.2. ANALISIS DE LA FUERZA

Sea w el torsor de fuerza que aplica la bola sobre
la plataforma movil. Puesto que el contacto de la
bola con la plataforma es puntual, podemos su-
poner que w codifica una fuerza pura f aplicada
en el punto de contacto R, de momento mgo con
respecto a O (Fig. 2). Es decir, w = [fT,m[]".
Veamos ahora como podemos deducir w a partir
de los pares equilibrantes ejercidos por los moto-
res, y como se puede obtener la posicién de R sobre
el plano 7 de la plataforma a partir de los vectores
Jymo.

Supongamos que en un cierto instante la bola esta
aplicando el torsor w sobre la plataforma, la cual,
a su vez, se mueve bajo una cierta velocidad T'.
En ese instante, cada motor i del robot aplicara
un par equilibrante 7; para equilibrar w. Si asu-
mimos que las patas y la plataforma tienen masa
despreciable en comparacién con la de la bola, es
facil aplicar el teorema de las potencias virtuales
para deducir los Jacobianos de fuerza. A tenor del
teorema, la potencia generada por w bajo la ve-
locidad T debe ser igual a la potencia generada
por los pares 7; bajo las velocidades w; (se supo-
ne que las restricciones de enlace son ideales y no
generan, en conjunto, potencia virtual neta). Es
decir, N

w T =1"- 7, (11)

donde T = [11,...,7s]. Pasando el segundo miem-
bro al lado izquierdo, esta ecuacién se puede es-
cribir de la siguiente manera

.

@7, -] m ~0 (12)

La Eq. (6) también se puede escribir de manera
parecida

A.-BJ. ﬂ =0 (13)

Y
y comparando estas dos ultimas ecuaciones nos da-
mos cuenta de que el vector [@', —7 '] debe ser,
necesariamente, una combinacién lineal de las fi-

las de [A, —B]. En otras palabras, w y 7 serdn
compatibles si y sélo si existe un vector 3 € RS

tal que
)Ll w

0, equivalentemente, si y sélo si
®=ATB, (15)
r=B'4. (16)

Dado que en nuestro caso det B # 0, podemos
aislar el vector 8 de la Eq. (16) y substituirlo en
la Eq. (15), llegando a

w=A"B 1, (17)

que proporciona la relacién buscada para w.

Una vez hemos obtenido w, es f4cil recuperar las
coordenadas del punto R de contacto de la bola
con la plataforma. Fijémonos que este punto se
encuentra en la interseccion de la recta de accién
del torsor w con el plano II de la plataforma. Al
ser w un torsor de fuerza pura, sus componentes
[fT,mf]"T dan directamente las coordenadas de
Pliicker de la recta soporte. Si suponemos que la
ecuacion de I viene dada por vo+v-x = 0, donde
v € R? es un vector unitario normal al plano, y
vg € R es la distancia minima de O a I, el vector
de posicién de R viene dado por

vXmo—vg-f
rp=————"6++% 18
R v f (18)
que es una expresién bien conocida en el ambito
de la geometria computacional de rectas [14, pig.
138]:

3. SISTEMA DE CONTROL

Una vez halladas las ecuaciones que nos permiten
conocer la posicién de la bola y la relacién entre
los incrementos de posicién en la plataforma y los
angulos de los motores, el siguiente paso es pro-
poner un sistema de control que nos permita es-
tabilizar la bola en el baricentro de la plataforma
movil.

El sistema de control propuesto se esquematiza en
la Fig. 3 y tiene dos partes bien diferenciadas: el
sistema, de sensado del error, que permite obtener
el error de posiciéon de la bola, y el sistema de
correccion de la posicion, que genera las senales de
control necesarias para reducir este error. Veamos
cada uno de estos dos sistemas.

3.1. SENSADO DEL ERROR

Para medir el error de posiciéon de la bola, defi-
nimos un sistema de referencia P = {O'X'Y'Z'}
anclado a la plataforma mévil, con origen O’ en su
baricentro, y ejes O’ X’ y O'Y’ paralelos al plano
IT (Fig. 2). Utilizando este sistema, nuestro pro-
blema de control se reduce a estabilizar la bola en
el origen O’ de P. El error de posicién, por tanto,
vendra dado por el vector de posiciéon de R en P,
rF. Bs facil ver que

rh=R"-(rg —ro), (19)

donde 7o/ es la posicién absoluta de O’, y R es la
matriz de rotacién que proporciona la orientacién
absoluta de P.

Sean e, y e, las componentes X' y Y’ de 7.

Aunque podriamos tomar la cantidad \/m
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Figura 3: Sistema de control

como medida global del error, preferimos utilizar
dos controladores PID independientes que reduz-
can, respectivamente, los errores e, y e,. Es decir
controlamos las dos cordenadas de la posicién de
la bola en el plano del mismo modo que se hace,
por ejemplo, en [13].

La rama intermedia de la Fig. 3 esquematiza, de
derecha a izquierda, el calculo de e, y e, que cons-
ta de los pasos siguientes:

1. Los sensores de los motores proporcionan los
pares T = [1q,...,7T6].

2. A partir de T, se utiliza la Eq. (17) para de-
terminar el torsor w = (fT,m})T que la bola
efectiia sobre la plataforma.

3. Se aplica la Eq. (18) para obtener el vector
de posicién absoluto de R, rg.

4. Finalmente, se utiliza la Eq. (19) para obtener
’I’E y por tanto sus componentes e; y €.

3.2. CORRECCION DE LA POSICION

La rama superior de la Fig. 3 describe, de izquier-
da a derecha, el flujo de cédlculos involucrados en la
correccion del error. Los errores e, y ey se introdu-
cen en dos controladores PID de tiempo discreto,
dando como resultado dos incrementos de posicién
dx y dy en ambos ejes. El controlador que corrige
e, implementa la siguiente ley de control

dx =kyen+kale, —en_1)+ ki Z ei, (20)

1=—00

donde e, es el valor de e, en el n-ésimo instante de
tiempo, y kp, ki, y kq son las constantes propor-
cional, integral, y derivativa, respectivamente. El
controlador para e, implementa una ley andloga.

A partir de estos incrementos, se asignara a la pla-
taforma un eje y un dngulo de giro. El primer paso
es obtener el eje de rotacion.

€x

4

o‘ "
’./ Co!

Sa
N,
T

!’
T

Figura 4: Eje y angulo de rotacién

o
Bty (21)
u = (—sin B)z + (cos B)§ (22)

Donde u es un vector director del eje de rotacién.
Es necesario también asignar un angulo de rota-
cién, que se hard en base a la norma del vector
definido por los errores en ambos ejes. Para ello,
se utilizara una funcién lineal con un valor de satu-
racién que asigne un angulo maximo para un valor
de la norma mayor a una distancia D. Teniendo
en cuenta que la norma del error viene dada por

or = /022 + dy?,

[
Sa = { amaxﬁr

Amax

or <D

or > D (23)

Con la direccién del eje instantaneo de rotacién y
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el incremento de giro, ya es posible definir el torsor
dD. Teniendo en cuenta que a la plataforma se le
infringe una rotacién pura alrededor de su eje, 6. D;
serd nulo en todo momento.
=~ 00’ x
5D = Sau { " "} (24)

Siendo el vector OO’ la relacién entre el sistema
de referencia de la base fija con el sistema de re-
ferencia utilizado para medir el error. § D serd la
entrada a la matriz jacobiana descrita en la ecua-
cién (7), dando como resultado el incremento de
los angulos en los seis servos necesario para corre-
gir la posicion.

4. IMPLEMENTACION

Para implementar los actuadores del robot se
han utilizado seis servomotores Dynamixel AX-
12. Para los enlaces que conectan las articulaciones
esféricas se han utilizado barras de nylon de 62 mm
de diametro. Estas barras sélo transmiten fuerzas
a lo largo de sus ejes por estar ancladas por sus
extremos a través de rétulas esféricas. Sin embar-
go, cuando se realizan pruebas de funcionamiento
con robots paralelos, no es raro que por error se
alcancen los limites articulares de sus juntas esféri-
cas, transmitiendo pares de fueza a través de las
barras que puedan danar el propio robot. La uti-
lizacién de barras flexibles se ha revelado de gran
utilidad ya que permiten que las rétulas esféricas
alcancen sus limites articulares sin que por ello el
robot sufra danos.

La base y la plataforma del robot, ambas de for-
ma hexagonal, se han materializado mediante una
impresora 3D. En la base, los servomotores estan
colocados sobre los vértices del hexagono, de ma-
nera paralela a cada uno de los lados mayores. Las
articulaciones se unen a cada uno de los actuado-
res a través de unos brazos que, en la posiciéon de
referencia, apuntan hacia el centro de cada lado
mayor de la base hexagonal. Estos brazos tam-
bién se han materializado con una impresora 3D.
Las juntas esféricas son elementos estdndar de ba-
jo coste.

Sobre la plataforma mévil se ha fijado una plancha
rectangular de 160x120 mm sobre la que rodara
una bola de de 20 mm de radio y 30 gramos de
peso.

Para probar el sistema, y poder aislar el origen de
los posibles problemas que puedan aparecer, la po-
sicién de la bola se obtiene también con una cama-
ra USB PSP Eye, con una resolucién de 640x480
pixeles, colocada en posicién cenital a 50 cm del
plano sobre el que rueda la bola, tal como se mues-
tra en la Fig. 5. Utilizando el paquete OpenCV,

Figura 5: Robot paralelo construido, y su situacién
en el sistema experimental.

se obtiene la posicion del centro de gravedad de la
bola. Dado que esta posicién se obtiene en coor-
denadas del plano de la imagen, es necesario una
transformacién que nos devuelva las cordenadas
de la bola en el sistema de referencia del mundo
utilizando la cinematica del robot descrita en la
Seccion 2.

Todo el software desarrollado para llevar a cabo
este experimento ha sido escrito en lenguaje C++4,
debido principalmente a su eficiencia y portabili-
dad. Cabe también mencionar que, debido a que
los servomotores Dynamixel AX-12 poseen su pro-
pio protocolo de comunicacién, se ha tenido que
crear una libreria de comunicaciones.
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Figura 6: Influencia de k, kq y k; sobre la salida del sistema

En el momento en que fue redactado este trabajo,
se encontraba operativo el bucle de control utili-
zando una camara. Queda, por tanto, pendiente
cerrar el bucle de control utilizando la informa-
cion de fuerza y comparar los resultados obteni-
dos con los resultantes de utilizar el sistema de
visién. A continuacién, veremos, por tanto, como
los pardmetros del sistema de control influyen so-
bre las salidas del sistema utilizando tnicamente
el sistema de visién.

A medida que se aumenta el valor de k,, llega un
punto en que el sistema se hace inestable. Esta
inestabilidad queda patente en la Fig. 6, donde
para k, = 1 y aproximadamente en ¢t = 5,6s la bo-
la sale del campo de visién y la plataforma vuelve
a la posicién de reposo. A continuacién, con la in-
troduccién de una ganancia diferencial, se tratara
de corregir esta inestabilidad.

Eligiendo un valor de k, = 0,8 e introduciendo
una ganancia diferencial, se comprueba como el
tiempo de estabilizacién se reduce, a medida que
kq aumenta. Sin embargo, a partir de cierto va-
lor, pequenas variaciones del error se traducen en
picos en la salida del sistema, haciendo que la pla-
taforma oscile con altas frecuencias alrededor de
su punto de equilibrio. Un valor de k; = 0,3 nos
sitia en un comportamiento adecuado.

Debido al rozamiento seco entre la bola y la super-
ficie obtenemos un error en régimen permanente
que no puede ser compensado con un mero ajuste
de la constante k;, debido a la naturaleza no lineal
del fenémeno. Por consiguiente, en la implemen-
tacién actual se ha fijado k; = 0, ya que cualquier
otro valor no aporta una mejora sustancial.

En una planta didactica, una posible manera de
limitar el error en régimen permanente seria elegir
otros materiales que redujeran el rozamiento seco
entre la plataforma y la bola, en cuyo caso tendria
sentido buscar un valor éptimo de k;.

5. CONCLUSIONES

En este articulo nos hemos centrado en el diseno,
analisis e implementacion de un robot paralelo 6-
RSS para la estabilizacién de la posicién de una
bola sobre un plano. Aunque el sistema es de bajo
coste, proporciona una gran versatilidad en la ac-
tuacién, y resuelve a la vez el problema del sensado
de posicién de la bola siguiendo las ideas presen-
tadas en [8].

Se ha mostrado cémo la utilizacién de la teoria de
torsores para formular el problema de la actuacién
y del sensado conduce a una formulacién simple y
unificada de ambos problemas.

La utilizacién del sistema propuesto tiene dos ven-
tajas fundamentales. Por un lado, al disponer de
una actuacién que permite ejecutar torsores de ro-
tacion instantdnea arbitrarios, abre la posibilidad
a la utilizacién de estrategias de control mucho
mds sofisticadas a las que se han venido utilizan-
do hasta el momento. Por otro lado, el disponer
de la posicién de la bola de forma practicamente
directa, sin la necesidad de procesar importante
volimenes de informacién como sucede cuando se
utilizan imédgenes, se eliminan retardos que degra-
dan el comportamiento de cualquier estrategia de
control que no los tenga en cuenta.
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