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En este conjunto de ecuaciones están implícitas las 
siguientes hipótesis: 
i) La auto-renovación y la diferenciación celular se 

producen en el mismo instante de tiempo [8].  
ii) Todas las poblaciones, excepto las células 

maduras (c6 y l6) tienen asignadas tasas de 
proliferación (pi, pli) y fracciones de auto-
renovación (ai, ali) independientes del tiempo.  

iii) La muerte celular únicamente se considera 
significativa en las células maduras, y se representa 
mediante la tasa d, la misma en ambas poblaciones. 

iv) Existen evidencias de que la mutación Bcr-Abl 
conserva lo mecanismos de recepción de citoquinas 
en la membrana celular en todos los 
compartimentos [12, 17, 21]. Por tanto la 
realimentación hacia las dos poblaciones celulares 
se incorpora a través del mismo funcional 
homeostático ( ) (competición por citoquinas) 
[13]. Por simplicidad se ha optado por emplear un 
funcional represor de tipo Hill [11], y dependiente 
únicamente de las células maduras (c6). Considerar 
funcionales diferentes  para cada compartimento 
celular, como en [10], añadiría una complejidad 
excesiva al modelo.  

v) La competición por nicho (la médula ósea) entre 
las células leucémicas y las células sanas se 
incorpora mediante los dos funcionales ℳ ( ) y ℳ( ), afectando a la muerte celular salvo a las 
células maduras (c6 y l6). Por simplicidad se ha 
optado por emplear funcionales activadores de tipo 
Hill [11], el mismo para cada grupo de población, y 
dependiente en ambos casos de la población total 
de células; las sanas y las leucémicas. 

 
2.1 PARAMETRIZACIÓN DEL MODELO 

PARA DESCRIBIR UN SH SANO 
 
En ausencia de células leucémicas ( = 0, ∀	 ) el 
modelo matemático queda reducido a las siete 
ecuaciones, (1) a (6) y (13), que bastan para describir 
un SH sano. Pero para completar el modelo hace falta 
asignar valores a sus doce parámetros, por ejemplo 
los recogidos en la Tabla 1. Para la tasa d, las tasas 
de proliferación pi y las fracciones de auto-
renovación ai se han empleado los mismos valores 
que Marciniak-Czochra et al. [9]. El último 
parámetro  k se ha determinado con el siguiente 
objetivo: En ausencia de células leucémicas, el 
modelo debe ser capaz de recrear una producción 
celular diaria estable desde la médula ósea (c6), 
estimada en 2.21 x 1011 células en un adulto de 60 kg 
de peso. 
 
La estabilidad impuesta para la producción en este 
último compartimento (el de las células sanas 
maduras) también se refleja en el resto de 
compartimentos del modelo. Por tanto, denotando el 
punto de equilibrio por ( ̅ , ̅ , ̅ , ̅ , ̅ , ̅ ), se 

demuestra [20] que los valores alcanzables son los 
recogidos en la Tabla 1. En este equilibrio también 
queda determinado el valor del funcional 
homeostático. 
 

Tabla 1: Parámetros, poblaciones celulares y 
funcional homeostático característicos de un Sistema 

Hematopoyético sano. 
 

Parámetros Células en los seis 
compartimentos 

a1 0.70 ̅  4.07 x 107 
a2 0.65 ̅  4.26 x 108 

a3 0.65 ̅  4.27 x 109 
a4 0.65 ̅  3.20 x 1010 
a5 0.55 ̅  1.60 x 1011 
p1 0.125 ̅  2.21 x 1011 
p2 0.167   
p3 0.25   

p4 0.5 Funcional 
homeostático 

p5 0.5 s 0.7143 
d 0.44  
k 1.81 x 10-12  

 
El modelo así parametrizado, además de servir para 
reproducir el estado basal del SH, vale para recrear la 
regulación implícita en el SH; pues éste es capaz de 
recuperar el valor basal de producción de células 
maduras c6 para la sangre después de una alteración 
(donación de sangre, por ejemplo). Ese fenómeno es 
el que se ha recreado en la Figura 3 mediante una 
alteración brusca pero de corta duración en la tasa d. 
 

 
Figura 3: Ejemplo de la regulación implícita en el 

Sistema Hematopoyético. 
 
2.2 PARAMETRIZACIÓN DEL MODELO 

PARA DESCRIBIR LA LMC 
 
Con la aparición de una célula ph+2, que se incorpora 
en el compartimento l1 del modelo, éste debe ser 
capaz de simular la Fase de crecimiento asociada a la 
LMC, comentada en la introducción. Pero además, la 
proliferación de las células leucémicas en esta fase de 
crecimiento se tiene que producir en paralelo con un 
declive de la población de células sanas. Pero este 
declive no puede ser excesivo, de forma que se llegue 
                                                           
2 Denominación para las células con cromosoma Filidadelfia. En 
contraposición  ℎ = células no mutadas 
 

Regulación de la producción celular tras una donación
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a la Fase crónica, en aproximadamente 5 a 6 años, 
con una ausencia de sintomatología. Justificable por 
la coexistencia estable en el tiempo de células 
leucémicas y de células sanas con predominio de las 
leucémicas. Por tanto, estos requisitos son los que se 
deberían emplear para asignar valores al resto de 
parámetros del modelo; ali, pli, kc y kl. 

Por otro lado, algunos autores [5, 6] defienden que la 
ventaja competitiva intrínseca de las células 
leucémicas respecto a las células sanas basta 
considerarla en el primer compartimento, el de las 
células madre. Asignando a la tasa de proliferación 
pl1 y a la fracción de auto-renovación al1 valores 
superiores a los p1 y a1 de la Tabla 1 [9, 17]. Mientras 
que para el resto de tasas de proliferación y 
fracciones de auto-renovación se deberían  emplear 
los mismos valores de la Tabla 1. Con estas 
restricciones adicionales, el modelo LMC quedará 
completamente parametrizado con valores concretos 
para los parámetros: al1, pl1, kc y kl. 

En la Tabla 2 se puede constatar el resultado de una 
parametrización concreta del modelo LMC. Mientras 
que la evolución temporal de las producciones diarias 
de células maduras (c6 y l6) hacia el corriente 
sanguíneo se han recogido en la Figura 4. Donde la 
aparición de una célula leucémica en el 
compartimento l1 se ha hecho coincidir con el inicio 
de la simulación. Se observa que la producción de 
células leucémicas l6 supera la cifra de 1012 células 
diarias en aproximadamente 2190 días (6 años), muy 
cerca del que sería su estacionario final; 1.06 x 1012 
según la Tabla 2. Por otro lado, la producción de 
células sanas c6 en esos 6 años se ha situado por 
debajo de la cifra 1.70 x  1011, cerca del que sería su 
estacionario final; 1.61 x 1011 según la Tabla 2. Estos 
valores representan  reducciones del 23% y del 27% 
respecto al valor basal (2.21 x 1011) que tenía el 
Sistema Hematopoyético sano.  Por tanto justifican 
bastante bien la ausencia de síntomas en el inicio de 
la fase crónica de la LCM [16]. 

3. AMPLIACIÓN DEL MODELO
CON LA ACCIÓN DE LOS
FÁRMACOS

El diagnóstico de la LMC se suele ratificar a través 
de pruebas hematológicas y citogenéticas de la 
existencia y abundancia de la mutación Bcr-Abl. Este 
diagnóstico se puede resumir, en base a las variables 
del modelo, mediante la siguiente ratio [15]: =	 × 100       (16) 

De manera que cuanto mayor sea el predominio de la 
producción l6 sobre la producción c6, más próximo se 

encontrará este ratio del valor 100. En la mayoría de 
los casos el paciente se encuentra en fase crónica con 
producciones celulares diarias próximas a las 
recogidas en la Tabla 2. Luego la ratio estaría algo 
por debajo del valor 77 que se obtiene con las 
producciones ̅  y ̅  de la Tabla 2.  

Tabla 2: Parámetros adicionales, poblaciones 
celulares y funcionales característicos de la LMC en 

la fase crónica. 

Parámetros 
adicionales 

Células en los doce 
compartimentos 

al1 0.79 ̅  2.72 x 106 
al2 0.65 ̅  3.31 x 106 

al3 0.65 ̅  6.17 x 108 
al4 0.65 ̅  2.10 x 1010 
al5 0.55 ̅  1.23 x 1011 
pl1 0.173 ̅  1.61 x 1011 
pl2 0.167 ̅  5.96 x 108 
pl3 0.25 ̅  2.13 x 109 

pl4 0.5 ̅  9.55 x 109 
pl5 0.5 ̅  6.70 x 1010 
kc 1.1 x 1014 ̅  9.40 x 1011 
kl 2.9 x 1013 ̅  1.06 x 1012 

Funcionales 
s 0.7741

mc 0.0104
ml 0.0386

Figura 4: Ejemplo de recreación de las Fases de 
Crecimiento y Crónica de la LMC. 

Tras confirmar el diagnóstico se procede a la 
administración diaria de un fármaco TKI, que en 
general es imatinib de 400 mg. La acción del fármaco 
se puede incorporar en el modelo como una tasa 
adicional de muerte  en los cinco primeros 
compartimentos de las células leucémicas. Pues hay 
constancia científica de que el fármaco no actúa en la 
población de células LMC circulantes l6 dado que 
éstas mueren por muerte natural en la corriente 
sanguínea. Pero además, también hay constancia 
científica de que el fármaco no actúa con la misma 
intensidad en los compartimentos, sino que 		 << < < . La base biológica de esta 
hipótesis es la naturaleza de  las curvas bifásicas que 
se obtienen en la fase del tratamiento [5, 14]. 

Producción diaria (millones de células) con el modelo LMC
1.2 M

900,000

600,000

300,000

0
0 300 600 900 1200 1500 1800 2100 2400 2700 3000
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c6 l6

XXXVIII Jornadas de Automática

592



La ecuación (17) muestra cómo se modifica la 
ecuación (11) del modelo LMC al incorporar la 
acción del fármaco. Y de forma similar se modifican 
las ecuaciones (7) a (10). Los parámetros necesarios 
están recogidos en la Tabla 3. 

= 2 	 −	 + 2(1 − )	 − − 		
(17) 

Tabla 3: Parámetros asociados a los fármacos. 

Fl1 0.0235 
Fl2 0.0288 
Fl3 0.033 
Fl4 0.065 
Fl5 0.125 

3.1 SEGUIMIENTO DE LA LCM 

La curva bifásica constituye el principal instrumento 
para el seguimiento de la LMC en los pacientes 
sometidos a tratamiento. Consiste en evaluar 
periódicamente (a los 3, 6, 12, 18 meses) la ratio 
(16), mediante el análisis hematológico. F. Michor, 
M. Glauche y  I. Roeder  han determinado que la 
Remisión Hematológica Completa (RHC) de la LMC 
se obtiene aproximadamente a los 200 días del 
comienzo del tratamiento para pacientes que no 
presentan mutaciones ni efectos secundarios al 
fármaco. La RHC se otorga con un ratio  
inferior o próximo a 10 [22, 25]. En base a la 
información proporcionada por estos autores se han 
podido asignar los valores concretos de la Tabla 4 
para los cinco parámetros asociados a la acción del 
fármaco. 

Con el nuevo modelo completamente parametrizado 
se ha podido replicar la curva bifásica de la Figura 5. 
El punto de inicio para la simulación, que marca el 
comienzo de la terapia con fármaco, ha sido un Punto 
de Diagnóstico elegido a los 1500 días (algo más de 
4 años) después del inicio de la LCM en el ejemplo 
de la Figura 4. Se observa que en el PD la ratio tiene 
un valor aproximado de 71. Que ésta se reduce 
drásticamente por la acción del fármaco en el primer 
mes, situándose en torno al valor 20. Mientras que a 
los 180 días de terapia la ratio pasa a estar por debajo 
del 10%. Lo que otorgaría al paciente la RHC. 

En la Figura 5 se han representado, junto a la 
evolución de la ratio BCR-ABL/BCR, dos 
exponenciales. Que debidamente combinadas 
servirían para aproximar las dos fases que se 
observan en la evolución de la ratio, de ahí el nombre 
de curva bifásica empleado en el seguimiento de la 
LMC. Las exponenciales están descritas 
respectivamente, para este ejemplo concreto,  por las 
expresiones: 100	 .  y 20	 . . La primera 

exponencial se ha elegido por representar un 
decrecimiento similar a la ratio en la primera fase de 
declive (40 a 60 días de terapia), sugiere una merma 
diaria de aproximadamente un 5% de células LMC 
(similar al obtenido por F. Michor [14]). Mientras 
que el declive en la segunda fase (resto de días de 
terapia) es mucho menor, y se aproxima al 0.4% en el 
día 140. El mismo decrecimiento que representa la 
segunda exponencial. 

Figura 5: Ejemplo de recreación de la ratio BCR-
ABL/BCR (curva bifásica). 

Observando la evolución de las poblaciones de 
células leucémicas se puede comprobar que las 
poblaciones aguas abajo  , ,   son las más 
afectadas por la acción del fármaco, en ese orden. 
Mientras que éste tiene poca eficacia en los 
compartimentos superiores y sobre todo en el 
compartimento  (células madre leucémicas).  

3.2 ADELANTO EN EL TRATAMIENTO Y 
SEGUIMIENTO DE LA LCM 

En el apartado anterior se ha puesto de manifiesto 
que la detección de la LMC marca el inicio del 
tratamiento y seguimiento de la enfermedad. Pero 
como este Punto de Diagnóstico es muy dependiente 
de la sintomatología que el desarrollo de la LMC 
haya producido en el paciente, puede que esté 
adelantado o retrasado respecto a lo que sería un PD 
estándar. 

La Figura 6 muestra curvas bifásicas simuladas con 
un mismo modelo, que representaría al mismo 
paciente tratado con la misma dosis de fármaco, al 
considerar distintas posiciones del Punto de 
Diagnóstico: 1800, 1600, 1400, 1200, 1100 y 1000 
días. Al trazar la línea discontinua, que representa la 
ratio igual a 10, se observa que en todos los casos se 
alcanzaría la RHC en la ventana de los 200 días. 

A la vista de los resultados de la Figura 6 también se 
percibe que un PD precoz (antes de 1800 días) abre 
la posibilidad a tratamientos con menores dosis de 
fármaco. Pero siempre y cuando la reducción en la 
dosis del fármaco garantizara un resultado clínico 
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