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El control PID

A pesar del creciente desarrollo de nuevos algoritmos de control, mas del 90% de los
reguladores sobre procesos continuos que se hallan en funcionamiento en el mercado
contintian utilizando una ley de control basica del tipo PID. Su implementacién dentro de
un sistema de control se puede desarrollar de diversas formas:

- Como un controlador en solitario.
- Como parte de un control digital directo.
- Como parte de un control distribuido jerarquico.

En este capitulo se pretende exponer la estructura de un controlador PID, en su forma mas
sencilla, que es la que se emplea en el trabajo, explicando detalladamente de donde
procede cada uno de sus términos, asi como la influencia de cada uno de ellos y cdmo se
han de modificar para procurar alcanzar una especificaciéon deseada.



1. Control PID analdgico

Desde el punto de vista matematico, y considerando un sistema SISO (simple input — simple
output), para aproximar un sistema dinamico lineal mediante una ecuacion diferencial
ordinaria lineal, el controlador, situado en el lazo cerrado basado en la sefial de error,
deberia regirse por una ley de control de la forma de la expresién Ecuacion 1.

ut)=C+P()+I1(t)+D()=C+k-e(t)+k -je(t)dt + K, -%e(t)

Ecuacion 1
donde,

C = Offset. - Constante que se puede suponer siempre nula si se consideran condiciones
iniciales nulas. Representa el nivel de energia inicial que se ha de suministrar al sistema para
gue este se mantenga estable en un valor definido.

P(t) = Accion Proporcional. - Amplifica o atenua el error de regulacion a través de una
ganancia de proporcionalidad, &

/(t) = Accion Integral. - Acumula a lo largo del tiempo el error de regulacion, que pondera
a través del parametro &; (ganancia integral).

D(t) = Accion derivativa. - Considera de forma puntual el incremento del error de
regulacion, ponderado a través del término ky(ganancia derivativa).

Puesto que el elemento de offset (C) siempre puede eliminarse mediante una traslacion
adecuada de las variables del problema, la ley de control en formato paralelo o no
interactivo resultaria la mostrada en la Ecuacion 2:

u(t)=P(t)+I1(t)+D(t) =k -e(t) +k, ~j.e(t)dt +Kky ~%e(t)

Ecuacion 2

Siendo el diagrama de bloques del sistema de control basico en lazo cerrado, el que se
presenta en la Figura 1.

—
Consigna Sefial de error Sefial de control Respuesta
—( E)—» » PLANTA

— !

1 P

Figura 1 - Sistema de control bdsico



Aunque este formato es el mas utilizado en el ambito académico por su sencillez, en la
practica no tiene sentido crear, por ejemplo, un controlador solo derivativo, considerando
k=0, k=0 y k4#0. Por ese motivo, es importante que la accion proporcional aparezca
siempre, ya que es una accion inmediata de control.

El formato estandar o formato ISA, también no interactivo, de definicion de la ley de control
PID es la de la Ecuacion 3.

t

u(t) = |{e(t)+%-!e(t)olt+Td -%e(t)
Ecuacion 3

donde,

K = Ganancia proporcional. - No tiene unidades.

7; = Tiempo integral. - Se expresa en tiempo por repeticion.

74 = Tiempo derivativo. - Se expresa en unidades de tiempo.

Se muestra de forma grafica dicho controlador en el diagrama de bloques ilustrado en la
Figura 2.

D

Figura 2 - Esquema en bloques de PID

Entre los dos formatos no interactivos descritos se cumplen las relaciones mostradas en la
Tabla 1.

k= 'K
K

ki= Ti

kd = K.Td

Tabla 1 - Relacion entre términos de PID

Aunque no hay uniformidad en la nomenclatura de los diferentes formatos de PID, se toma
como estandar la nomenclatura utilizada por Astrom, KJ. y Hagglud, T. en el libro PID
Controllers: Theory, Design and Tuning, basicamente porque el libro ha sido editado por la
Instrumentation, Systems, and Automation Society (ISA), y esta es la notacién que se
empleara en este trabajo.
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Al algoritmo PID le corresponde una funcion de transferencia de la forma indicada en la
Ecuacion 4.
U(s) 1

G.(S)=———==K -(1+—+Td ~S]
E(S) T,-S

Ecuacion 4

Se enuncia la Ecuacion 4 de esta forma porque posteriormente se va a tratar en variable
compleja la influencia de cada uno de los términos.

2. Analisis de los efectos de cada una de las acciones del

controlador
Para justificar la acciéon de cada una de las partes que forman el regulador PID
(proporcional, integral y derivativa) se va a suponer que se dispone de un sistema reducido
a uno de segundo orden con dos polos complejos, que son los polos dominantes del
sistema, y que definen el comportamiento del mismo. De este modo, el lugar de las raices
del sistema sin regular es el que se muestra en la Figura 3.

Figura 3 - Lugar de las raices de un sistema con dos polos complejos

Es necesario recordar en este instante de qué parametros proceden las especificaciones
temporales de un sistema de segundo orden. Para ello en primer lugar, se muestran éstos
graficamente en la Figura 4, haciendo medidas con respecto a los polos dominantes. Los
parametros mostrados son los siguientes:

- Whn.- Es la frecuencia natural no amortiguada (rad/s).

- o.- Constante de amortiguamiento (rad/s).

- Wd.- Frecuencia amortiguada (rad/s).

- 6.- Es la relacion entre o y Wn, cuyo coseno define el coeficiente de
amortiguamiento &.
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A
jwd

-jwd

Figura 4 - Pardmetros que definen las especificaciones

En la Tabla 2, se tienen las expresiones matematicas de las especificaciones temporales, las
cuales dependen, como se puede observar, de los parametros ilustrados previamente.

t T
Tiempo de pico 0=
Wd
_r
Sobreoscilaciéon T
2
Tiempo de establecimiento '[s — z _ ts _ _7Z' |n\/]7
o’ o
T—0
Tiempo de respuesta tr -7
Wd

Tabla 2 - Expresiones de las especificaciones temporales

Teniendo en cuenta todo esto ya se puede pasar a estudiar como incide en la respuesta
del sistema un controlador de tipo proporcional (P), proporcional-integral (Pl), o uno
proporcional-derivativo (PD). Las acciones integral y derivativa no se separan de la
proporcional, por no tener sentido un control Unico de este tipo, y ademas para que tenga
objeto ver el lugar de las raices. La variacion de las acciones que incorpora el controlador
proporcional-integral-derivativo (PID), pueden verse como el resultado de haber fusionado
un control PI'y uno PD. Seguidamente se van a ver por separado estos casos.

2.1. Accién proporcional

La ley de regulacion de un controlador proporcional esta definida por la Ecuacién 5.
u(t)=C+k-e(t)

Ecuacion 5
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donde C es el sesgo, que se relaciona con el offset considerado en la ley de control de la
Ecuacion 1, y generalmente toma un valor cero. De este modo en variable compleja con
condiciones iniciales nulas, la funcion de transferencia del controlador proporcional es la
de la Ecuacion 6.

Gc (S)= % =K
Ecuacion 6

La ganancia proporcional puede ser negativa o positiva. Si K>0 se dice que el regulador es
de accion directa, en este caso un incremento de la variable controlada implica que el
regulador proporcione a su salida un valor negativo para contrarrestarlo, ya que la
realimentacion del sistema es negativa. Si k<0 se dice que el controlador es de accion
inversa, y de este modo si se produce un aumento de la variable controlada, el regulador
proporciona a la salida un valor positivo.

La representacion normativa de este controlador, dentro de un diagrama de procesos se
muestra en la Figura 5.

ed uﬁ

> ‘ >
tl t tl t

Figura 5 - Representacion normativa de un regulador proporcional

En general para cualquier sistema, un aumento de la ganancia proporcional K'implica las
siguientes consecuencias:

- Se reduce el tiempo de respuesta si el proceso es lineal con ganancia positiva,
ya que un aumento de la K provoca un aumento de la sefial a la salida del
controlador, que es la que se introduce a la planta y, por tanto, la salida de ésta
reaccionara del mismo modo.

- Se reduce el error en régimen permanente. Esto se puede ver de varias formas.
En primer lugar, si se tiene en cuenta el razonamiento anterior un aumento de
ganancia provoca un aumento de la salida de la planta, que obviamente estara
mas cerca del valor de consigna y, por tanto, el error sera menor. Por otra parte,
fijandose en la Ecuacion 6, un mismo valor de salida de controlador U(S), se
puede ver de dos modos, bien aumentar K, o bien disminuir el error, realizando
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lo primero se observa que es necesario un menor error para una misma salida
del controlador.

- Sobre un proceso sin integradores puros, nunca se va a eliminar por completo
el error en régimen permanente. Como el control proporcional no introduce
ningun polo en el origen entonces no eliminara el error al completo.

Volviendo al sistema de segundo orden, cuyo lugar de las raices es el de la Figura 3
mostrado previamente, el aumento de la ganancia K'del controlador proporcional no va a
provocar otro efecto que el principio del lugar de las raices, en el que las ramas parten de
los polos y se dirigen hacia los ceros, o al infinito segun unas asintotas (en caso de que no
posea ceros el sistema en su funcion de transferencia). Teniendo en cuenta esto, se supone
una condicion inicial, en donde el controlador proporcional toma un valor de K7y
posteriormente se incrementa hasta alcanzar un valor k2. Se representan a continuacion
graficamente (Figura 6) la variacion de los parametros que influyen en las especificaciones
temporales del sistema.

A
iwd;
Wn,
jwd,
Wny
-0 62/ 0, _
R
-jwd,
-jwd;

Figura 6 - Variacion de pardmetros para un aumento de ganancia

En la figura se han identificado los parametros pertenecientes al controlador de ganancia
K7y K2 con el subindice correspondiente. Se pueden extraer en consecuencia las siguientes
conclusiones, resultantes de haber aumentado el valor de la constante del regulador
proporcional desde un valor de K1 hasta K2:

- Aumento de la sobresocilacién Mp.

- Disminucion del tiempo de pico tp.

- Aumento del tiempo de establecimiento ts, pudiendo llevar el sistema a la
inestabilidad en algunos casos.

Es necesario tener una entrada al controlador nula para obtener una sefial de control que
introduzca a la planta un valor de cero. O, dicho de otro modo, para mantener la actuacion
sobre el proceso es preciso que exista un nivel determinado de error, distinto de cero.
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2.2. Accion integral
Para el caso de la accion integral, la ley de la regulacion se rige por la Ecuacion 7, en la que

se puede observar que la accion de control integral genera una sefial de control
proporcional a la integral de la sefial de error.

ua):|(0::h-jea)dt: e(t)dt

o t—

k
Ti
Ecuacion 7

Si'la ecuacién anterior se formula en términos de variable compleja, se obtiene la funcion
de transferencia para el controlador mostrada a continuacion (Ecuacion 8).

G (S)_U(S)_ﬁ_ K
¢ E(S) S TS
Ecuacion 8

La representacion grafica normativa de este controlador, dentro de un diagrama de
procesos es la de la Figura 7.

el ud

> >
t1 2 t 1 t2 t

Figura 7 - Representacion normativa de un regulador con accion integral

La accion integral da lugar fundamentalmente a dos consecuencias que se comentan a
continuacion:

- Esta primera, es una consecuencia muy deseable, y por la cual se hace
indispensable la introduccion de este control en muchos casos, que es la
eliminacion del error en régimen permanente, cuando la constante de tiempo
integral 7, de las expresiones 7 y 8, posee valores finitos.

- El segundo efecto no es tan deseado, pero es una consecuencia también
inmediata de la constante de tiempo 7;. Este consiste en que, a medida que
disminuye 7, (mayor accion integral) la respuesta es cada vez mas oscilatoria,
pudiendo llegar a alcanzar la inestabilidad del sistema.

Como se puede ver en la Figura 7, el hecho de que exista un error (grafica izquierda), la
accion integral lo que produce es una consecuencia de acumulacion (historia de la sefial).
Esto se observa claramente, cuando a partir del instante t2, el nivel de error es menor, pero



a la salida del controlador (grafica derecha) lo que se produce es un cambio en el
crecimiento, el cual posee una menor pendiente. En ese mismo momento se observa,
ademas, que el valor de la salida del controlador parte del nivel que habia alcanzado
durante el tiempo transcurrido entre t1y t2.

Puesto que la accién integral es funcion de la historia de la sefial de error, permite obtener
una sefal de control no nula, aunque la sefial de error en un determinado instante sea cero.

Si la entrada al regulador es un escaldn, su salida es una rampa, creciendo ésta
indefinidamente hasta que cesa el escalébn o se alcanza un valor de saturacion,
permaneciendo después constante en ambos casos. Su accion de control (se dice que es
de “pasado”) aumenta teniendo en cuenta los valores anteriores de la sefial de error,
permaneciendo constante aun cuando esta se anula, hecho por el cual no se suele utilizar
nunca solo.

2.3. Accién proporcional-integral

La topologia mas simple que incluye la accion integral es la de un regulador de tipo
proporcional-integral (Pl), cuya sefial de control proporcionada es la de la Ecuacion 9.

1 t
u(t) =K e(t)+f- ! e(t)dt

Ecuacion 9

Si se formula en variable compleja, se puede extraer la funcion de transferencia del
regulador PI, mostrada seguidamente (Ecuacion 10).
Uu(s) k|1 1

TS I

Ecuacion 10

Se destaca en esta expresion, que, si 7; tuviese el valor de infinito, el término integral se
anularia, y quedaria tan solo un regulador proporcional.

Al'igual que para el caso de la accion proporcional se supone que el sistema a controlar es
de segundo orden o uno reducido a uno de este tipo. Se desarrolla la funcién de
transferencia del controlador de la Ecuacion 10, para ver la ubicacion del polo y del cero.
La constante proporcional K funciona del mismo modo que para el caso en que se explicaba
la accion proporcional, por ese motivo no va a aparecer en el desarrollo de la Ecuacion 11.

1
S+
1 T,-S+1 T,
1+ = =
T -S T,-S S

Ecuacion 11

Como se puede ver en la expresion 11, al introducir un regulador de tipo proporcional-
integral, lo que se esta haciendo en realidad es ubicar un polo en el origen, y un cero en -



1/Ti. Se intenta mostrar seguidamente como influye cada uno de ellos (Figura 8). Hay que
tener en cuenta que se parte de un sistema cuyo lugar de las raices es el mostrado en la
Figura 3.

e

(

)

AN

Figura 8 - Lugar de las raices tras afiadir un polo en el origen

Como se puede ver en esta figura, la adicién del polo en el origen provoca un efecto de
“atraccion” de las ramas del lugar de las raices, hasta llevarlas al corte con el eje imaginario
y, dando lugar a una zona de inestabilidad a partir de un determinado valor de la constante
proporcional.

Con la adicion del cero el efecto que produce sobre el lugar de las raices mostrado en la
Figura 9, es justamente el contrario al de la introduccion de un polo, dando lugar en este
caso a una “separacion o alejamiento” de las ramas del lugar de las raices (se ha exagerado
la curvatura considerablemente), llevandolas al lado opuesto que para el caso anterior.

~
N

Figura 9 - Lugar de las raices tras aiadir un cero en el origen

En el desarrollo mostrado en la Ecuacion 11, se observa que un regulador Pl posee un polo
en el origen y un cero en -1/ 7,. Con la introduccion de un controlador de este tipo al
sistema, existen diferentes lugares de las raices, dependiendo la forma de estos de donde
se ubique el cero (del valor de 7;). En un primer paso se introduce el polo en el origen, y
un cero muy préximo a él en el semiplano izquierdo (1/ 7, muy pequefio o lo que es lo
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mismo 7, muy grande), dando como resultado un lugar de las raices como el mostrado en
la Figura 10.

\

Figura 10 - Lugar de las raices con un polo en el origen y un cero cercano

Las ramas de los polos complejos del sistema de partida se mantienen practicamente
iguales, lo que ocurre ahora es que aparece un polo real muy dominante.

Se realiza ahora otro supuesto, en el que el cero se aleja considerablemente del polo del
origen (1/ 7, muy grande), incluso mas a la izquierda de los polos dominantes. El lugar de
las raices resultante es el que se muestra en la Figura 11.

(

)

Figura 11 - Lugar de las raices con un polo en el origen y un cero alejado

Alejar el cero demasiado tiene la consecuencia visualizada en la Figura 11, debido a varias
razones. La primera de ellas es que el polo del origen en estas circunstancias influye sobre
las ramas del lugar de las raices ejerciendo el efecto de “atracciéon” comentado previamente.
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Por otra parte, el cero, al estar alejado considerablemente, ejerce menor accion sobre las
ramas del lugar de las raices que si estuviese mas cercano, pero ademas el efecto que
produce, a pesar de ser menos apreciable, es de "alejamiento” de las ramas comentado
también previamente, con lo cual acentla las consecuencias del polo en el origen. En este
caso el polo real se hace menos dominante, pero el sistema se vuelve mas inestable.

Por Ultimo, se sitla el cero en una posicion intermedia, sin acercarlo demasiado al polo en
el origen ni alejarlo excesivamente, que son los dos casos comentados previamente. De
este modo se tiene un lugar de las raices como el mostrado en la Figura 12.

v

Figura 12 - LDR con un polo en el origen y un cero separados una distancia

Se combinan de este modo el efecto de “atraccion” del polo real en el origen y el de
“alejamiento” del cero en -1/Ti, consiguiendo que los polos complejos se hagan mas
dominantes en el sistema, pero sin llevar éste a la inestabilidad.

Para concluir en lo referente a la actuacion del polo y del cero afiadidos en el caso de un
control PI, se muestra en primer lugar un grafico (Figura 13) que pretende aclarar cémo
quedan los polos dominantes en caso de la disminucién del valor 1/ 7, (aumento de 7;), de
una posicion IT (mas alejada del origen) a una posicion 12 (mas cercana al origen). Es
necesario indicar que de un punto a otro se ha mantenido constante el valor de la K del
regulador afladido, en caso contrario los parametros serian diferentes, variando estos de
acuerdo con como se ha visto en el apartado de la accion proporcional, y en consecuencia
influyendo en las especificaciones del sistema también de la misma forma que para ese
caso. Las dimensiones en las graficas se han exagerado para mostrar mejor el efecto de la
variacion.



A
jwd;
Wny
jwd,
Wn,
0, 0,
-02 -01 R
-jwd;
-jwd,

Figura 13 - Variacion de paradmetros para un aumento de Ti

Se pueden extraer las siguientes conclusiones, resultantes de haber disminuido el valor de
1/ T; del regulador (aumentar 7;), para mover el cero desde una posicion de I1 (mas alejada
del origen) hasta |12 (mas proxima al origen).

- Aumento de la sobreoscilacion Mp.

- Disminucion del tiempo de pico tp.

- Aumento del tiempo de establecimiento ts, pudiendo llevar el sistema a la
inestabilidad en ocasiones, si las ramas del lugar de las raices cortan al eje
imaginario.

En este caso, para mantener la actuacion sobre el proceso no es preciso que exista un nivel
determinado de error, ya que la accion integral permite obtener una sefial de control
distinta de cero al haber aumentado el tipo del sistema, aunque la sefial de error sea nula.
Una de las consecuencias mas destacables de esto es la eliminacion del error en régimen
permanente.

2.4. Accion derivativa

Para el caso de la accién derivativa, la ley de la regulacion se rige por la Ecuacion 12, en la
que se puede observar que la accion de control derivativa genera una sefial de control
proporcional a la derivada de la sefial de error.

d d
u(t) = D(O) =k, ~—e(®) =k T, ~—e(t)

Ecuacion 12

En términos de variable compleja, se tiene la funcién de transferencia para el controlador
mostrada en la Ecuacion 13.
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GC(S)z%de S=K-T,-S

Ecuacion 13

La representacion grafica normativa de este controlador, dentro de un diagrama de
procesos es la que se ilustra en la Figura 14,

€A ua

\J
 J

1 t2 t 1 t2 t
Figura 14 - Representacion normativa de un regulador con accidn derivativa

en la cual se observa, que si en la entrada (gréfica de la izquierda) se da un cambio de nivel
como el mostrado entre t1y t2, o como el de t2 en adelante, por ejemplo, lo que produce
a la salida del controlador es un nivel proporcional a la pendiente de cambio. A la vista de
la grafica se observa que, puesto que la pendiente en el intervalo de t1 - t2 es mayor que
la que hay para t > t2, la sefial de control es mayor para el primer intervalo que para el
segundo. Una consecuencia de todo esto es que es necesario que exista un cambio en la
entrada para que se manifieste un valor en la salida, pues si se mantiene constante su
derivada es nula.

La accion derivativa da lugar esencialmente a un incremento de la estabilidad relativa del
sistema al reducir la sobreoscilacién y mejorar la respuesta transitoria, pero en cambio no
actla en régimen permanente ya que si se tiene un error constante su derivada es cero.

Al comentar la accion integral se la consideraba como una accién de control de “pasado”,
y que no intenta predecir lo que ocurrira con dicha sefial de control en el futuro inmediato.
Este problema se muestra en la Figura 15:

A A

) I/ / I/
/S|P //77//P
tl

tl ¢

>
t

Figura 15 - Comparacion de dos sistemas con tendencias diferentes



Las dos curvas de dicha figura poseen en el instante t1 la misma accion proporcional cuyo
valor es P, y la misma accion integral pues existe un area igual para las superficies que
delimitan las dos sefiales de error. Pero también se observa en dicha figura que, en la grafica
de la izquierda, la sefial de error posee una tendencia descendente muy rapida, mientras
que en la grafica de la derecha la tendencia es ascendente y muy rapida también. El
controlador deberia en ambos casos tener en cuenta esta tendencia de la sefial para evitar
una accion brusca.

La accion derivativa lleva a cabo justamente esta compensacion que se puede denominar
de “futuro”, pues prevé el error teniendo en cuenta la tendencia de crecimiento,
decrecimiento, o cuando el error es constante. La prediccion se hace por la extrapolacion
del error de control en la direccién de la tangente a su curva respectiva, como se muestra
en la Figura 16.

A

d
e(0) +T, ()

Figura 16 - Prediccion del error con la derivada

2.5. Accién proporcional-derivativa

Es importante destacar en este momento, que la accion derivativa pura introduce grandes
ganancias como se observa en su respuesta frecuencial, produciendo en consecuencia
fuertes inestabilidades en el sistema. Por esta razon al igual que la accién integral no suele
utilizarse de forma aislada, sino combinada con otra regulacion.

Esto quiere decir que la sefial de control se basa en un error predicho, definido por la
Ecuacion 14.

- il
e, (t+Ty) =e(t) +T, dte(t)

Ecuacion 14

Esta ecuacion da lugar a la ley de control de la Ecuacion 15, que es la topologia mas simple
que incluye accion derivativa, tratandose de un regulador de tipo proporcional-derivativo
(PD).



d
u(t) = k(e(t) +T, -ae(t)j

Ecuacion 15

Si se expresa en variable compleja se extrae la funcién de transferencia de un regulador
tipo PD, mostrada en la Ecuacion 16:

GC(S):%: K-(1+T,-S)
Ecuacion 16

Como en los dos casos anteriores, se supone que se dispone de un sistema de segundo
orden o uno reducido a uno de este tipo. Se desarrolla la funcidon de transferencia del
controlador de la Ecuacién 16, para ver la ubicacion del cero, obteniendo la Ecuacién 17, en
la cual se puede ver que queda una constante multiplicativa que no se va a tener en cuenta
en la posicion del cero.

K-1+T,-S)=K-T, I =K. - 1.s
Td Td
Ecuacion 17

Como se puede ver en la Ecuacion 17, al introducir un regulador de tipo proporcional-
derivativo, lo que se esta haciendo en realidad es ubicar un cero en -1/ 74 Hay que tener en
cuenta en primer lugar que se parte de un sistema cuyo lugar de las raices es el mostrado
en la Figura 3 (sistema de segundo orden o reducido a él). Légicamente dependiendo de
donde haya situado el cero, el lugar de las raices va a tener una determinada forma. Si se
acerca al origen las ramas del lugar de las raices se cerraran antes. Si se aleja demasiado,
el sistema seria muy similar a una funcién de transferencia que no contenga el cero (Figura
3), pues apenas se aprecian los efectos del cero en los polos dominantes, y ademas las
ramas se cerrarian en el infinito. Y si se tiene en una posicion intermedia seria algo similar
a lo de la Figura 17 cuyas ramas cerrarian en el eje real para valores altos de K-

Figura 17 - LDR con la adicion de un cero a la izquierda de los polos del sistema
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Para aclarar el efecto del cero se muestra la Figura 18, en la cual se consideran una primera
posicion del cero en D1 (alejado del origen una distancia 1/ 7gsgrande, o lo que es lo mismo
que 7y pequefio), y a continuacion una D2 (mas cercano al origen con una distancia 1/ 74
pequefia o lo que es lo mismo que 75 grande), manteniendo en todo momento el mismo
valor de K. Se han sobredimensionado las formas en la figura para tener una idea mas
clara del efecto del cero.

A
jwd,
wn, Wn,
jwd;
62
6,
-02 -01 VR
-jWds
-jWd,

Figura 18 - Variacion de parametros para un aumento de Td

Se pueden extraer las siguientes conclusiones, resultantes de haber movido el cero desde
una posicion de D1 hasta D2:

- Disminucion de la sobreoscilacion Mp.
- Disminucion del tiempo de establecimiento ts.
- Aumento del tiempo de pico tp.

Se aclara también en este punto, que se ha mantenido constante el valor de la K del
regulador afiadido, en caso contrario los parametros serian diferentes, dando lugar a unas
especificaciones de acuerdo con la posicién de los polos dominantes del sistema.

En la accion derivativa es indispensable seleccionar bien el valor del tiempo derivativo,
siendo especialmente necesario por ejemplo en los procesos de gran inercia, como los de
control de temperatura, en los que la accion de calentamiento se ha de parar a tiempo para
no sobrepasar la consigna en exceso durante un largo periodo. Esta pues especialmente
indicada en sistema que posean un cierto retardo, pero que este no sea excesivo, en cuyo
Caso es necesario recurrir a otras técnicas de control.

3. Conclusiones

Se ha mostrado a lo largo de todo el capitulo una explicacion detallada del regulador PID
en formato estandar por ISA, para un formato no interactivo. El hecho de que sea no
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interactivo quiere decir que se puede actuar sobre las constantes integral y derivativa de
forma independiente, sin que afecten la una a la otra.

Es de destacar el hecho de que las acciones derivativa e integral no tienen sentido por si
solas, hecho que se comprueba en la explicacion de los reguladores Pl'y PD por el método
del lugar de las raices.

Se ha observado también de forma gréfica como influye en la sefial de control que actuara
sobre la planta, cada una de las acciones ante un determinado error a la entrada del
controlador.

Mediante la representacion del lugar de las raices para un sistema tipo determinado, se
comprueba ademas coémo influye la variacion de los parametros del controlador en las
especificaciones del sistema controlado. Este hecho se ha llevado a cabo por separado para
cada accion, para obtener una mayor claridad de la influencia de las acciones.



Ajuste empirico de reguladores PID

Bien es cierto que hoy en dia existen varias metodologias analiticas para la obtencion de
parametros de un regulador PID, con el fin de conseguir mejorar una o varias
especificaciones. Pero en realidad desde un punto de vista cronolégico, han nacido antes
los procedimientos de obtencion de parametros de forma empirica, y en la actualidad
siguen siendo muy utilizados por varios motivos como pueden ser: son técnicas muy
simples y sencillas, se consiguen resultados buenos en muchos casos, suele existir siempre
alguna regla para el caso que se esté intentando controlar, etc. Debido entre otras cosas a
estos factores y a que siguen siendo practicas muy utilizadas, este capitulo se dedica a este
tipo de ajuste.



1. Introduccidn

En el entorno industrial son multiples los lazos de control que estan regulados, y en muchos
de los casos, no estan ajustados de forma dptima, lo que ocasiona malos funcionamientos
parciales o de la planta en su conjunto. Muchos de ellos si han sido tarados, su sintonizado
se ha realizado por el método de prueba error, hasta que entra en un rango de
funcionamiento aceptable.

En este capitulo se muestran métodos empiricos o experimentales de ajuste de parametros
de un controlador PID, aplicable sobre todo en entornos en los que es dificil la obtencidn
de una descripcion detallada del proceso, y que en funcion de la respuesta en determinadas
condiciones se puede extraer una aproximacion del modelo.

Es importante resaltar, que los métodos existentes para la obtencion de los parametros del
regulador normalmente son un punto de partida en el ajuste, siendo necesario
posteriormente recurrir a un ajuste fino de prueba error, para situar la planta en una zona
de funcionamiento dptima.

2. Pasos a seguir para la obtencion de los parametros del

controlador
Las tecnicas empiricas se basan en los pasos siguientes:

1. Determinacion experimental de ciertas caracteristicas de la respuesta del
proceso, que se podran realizar con la planta en cadena abierta o en cadena
cerrada.

2. Aplicar unas férmulas en funcion de los datos obtenidos previamente, para la

obtencion de los parametros del regulador, con la finalidad de que el
funcionamiento de la planta con el controlador esté dentro de unas
determinadas especificaciones deseadas.

3. Criterios de ajuste

En el segundo paso se hace hincapié en situar al proceso dentro de unas especificaciones
deseadas. Desde el punto de vista de ajuste empirico tiene sentido hablar de dos tipos de
especificaciones principales del sistema en cadena cerrada, que son las que se enuncian a
continuacion:

- Seguimiento de la consigna. - Esta especificacion indica la capacidad del sistema
regulado para alcanzar cambios efectuados en la consigna.

- Rechazo de perturbaciones. - Mas conocido quiza por la traduccion del inglés
como la especificacion “Cambio en la carga”, que consiste en la capacidad del
sistema de atenuar posibles ruidos o perturbaciones para mantener la carga a
un valor constante de la consigna deseada.

En la Figura 19 se observan dos ejemplos de un sistema regulado por dos controladores
PID, ajustados para optimizar sendas especificaciones anteriormente comentadas. A los
sistemas regulados se les introduce un escaldn unitario, y transcurrido un determinado
tiempo se provoca una perturbacion. Como se puede ver, la curva identificada con la



leyenda ‘A, corresponde a un regulador ajustado para mejorar el rechazo de
perturbaciones y, claramente la perturbacién incide en menor grado que para el otro caso.
En cuanto a la curva 'B’, se ha intentado regular el sistema para mejorar el seguimiento de
consigna, y lo hace de un modo mas eficiente, pues en el caso del escaldn inicial la
respuesta transitoria es mejor que para la curva ‘A, en cambio resaltar que en la
perturbacion la sensibilidad es mayor para la curva ‘B'.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Figura 19 - Comparacion entre sequimiento de consigna y rechazo de perturbaciones

Si se emplean varias férmulas de sintonia, se escogera aquella que tenga una respuesta
mas prudente dentro de la especificacion que se pretende alcanzar, y después de ello,
aumentar o disminuir la influencia de los parametros del controlador hasta llegar a la
respuesta requerida, consiguiendo de este modo no llevar a la planta a una zona de
funcionamiento no deseada.

Seguidamente se comentan diferentes criterios de sintonia mas usuales, realizando una
clasificacion atendiendo a si la determinacion experimental de las caracteristicas de la
respuesta del sistema es llevada a cabo en cadena abierta, o si se hace en cadena cerrada.

4. Sintonia en cadena abierta

Se comenta en este punto en primer lugar algunas aproximaciones para la medicion de las
caracteristicas de respuesta del proceso, siguiendo con la obtencion de pardmetros del
controlador atendiendo a los dos criterios de ajuste comentados en el punto 3.



4.1. Medicion de las caracteristicas de respuesta del proceso
Dentro de los pasos a sequir enunciados previamente, para la obtencion de los parametros
del regulador PID, en el primero de ellos, en el cual se pretende medir las caracteristicas de
las respuestas del proceso, se puede realizar de varias formas, obteniendo resultados
diferentes en algunos casos y, muy similares en otros. Algunas de las mas usuales se
enuncian a continuacion, haciendo referencia a ellas posteriormente. De las dos primeras
se emplea normalmente la segunda por obtenerse resultados mucho mejores con ella.

4.1.1. Medicion A

El primero de ellos parte de la respuesta de un sistema ante entrada escalon similar a la
que se muestra en la Figura 20.

tiempo

Figura 20 - Medicién A

Esta es la respuesta tipica de procesos industriales ante una entrada de tipo escaldn, y que
se suele denominar curva de reaccion. Se aproxima a la respuesta de un modelo de primer
orden con retardo cuya funcién de transferencia es la mostrada en la Ecuacion 18.

G(S)=—K et
1+T-S

Ecuacion 18

Los parametros Ly 7 resultan de dibujar la recta en el punto de maxima pendiente de la
curva. L se halla en donde dicha recta corta al eje de las X, y 7resulta de prolongar la recta
hasta el corte con la horizontal correspondiente a la ganancia K del sistema (valor en
régimen permanente ante entrada de escaldn unitario), punto de corte en el cual se
localizara la suma de Ly 7en su coordenada x.

4.1.2. Medicion B

Esta segunda posibilidad se rige por la Ecuacion 18 idéntica a la empleada en el caso de la
medicién A. La diferencia estd en que se tiene en cuenta el tiempo 7, cuando la salida del
sistema alcanza un valor correspondiente al 63.2% de la ganancia K del sistema (valor en
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régimen permanente ante entrada de escalon unitario), en lugar de hacerlo en el 100%
como en el caso anterior, tal y como se puede ver en la Figura 21.

0.632XK [ ———— o /

L T

Figura 21 - Medicion B

4.1.3. Medicion C

También en este caso el modelo se rige por la Ecuacion 18. Lo que se hace es obtener los
instantes de tiempo # cuando la salida alcanza el 28.3% del valor en régimen permanente
y t> cuando alcanza el 63.2%. Se ilustra graficamente la ubicacién de los tiempos en la
Figura 22. Tras haber obtenido dichos valores se aplican las siguientes formulas para la
obtencion de L (Ecuacion 19) y 7 (Ecuacion 20).

Ecuacion 19
Ecuacion 20
Kk
0.632xK |~ /
0.283xK |- ——————--- :
e
e — tiempo

Figura 22 - Medicion C

Este es uno de los métodos mas empleados debido a que, desde el punto de vista practico,
es facil obtener los puntos indicados, ya que se trata de valores concretos que toma la
salida en un momento dado, y en ningun instante es necesario trazar rectas ni hallar puntos
de corte. Ademas, los resultados difieren muy poco de los alcanzados con el método
anterior.
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4.1.4. Medicion D

En este caso, se tiene la misma respuesta de los sistemas anteriores, lo que ocurre es que
se realiza la medida para una aproximacion diferente. La grafica en la que se realiza la
medicion se muestra en la Figura 22.

tiempo

Figura 23 - Medicion D

Como se puede observar, lo que se hace en este caso, es prolongar la recta de mayor
pendiente hasta su corte con el gje Y, cota que se define como ‘a’. En este caso se obtiene
un modelo con dos parametros, con una funcién de transferencia representada por un
integrador con retardo puro. Esta es la base para el procedimiento de sintonia de Ziegler-
Nichols que se describe mas adelante. En este caso se aproxima el sistema a la funcion de
transferencia segun la Ecuacion 21.

a -S.
L

G(S)=¢

Ecuacion 21

Si se compara la medicién A con la C, por homologia de triangulos se tiene la relacion de
la Ecuacion 22.

KL
a=—

T
Ecuacion 22

4.2. Criterios para rechazo de perturbaciones

Las perturbaciones son entradas no deseadas al proceso cuyo origen puede ser variado, y
que desvian al proceso del valor deseado. Por tanto, la atenuacion de estas es algo muy
importante. Tipicamente se debiera de dar este hecho en sistemas que se encuentran
funcionando con una referencia constante durante un largo periodo de tiempo.

Es algo muy frecuente que cuando se sintoniza un lazo de regulacion, se lleve a cabo para
optimizar la respuesta de la planta ante cambios de consigna, y por ello tras el ajuste
desarrollara adecuadamente su funcionamiento, pero sin embargo ante perturbaciones su
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funcionamiento es posible que no sea bueno. Dandose normalmente la circunstancia de
que un proceso se encuentre funcionando en un punto determinado de consigna durante
periodos prolongados, y que esta no se cambie a no ser que varie el proceso, en
consecuencia, lo mas importante en esos casos es atenuar las perturbaciones, y se ha de
ajustar el regulador para que las atende adecuadamente.

Teniendo en cuenta todo esto, se establecen varios criterios atendiendo al aspecto concreto
que se desee optimizar. Se comentan seguidamente algunos de los mas relevantes
asociados al rechazo de perturbaciones.

a. Criterio de la razon de amortiguamiento %. - Es un criterio que permite obtener

los parametros para un regulador, con el cual se puede tener una amortiguacion

de % del primer ciclo (P1) en el segundo (P2) de la sobreoscilacion (Figura 24).

Tiene las siguientes caracteristicas:

- Es facil de medir, ya que esta basado en dos puntos, los dos primeros
maximos del sistema en lazo cerrado.

- Es bueno también para cambios de consigna, por la relacion que tiene entre
el tiempo de respuesta (7)) y el de establecimiento (75).

- No da lugar a grandes desviaciones de la consigna cuando es sometido a
perturbaciones.

Tr

P1 P2

(

Ts

-

Figura 24 - Criterio de amortiguacion %

b. Criterio de la integral del error en valor absoluto (IAE). - Es un criterio de ajuste,
en el que se intenta minimizar la integral del error en valor absoluto mostrada en
la Ecuacion 23.

|AE=ﬂqu
0
Ecuacion 23

La comprobacion en este caso no es tan inmediata como en el caso del criterio
de la amortiguacion de %. En este es necesaria una simulacion muy larga ya que
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la integral esta definida hasta un tiempo infinito. Los resultados obtenidos son
similares a los del criterio de razén de amortiguamiento %.

c. Criterio de la integral del error (IE). - Es un criterio que intenta minimizar la integral
del error mostrada en la Ecuacion 24.

IE = Te(t)dt

Ecuacion 24

Esto se consigue con la maxima ganancia integral, tratando de llevar el
funcionamiento a la situacion de oscilacion mantenida en donde la integral del
error posee un error nulo. Debido a ello se debe emplear con otro criterio que
asegure la estabilidad del sistema.

d. Criterio de la integral del error cuadratico (ISE). - Con este criterio se pretende
minimizar la integral del cuadrado del error que se muestra en la Ecuacién 25.

ISE = j e?(t)dt
0

Ecuacion 25

Tiene la desventaja de dar mucho peso a errores grandes, independientemente
de cuando se den. Favorece respuestas oscilatorias rapidas y poco amortiguadas.

4.3. Criterios para seguimiento de consigna

Son criterios en los que se pretende que el proceso ante un cambio en el punto de consigna
responda con rapidez, y alcance el régimen permanente en el minimo tiempo posible. Las
exigencias sobre el seqguimiento de consigna para cambios del tipo escalon en la entrada,
suelen incluir sobre todo requerimientos de especificaciones temporales del sistema como
son el tiempo de respuesta, sobreoscilacion, tiempo de establecimiento y razon de
amortiguamiento.

También en este caso se pueden emplear los criterios comentados en el punto anterior
para conseguir un buen rechazo a perturbaciones, pero los cambios de tipo escalén en la
entrada del sistema dan lugar a un gran error inicial. Por tanto, va a ser importante tener
criterios con los cuales, en un tiempo inicial, no se tenga en cuenta excesivamente el error,
y que en régimen permanente fijen el valor indicado en la consigna robustamente.

Asociado a la especificacion de seguimiento de consigna se van a tener los siguientes
criterios de ajuste:

a. Setiene en primer lugar el criterio de la razon de amortiguamiento %, utilizado de
igual modo que en el caso de criterios para el rechazo a perturbaciones.



b. Criterio de la integral del error en valor absoluto multiplicado por el tiempo (ITAE).
- Con este criterio se pretende minimizar la integral del valor absoluto del error
multiplicado por el tiempo cuya formula se muestra en la Ecuacién 26.

ITAE = Tt ‘Je(t)|dt
0

Ecuacion 26

c.  Criterio de la integral del error multiplicado por el tiempo (ITE). - Con este criterio
se intenta minimizar la integral del error mostrada en la Ecuacién 27.

ITE :ft-e(t)dt
0

Ecuacion 27

d. Criterio de la integral del error cuadratico multiplicado por el tiempo (ITSE). - En
este criterio se intenta minimizar la Ecuacion 28 de la integral del error cuadratico
multiplicado por el tiempo.

ITSE = [t-€*(t)dt
0

Ecuacion 28

e. Criterio de la integral del error cuadratico multiplicado por el cuadrado del tiempo
ISTE. - En este criterio se intenta minimizar la Ecuacién 29 de la integral del error
cuadratico multiplicado por el cuadrado del tiempo.

ISTE =ft2 -2 (t)dt
0

Ecuacion 29

Uno de los criterios mas empleados es el ITAE, que da lugar a respuestas con un tiempo de
establecimiento bajo.

4.4. Obtencién de parametros mediante la aplicacion de

formulas
Una vez que se han medido las caracteristicas de la respuesta del proceso y se conoce que
especificacion se desea optimizar, lo siguiente es aplicar férmulas desarrolladas para
cumplir la descripciéon buscada, teniendo en cuenta los rangos de aplicacion para los cuales
fueron obtenidas.



Diferentes autores proponen expresiones, en funcion de las caracteristicas de la respuesta
transitoria medidas, para la obtencién de los parametros del requlador. Cabe destacar que
son multiples las expresiones aportadas, que funcionan de manera adecuada en
determinados casos para los que fueron desarrolladas. Es frecuente ademas que los
fabricantes de controladores desarrollen sus propias expresiones, que funcionan
satisfactoriamente sobre todo con los productos que ellos fabrican, y en especial para
aquellas aplicaciones a las que estan destinados. Resaltar, por tanto, que no existen
ecuaciones genéricas que funcionen bien siempre, por ese motivo sera necesario
seleccionar las expresiones que mas se adecuen en cada caso especifico al control que se
pretenda realizar.

En este texto se han recopilado aquellas mas conocidas y usuales que se emplean en la
obtencion de los pardmetros de los reguladores PID.

4.4.1. Formulas de Ziegler & Nichols

Son las férmulas pioneras de obtencién de parametros de reguladores, y que son buenas
ante cambios en la carga. En concreto, la especificacion que se pretende es obtener una
relacion de caida de sobreoscilacion de un cuarto, es decir, que ante la entrada de una
perturbacién los sucesivos rebases de la referencia, sean cuatro veces inferior al anterior
(razén de amortiguamiento de %). Al igual que la inmensa mayoria de las expresiones
poseen un rango de aplicacion que es el de la Ecuacion 30.

Ecuacion 30

Si se realiza una lectura de los parametros de la respuesta de acuerdo con la medicion D
explicada previamente, las férmulas que es necesario emplear son las de la Tabla 3.

Kp Ti Td
1.2
== 2L | o05L
a

Tabla 3 - Expresiones de ZN para medicion D

Si los datos se toman de las mediciones A o B, las formulas a emplear son las de la Tabla 4:

Kp Ti Td
127 osL
K-L

Tabla 4 - Expresiones de ZN para medicion A o B

Si se posee un sistema con la funcion de transferencia de la Ecuacion 31:

G(S) — 2 e—1.5S
1+10S

Ecuacion 31

y se le introduce una entrada tipo escalon unitario, la respuesta es la de la Figura 25.
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Figura 25 - Respuesta del sistema sin realimentar

Realizando los calculos de los parametros del regulador a introducir, de acuerdo con las
ecuaciones mencionadas previamente, en funcién de la respuesta obtenida, la salida del
sistema regulado se muestra en la Figura 26, en donde se representa ademas la del sistema
sin regular para contrastar la variacion entre uno y otro.

50 100 150 200 250

Figura 26 - Respuesta del sistema regulado con ZN

Como se puede observar las especificaciones del sistema regulado han mejorado
sustancialmente, sobre todo en que se corrige el error de posicion y que el tiempo de
respuesta es menor. Es necesario indicar que en este caso la introduccion del controlador
ha provocado la existencia de una sobreoscilacion de magnitud considerable.
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4.4.2. Formulas de Kaya & Scheib

4.4.2.1. Parasistemas con cambios en la carga

Las férmulas enunciadas en este apartado son empleadas para sistemas que poseen
cambios en la carga. El rango de aplicacion para este caso es el de la Ecuacion 32.

O<££1
T

Ecuacion 32

El método de medicion de parametros empleado en este caso es el A o el B. Los autores
que han desarrollado estas férmulas lo han hecho para un criterio de disefio IAE, ISE y ITAE.
Las formulas a las que han llegado son las mostradas en la Tabla 5.

Kp Ti Td

0.76167 1.05221 0.89819
IAE —0'98089(1j L (Ij 0.59974T(£j
L 091032\ L T
(I

0.89711 0.9548 0.87798
e 111907 j T (Ij 0.54766T(£j
K (L 07987 L T

1.06401 0.70949 1.03826
ITAE —0'77902(1) T (Ij 0.57137T(£J
K L 1.14311( L T

Tabla 5 - Expresiones de Kaya-Sheib para cambios en la carga

Para un sistema cuya respuesta del sistema sin regular se mostraba en la Figura 25, al que
se le introduce un regulador cuyos parametros se calculan de acuerdo a las expresiones
para optimizar IAE de la Tabla 5, el resultado es el que se muestra en la Figura 27.

121
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Figura 27 - Respuesta del sistema regulado con KS IAE

Si ahora se aplican las férmulas para la obtencion de los pardmetros del regulador de
acuerdo con las expresiones para optimizar ISE de la Tabla 5, el resultado es el que se
muestra en la Figura 28.
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Figura 28 - Respuesta del sistema regulado con KS ISE

Se aplican ahora las férmulas para optimizar ITAE de la Tabla 5, obteniendo el resultado
que se muestra en la Figura 29.

1.2r

0.2 1 1 1 1 1 I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Figura 29 - Respuesta del sistema regulado con KS ITAE

4.4.2.2. Para mejorar el seguimiento de consigna

Las férmulas enunciadas en este apartado son empleadas para sistemas en los que se
pretende hacer un buen seguimiento de la consigna. El rango de aplicacion para este caso,
al igual que en el anterior es el de la Ecuacion 32.

También es este caso el método de medicién de parametros empleado es el A o el B.
También ahora las féormulas van dirigidas a un criterio de disefio IAE, ISE y ITAE. Las férmulas
a las que han llegado son las mostradas en la Tabla 6.

Para el sistema cuya respuesta ante entrada escalon sin regular se mostraba en la Figura
25, al que se le introduce un controlador cuyos parametros se calculan de acuerdo a las
expresiones para optimizar IAE de la Tabla 6, el resultado es el que se muestra en la Figura
30.
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Kp Ti =
=

065 T 1.04432 L 1.08433

IAE K (Ej 0.9895+0.09539('T-j 0-50814T(?]
0.71959 (T Y™ T o

ISE T(E) 1.12666+0.18145(_||jj 0-54568T(?j
1.12762(T 0.80368 T ] .

" T(fj 0.99783+0.02860('T-j 0-42844T(?j

Tabla 6 - Expresiones de Kaya-Sheib para seguimiento de consigna
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Figura 30 - Respuesta del sistema regulado con KS IAE

Si ahora se aplican las férmulas para la obtencion de los pardmetros del regulador de
acuerdo con las expresiones para optimizar ISE de la Tabla 6, el resultado es el que se
muestra en la Figura 31.

l4r
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1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500

L
0 500

Figura 31 - Respuesta del sistema regulado con KS ISE

Se aplican ahora las formulas para optimizar ITAE de la Tabla 6, obteniendo el resultado
que se muestra en la Figura 32.
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Figura 32 - Respuesta del sistema regulado con KS ITAE

4.4.3. Formulas de Chien, Hrones y Reswick

4.4.3.1. Parasistemas con cambios en la carga

Las formulas enunciadas en este apartado son empleadas para sistemas que poseen
cambios en la carga. El rango de aplicacion para este caso es el de la Ecuacion 33.

0.11<£<1
T

Ecuacion 33

El método de medicién de pardametros empleado en este caso es la D. En este caso los
autores que han desarrollado estas formulas o han hecho para un criterio de disefio de un
0% y para un 20% de sobreoscilacién. Las formulas a las que han llegado son las mostradas
en la Tabla 7.

0% de sobreoscilacion 20% de sobreoscilacion
Kp Ti Td Kp Ti Td
0.95 1.2
P 2.4L 0.42L >y 2L 0.42L

Tabla 7 - Expresiones de CHR para cambios en la carga

Para un sistema con una respuesta sin regular como la mostrada en la Figura 25, al que se
le introduce un regulador cuyos parametros se calculan de acuerdo a la Tabla 7 para una
sobreoscilacion del 0%, el resultado es el que se muestra en la Figura 33.

Si ahora se aplican las férmulas para la obtencidon de los parametros del regulador
correspondientes a una sobreoscilacion de un 20%, el resultado para el mismo sistema es
el de la Figura 34.
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Figura 33 - Respuesta del sistema regulado con CHR 0%Mp

_0. 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Figura 34 - Respuesta del sistema regulado con CHR 20%Mp

4.4.3.2. Para mejorar el seguimiento de consigna

Las formulas enunciadas en este apartado son empleadas para sistemas en los que se
pretende hacer un buen seguimiento de la consigna. El rango de aplicacion para este caso,
al igual que en el anterior es el de la Ecuacion 33.

Es necesario utilizar varios métodos de medicion de parametros (A, B o Cy D) para utilizar
en las expresiones o aplicar la equivalencia existente entre los parametros medidos, debido
a que estas incluyen parametros de una y otra medicion. También los autores han
desarrollado estas formulas para un criterio de disefio de un 0% y para un 20% de
sobreoscilacion. Las férmulas a las que han llegado son las mostradas en la Tabla 8.

0% de sobreoscilacion 20% de sobreoscilacion
Kp Ti Td Kp Ti Td
0.6 0.95
Y T 0.5L Y 14T | 047L

Tabla 8 - Expresiones de CHR para seguimiento de consigna
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Para el sistema que se viene empleando cuya respuesta sin regular es la de la Figura 25, al
que se le introduce un regulador cuyos parametros se calculan de acuerdo a la Tabla 8 para
una sobreoscilacion del 0%, el resultado es el que se muestra en la Figura 35.

0.2 L L L L L L L L |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Figura 35 - Respuesta del sistema regulado con CHR 0%Mp

Si se utilizan las férmulas para la obtencion de los parametros del regulador
correspondientes a una sobreoscilacion de un 20%, el resultado para el mismo sistema es
el de la Figura 36.
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Figura 36 - Respuesta del sistema regulado con CHR 20%Mp

5. Sintonia en cadena cerrada

Se comentan en este punto aquellos métodos mas conocidos para la obtencion de las
caracteristicas del proceso que se han de medir, asi como las reglas para la obtencion de
parametros del regulador PID mas usuales.

5.1. Medicion de las caracteristicas de respuesta del proceso

Para el caso de sintonia en cadena cerrada, se tiene también un primer paso en donde se
realiza la medicion de magnitudes de la respuesta de la planta en condiciones
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determinadas, continuando en cada caso con la realizacién de las operaciones necesarias
hasta conseguir las variables que se introduciran en las expresiones desarrolladas por los
diferentes autores, para la obtencién de los parametros caracteristicos del controlador PID
que se desea ajustar siempre con la finalidad de optimizar una especificacion concreta.
Como se comprobard seguidamente, los métodos aqui expuestos se basan
fundamentalmente en la respuesta en frecuencia del proceso.

5.1.1. Método de oscilacion sostenida

Un método fundamental en la sintonia de reguladores PID, es un método en lazo cerrado
propuesto por Ziegler y Nichols en el afio 1942, cuyo nombre més conocido es el método
de la oscilacion sostenida. Es un algoritmo basado en la respuesta en frecuencia del
proceso. Las caracteristicas a determinar son:

- Ganancia proporcional critica (K9).- Es la ganancia de un controlador solo
proporcional, que provoca que el sistema sea oscilatorio (criticamente estable).

- Periodo de oscilacion sostenida (7).- Es el periodo de oscilacion que se
consigue con la ganancia critica.

El procedimiento a seguir para la obtencién de estos datos es el que se describe a
continuacion:

1. Se sitla el sistema en cadena cerrada con un regulador que sea soélo
proporcional (Figura 37).

CONSIGNA m ERROR REGULADOR RESPUESTA
» @ PROPORCIONAL PLANTA
‘ ACONDICIONAMIENTO
SENSOR
Figura 37 - Sistema regulado con un controlador proporcional
2. Fijar un valor cualquiera de la ganancia proporcional del regulador, y provocar

cambios bruscos de la consigna, observando a continuaciéon como es la
respuesta del sistema.

3. Aumentar o disminuir la ganancia proporcional del regulador segun sea
necesario (si la respuesta del sistema se estabiliza en un valor aumentarla, y si
la salida toma valores aleatorios sin periodicidad disminuirla), hasta conseguir
que el sistema oscile con una amplitud y frecuencia constante como la de la
Figura 38. En ese instante anotar el valor de la ganancia aplicada al regulador
proporcional para alcanzar ese estado, ese valor corresponde a la ganancia
critica del sistema K y ademas medir el periodo de oscilacion de la salida en
esas condiciones, que es el periodo de oscilacion sostenida del sistema 7.
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Tc

Figura 38 - Forma de la salida en el estado de oscilacion sostenida

5.1.2. Método Relay-Feedback

El método anterior de obtencion de los parametros en cadena cerrada de un regulador es
un método que a menudo no se puede emplear, ya que lo que se esta haciendo en realidad
mediante el aumento de la ganancia proporcional es llevar el sistema a una zona limitrofe
de estabilidad (oscilacion), y que es posible pasar a la zona inestable con relativa facilidad.
En ocasiones sin llevar el sistema a la inestabilidad, y tan solo posicionandolo en una zona
de oscilacion sostenida, seria una zona prohibida, en la que no se podria operar por lo que
pudiese ocurrir en la planta que se pretendiese controlar. Por tanto, la aplicacion de esa
técnica solo es valida en ciertos casos concretos en los que se pueda pasar a la oscilacion
o la inestabilidad sin mayores consecuencias.

Un camino alternativo para la localizacion empirica de la ganancia critica (k) y del periodo
de oscilacion sostenida (7.) del sistema, es el uso del método de Relé (Relay Feedback)
desarrollado por Astrom y Hagglud, que consiste en llevar al sistema al estado de oscilacion
con la incorporacion de un relé como se ve en la Figura 39.

OFFSET
SENAL DE l
CONSIGNA ERROR CONTROL
> @ i PID O PLANTA
A

Figura 39 - Esquema para realizacion de Relay-Feedback

Esta oscilacion conseguida del sistema tiene como periodo aproximadamente el mismo
valor que el periodo de oscilacion sostenida 7. En el experimento es conveniente emplear
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un relé con histéresis cuyas caracteristicas son las mostradas en Figura 40, una amplitud d
y un ancho de la ventana de histéresis h.

Figura 40 - Histéresis del relé empleado en el Relay-Feedback

Una vez realizado el montaje se procedera como sigue para obtener los parametros
mencionados:

1. Llevar al proceso a un modo de régimen permanente, con el sistema regulado con el
controlador PID, con unos parametros cualesquiera que permitan alcanzar el citado
estado. Se tomara nota de los valores de la sefial de control (salida del regulador) y de
la salida del proceso en las mencionadas condiciones.

2. Seguidamente se cierra el control con el relé en lugar del regulador PID. Como consigna
se da el valor leido en la salida del proceso en el paso anterior. Se introduce en la
entrada indicada en la Figura 39 como Offset, el valor de la sefial de control tomado en
el apartado anterior necesario para situar el proceso en régimen permanente.

3. Se pone el proceso en funcionamiento con las indicaciones realizadas del apartado
anterior, y se espera a que la salida se vuelva periddica (en la practica se puede
considerar que se ha alcanzado este estado cuando el valor maximo de la salida repite
el mismo valor en por lo menos dos periodos seguidos).

4. Se anotaran los dos parametros que se indican en la Figura 41, donde Tc es el periodo
de oscilacion sostenida.

Tc

Figura 41 - Salida del sistema con Relay-Feedback

5. Se determina la ganancia critica del proceso por medio de la Ecuacion 34.
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zva’ —h?

Ecuacion 34

Ke =

El Relay Feedback tiene la ventaja de que el ajuste se puede realizar sobre el punto de
consigna y se puede llevar a cabo en cualquier momento. Sin embargo, tiene el
inconveniente que, para realizar la sintonizacién, el proceso debe superar en varias
ocasiones la consigna y puede haber casos en los que esto sea desaconsejable por los
dafos que pueden provocar en el proceso.

Si se tuviese una funcion de transferencia como la que se muestra a continuacion:

1

G(S) =
) S®+352+35+2

Ecuacion 35

Se realiza el montaje comentado previamente, en donde la entrada de consigna tiene un
valor de uno, obtenido como se ha indicado previamente. Los valores de la histéresis son
ad=1y h=0.1.

15

Z
<
<
<
-

0.5f

-0.5F .

Figura 42 - Ejemplo de simulacion del Relay-Feedback

Con estas condiciones se obtiene a la salida del relé y de la planta las graficas de la Figura
42 de donde se puede extraer que 7.=4y a=0.297 dando lugar a una K=4.56.

5.1.3. Medicion de las caracteristicas de la respuesta a partir

de los diagramas de bode

Como se ha indicado previamente, el método de ajuste en cadena cerrada se aplica a todos
aquellos sistemas cuyo lugar de las raices se corte con el gje imaginario. Dicho de otra
forma, se da cuando al aumentar una ganancia proporcional, que se ubica después de la
realimentacion del sistema, se puede llevar el sistema a un estado de oscilacion y posterior
inestabilidad.
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Figura 43 - Efecto en las curvas de Bode al aumentar la ganancia proporcional

Esto tiene una traduccion inmediata en el ambito frecuencial sobre las curvas de Bode
(Figura 43), y consiste en el incremento de la ganancia comentada, provocando un ascenso
de la curva de mdédulos hasta hacer coincidir la frecuencia de cruce de ganancia con la
frecuencia de cruce de fase, estado en el que el sistema es oscilante (oscila a la frecuencia
de cruce de ganancia o fase con periodo 7). El valor de la ganancia que es necesario
introducir para alcanzar este estado es el margen de ganancia expresado en unidades
(ganancia critica k7).

Este método se aplica en sistemas a los que se le pueda practicar un analisis frecuencial, y
sobre los resultados obtenidos se observan los parametros para introducir en las
expresiones de los términos que posee el controlador.

5.2. Obtencién de parametros mediante la aplicacion de

formulas
En este apartado se explican algunos de los métodos de estimacion de parametros de un
regulador PID, a partir de las mediciones realizadas de las caracteristicas de respuesta del
apartado anterior. Se distinguen dos tipos de estimaciones, el primero de ellos directo en
el que aplicando unas formulas se obtienen los parametros, y el segundo en el que, ademas



de la introduccion de las caracteristicas medidas, se van a indicar otras deseadas, como
puede ser el margen de fase.

También se vera que para la obtencion de los parametros del controlador en cadena
cerrada se estableceran criterios de ajuste como los comentados para cadena abierta, en
los que se intenta mejorar alguna de las especificaciones, en consecuencia, las expresiones
aportadas por los diferentes autores van siempre dirigidas a optimizar una especificacion
determinada.

5.2.1. Formulas directas

En esta primera parte se comentan férmulas empleadas en la obtencion de parametros del
regulador PID de aplicacion directa sobre las caracteristicas de la respuesta obtenidas.
Tienen su origen en las férmulas propuestas por Ziegler y Nichols en 1942. El resto de
expresiones existentes hasta el momento se emplean del mismo modo que estas. En los
siguientes subapartados se comentan diferentes férmulas aportadas.

5.2.1.1. Formulas de Ziegler Nichols en cadena cerrada

En este apartado se muestran las formulas propuestas por Ziegler y Nichols en la Tabla 9,
y son funcion de la Ganancia proporcional critica (K9 y del periodo de oscilacion sostenida
(7J) del sistema en cuestion:

K =0.6 xKc
Ti =05xTc
Td =0.125x Tc

Tabla 9 - Expresiones de ZN en cadena cerrada

Este método es logicamente aplicable cuando el lugar de las raices del sistema de partida
corta al eje imaginario en algun lugar. El rango de aplicacion es empirico, con unos valores
que se indican en la Ecuacién 36, propuestos por Astrom en el libro Adaptive Control, en
donde k es la ganancia del proceso y Kc la ganancia critica.

2<k-K;<20

Ecuacion 36

Seguidamente se muestran una serie de sistemas de diferente tipo que cumplen esta
condicién.

A. SISTEMA1
El primer sistema posee la siguiente funcion de transferencia:

1

G(S) =
®) S*+3S5%+35+2

Ecuacion 37

Aplicando el método y obteniendo el punto de corte del lugar de las raices con el eje
imaginario, el resultado es el de la Figura 44:
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Step Response
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Amplitude

0.4 -

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Time (sec)

Figura 44 - Regulacion del sistema 1 con ZN

La respuesta en este caso mejora bastante, ya que las especificaciones de tiempo de pico,
tiempo de respuesta, tiempo de establecimiento se ven mejoradas, eliminando ademas el
error de posicion que el sistema posee en régimen permanente.

B. SISTEMA?2
Para el segundo sistema se ha seleccionado la siguiente funcion de transferencia:

1
0.55°+6S° +8S

G(S) =

Ecuacion 38

El resultado que se obtiene para este caso es el de la Figura 45:

Step Response
18 T

1.2 B

0.8

Amplitude
N
——
L

0.6 B

0.4 .

0.2 B

0 L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec)
Figura 45 - Regulacion del sistema 2 con ZN

Con la salvedad del error de posicion en régimen permanente que poseia el caso anterior,
las especificaciones que mejoran son las mismas. En este caso, el sistema regulado muestra
una sobreoscilacion considerable.
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5.2.1.2. Formulas modificadas de Ziegler Nichols

Las férmulas obtenidas por Ziegler y Nichols son un buen punto de partida en muchos
casos, pero da lugar a unos parametros del controlador mejorables en ciertos aspectos.
Debido a ello algunos autores han propuesto expresiones para mejorar determinadas
especificaciones que son los dos casos que se comentan a continuacién. Poseen el mismo
rango de aplicacion que Ziegler-Nichols normal indicado en la expresion 18.

A. Poca sobreoscilacion (SOME OVERSHOOT). - Esta primera modificacién que se va
a comentar, al igual que la siguiente lo que procura es reducir la sobreoscilacion
gue se obtiene con el criterio de Ziegler-Nichols. Las expresiones para la obtencion
de los parametros son las de la Tabla 10.

K =0.33 x Kc
Ti =Tc/2
Td =Tc/3

Tabla 10 - Expresiones de ZN en cadena cerrada para poca Mp

Para ver la diferencia existente entre la aplicacion de estas expresiones y las de
Ziegler-Nichols se comparan los resultados obtenidos con los de las relaciones
originales correspondiente al Sistema 2 del apartado anterior cuya funcion de
transferencia a controlar es la siguiente:

1
 0.55%+6S52+8S

G(S)
Ecuacion 39

La salida del sistema controlado contrastada con la del sistema sin regular es la que
se muestra en la Figura 46.

Step Response
T

1.4
12[\ B
1

0.8 b

Amplitude

02} b

1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec)

Figura 46 - Simulacion del sistema 2 para ZN con poca Mp

Como se puede observar la sobreoscilacion ha disminuido apreciablemente con
relacion a la obtenida con las expresiones de Ziegler-Nichols.
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B. Sin sobreoscilacion (NO OVERSHOQT). -Esta segunda modificacion mejora la
sobreoscilacion que se obtiene con el criterio de Ziegler-Nichols mas aun que para
el primer caso comentado. Las expresiones para la obtencion de los parametros
son las de la Tabla 11.

K =0.2xKc
Ti =Tc
Td =Tc/3

Tabla 11 - Expresiones de ZN en cadena cerrada sin Mp

C. Se utiliza el mismo ejemplo que para el caso anterior para comparar los resultados
obtenidos con las diferentes expresiones. El resultado que se obtiene es el de la
Figura 47.

Step Response
1.4 T T T T T T T

1_2</’\ .
1

0.6 4

Amplitude

0.4 .

0.2F B

0 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Time (sec)

Figura 47 - Simulacion del sistema 2 para ZN con poca Mp

La sobreoscilacion en este caso ha disminuido mas aun que para el caso anterior, a
pesar de que no la ha eliminado por completo como indica el nombre dado a las
expresiones.

5.2.1.3.  Formulas modificadas de Tyreus-Luyben

En este apartado los parametros se calculan también a partir de la ganancia proporcional
critica (K9 y el periodo de oscilacion sostenida (7. con un rango de aplicacion como el de
Ziegler Nichols mostrado en la Ecuacidn 36. Las expresiones que se tienen son las
mostradas en la Tabla 12.

K =0.45x Kc
Ti =22xTc
Td =Tc/6.3

Tabla 12 - Expresiones de Tyreus-Luyben

El resultado obtenido para el sistema 2 regulado con este criterio es el mostrado en la
Figura 48.
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Step Response

Amplitude

. . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figura 48 - Simulacion del sistema 2 para TL

En este caso la sobreoscilacion con relacion al criterio de Ziegler-Nichols disminuye
sustancialmente, y también el tiempo de establecimiento ha mejorado notablemente.

5.2.2. Ajustes indicando especificaciones frecuenciales

Las formulas vistas en los apartados anteriores se pueden interpretar en el dominio de la
frecuencia. Sin embargo, existen unas formulas pioneras propuestas por Astrom vy
Hagglund en el afio 1998 en las que se contempla el ajuste de reguladores PID. En ellas se
parte de la misma informacion que se viene utilizando en los apartados anteriores
(ganancia proporcional critica (K9 y el periodo de oscilaciéon sostenida (7)), y ademas se
indica otra especificacion deseable en el contexto del analisis frecuencial de sistemas.
Atendiendo a esto, se tienen los dos siguientes subapartados.

En ocasiones se obtienen los pardmetros del regulador para una determinada frecuencia
de control del sistema, que seria un parametro mas a introducir, y que daria por tanto mas
precision en la regulacion

5.2.2.1. Ajustes por margen de fase (¢m)

Los autores en este caso parten de la informacion mencionada (K- y 7)), y ademas
introducen el margen de fase (¢m) deseado para el sistema controlado. En este caso se
tienen las expresiones de la Tabla 13. El valor de a se escoge teniendo en cuenta que el
valor de 7;se encuentra entre 2y 8 veces el de 74

K =K, cosg,,

: T 2

Ti =—=—\tang, ++/4a+tan‘ ¢,
dra

Td | =a-T,

Tabla 13 - Expresiones fijando Margen de Fase

Si se tiene una funcién de transferencia como la que se muestra seguidamente:
1
G(S)=—"—-e"%
55 +0.5

Ecuacion 40
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y se obtienen los pardmetros para un margen de fase de 23°, el resultado contrastado con
el sistema sin regular es el de la Figura 49

Step Response
T

14 T T T T
N /\ |
1

08f / g

04f 1

Amplitude

0.2f b

02 L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Time (sec)

Figura 49 - Simulacidn del sistema fijando margen de fase

5.2.2.2. Ajustes por margen de ganancia

Al'igual que para el caso anterior se parte de Kcy Tc, y en este caso ademas se introduce
el margen de ganancia (Am) deseado para el sistema controlado. Se tienen las expresiones
de la Tabla 14. El valor de a se escoge teniendo en cuenta que el valor de 7;se encuentra
entre 2y 8 veces el de 7.

K
A,
Ti LE
| =
27z\/;
Td | =a-T,

Tabla 14 - Expresiones fijando Margen de Ganancia

Calculando los parametros para un margen de ganancia de 3.2, el resultado contrastado
con el sistema sin regular es el de la Figura 50.

Step Response

14

12 b

1
08 / b

06 b

Amplitude

04t 1
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Figura 50 - Simulacion del sistema fijando margen de ganancia
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6. Conclusiones

Son multiples las expresiones que existen ademas de las mostradas en este documento, a
la hora de obtener los parametros de un regulador. Todas ellas dan lugar a resultados
satisfactorios en el rango de aplicacion que poseen. Se han mostrado en este documento
las mas conocidas, procurando resaltar que no tienen por qué ser las mejores en el caso
que se pretenda regular, si no que cualquier otra, aunque su difusion haya sido menor,
puede dar lugar a mejores resultados que los aqui comentados. Incluso puede ser factible
el obtener expresiones propias como es el caso de los fabricantes de controladores.

Es importante indicar que en una planta real los parametros que se obtienen mediante las
férmulas suelen ser un punto de partida, pero que se ha de recurrir a un ajuste fino manual,
en el que es indispensable saber como influyen cada uno de los pardametros del regulador
en la respuesta del sistema.

El gran interés que reportan los procedimientos de ajuste empirico de reguladores, es que
no es necesario disponer de una descripcion detallada de la planta, tan solo observar la
respuesta de la planta en unas determinadas condiciones.



Disefio de reguladores por el
método del lugar de las raices

En este capitulo se pretende abordar la metodologia empleada en el disefio de reguladores
PID mediante el empleo del lugar de las raices, técnica muy utilizada sobre todo en el
ambito académico por tener una resolucion relativamente sencilla en sistemas no
complejos, y que permite obtener unas especificaciones determinadas.



1. Introduccidn

Entre 1948 y 1950 Walter Evans obtuvo el método de disefio basado en el lugar de las raices
con el cual es posible disefiar sistemas con unos requerimientos especificos. En palabras
del propio autor "e/ lugar de las raices determina todas las raices de la ecuacion diferencial
de un sistema de control por medio de una representacion grafica, la cual permite una
sintesis rapida de la respuesta transitoria o frecuencial deseada". El método de Evans cuenta
con la limitacion de no poder abordar el analisis de sistemas con retraso puro y la dificil
estimacion de la respuesta temporal de sistemas con distribuciones dispersas de polos y
ceros. A su favor, aporta un método grafico de estimar la influencia de variaciones en los
parametros del sistema, o del regulador sobre la estabilidad y el comportamiento dinamico
de los sistemas.

El disefio se basa en suponer que la funcion de transferencia del sistema realimentado se
puede reducir, a una que tan solo incluya sus polos dominantes. Si se supone que esto es
posible, se imponen las especificaciones dinamicas de disefio de dichos polos dominantes,
lo que da lugar a una regién del plano complejo en donde es posible ubicar dichos polos.
Las especificaciones dinamicas se comentan en apartados posteriores.

Se comienza en primer lugar por hacer un breve repaso, acerca de cobmo se construye el
lugar de las raices de un sistema determinado, continuando con la citacion de las
especificaciones dinamicas de disefio, finalizando con un método practico de disefio del
regulador PID mediante un ejemplo.

2. Analisis dinamico de sistemas realimentados

Al trabajar con sistemas con realimentacion como el de la Figura 51, para comprobar su
comportamiento dindmico se ha de obtener su funcién de transferencia total, y hallar las
raices del polinomio resultante.

—>@—> G(S)

 /

A

H(S)

Figura 51 - Sistema con realimentacion

La funcion de transferencia total es la que se muestra en la Ecuacion 41:

M(s)=—o8)
1+G(s)H(s)

Ecuacion 41

La dinamica del sistema se obtiene igualando a cero el denominador de la Ecuacion 41
como se muestra en la Ecuacion 42,
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1+G(s)H(s)=0
Ecuacion 42

y en funciéon de la ubicacion de las raices de dicho polinomio se precisa el comportamiento
del sistema.

Se dispone en la cadena directa un bloque que permita introducir una ganancia variable K
en serie con el bloque G(s) tal y como se muestra en la Figura 52:

>@ > K — G(S) >

A

H(S)

Figura 52 - Sistema con bloque de ganancia después de la realimentacion

La funcion de transferencia del sistema en este caso es la que se muestra en la Ecuacién
43.

KG(s)

ME=11 KG(s)H (s)

Ecuacion 43

Variando K entre cero e infinito se observa la evolucion de las raices del polinomio
caracteristico (Ecuacion 44).

1+ KG(s)H(s)=0
Ecuacion 44

Se comenta un ejemplo para aclararlo; para ello se dispone de un sistema cuyo diagrama
de bloques es el mostrado en la Figura 53.

1
P+ p K - [
Q s+3

1
s+4

Figura 53 - Sistema ejemplo

Si se obtiene la funcion de transferencia resultante del sistema (Ecuacion 45),
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1

(s+3) B K(s+4) B K(s+4)

1 1 (s+3)(s+4)+K s?+7s+(K+12)
(s+3) (s+4)

M (s) =

Ecuacion 45

se observa que la misma esta en funcién de K, y las raices l6gicamente lo estaran también
(Ecuacion 46).

—7+./49—
71449 24(K+12) __35+4025-K

Ecuacion 46

Si se le dan valores ahora a K se puede observar la progresion de las raices, teniendo:

s=-3
K=0 <=4
K=0.25 s = -3.5 doble
0 <K<0.25 Raices reales
K> 0.25 Raices complejas conjugadas

Tabla 15 - Valores de las raices para diferentes valores de K

Si se representasen las raices para infinitos valores de K entre cero e infinito, en este ejemplo
se tendria una grafica como la de la Figura 54:

K=o00

K=00

Figura 54 - Lugar de las raices del sistema ejemplo
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Esta figura seria en definitiva el lugar de las raices para el sistema mostrado en la Figura 53.
Con él, es muy sencillo situarse en qué zona el sistema va a tener una determinada
respuesta dinamica, en funcion del valor de la ganancia K que se le haya programado.

3. Ecuaciones del lugar de las raices

Las dos ecuaciones basicas del lugar de las raices subyacen del desarrollo que se va a
realizar a continuacion, en donde se supone un sistema como el mostrado previamente en
la Figura 51. Como se indico, la funcién de transferencia del sistema realimentado es la de
la Ecuacion 41. Si se toman las relaciones indicadas en la Ecuacion 47

s@=10 v HEO=1
Ecuacion 47

se tiene que el producto G(s)H(s) queda de la siguiente forma (Ecuacion 48)

n, ) n,(s) _ [1,(5-2)
dy(5)d,(s) [T, (s-p)

Ecuacion 48

G(s)H(s) =

y en consecuencia la funcion de transferencia del sistema se puede representar como se
indica en la Ecuacion 49.

n, (s)
d, (s) n, (5)d, (5)
n,(5) n,(s) d,(s)d,(s)+n, ()N, ()
d, (s) d, (s)

Ecuacion 49

M (s) =
1+

Como se puede observar en esta expresion el sistema posee como ceros, los ceros de G(s)
y los polos de H(s) y, como polos las raices del polinomio caracteristico, que si se introduce
la K al sistema, el polinomio caracteristico queda del siguiente modo (Ecuacion 50).

p(s) =[] (s-p)+K] ] ,(s-2)
Ecuacion 50

Las raices de dicho polinomio verifican que p(s)=0, y por tanto cualquier punto del lugar
de las raices verificara lo siguiente (Ecuacion 51).

e [T.6-p)
Hiril(s -z
Ecuacion 51
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3.1. Criterio de mdédulos

Si se toma en modulos la Ecuacién 51, se podria escribir de la siguiente forma (Ecuacion
52).

|K| _ Hin:1|s_ pi|
m
Hi:1|s o Zi|
Ecuacion 52

Tanto /s-p;j/como /s-zj/son distancias del punto sal polo p;o al cero z, y por tanto se tiene
que la ecuacion anterior se puede escribir como se muestra en la Ecuacion 53.

n do.

- e

Hi:ldzi
Ecuacion 53

donde dp; son las distancias a todos los polos y, dz son las distancias a todos los ceros.

3.2. Criterio de argumentos

Si ahora se toman los argumentos de la Ecuacidon 51 se tiene la relacibn mostrada
seguidamente:

|=K=YIs—p,-Dls-z
i=1 i=1

Ecuacion 54

/s-piy [s-z;son angulos que forman el punto s con el polo p;y el cero zrespectivamente, y
por tanto se llega a la siguiente expresion

Ecuacion 55

donde 58p; es la suma de angulos con todos los polos y, 38z es la suma de angulos con
todos los ceros. Se tiene la siguiente expresion:

Zn“epi —iezi =(2q+1)7 > vqe{012,...}
i=1 i=1

Ecuacion 56

g = 0 corresponde con el angulo mas pequefio. Aunque g supone un ndmero infinito de
valores, a medida que aumenta, el angulo se repite a si mismo, y la cantidad de angulos
diferentes es n-m (nUmero de polos — nUmero de ceros).
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4. Trazado del lugar de las raices

Hasta ahora se ha visto que se puede realizar la representacion del lugar de las raices
dandole valores a K, pero esto es algo que no es nada practico ni facil, ademas la dificultad
se hace mayor a medida que aumenta el orden del sistema. Como se vera seguidamente,
existen una serie de reglas que permiten obtener el lugar de las raices de una forma sencilla.

1. Representar en el plano complejo la ubicacion de los polos y los ceros en cadena
abierta.

2. Deduccion del numero de ramas. - El nimero de ramas existente es el maximo
seleccionado entre el nimero de polos y de ceros en cadena abierta.

3. Puntos de comienzo y de finalizacién de las ramas. - Las ramas comienzan en

los polos (donde K=0) y termina en los ceros (donde K=«). En caso de que no
existan ceros suficientes para finalizar los polos, las ramas se llevan al infinito.

4. Partes del eje real perteneciente al lugar de las raices. - Son aquellas que dejan
a su derecha un numero de polos y ceros impar.

5. Simetria del lugar de las raices. - El lugar de las raices es simétrico respecto al
eje real.

6. Asintotas. - Las ramas que finalizan en el infinito son asintdticas con rectas que

forman un angulo con el eje real dado por la Ecuacion 57. El nimero de
asuntotas que existen es igual a |n° de polos — n° de ceros| de G(s)H(s).

o, =24V Gqclon,.)
n—-m

Ecuacion 57

siendo n el grado del denominador y m el del numerador.

7. Ubicacion del centroide. - El centroide se trata del punto de interseccion de las
asintotas, que se produce en un punto del eje real dado por la Ecuacién 58

D P2z
i=1 i=1

o
[n—m|

a =

Ecuacion 58

que es la suma de polos menos la suma de ceros entre la diferencia del orden
del denominador menos el del numerador.

8. Angulos de salida y de llegada de las ramas. - El 4ngulo con el que una rama
sale de un polo es el de la Ecuacion 59 y el de llegada a un cero es el de la
Ecuacion 50.

6, +0,+.)— (0, +a,+...+9,) =20 +D)7r > Vqe 012,...}

Ecuacion 59



@, +6,+.+9,)—(,+a,+a,..)=(20+)7r > Vq e {0,1,2,....}
Ecuacion 60
donde 6 son angulos de los ceros y a de los polos.

9. Puntos de dispersiéon y de confluencia. - Los puntos de dispersion son aquellos
en los que el parametro K tiene el valor maximo real, antes de que las raices
comiencen a ser complejas conjugadas. Los puntos de confluencia son aquellos,
en los que el parametro K tiene el valor minimo real antes de que las raices del
lugar dejan de ser complejas conjugadas (pasan a ser reales). Esto se da cuando
se cumple la Ecuacion 61.

K _o
ds
Ecuacion 61

Lo que da lugar a que se cumpla la siguiente expresion

n

1 o1
izzl:s+ P, _iz::‘s+z.

Ecuacion 62

10. Interseccion con el eje imaginario. - Son los valores de K para los cuales el
sistema realimentado se encuentra en el limite de estabilidad (es oscilante).
Dichos puntos se obtienen aplicando el criterio de Routh, gracias al cual se ven
los limites de estabilidad, asi como se pueden extraer los puntos de corte con
el eje imaginario si existen. El valor de K que haga una fila de ceros aplicando
Routh es el valor en el que el sistema es oscilante, y construyendo el polinomio
de la fila anterior para el valor de K, da lugar a el corte del lugar de las raices
con el eje imaginario.

5. Disefio de reguladores basado en el lugar de las raices

El lugar de las raices se emplea para el disefio de reguladores con unas especificaciones
determinadas, estableciéndose para ello que el sistema que se pretende regular se puede
reducir a uno que tan solo disponga de los polos dominantes. Admitiendo esto se
establecen unas especificaciones para ellos, y se deduce una zona en donde se pueden
ubicar los polos dominantes, para lo cual sera necesario la insercion de nuevos elementos
al lugar de las raices. Las especificaciones dinamicas que se imponen son las que se
comentan en los sucesivos subapartados, ademas de una de ellas en régimen permanente.

Es importante recordar en primer lugar, como dependen las especificaciones de la posicion
de los polos dominantes, para ello se muestra la Figura 55 a la que se hara referencia en lo
sucesivo.



A

jwd

oV

-jwd

Figura 55 - Parametros de especificaciones en funcion de la posicion de los polos

5.1. Disefio de reguladores basado en el lugar de las raices

Una de las especificaciones que se impone como una restriccion a la hora de disefiar
reguladores, para que el comportamiento de un sistema cumpla con unas determinadas
caracteristicas de respuesta, es su valor maximo de sobreoscilacion permitido. De las
expresiones existentes para hallar el valor de esta medida, se hace hincapié en la mostrada
en la Ecuacion 63.

T
M, =g 7 .100
Ecuacion 63

A medida que aumenta 8 lo hace también la sobreoscilacion, y por tanto va a ser necesario
no sobrepasar un valor maximo de este angulo. Para aclarar esto se muestra la Figura 56.

o
<

oY

Figura 56 - Zona permitida para una Mp mdxima
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En ella se aprecia una zona rayada en la cual es necesario no ubicar los polos dominantes
puesto que si no se sobrepasaria la sobreoscilacion maxima permitida. Y si se desease ese
valor concreto seria necesario ubicar los polos sobre las rectas que delimitan las zonas.

5.2. Disefio de reguladores basado en el lugar de las raices

La siguiente especificacion que se impone como condicion en el disefio del regulador es la
de no sobrepasar un tiempo de establecimiento maximo. Para este caso se tiene en cuenta
la Ecuacion 64 del tiempo de establecimiento, que es la mas simple.

T

t,=—

O
Ecuacion 64

Como se observa en la expresion el tiempo de establecimiento es inversamente
proporcional a la distancia entre la parte real de las raices y el eje imaginario, por tanto,
cuanto menor sea la distancia a él, mayor sera el tiempo de establecimiento. Para aclarar
la ubicacion de los polos dominantes ante un valor maximo de tiempo de establecimiento
se muestra la Figura 57.

=Omin

oY

RN

Figura 57 - Zona permitida para un Ts mdximo

Para el tiempo de establecimiento dado, sera necesario calcular la ¢ minima aplicando la
formula y, de esta manera, para cumplir la restriccién es necesario no situar los polos
dominantes en la zona rayada, consiguiendo que el tiempo de establecimiento sea menor
del indicado. Si se impusiese un valor concreto para este tiempo lo que seria necesario
hacer es ubicar los polos dominantes en la linea gruesa que delimita las zonas representada
en la Figura 57.

5.3. Tiempo de pico maximo
Otra de las especificaciones que se suele imponer en el disefio de controladores es la de
no sobrepasar un tiempo de pico maximo, cuyo valor se halla mediante la Ecuacion 65 en



donde sus parametros dependen de la posicion de los polos dominantes al igual que en
los casos anteriores.

T
t,=—

Wd
Ecuacion 65

Como se puede ver en esta formula, el tiempo de pico es inversamente proporcional a Wd
(frecuencia amortiguada) que es la parte imaginaria de las coordenadas de los polos
dominantes, y por tanto, si aumenta Wd disminuira el tiempo de pico. Tambien en este
caso se aclara de forma gréfica (Figura 58) en donde se han de situar los polos dominantes
para no sobrepasar un tiempo de pico maximo.

A

Wdmin

oV

N

‘dein

Figura 58 - Zona permitida para un tiempo de pico mdximo

Para no sobrepasar un tiempo de pico maximo indicado mediante la expresion 24 se
obtiene un valor de Wd minimo que no se ha de bajar, de este modo no se ubicaran los
polos dominantes dentro de la zona rayada indicada en la figura. Y si fuese el caso en que
es necesario obtener un tiempo de pico determinado, se han de ubicar los polos
dominantes, sobre la linea horizontal con trazo grueso.

5.4. Error enrégimen permanente permitido

El error en régimen permanente es una indicaciéon mas que se suele dar, pero que no
depende directamente de la ubicaciéon de los polos (y por tanto de la dinamica), y en caso
de que no se cumpla sera necesario subsanarla, para lo cual se aumentara el tipo del
sistema consiguiendo de este modo que no exista error de posicion en régimen



permanente. Se dan las formulas de los errores para un escalon (de altura R), rampa (Rt) o
parabola (Rt2) en la tabla 2.

Tipo
0 1 2
) R
Escalon 1+K, 0 0
©
o R
[q0) 0 -
= Rampa K, 0
L
) 2R
Parabola o0 o0 K_a

Tabla 16 - Expresiones de los errores

Estos errores son validos para una realimentacion unitaria o constante con un valor
denominado h. Seguidamente se indican las expresiones de las constantes de error
estaticas Ky, Ky K

K, =limh-G(s)

s—0

Ecuacion 66

K, =]limh-s-G(s)
s—0
Ecuacion 67

K, =]limh-s*-G(s)
s—0
Ecuacion 68

donde a su vez 4 es la realimentacion del sistema en caso de que sea una constante
diferente de la unidad.

En caso de que se tenga en la realimentacion un bloque funcional denominado H(s) se ha
de hacer una transformacién como la indicada en la Figura 59.

—(_— G(S) > —>©—:->@—> G(S)

H(S)

A

I
@

=

A

Figura 59 - Simplificacion para el cdlculo del error
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Siendo la funcién de transferencia F(s), el valor de Ay los de las constantes, los que se
indican en las expresiones siguientes:
_ G(s)

1+G(s)[H(s)-h]

F(s)
Ecuacion 69
h=1limH (s)
s—0
Ecuacion 70

Kp=|simh~F(s)
Ecuacion 71

K, =limh-s-F(s)
550
Ecuacion 72

K,=limh-s*-F(s)
550

Ecuacion 73

6. El regulador PID

Teniendo en cuenta que se viene empleando el formato del regulador en su expresién del
tipo denominado estandar, esta se puede poner de la forma mostrada en la Ecuacién 74,
en la que ademas se ha hecho el desarrollo para ver que se llega el formato estandar.

R(s) = K(1+i)(1+Tds) = K|:(T_d+1J+i+Tds:| K Q+T;s)A+T,s)
Ts T. Ts TiS

Ecuacion 74

Si se hacen operaciones en la primera parte de la expresion anterior, se obtiene una como
la que sigue (Ecuacién 75), en la cual esta en forma de de polos y ceros Unicamente:

1 1 1 1
S+ | S+ S+ || S+
T, T, T, T,
R(s) = KT, ! . =K !

R S

Ecuacion 75

La parte derivativa se obtiene para la ubicacion de los polos dominantes que van a definir
las especificaciones dinamicas, y la integral necesaria para la eliminacion del error de
posicion. Para la introduccién de la parte derivativa se va a introducir un cero con la parte
proporcional necesaria, y para la parte integral se introduce un par polo cero cercanos, con
el objetivo de aumentar el tipo del sistema, y asi eliminar el error de posicion.
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Es necesario indicar que la Ecuacion 74 tipica de un regulador PID, en el disefio con el lugar
de las raices en ocasiones no se emplea, y se utiliza en su lugar una un poco mas “real”,
afadiendo un par polo-cero en cada parte del regulador (parte integral y parte derivativa)
consiguiendo de ese modo entre otras cosas que el grado del denominador mantenga su
diferencia con respecto al del numerador, y no llegar por ejemplo a la posibilidad en que
el grado del numerador sea mayor que el del denominador convirtiendo de este modo la
funcion de transferencia en impropia.

7. Método de disefio de reguladores utilizando el lugar de las

raices
Se explica en este apartado el método a seguir para disefio de reguladores PID utilizando
el lugar de las raices. Para ello es necesario explicar la obtencion de los reguladores P, PD
y Pl por este método, ya que el regulador PID se obtiene mediante la integracion de un Pl
y un PD, subsanando de este modo las especificaciones dinamicas y las de régimen
permanente. Se comenta en primer lugar una metodologia genérica de disefio de
reguladores por el lugar de las raices.

7.1. Método genérico de disefio de reguladores utilizando el

lugar de las raices

El método a sequir para alcanzar unas especificaciones de partida de funcionamiento de la
planta que se desee controlar se describe de forma gréafica en la Figura 60.

7.2. Regulador proporcional

En este tipo de regulador sélo es necesario aumentar o disminuir la ganancia, en funcién
de las especificaciones deseadas. Unicamente consta de un parametro, la ganancia (k), que
se determinara por medio del criterio de médulos.

7.3. Regulador proporcional-derivativo

El regulador PD se utilizara para hacer pasar el LDR por los polos dominantes y que
proporcionen las especificaciones deseadas. En la figura 11 se explica, mediante un
flujograma, la determinacion de los parametros de dicho regulador: 75y K

Para calcular el angulo que aporta el cero del PD al sistema sin compensar para que el LDR
pase por los polos dominantes, se utilizara el criterio de argumentos. El valor de 74 (cero
del PD) se obtendra aplicando la Ecuacién 76.

1 @,
— =0+
T tg(4,)
Ecuacion 76

donde 6, es el angulo que aporta el cero del PD. Obtenido el valor de 74 sélo queda
determinar el valor K lo cual se hara aplicando el criterio de modulos.



i Datos de partida

- Fdt del sistema sin compensar
- Especificaciones temporales
- Especificaciones estaticas

ACCION / sl ¢ Polos dominantes € al NO _ ACCION

< LDR?¢ Se cumple el >
PROPORCIONAL \ régimen transitorio? DERIVATIVA
\ 4 Y
2 Cumple € NO ACCION ACCION NO ¢ Cumple €
error ? INTEGRAL INTEGRAL error ?
sl S|
\4 A\ 4 A\ 4 A\ 4
REGULADOR P REGULADOR PI REGULADOR PID REGULADOR PD

FIN

Figura 60 - Organigrama de disefio de reguladores por el método de LDR

Fdt del regulador PD Calcular el angulo que Situacion del cero:
aporte el cero derivativo

N del PD al LDR del ~ ) 1 o,
Gg (s)=K- (1+Td S) sistema sin compensar w \tg (91) = 1—d > _—=0+ C

para que el LDR pase T Td tg (Hz)
d

7777777777777777777777777777777777 por los polos dominantes

\ 4

Caélculo K por el
criterio de médulos

FIN D ——

Figura 61 - Organigrama para el disefio de un PD por el método de LDR

7.4. Regulador proporcional-integral

Este tipo de regulador se utilizard para corregir el error en régimen permanente, ya que
aumenta el tipo de sistema y, por tanto, si el error es distinto de infinito, lo anulara. En el
flujograma de la Figura 62 se explica la obtencidon de los parametros caracteristicos de este
regulador: 7;y K El valor de Ti se obtiene de la Ecuacion 77:
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1
Ti

1
=—--0
6

Ecuacion 77

Fdt del regulador PI

GR(s):K-1+T"S

Situar el cero del
integrador en:

1_1

T, 6

Hallar K por el
Criterio de Médulos

FIN

Figura 62 - Organigrama para el disefio de un Pl por el método de LDR

Fdt del regulador:

(1+T,-S)A+T,-s)
T-s

Gr(s)=K-

¢, Estan
calculados Ky
1/Td ?

Sl

v

Situar cero integrador del Pl en:
1 1

o
T 6

¢ Se cumple el

Calcular angulo que aporte
el cero del PD al LDR del
sistema sin compensar para
que el LDR pase por los
polos dominantes

!

Situacién dellcero:
tg(6,) =1&:—=o-+

——0
Td

Ty tg(4,)

Calculamos K por el
Criterio de Médulos

criterio de
argumentos ?

NO Volver a calcular K
P por el criterio de
maodulos
Sl
FIN

Figura 63 - Organigrama para el disefio de un PID por el método de LDR
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7.5. Regulador proporcional-integral-derivativo

Este tipo de regulador, integra en un solo regulador las caracteristicas de los dos
reguladores anteriores, el Pl y el PD, ya que hace pasar el LDR por los polos dominantes y
a su vez también corrige la especificacion del error en régimen permanente. La Figura 63
explica la obtencién de sus parametros caracteristicos K, Ti y Td, por medio de un
flujograma.

Como se puede observar en dicho flujograma, el regulador PID es una sintesis entre un
regulador PD y un regulador PI.

8. Conclusiones

Como se ha podido observar a lo largo de este capitulo el método de disefio de
reguladores a partir del lugar de las raices es un método de una gran potencia en cuanto
a la obtencion de un regulador para unas especificaciones deseadas determinadas, a pesar
de que la introduccion de la parte integral aleja un poco las especificaciones de las
deseadas. Posee dos inconvenientes fundamentales: el primero de ellos es debido a la
imposibilidad de representar en el lugar de las raices sistemas con retardo puro, que son
muy frecuentes en la practica, el sequndo es que si se dispone de distribuciones de polos
y ceros dispersos (en general si posee un numero alto de singularidades), la obtencion del
regulador para unas especificaciones determinadas es casi imposible.

En otro término es necesario mencionar que se necesita un conocimiento muy detallado
del sistema para poder realizar el disefio del regulador, por tanto, es necesario una
identificacion concienzuda de la planta a regular, hecho que no siempre es posible. Pero
en funciones de transferencia en las que no se de algunos de estos dos casos se puede
emplear este método de disefio con resultados muy satisfactorios. Al ser un procedimiento
posee una aplicaciéon inmediata mediante ingenieria de conocimiento.

Es necesario indicar también que la aplicacion de este método no es posible en todos los
casos pese a que se haya realizado una buena identificacion. Los conocimientos de
ingenieria de control requeridos en este caso son mucho mayores que los necesarios en
ajuste empirico.



Disefio de reguladores con el uso
del diagrama de Bode

En este capitulo se pretende abordar la metodologia empleada en el disefio de reguladores
PID mediante el empleo del diagrama de Bode, técnica muy utilizada en todos los ambitos
por tener una resolucion sencilla en todo tipo de sistemas, y que permite obtener unas
especificaciones determinadas. Es una de las técnicas mas usuales, pues puede ser utilizada
en cualquier tipo de sistemas, y se lleva a acabo con pruebas de sencilla aplicacion.



1. Introduccidn

La respuesta en frecuencia se puede definir como la respuesta en régimen permanente a
una entrada senoidal. La salida del sistema tendra una amplitud y un desfase determinados,
en funcion de la frecuencia de la sefial de entrada en ese instante. El analisis en frecuencia
de un sistema es un medio muy importante para su estudio y control. La relevancia de las
técnicas en frecuencia subyace por razones de diversa indole; la primera de ellas es la gran
disponibilidad de sefiales de prueba senoidales en amplios rangos de frecuencias y
amplitudes. Asimismo, es muy sencillo realizar medidas de amplitudes y frecuencias en una
salida de un sistema acondicionada debidamente, ante un barrido de frecuencias en la
entrada. Tras haber obtenido la respuesta en frecuencia del sistema, existen técnicas para
obtener su funcion de transferencia a partir de ella. Otra ventaja es que el disefio y ajuste
de parametros de la funcion de transferencia de un sistema, para que cumpla unas
determinadas especificaciones es sencillo de obtener en el dominio de la frecuencia. Con
esta técnica se pueden averiguar los efectos del ruido y las variaciones de parametros. Si
fuese necesario obtener la respuesta transitoria de un sistema, esta se puede obtener a
partir de la respuesta en frecuencia, hecho que es bastante complejo a medida que
aumenta el orden del sistema, recurriendo por tanto a la aproximacién a uno de segundo
orden.

Este método frente al del lugar de las raices, decir que en sistemas de alto orden el Ultimo
resulta muy dificil su utilizacion ya que es necesaria la determinacion de las raices de la
ecuacion caracteristica. Existen metodologias en frecuencia que permiten obtener
informacion de la estabilidad del sistema sin calcular las raices, asi como posibilidad de la
implementacion de reguladores de una forma sencilla.

En multiples casos los métodos de ajuste basados en el dominio de la frecuencia son muy
interesantes. Una de las ventajas es que necesitan menor informacion de la dinamica del
proceso que los basados en otros métodos. Cabe destacar que trabajando de esta forma
no va a ser necesario normalmente un conocimiento exhaustivo del sistema, sino que se va
a tratar de mejorar la respuesta frecuencial en aquellas zonas que le interese al disefiador
del controlador para cumplir unas determinadas especificaciones.

Se va a tratar en este capitulo la obtencion de reguladores PID a partir de la respuesta en
frecuencia de sistemas, que como se vera se consigue a partir de otros reguladores como
el Pl'y el PD, que sera necesario comentar por ese motivo. El disefio de los controladores
se va a llevar a cabo a partir de los diagramas de Bode. HW. Bode uso las graficas de
respuesta frecuencial de magnitud y fase e investigo la estabilidad en lazo cerrado usando
las nociones de margen de ganancia y fase. En 1945 aparecen los detalles completos del
trabajo de Bode en su libro "Network Analysis and Feedback Amplifier Design”. Se va a
repasar inicialmente de forma resumida la construccion de las curvas de Bode.

2. Construccion de los diagramas de Bode

En este apartado se indican de forma resumida y practica, los pasos a seguir para la
construccion de los diagramas de Bode de un sistema en su aproximacion asintotica (se



realiza con el sistema en cadena abierta). Van a ser necesarios para poder disefiar las redes
de adelanto-retraso (PID real).

En primer lugar es necesario dejar los términos de las funciones de transferencia de la forma
que se indica en la Ecuacién 78.

(* joT £1)
Ecuacion 78

De esta forma si se dispone por ejemplo de una funcién de transferencia como la de la
Ecuacion 79.

(Jo+T)
(Jo+T)(jo+T;)

G(jo) =K

Ecuacion 79

es necesario hacer la simplificacién indicada en la Ecuacion 80 para poder dibujar el

diagrama de Bode.
194
T, T,

G(jw)= K(Tszj(ijJ(jwﬂj

T2

3

Ecuacion 80

Se muestran en primer lugar como son los diagramas de Bode de diferentes términos por
separado:

A. G(jw)=k
IGGW) b 4 LG(w)° o
o
20 log |K]| 0 db/dec 180° 0° / dec (k<O0)
R 0o 0° / dec (k=0)

w (rad/seg) w (r;d/seg)
Figura 64 - G(jw) = k

B. G(jw)=jwT+1



1IGGw)lab 5 LG(jw)°
o
20 db/dec 90
45° / dec
0 db/dec
oo >
w (rad/seg) 1/10T 10/T @ (rad/seq)
Figura 65 - G(jw) = jwT + 1
C. G(jw)=jwT-1
|G(j°3)|ub‘ 460@0
180°
-45° / dec
o
20 db/dec 90
0 db/dec
o° >
w (rad/seg) 1/10T 10/T @ (rad/seg)
Figura 66 - G(jw) = jwT - 1
D. G(jw)=-jwT-1
IGGW)lan £GGw)?
270°
45° / dec
20 db/dec 180°
0 db/dec
o° >
W (rad/seg) 1/10T 10/T @ (rad/seg)
Figura 67 - G(jw) = -jwT - 1
E. G(jw)=-jwT+1
IGGW) oo , LGGw)®
360°
-45° / dec
o
20 db/dec 210
0 db/dec
o° >
w (rad/seg) 1/10T 10/T @ (rad/seq)

Figura 68 - G(jw) = -jwT + 1

Gljw)=—F—
F (Je) joT +1



10/T w (rad/seg)

10/T w (rad/seg)

45° / dec

10/T w (rad/seg)

IGGW)lab 5 /G(w)°
1T ) (rag/seg) 0o 1/10T
0 db/dec
-45° / dec
-20 db/dec -9Q°
G(jo)=——
Figura 69 - JoT +1
G(jo)=———
IGGW)lab 5 /G(w)°
1T ) (rag/seg) 0o 1/10T
0 db/dec
-20 db/dec -90°
-180°
. 1
G(jw)= ST 1
Figura 70 - ol =
. 1
G(jo)=———
H. - ja)T -1
IGGW)lab 5 /G(w)°
1/T w (rad/seg) 1/10T
0 db/dec i 0°
-20 db/dec _180°
-45° / dec
-270°
. 1
G(jo)= Tl
Figura 71 - —Jol -
. 1
G(jw) =

L - joT +1



1IGGw)[ab 5 [G(w)® ,
1T o (rad/seg) 0o 1/10T 10/T (rad/seg)
0 db/dec
-20 db/dec _270°
45° / dec
-360°
. 1
G(jo)= ﬁ
Figura 72 - Jol +
. 1
G(jo)=—
I. Jo
IG(jU))ldb /4(30@)0 A
odb T \ 1 ] (rag/seg) 0o w (rad/seg)
-20 db/dec
0° /dec
-90°
. 1
G(jo)=—
Figura 73 - Ja)
¢ Glio)=jo
1GG®)lab LGGw)e
0° /dec
90°
20 db/dec

w (rad/seg) w (rad/seg)

OO

Odbl
/!

Figura 74- C(J1@) = j@
Estos van a ser utilizados posteriormente en el trazado de los diagramas de funciones de

transferencia.

Manteniendo el ejemplo que se estaba mostrando previamente, al cual se le habian
realizado algunas modificaciones hasta obtener la Ecuacion 80, se procede a la elaboracion
de la Tabla 17 de mddulos y de argumentos que va a servir en el trazado grafico del
diagrama de Bode (se supone que T3>T2 y T2>T1).

Tabla de modulos Tabla de argumentos
T1 T2 T3 T1/10 T2/10 T3/10 10T1 10T2 10T3 de a
A 0 0 0 0 A 0 0 0 0 0 0 0 0° 0°
B 0 1 1 1 B 0 1 1 1 0 0 0 0° 9Q°
C 0 0 -1 -1 C 0 0 -1 -1 -1 0 0 0° -90°
D 0 0 0 -1 D 0 0 0 -1 -1 -1 0 0° -90°
> 0 1 0 -1 > 0 1 0 -1 -2 -1 0 0° -90°

Tabla 17 - Tabla de trazado del diagrama de Bode para ejemplo
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El comienzo de la gréfica se realiza en una frecuencia de tal forma que se pueda representar
en su totalidad. Para obtener el punto de arranque de la curva de modulos se realizara el
siguiente célculo 20 log (ganancia), que en este caso después de las simplificaciones
necesarias seria lo que se muestra en la Ecuacion 81

20-log| K LA
T

2°3

Ecuacion 81

En el ejemplo no existen polos en el origen'y, por tanto la pendiente de la curva de médulos
en el arranque es nula, pero en el supuesto de que a la hora de confeccionar el diagrama
de una funcion de transferencia esta posea un polo en el origen, la pendiente de arranque
de la curva de mddulos no va a ser cero, y en dicho caso va a ser necesario restarle al
arranque calculado previamente 20log(frecuencia de comienzo). Si en lugar de un polo
tiene dos lo que se ha de restar es 40log(frecuencia de comienzo), y asi sucesivamente en
funcion del nimero de polos en el origen a razén de 20x(n° polos). De forma genérica
quedaria una expresion como la que se indica a continuacién cuando existan polos en el
origen.

20-log[Ganancia]—20- (n° polos _en _origen) log| frecuencia_ comienzo|

Ecuacion 82

1IG(w) lab

(i) ° ~
\

T, T> T3 w (rad/seq)
/ G(jw)®
0
Q° 0 , N
\-1
\\
-2
-1
-90° N

T./10 To/10  Ts/10 10xT, 10xT>  10xTs

w (rad/seqQ)

Figura 75 - Diagrama de Bode ejemplo



Si se representa la curva de moddulos y de argumentos del diagrama de Bode
correspondiente al ejemplo que se viene utilizando, el resultado es el mostrado en la Figura
75.

Fijandose en la confeccién de las gréaficas se puede observar, que se sigue la Tabla 17
elaborada previamente. En la gréfica se ha indicado ademas la pendiente de las rectas en
cada tramo, asi como el punto de arranque en la curva de modulos y los angulos de partida
y de llegada en la curva de argumentos.

3. Especificaciones frecuenciales

Existen basicamente cinco especificaciones de la respuesta en frecuencia de un sistema, de
las cuales dos de ellas se obtienen con el sistema en lazo abierto y las otras tres con el en
lazo cerrado. Las primeras cuya definicion se enuncia seguidamente, se extraen de las
curvas de modulos y de argumentos comentadas previamente:

3.1. Margen de ganancia

El margen de ganancia es el valor de la ganancia expresada en decibelios, que puede
afadirse al lazo abierto antes de que el sistema en lazo cerrado se vuelva inestable.

3.2. Margen de fase

Es el angulo en grados que se puede disminuir al sistema en lazo abierto antes de
convertirlo en oscilante o criticamente estable

Para obtener ambas especificaciones es indispensable hacerlo desde las curvas de médulos
y de argumentos conjuntamente para una misma escala de frecuencias en el eje de
abscisas. Para comprender bien como se extraen esos datos es conveniente fijarse en la
figura 13. En primer lugar, se obtiene el punto de corte de la curva de mddulos con cero
decibelios, en donde se extrae la frecuencia de cruce de ganancia (wcg). En segundo lugar,
se obtiene la frecuencia a la que la curva de argumentos corta los -180°, en donde se tiene
la frecuencia de cruce de fase (wcf). Con estos datos ya se pueden obtener los margenes
de ganancia y fase del sistema como se detalla a continuacion:

- Margen de Ganancia (MGdb). - Es la distancia que existe entre la curva de
moddulos y la recta de cero decibelios a la frecuencia de cruce de fase. Este es
positivo, siempre y cuando la medida quede por debajo de la recta horizontal
de cero decibelios.

- Margen de fase (MF9). - Es la distancia que existe entre la curva de argumentos y la

recta de -1809 a la frecuencia de cruce de ganancia. Es positivo, siempre que la
medida quede por encima de la recta horizontal de -1802.



IGGWHGW) as

1 w (rad/seq)
O db >
(ch
MGap
/ Gw)H(w)® A

o MF© ‘\ Ocf  (rad/seg)
-180 N >

Figura 76 - Explicacion grdfica de MFy MG

Tal y como esta representados en la figura 13 los margenes de ganancia y fase en este caso
son positivos ambos. Es importante indicar que es indispensable que ambos valores sean
positivos para que el sistema sea estable, el hecho de que sean negativos indica
inestabilidad. Se precisan las siguientes consideraciones practicas enunciadas por Katsuhiko
Ogata:

- Los dos valores delimitan el comportamiento del sistema en lazo cerrado
cerca de la frecuencia de resonancia (esta especificacion se comenta
seguidamente).

- Para obtener un rendimiento satisfactorio el margen de fase ha de estar entre
30°y 60°, asi como el margen de ganancia ha de ser mayor de 6 db. De esta
forma un sistema posee una estabilidad garantizada.

- En los casos practicos, para la estabilidad es conveniente una pendiente de -
20db/dec en la frecuencia de cruce de ganancia. Si es -40db/dec puede ser
estable o inestable, y si es de -60db/dec, el sistema es muy probable que sea
inestable.

3.3. Frecuencia de resonancia

Es la frecuencia a la cual la funcidn de transferencia en cadena cerrada del sistema posee
un Maximo.

3.4. Maximo de resonancia
Es el valor maximo de la curva de mdédulos en cadena cerrada del sistema.



3.5. Ancho de banda

Es el valor de la frecuencia para la cual la amplitud de la salida es de /42 de la amplitud
de entrada. O dicho de otro modo es la frecuencia para la cual la salida cae 3 decibelios
respecto a la entrada.

Como se ha comentado al comienzo de este apartado, la obtencidon de estas tres
especificaciones definidas previamente tiene lugar con el sistema en cadena cerrada. Para
aclarar mejor sus definiciones se muestra la Figura 77:

M(jw) 4

Mg

1 j\
=0.707 f

1
2

»
|

™1 OR W2 (rad/seg)

B:(DZ'OJ]_
Figura 77 - Explicacion grdfica de B, wr'y Mr

Esta seria la forma méas genérica de representacion, pero existe otra muy frecuente en
sistemas lineales, que se muestra en la Figura 78.

M(jw) A

Mg

=0.707

fol-

OR

01 w (rad/seg)

B:(J)]_

Figura 78 - Explicacion grdfica de B, wr'y Mr



La Figura 78 es una particularizacion de la 77, en donde se identifican las especificaciones
de igual modo. En este caso la obtencion de las especificaciones se realizara como se indica
a continuacion:

- Ancho de banda B (rad/seg.).- La forma mas sencilla de obtener este valor es
graficamente, dibujando la curva de modulos en cadena cerrada, y en el
momento que descienda 3 decibelios se localiza la frecuencia o frecuencias
de corte, y se obtendra el ancho de banda como se ha indicado en las Figura
76y Figura 77.

- Frecuencia de resonancia wR (rad/seg).- Para esta especificacion y la siguiente
se establece en primer lugar que la funcion de transferencia en cadena
cerrada es la que se muestra en la Ecuacién 83.

G(jw)
1+G(jo)H (jw)

M(jw)=

Ecuacion 83

En donde G(jw) es la funcion de transferencia en cadena directa y H(jw) es la

funcion de transferencia en cadena inversa de un sistema como el de la Figura
79.

AR

+

G(jo) >

A

H(jo)

Figura 79 - Sistema tipico

Como se puede ver en las Figura 77 y Figura 78 la frecuencia de resonancia se
da en un maximo de la funcion, y en consecuencia la pendiente en ese punto
sera nula, por tanto se obtendra su valor como se indica en la Ecuacion 84.

L dMGe)|
w

R

Ecuacion 84

- Maximo de resonancia MR.- Este es el valor méximo de la curva de médulos y
ademas se da a la frecuencia de resonancia, y por tanto se obtendra como se
indica en la Ecuacion 85.

Mg =|M (jog)|= M (db) =20log M,
Ecuacion 85

El maximo de resonancia proporciona una idea de la estabilidad relativa del sistema. Si
posee un valor alto indica que el sistema posee un par de polos dominantes en cadena
cerrada proximos al eje imaginario, provocando una respuesta en régimen permanente con
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mucha oscilacion. Sin embargo, si el maximo de resonancia es pequefio quiere decir que la
respuesta transitoria del sistema tiene poca oscilacion si la tiene. Dado que las magnitudes
de la frecuencia de resonancia y el maximo de resonancia son magnitudes faciles de medir
sirven sobre todo para comprobar los resultados tedricos con los practicos. Es importante
resaltar que es mas frecuente para problemas practicos de disefio especificar el margen de
fase y el margen de ganancia.

En cuanto al ancho de banda da una idea de cémo un sistema sigue en su salida una
senoide dispuesta a la entrada. El ancho de banda disminuye con el incremento del
coeficiente de amortiguamiento, en consecuencia, se puede afirmar que el tiempo de
respuesta es inversamente proporcional al ancho de banda. La especificacion del ancho de
banda es determinada por los siguientes factores:

- La capacidad de reproducir la sefial de la entrada (un ancho de banda grande
tiene como consecuencia tiempos de subida pequefos).
- Las caracteristicas de filtrado necesarias para el ruido de alta frecuencia.

En referencia al ruido, el ancho de banda no ha de ser demasiado grande. Por ese motivo
existe conflicto en cuanto a la eleccion del ancho de banda y es necesario alcanzar un
equilibrio de disefio.

Como se ha enunciado en estas Ultimas anotaciones, las especificaciones frecuenciales
estan en muchos casos intimamente ligadas a las especificaciones temporales. En este
término en el siguiente apartado se comenta la relacion existente entre ambas.

4. Relacion entre las especificaciones frecuenciales y las

temporales
Es necesario para realizar esta comparacion hacer el supuesto de que se esta frente a un

sistema de 2° orden cuya funcion de transferencia en cadena cerrada es la de la Ecuacién
86.

2
n

$° +2Ew, 5+ w}

G(s) = @

Ecuacion 86

La respuesta ante una entrada escaldn unitario es la tipica de un sistema de 2° orden
subamortiguado, y la respuesta en frecuencia es similar a la mostrada anteriormente en la
Figura 77. Se hace seguidamente una recopilacién de las expresiones en funcion de los
términos de la funcion de transferencia, asi se tiene en primer lugar que la sobreoscilacion
posee una expresion como la de la Ecuacién 87.

/1—52 o ¢
4

TN g2
M, =e 9 =e ¥

0 =arctg

2

e 0
M, =e

Ecuacion 87



Se sabe en otro término que la frecuencia natural amortiguada del sistema es la que se
muestra en la Ecuacion 88.

_ 2
@y =w,1-¢&
Ecuacion 88

De este modo se puede obtener la expresion del tiempo de pico como se indica en la
Ecuacion 89.

t = T _ T

P 22
Wy w,1-¢&
Ecuacion 89

Con la expresion de 6 mostrada en el desarrollo de la Ecuacion 87 y con el de wd de la
Ecuacion 88 se obtiene también el tiempo de respuesta que se muestra en la Ecuacion 90,
en donde se muestra ademas el valor del tiempo de establecimiento para una banda del
5%.

1-&£2
T—arctg———
¢ T—-6 £ i _ 3
L o w1-& o,
Ecuacion 90

En cuanto a las especificaciones frecuenciales que se obtienen de la funcion de
transferencia en cadena cerrada expresadas con los términos que intervienen en la Ecuacién
85, por un lado, se tiene la frecuencia de resonancia que viene expresada como se indica
en la Ecuacion 91.

o, =0 127

Ecuacion 91
En cuanto al Méximo de resonancia MR es el que se muestra en la Ecuacion 92.
1

Ecuacion 92

M

Se tiene por ultimo en cuanto a especificaciones en cadena cerrada que el ancho de banda
es el que se indica en la Ecuacion 93.

B =, [1- 262 +4[2— 422 +4E°

Ecuacion 93
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Se muestran seguidamente las especificaciones frecuenciales de un sistema en lazo abierto
en funcion de los parametros que intervienen en la funcion de transferencia de la Ecuacion
85. Se tiene en primer lugar la Ecuacion 94 de la frecuencia de cruce de ganancia (wcg).

Wy = O, \/— 267 +4/4E% +1

Ecuacion 94

Se muestra en la Ecuacién 95 el margen de fase.
28
\/— 282 4,484 +1

Ecuacion 95

MF =arctan

Esta ecuacion a veces se aproxima de la siguiente forma (Ecuacién 96)
MF =100-¢&
Ecuacion 96

Teniendo en cuenta las diferentes expresiones enunciadas, en las que intervienen los
mismos parametros, es facil predecir por ejemplo como va a influir un aumento del ancho
de banda en las especificaciones temporales, o viceversa si se modifica un parametro para
cambiar una especificacion temporal, predecir como va a influir en las frecuenciales.

Esta correlacion entre especificaciones se cumple para sistemas de 2° orden con un par de
polos dominantes, o para sistemas de orden superior que se comporten del mismo modo.
Teniendo en cuenta esto, es necesario una vez compensado un sistema en el dominio de
la frecuencia observar su respuesta en el dominio del tiempo, para comprobar si se
cumplen las especificaciones deseadas. En la mayoria de los casos la aproximacion da
buenos resultados, pero existen casos con desviaciones considerables.

Partiendo de la base de que se dispone de un sistema de este tipo se puede obtener una
tabla resumen (Tabla 18) simplemente dando valores, en la que se ve la progresion de las
especificaciones ante un aumento del coeficiente de amortiguamiento §, y de esta forma
se puede ver como varian las especificaciones frecuenciales frente a las temporales y
viceversa.

é M P Wd tp tr Or M r B (l)cg M F
1 { ! 1 1 ! ! ! ! 1

Tabla 18 - Resumen de variacion de especificaciones frecuenciales y temporales

5. Disefio de reguladores con los diagramas de Bode

En los puntos desarrollados previamente se ha mostrado como obtener las especificaciones
frecuenciales que posee un sistema, haciendo hincapié en que definen su estabilidad,
reafirmando esto Ultimo mediante la comparacion con especificaciones temporales que son
en cierta medida mas entendibles.
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En este punto se aborda el disefio de reguladores PID para modificar las especificaciones
de acuerdo con unos requerimientos determinados. Para ello en primer lugar se explican
las redes de adelanto de fase, las de retardo, las de retardo adelanto. Seguidamente se
comentan los controladores PD, Py PID como casos especiales de las anteriores.

5.1. Regulador proporcional (P)

Este tipo de regulador sélo posee un parametro, la ganancia (k), por lo tanto, también
vamos a poder modificar el punto de arranque de la curva de mddulos del sistema.

Teniendo en cuenta la ecuacion del punto de arranque de la curva de modulos (20 log k) y
haciendo un estudio mas a fondo, tenemos 2 posibilidades.

5.1.1. K>1

En este caso estamos reduciendo el margen de ganancia al sistema, aumentando la
frecuencia de cruce de ganancia y, por consiguiente, modificando también el margen de
fase del sistema.

Sin embargo, no podemos aumentar descontroladamente la ganancia k. Tenemos el limite
de igualar la frecuencia de cruce de ganancia con la frecuencia de cruce de fase ya que,
sino, el sistema se volveria inestable.

5.1.2. K<1

En este caso estamos aumentando el margen de ganancia del sistema y reduciendo la
frecuencia de cruce de ganancia y, por consiguiente, modificando también el margen de
fase del sistema.

§ Datos de partida

i - Fdt de la planta y sensor.

¢ Ganancia
k>17?

- Reduccién MG. - Aumento MG.
- Aumento Wcg - Reducién Wcg
- Modificacién MF. - Modificaciéon MF.
v ¥
LIMITACIONES LIMITACIONES
) R\:lguf\c/:;)n(gztseterlngue - Curva de médulos no
cg — Thef corte 0db
oscilante)

Figura 80 - Organigrama de disefio de un regulador P
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Aligual que el caso anterior, debemos tener cuidado porque podemos hacer que el sistema
se quede sin frecuencia de cruce de ganancia y, por lo tanto, hacer que su margen de fase
sea infinito. Se muestra detalladamente en la Figura 80.

5.2. Redes de adelanto de fase (PD Real)

Un compensador de adelanto de fase posee la siguiente funcion de transferencia expresada
de varios modos:

1
S+
Ts+1
G.(s)=K.a- ST _ . T con (O<a<l)
als+1 1
S+
al
Ecuacion 97

Debido a la restriccion de a en que ha de estar comprendido entre 0 y 1, el cero estara
situado a la derecha del polo en el plano complejo.

Si se trazase el diagrama de Bode de la red seria algo similar al de la Figura 81:

G(jw A
160 0 db/dec

20 db/dec

‘ 0 db/dec

w (rad/seg)

45° / dec -45° / dec

w (rad/seg)

/G(Gw)° +

Figura 81 - Curva de modulos y argumentos de un regulador PD real

El procedimiento para el disefio de una red de adelanto de fase es el que se indica
seguidamente:

1. Sise pone en serie el regulador con la funcion de transferencia como se indica en
la Ecuacion 98,

G, (5)G(S) = K.« Ts+1 G(S) = Ts+1

als+1 als+1

G.(S) siendo G,(S)=K_ aG(s)

Ecuacion 98

lo primero que hay que hacer es calcular la ganancia K que es equivalente a Kca
para que el sistema satisfaga la constante del error especificada.

2. Empleando el valor de K calculado en el paso anterior, trazar el diagrama de Bode
del sistema sin regular, y calcular el margen de fase del sistema.
3. Calcular el adelanto de fase maximo requerido empleando la Ecuacion 99.
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¢m = ¢e - ¢nc +é&
Ecuacion 99

donde ¢m es el adelanto de fase requerido, ¢e es el especificado, ¢nc es el del
sistema no compensado y € es un margen de fase de seguridad para tener en
cuenta que la frecuencia de cruce aumenta con la regulacion del sistema. Este
parametro € va a poseer unos valores de 5° para aquellos sistemas en que el sistema
no compensado posea unas pendientes de hasta -40db/dec, y valores de entre 15°
y 20° para pendientes mas elevadas.

Una vez calculado el adelanto de fase necesario para el sistema compensado se
procede al calculo del parametro a de la red mediante la Ecuacién 100.
1-sin
a :_—¢m
1+sing,

Ecuacion 100

Si el angulo de fase requerido ¢m fuese mayor de 60°, es conveniente emplear dos
redes identicas en la que cada una contribuya con ¢m/2

Con el parametro a se determina la frecuencia en donde la magnitud del sistema
no compensado posee el valor mostrado en la Ecuacion 101. Esta frecuencia se toma
como la nueva frecuencia de cruce de ganancia.

. . 1
Nueva _ frecuencia _de cruce de ganancia — —20log| —

Ja
Ecuacion 101

Esta frecuencia se corresponde ademas con la Ecuacion 102.

1

" T a

Ecuacion 102

),

de donde se obtiene que T vale lo indicado en la Ecuacion 103.

T

1
ay, Ja
Ecuacion 103

Se determinan a continuacion las frecuencias de esquina del regulador de adelanto
como se indica en las siguientes expresiones, bien en funcion de la nueva frecuencia
de cruce de ganancia wm o bien en funcion de T.

o= =0 a

Ecuacion 104
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_1_ o
ol a

Ecuacion 105

@,

7. A la hora de dibujar el diagrama de Bode del sistema sin compensar, se puede
haber juntado una ganancia propia del sistema, con la ganancia que ha sido
calculada en el apartado 1 para satisfacer el error especificado. Es necesario
separarlos para obtener la funcion de transferencia del regulador.

8. Se dibuja seguidamente el Bode del sistema compensado y se determina el nuevo
margen de fase. Si no resultase ser el especificado es necesario incrementar el valor
de € del apartado 3, y repetir el proceso de nuevo.

9. Unavez que el margen de fase es el deseado, se comprueban otras especificaciones
adicionales del comportamiento del sistema.

5.3. Redes de retardo de fase (Pl Real)

Un compensador de retardo de fase posee una funcion de transferencia de varios modos
como la de la Ecuacion 106.
1

S+—
Ts+1 _K

=
G(s)=K_f-
(s) °ﬂﬂTs+l °s+i

con (fF>1)

Ecuacion 106

Debido a la restriccion de B en que ha de ser mayor de 1, el polo estara situado a la derecha
del cero en el plano complejo.

Si se trazase el diagrama de Bode de la red seria algo similar al de la Figura 82:

166D} o gb/dec
20 db/dec
O db/dec
/GGwe 4 w (rad/i‘eg)
20° 45° / dec T
o° -45° / dec
® (rad/seq)

Figura 82 - Curva de modulos y argumentos de un regulador Pl real



El procedimiento para el disefio de una red de retardo de fase es el que se indica
seguidamente:

1. Si se pone en serie el regulador con la funciéon de transferencia como se indica en
la Ecuacioén 107,

Ts+1 Ts+1 _ B
Gc (S)G(S) = KmG(S) :mGe (S) siendo Ge (S) = KG(S)

Ecuacion 107

lo primero que hay que hacer es calcular la ganancia K para que el sistema satisfaga
la constante del error especificada.

2. Empleando el valor de K calculado en el paso anterior, trazar el diagrama de Bode
del sistema sin regular, y calcular el margen de fase del sistema.

3. Se busca en el diagrama la frecuencia a la cual el sistema sin regular posee el
margen de fase indicado en las especificaciones de partida (we). Seguidamente se
aplica la Ecuacion 108,

p=¢. +¢
Ecuacion 108

donde ¢ es la contribucion al margen fase requerido, ¢e es el especificado y € es
un angulo de seguridad para compensar el desfase que introduce la red de retardo.
Este parametro € va a poseer unos valores de entre 5°y 15°.

4. Se mide el valor de la curva de mddulos a la frecuencia we que se denomina A, y
se iguala con el valor de la atenuacién necesaria de la red como se indica en la

Ecuaciéon 109, obteniendo de este modo el valor de B.
A=20log g

Ecuacion 109

5. Se escoge ahora la frecuencia de codo superior w2=1/T una década por debajo de
la frecuencia a la que se obtiene el margen de fase especificado we. Escogiéndose
este valor como se indica en la Ecuacion 110.

1 . . @y Dy
w, =? siendo este valor igual a alguno entre 7y—

10

Ecuacion 110

En redes analdgicas no se puede aumentar mas el denominador. De esta expresion
se extrae el valor de T necesario en la confeccion del regulador.

6. Una vez obtenido el valor de Ty de B la red de retardo de fase queda totalmente
definida. Con lo cual se procede al trazado del diagrama de Bode del sistema ya
compensado y a la comprobacion del margen de fase obtenido.

7. En caso de que no se cumpliese alguna especificacion seria necesario tomar un
nuevo valor de € del apartado 3, o probar con un nuevo valor de 1/T del apartado
5, hasta concluir con las especificaciones deseadas.



Célculo K Célculo B
(;_C_ump_le FIN Célculo T,
especificaciones?
\ no
y
v
Caélculo MF necesario:
Mfnec=MF + margen Célculo a
seguridad (€)

\4

Célculo
frecuencia We

Célculo Ty

\4

Célculo G a We

Figura 83 - Organigrama de disefio de un PID real

5.4. Redes de retardo-adelanto de fase (PID Real)

El disefio de un regulador de retardo-adelanto por el método de Bode se basa en las
técnicas mostradas por separado previamente. Se muestra en la Figura 85 el método a
seguir en un diagrama.

Para realizar estos reguladores se establece una relacion entre los parametros a y B de los
dos compensadores explicados. Dicha relacion dice que el parametro a de la red de
adelanto debe serigual a la inversa del valor de B de la red de retardo como se observa en
la Ecuacion 11

Ecuacion 111

La parte correspondiente a la red de adelanto altera la curva de respuesta en frecuencia
afadiendo un angulo de adelanto de fase e incrementando el margen de fase en la
frecuencia de cruce. En cuanto a la seccién de retardo produce atenuacion cerca y por
encima de la frecuencia de cruce, y permite el incremento de la ganancia en el rango de
bajas frecuencias para mejorar el comportamiento en régimen permanente.
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La funcion de transferencia de la red de retardo-adelanto es la que se muestra en la
Ecuacién 112:

(Ts+1) (T,s+1)

G.(s) =K,
(E S”j (BT,s+1)

Ecuacion 112
5.5. Reguladores PD
La funcion de transferencia del regulador PD es la que se muestra en la Ecuacion 113:
G,(s) = K(1+Ts)
Ecuacion 113

En este caso se trata de un caso especial de una red de adelanto, a la que no se le ha
incluido el polo que lleva esta, si se realizase la representacion del diagrama de Bode de
esta funcion de transferencia se tiene la Figura 84.

IGGW)lan #
20 db/dec
0 db/dec

/ oy /T ™) (r;d/seg)

90°

45° / dec

00

1/10T 10/T © (rad/seg)

Figura 84 - Curva de modulos y argumentos de un regulador PD
El método de disefio se ilustra en el diagrama de la Figura 85.

Se observa en esta figura que la introduccién de un controlador de este tipo afiade fase al
sistema, por lo que se puede provocar en consecuencia un gran incremento del margen de
fase del sistema que se pretende regular. Asimismo, se puede ver que se afiaden 20 db por
década a la curva de mddulos a partir de las frecuencias que estén por encima de la
posicion del cero del regulador.

El procedimiento de disefio para un determinado margen de fase en las especificaciones
que se pretenden alcanzar es el mismo que para un compensador de adelanto de fase, con
la salvedad de que en este caso no se le va a introducir un polo al sistema, es decir que tan
solo se tendra en cuenta el cero que se le ha dispuesto a la mencionada red.



Al aumentar el margen de fase del sistema se contribuye a la mejora de la estabilidad
relativa de este. Teniendo en cuenta esto el disefio del controlador se ha de llevar a cabo
de tal modo que se realice la mayor aportacion de margen de fase, pero esto dependera
de la ubicacion del cero, pues se puede incrementar la frecuencia de cruce de ganancia en
la curva de mddulos, y es necesario optimizar la ubicacién para el cometido comentado. La
mejor forma de conseguirlo es probando hasta acotar aproximadamente la zona en la que
se produce el mayor margen de fase.

' Datos de partida

| - Fdt de la planta y sensor
- MF

Calculo K

¢ Cumplen
las

especificacio

nes ?

FIN

Célculo MF del
sistema K.G(s)

v

Célculo MF necesario: Mfnec= MF-
MF,c + margen seguridad (€)

v

Se necesitan
2 reguladores
PD

Calculo a

v

Calculo T

v

FIN

Figura 85 - Organigrama de disefio de un PD
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Figura 86 - Curva de modulos y argumentos de un regulador Pl

5.6. Reguladores Pl

En cuanto al regulador PI, su funcién de transferencia es la que se muestra en la Ecuacion
114:

GC(S)ZK@
S

Ecuacion 114

En este caso también nos encontramos ante un caso especial de una de las redes explicadas
anteriormente, en concreto la de retardo. Pero es necesario tener en cuenta una serie de
aspectos no desarrollados anteriormente, y por ese motivo se va a desarrollar el disefio de
este tipo de regulador en detalle.

Realizando el trazado del diagrama de Bode de esta funcién de transferencia se tiene la
Figura 86.

El regulador Pl se caracteriza por la disminucién de fase que se realiza a bajas frecuencias.
El polo del origen da lugar a una sustraccion en el angulo de 90°, pero el cero del
controlador contrarresta el efecto introduciendo fase al sistema, ocasionando que el
regulador a altas frecuencias no ejerce influencia sobre el sistema que se pretende regular.

El propdsito de la introduccion del regulador es el de mejorar el margen de fase del sistema,
hecho que aparentemente no es lo que se puede conseguir dadas las consecuencias que
provoca. Debido a esto es importante que el cero del regulador este por debajo de la
frecuencia de cruce de ganancia del sistema, y de esa forma el cero resta una cantidad
pequefia de angulo al nuevo margen de fase del sistema compensado.

Para aumentar el margen de fase del sistema compensado se tiene en cuenta lo siguiente:



- La mayoria de los sistemas posee una curva de argumentos decreciente, debido a
que el grado del denominador es mayor que el del numerador.
- El regulador PI atenua la curva de médulos en aquellas frecuencias superiores al
cero.
Debido a todo esto es importante situar el cero por debajo de la nueva frecuencia de cruce
de ganancia, a una distancia tal que no tenga efecto en la curva de argumentos en dicha
frecuencia. La curva de modulos tras la introducciéon del regulador se ve atenuada vy, la
frecuencia de cruce de ganancia se producira a un valor menor que la del sistema sin
regular, lo que provoca que el margen de fase sea mayor, ya que la curva de argumentos
es decreciente.

El regulador PI produce por tanto en primer lugar una reduccion de la frecuencia de
transicion, lo que provoca que el sistema sea mas lento en la respuesta temporal, y en
segundo lugar se incrementa el margen de fase, lo que mejora la estabilidad relativa y el
sistema poseera menor sobreoscilacion.

Para aclarar el proceso de disefio del regulador Pl se va a emplear la siguiente funcién de
transferencia:

o )
Go(5) = Kp +- L =K 2 =K(+Sas)

Ecuacion 115
El procedimiento del disefio de un regulador Pl se detalla a continuacion:

1. Si se tiene especificacion de algun error es necesario ajustar la ganancia necesaria
para corregirlo.

2. Empleando el valor de K calculado en el paso anterior, trazar el diagrama de Bode
del sistema sin regular, y calcular el margen de fase del sistema.

3. Se busca en el diagrama la frecuencia a la cual el sistema representado en el punto
anterior posee el margen de fase indicado en las especificaciones de partida,
aplicando para ello la Ecuacion 116,

¢=-180+¢, +¢

Ecuacion 116

donde ¢ es el angulo de la curva de argumentos en donde se ha de localizar la
frecuencia a la cual se da el margen de fase especificado, ¢e es el margen de fase
especificado y € es un angulo de seguridad para compensar el desfase que
introduce la red de retardo. Este parametro € va a poseer unos valores de entre 5°
y 15°. De este punto se obtiene la frecuencia we a la cual se da el margen deseado.

4. Se mide el valor de la curva de mddulos a la frecuencia we que se denomina A, y
teniendo en cuenta la Figura 86 se iguala con el valor de la atenuacion como se
indica en la Ecuacion 117, teniendo en cuenta que la ubicacion del cero esta en 1/a
y que el controlador tendra un valor de K determinado. Esto es debido a que, la
suma a la frecuencia we del modulo de la funcion de transferencia sin compensar y



del médulo del controlador, debe ser cero, pues es la nueva frecuencia de cruce de
ganancia.

A=20logK —20I091:20{I0gK—Iogl}:ZOIog % =20logK -a=20logK,
a a
a

Ecuacion 117
Nota: K=Kl y a=KP/KI (Ecuacion 115)

Como a la frecuencia we la suma del médulo del regulador mas el modulo del
sistema sin compensar ha de ser cero, de la expresion 117 se obtiene por tanto el
valor de Kp.

i Datos de partida: 1

i - Fdt de la planta y sensor. i
. ME P Y Hallar la frecuencia We a la cual :
1-MG
' - Error $=-180+4, +¢
l Calcular al ganancia (A) a la
frecuencia We y después
Ajustar la ganancia K calcular Kp

para que cumpla el error

v

Se supone:
\ 4 WOperg = L
cero a .10
Con el K anterior, trazar Bode y y hallar Ki ( a=Kp/Ki)
calcular el margen de fase Nota: cero=1/a

v

FIN

Figura 87 - Organigrama de disefio de un P/

5. Como criterio de disefio se escoge ahora la frecuencia del cero wcero=1/a una
década por debajo de la frecuencia a la que se obtiene el margen de fase
especificado we. Escogiéndose este valor como se indica en la Ecuacion 118.

1
a)CGI’O =
a-10

Ecuacion 118

Como en el apartado anterior he obtenido Kp, y ademas sé que el valor de a, que
es conocido por saber la frecuencia del cero, es el de Kp/Ki, ya se dispone de los
parametros que intervienen en el regulador Pl y se puede dar valores a las
constantes de la Ecuacion 115.

Se muestra seguidamente en el diagrama de la Figura 87 de forma resumida el método
explicado.
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5.7. Reguladores PID

En el caso del regulador PID, la funcion de transferencia es la que se muestra en la Ecuacion
119.

K
G.(s)=K, +K;s+—
S

Ecuacion 119

Desde el punto de vista del disefio de un regulador PID en el dominio frecuencial es mucho
mas practico presentar la funcién de transferencia como la suma de un regulador PD y la
de un Pl como se indica en la Ecuacion 120.

G, (s)=(1+ KdS{Kp2+&]
S

Ecuacion 120

El diagrama de Bode de esta funcién de transferencia tiene una forma aproximada a la
mostrada en la Figura 88.

1GG@) e

£ GGw)® w (rad/seq)

w (rad/seg)

Figura 88 - Curva de modulos y argumentos de un regulador PID

Asi pues, para disefiar un regulador PID en el dominio frecuencial se realiza una
implementacion en cascada de un regulador PD junto con un PI, teniendo que considerar
las caracteristicas de los dos condensadores en el disefio.

El requlador Pl aumenta el margen de fase y reduce la frecuencia de cruce de ganancia del
sistema, el controlador PD en cambio aumenta la frecuencia de cruce de ganancia del
sistema, y aumenta también al igual que el anterior el margen de fase. Por tanto, con un
PID va a ser posible obtener un margen de fase mucho mayor que el obtenido
individualmente con alguno de los otros por separado. Teniendo en cuenta esto un sistema
regulado con un PID ha de tener un mayor margen de fase que el sistema sin regular,
ademas de mantener o mejorar la velocidad del sistema original.

Un criterio de disefio es obtener alguna de las dos constantes Ki o Kd, y seguidamente
aplicar la siguiente relacién entre ambas (Ecuacion 121), propuesta por Astrom y Hagglund
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(1984) en su trabajo de referencia "Automatic tuning of simple regulators with specifications
of phase and amplitude margins”

T, =KT, »2<K, <8
Ecuacion 121
donde Ti=Kp/Kl'y Td=Kd/Kp.

La otra posibilidad es realizar un PD para el sistema sin compensar que aporte el mayor
margen de fase posible, y a continuacién dimensionar un Pl para la planta con el PD ya
incorporado, en el que se le fijan especificaciones determinadas, saliendo de este modo la
parte correspondiente al Pl mucho mas relajada. Se muestra un diagrama de la
metodologia a seqguir en la Figura 89.

2 vias

_—

/

1° Criterio: Astrom y Hagglund - 2° Criterio
Obtener Tio Td Realizar un PD Realizar un PI
v
Aplicar la siguiente v —
relacion: . . . .,

A continuacion A continuacion
T, =KT, >2<K,<8 dimensionar un PI dimensionar un PD
sobre el PD anterior sobre el Pl anterior

donde Ti=Ky/K, y Tq=Kd/K,

FIN
Figura 89 - Organigrama de disefio de un PID

6. Conclusiones

Como se ha podido comprobar en el capitulo de disefio de controladores a partir de la
funcion de transferencia mediante la técnica del lugar de las raices permite obtener
especificaciones muy precisas que se pretenden alcanzar, pero en el supuesto de que no
fuese posible obtener la funcion de transferencia del sistema, este método Iégicamente no
serfa aplicable. En cuanto a estos tipos de sistemas en los que no es posible disponer de
una funcion de transferencia del mismo, una alternativa de disefio consiste en obtener
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informacién de la planta mediante la respuesta frecuencial de la misma, que se puede hacer
de forma experimental. Como se ha visto a lo largo de este capitulo las especificaciones
temporales y las frecuenciales estan ligadas, y mantienen una relacion de variacion. Por
tanto, es correcto decir que se puede realizar el disefio de reguladores mediante técnicas
de disefio basadas en la respuesta frecuencial del sistema a regular. Obviamente este
metodo se puede aplicar también con muy buenos resultados a sistemas cuya funcion de
transferencia sea conocida. De hecho, en el caso en que se dispone de polos y ceros
dispersos, lo que es un inconveniente para utilizar el disefio por el lugar de las raices,
mediante esta técnica si se podria obtener el regulador.

Una gran ventaja que se incorpora con el disefio mediante la respuesta frecuencial de
sistemas, ademas de la ya comentada para los sistemas en los que no se puede obtener la
funcion de transferencia, es que este método se puede aplicar con buenos resultados a
algunos sistemas no lineales.

En este caso el método, al igual que para el del lugar de las raices existe un procedimiento,
por tanto, aplicar ingenieria de conocimiento tiene sentido y es factible. Su aplicacion es
mucho mas amplia que para el lugar de las raices, incluso se puede realizar ajuste de
sistemas que posean retardo puro, algo que era imposible.
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