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Resumen

A la hora de estudiar un sistema (sistema indus-
trial, bioldgico, econdmico, etc.), llegar a enfocar
su andlisis desde un punto de vista dindmico puede
ser de gran utilidad e interés, en funcion de los re-
querimientos que condicionen dicho andlisis. Me-
diante un andlisis dindamico se puede conocer qué
respuesta tendrd un sistema ante determinados
estimulos de entrada, cudl es su comportamiento,
si es estable en lazo abierto (local y globalmente),
incluso si viene afectado por fendmenos no linea-
les, como bifurcaciones y ciclos limites, por ejem-
plo. En ocasiones donde el sistema es desconocido
o su dindmica es lo suficientemente compleja co-
mo para formalizar su andlisis dindmico a través
de modelos matemdticos, las herramientas basa-
das en técnicas de Control Inteligente, como son
las Redes Neuronales, cobran vital importancia ya
que permiten abordar el problema a través de mo-
delos del sistema. La literatura ha demostrado que
los modelos neuronales son aproximadores univer-
sales tanto de una funcion como de su derivada,
por lo que en base a datos de entrada/salida per-
miten modelar sistemas no lineales. Considerando
que un modelo neuronal es un modelo matemdtico
formalmente hablando, en base al mismo se pue-
den estudiar aspectos de la dindmica del sistema
modelado real, del mismo modo a como se desa-
rrolla en la teoria de control no lineal. Este trabajo
presenta una metodologia de estudio de los estados
de equilibro de un sistema no lineal, la linealiza-
cion exacta de su modelo de estado neuronal y el
estudio de la estabilidad local de los equilibrios a
partir de dicha linealizacion. A partir de dicha in-
formacion, es posible estudiar la estabilidad local
de los estados de equilibrio, asi como la dindmica
del sistema en su entorno y la presencia de oscila-
ciones, obteniéndose una valiosa informacion del
comportamiento dindmico del sistema.

Palabras clave: Andlisis dindmico, estabilidad,
estado de equilibrio, linealizacion, modelado
neuronal, sistemas dindmicos, red neuronal MLP.

1. INTRODUCCION

Mediante el andlisis dindmico de un sistema se
puede conocer su comportamiento y qué respuesta
presentara ante diferentes variaciones en su entra-
da. El anélisis formal de dicho sistema se convier-
te en tarea inalcanzable si no es posible determi-
nar un modelo matematico, bien por ser un siste-
ma desconocido, o parcialmente desconocido, bien
porque su dindmica es lo suficientemente comple-
ja [1]. Al no conocerse dicho modelo matemético
se puede proceder generando un modelo en base a
datos de entrada-salida, y con dicho modelo, reali-
zar un estudio de la dindmica del sistema original.

Tradicionalmente, los métodos de ingenieria de
control utilizados en muchas aplicaciones se han
basado en enfoques lineales. Esto es debido a que
los problemas han podido ser estudiados y resuel-
tos en un dambito local. Pero sin embargo, hoy en
dia muchos de dichos problemas se enfocan desde
un punto de vista global, lo que lleva al uso de
métodos no lineales.

Una de las razones principales que recomienda la
utilizacion de los modelos no lineales es que los
modelos lineales no tienen una dinamica suficien-
temente rica como para presentar una serie de
fenémenos que se dan cominmente en la vida real
[2, 3, 4]. El comportamiento dindmico de los siste-
mas lineales, sin tener en cuenta su orden, esta go-
bernado fundamentalmente por los autovalores de
su matriz de estado. Por el contrario, los sistemas
no lineales muestran un comportamiento mucho
mas rico, pudiendo producirse oscilaciones autoex-
citadas, conocidas como ciclos limite, un compor-
tamiento aperiddico y criticamente sensible a las
condiciones iniciales [5], el caos [6], as{ como otros
fenémenos dindmicos exclusivos de los sistemas no
lineales, como la existencia de multiples estados de
equilibrio y bifurcaciones [7], entre otros.

Para el andlisis de un sistema no lineal, su re-
presentacién mediante un modelo matematico, ge-
neralmente mediante un modelo de estado, es el
planteamiento inicial idéneo. Esto es posible si se
dispone de suficiente conocimiento del sistema co-
mo para generar sus ecuaciones de estado, siempre
y cuando su dindmica no sea excesivamente com-
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pleja. Pero la realidad es que en multiples oca-
siones el sistema objeto de estudio puede ser de-
masiado complejo, ya sea por su dindmica o por
su dimensién, o simplemente porque se descono-
cen las ecuaciones que gobiernan su funcionamien-
to. Las técnicas procedentes del area del Control
Inteligente pueden ayudar a mejorar estos estu-
dios, como es el caso de la Légica Difusa [8, 9]. De
igual modo, en estas situaciones las redes neuro-
nales (RN) son una poderosa herramienta ya que
permite modelar sistemas altamente no lineales a
partir de datos de entrada-salida. Esta modeliza-
cién puede ser cualitativa [10, 11, 12, 4] o estric-
tamente analitica, aprovechando el hecho de que
las RN son aproximadores universales tanto de la
funcién [13, 14, 15] como de su derivada [16, 17].
De este modo, aunque el sistema sea desconocido,
es posible obtener un modelo neuronal del mis-
mo. Formalmente hablando, un modelo neuronal
es un modelo mateméatico. Por lo tanto, a partir
de este modelo es posible estudiar aspectos de la
dinamica del sistema real siempre que su precisiéon
sea suficientemente alta. Esta forma de abordar el
problema permite enfrentarse a sistemas no linea-
les, cuya modelizaciéon por técnicas matemadticas
tradicionales puede resultar realmente dificil.

A la hora de analizar o disefiar una solucién de
control, el conocimiento de los estados de equili-
brio que posee un sistema, asi como la estabilidad
de dichos estados, son aspectos que resultan de
maximo interés. En el caso en el que el sistema
es completamente desconocido, esta informacién
puede ayudar a aclarar el funcionamiento del mis-
mo, asi como facilitar el diseno de un control ade-
cuado. Es de destacar que, si bien existen trabajos
previos que presentan una novedosa metodologia
de anélisis basada en 16gica difusa [9, 8], no se ha
encontrado ningun trabajo que lo haga desde el
punto de vista de las RN.

Este trabajo presenta una metodologia para anali-
zar un sistema no lineal bajo un enfoque generalis-
ta, el cual es inicialmente desconocido, a partir de
un modelo neuronal. En el apartado 2 se introduce
la formulacién del problema y se ofrecen las ecua-
ciones que se utilizaran para la representacion del
modelo del sistema. En el apartado 3 se presenta
la linealizacién exacta de un modelo neuronal ge-
neral. A continuacién, en el apartado 4 se plantea
una propuesta de procedimiento para el andlisis
dindmico del sistema. Finalmente se aplica dicho
procedimiento a dos ejemplos y se presentan las
correspondientes conclusiones.

2. FORMULACION DEL
PROBLEMA

Sea n el orden del sistema y m su nimero de entra-
das, un modelo neuronal MLP equivalente de un
sistema continuo, que estima tanto sus variables
de estado, como salida, puede venir representado
por [18, 19, 20, 21]:

&(t+1|0) = gle(t,0),0]
y(t|0) = C(0)(t|0)

. L a(t19)

siendo  @(t,0) = [ u(t) |’
donde ¢(t,0) es el vector de regresién, u(t) las
entradas al sistema y 60 el vector de pardmetros
(w, W) de la RN, los pesos y bias de sus capas.

De esta forma, la salida de una RN con una capa
oculta y funciones de activacién sigmoidal, junto a
una capa de salida lineal, puede calcularse a través
de la expresion siguiente, que representa el modelo
neuronal de estado del sistema [20]:

T; = fi(X, u) = i’(t + 1|9) =

nh n+m (2)
=Y WiiFj | 3 wiapi(t) +wjo| +Wio,
j=1 =1

donde W; ; son los pesos y bias de la capa de sa-
lida, w; son los pesos y bias de la capa oculta, ny,
el nimero de neuronas de la capa oculta, ¢;(t) es
el vector de entrada a la RN en cada instante ¢ y
n+m su dimensiéon. Considerando neta el resulta-
do de la combinacién de entradas y pesos a cada
neurona y que Fj es la funcién de activacién de
las neuronas de la capa oculta, se tiene:

n+m
neta = Y wj,l@l(t) + Wwj,0 (3)
=1
enetaieneta
Fj(neta) = St (4)

donde F; representa la funcién tangente hiperbdli-
ca.

3. LINEALIZACION DE UN
MODELO NEURONAL DE
ESTADO

La linealizacion es una de las técnicas mas utiliza-
das en el disenio de sistemas de control no lineales.
Aunque es una técnica que no se debe emplear en
muchos casos, ya que se desprecian los efectos de
las no linealidades de los sistemas controlados, si
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que puede ser valida para controlar sistemas no
muy complejos, o cuya dindmica se conozca de
forma aproximada en regiones donde su compor-
tamiento se acerque mucho a uno lineal.

Aparte de ser utilizada como método de control, la
linealizacién puede emplearse para obtener infor-
macioén de un sistema no lineal. Se puede conside-
rar que, con algunas salvedades, el comportamien-
to de un sistema no lineal en torno a un estado de
equilibrio es muy similar al del sistema linealizado
en torno a dicho estado [22, 7, 23]; por lo tan-
to, la obtencién del sistema lineal equivalente de
un modelo neuronal no lineal puede ser una he-
rramienta muy util para obtener informacién del
sistema original.

Sea el modelo de estado genérico de un sistema no
lineal dado por:

el desarrollo en serie de Taylor hasta orden 1 de
dicho sistema en torno a un punto (xg, ug), deter-
mina que este se puede aproximar por:

x(t) = Ay + AX(t) + Bu(t) (6)
siendo X = x — X9y @ = u — ug, y donde las

matrices del sistema lineal se calculan mediante
las expresiones (7), (8) y (9).

Si el punto (xp,ug) es un estado de equilibrio del
sistema, la matriz Ay serd nula, ya que por defini-
cién un estado de equilibrio hace nula la ecuacién
de estado.

df1(x,u) df1(x,u)
0z o ox,,
A= : : (8)
Ofn(x,u) Ofn(x,u)
Orr O/ )
df1(x,u) af1(x,u)
3u1 o 3um
B= : : (9)
Ofn(x,u) Ofn(x,u)
3u1 o 3um (x0,u0)

Si el sistema (5) se representa mediante un mode-
lo neuronal, su equivalente matemético viene da-
do por (2). Si se linealiza esta expresién en torno
al punto (xg,up), se puede representar el mode-

lo matematico equivalente de un sistema neuronal
linealizado (10),donde Z, y @, son las componen-

tes de los vectores Xg y U, respectivamente, los
cuales a su vez componen el conjunto de entradas
(n +m) a la RN. Operando con la expresién an-
terior se obtiene (11), que desarrollando se puede
expresar como (12).

AO = f(XQ7 uo) (7)
Z‘l ~ fz (XO7 uO) + Z ax’ i‘q —+ Z aui Uy, (10)
g=1 71(x0,u0) v=n+1 (x0,u0)
n 8 np
@; ~ fi (%0, 10) + Z e Z Wi F; ij,l%(t) +wjo| +Wio Zq
q=1 Ta \21 =
(%0,u0)
n+m 8 np n+m
+ Z ” ZWi,ij Z wiipl(t) +wjo| + Wi Uy |, (11)
v=n+1 v o\j=1 l=n+1 (x0,10)

N h

8(
&; ~ fi (x0,u0) +Z -
q=1

p>

v=n-+1

) Wi i F; LE wjipi(t) + wngD
2 > )
Oz, Tq
(x0,u0)
Np n+m
nim |9 Zl Wi ; Fj l 21%’1@1@) +wj0
j= =n
iy 12
9. a (12)
(X07u0)
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A continuacién, en base a los desarrollos de Pi-
rabakaran y Becerra [10] y su extensién general
a problemas de identificacién de Larrea [24], jun-
to a la funcién de activacién Fj(neta) de la RN
descrita en la ecuacién (4), se resolveran indepen-
dientemente cada una de las derivadas parciales
anteriores. En primer lugar, la primera derivada
de (12) queda representada por:

np n
d (Z Wi ;i F} {Z wjipi(t) + WJGOD
j=1 =1

Oz, (13)

= Zl Wjo; (1 —o0j)wjq
j:

donde o; es la salida de la neurona j de la ca-
pa oculta y ¢ toma valores enteros en el intervalo
[1,n].

Para el célculo de la segunda derivada se procede
del mismo modo, obteniéndose la siguiente expre-
sién:

np n+m
G, (Z Wi iFi | 22 wiipi(t) +wjo )
j=1 l=n+1 _
Oy, a

Mh
= Zl Wijo; (1 —0j) wj
J=
(14)

donde v toma valores enteros en el intervalo [n +
1,n+m).

Sustituyendo las expresiones (13) y (14) en (12),
el modelo mateméatico equivalente de un sistema
neuronal linealizado en torno a un punto (xg, up)
viene dado por la siguiente expresion:

n Nnh

x'i%fi(xo,uoﬂ‘z ZWjOj(l_Oj)wjﬁq Tq+

=1 17=1
= (x0,u0)

n+m | np

DD W0;(1-0)) wj|[Eu(15)

v=n+1|j=1
! (x0,10)

4. ESTADOS DE EQUILIBRIO Y
ESTABILIDAD LOCAL

Para el procedimiento de andlisis, el primer paso
a dar va enfocado en la obtencién de un modelo
neuronal de estado del sistema a analizar, como
el dado por (1), mediante alguna de las muchas
técnicas de modelado existentes [20], ya sea en
linea [25, 26], o fuera de linea [4, 27]. Seguidamen-
te es importante la localizacion de los estados de

equilibrio del sistema. La bisqueda de los estados
de equilibrio de un sistema de control es uno de
los primeros problemas que se deben resolver pa-
ra proceder con el estudio de su dindmica. Como
analisis previo al diseno del sistema de control, la
obtencion de los estados de equilibrio proporciona
una valiosa informacion sobre el comportamiento
de este, especialmente si se trata de un sistema no
lineal, ya que estos puntos son candidatos ideales
para el estudio de estos sistemas mediante técnicas
de linealizacién. Una vez disenado el controlador,
la obtencién de los estados de equilibrio del sis-
tema realimentado puede ser til para comprobar
que el diseno se ha realizado adecuadamente, asi
como para poder aplicar andalisis de estabilidad a
dichos estados.

Para el caso de los sistemas neuronales, y dada la
inherente capacidad de este tipo de modelos para
representar dindmicas no lineales, se hace necesa-
ria la utilizacién de métodos numéricos capaces de
resolver el sistema de ecuaciones no lineales que se
plantea:

np

> Wi Fj (netaj) + Wip = 0

j=1

MNh

> W jFj(neta;) + Way = 0

=1 (16)
Nh '
.21 Wn+m7ij (netaj) + Wn+m,0 =0
=

En el analisis de los sistemas dindmicos no lineales,
el calculo de los estados de equilibrio del sistema
puede convertirse en un problema de envergadu-
ra. A diferencia de los sistemas lineales que tienen
uno o infinitos estados de equilibrio, un sistema no
lineal puede tener uno, ninguno, cualquier ntimero
finito o infinitos estados de equilibrio. En este tra-
bajo se propone emplear métodos numéricos para
resolver el sistema de ecuaciones no lineales dado
en (16), concretamente el método de Levenberg-
Marquardt [28], extendido en el trabajo de Moré
[29]. Este algoritmo requiere de un punto inicial
para comenzar la busqueda. Con objeto de maxi-
mizar las posibilidades de encontrar todos los es-
tados de equilibrio existentes, se procede a inicia-
lizar el algoritmo mediante un barrido de puntos
a lo largo de todo el universo de discurso, tanto
de las variables de estado, como de las variables
de entrada del sistema. Existen otras alternativas
tanto dentro del ambito de los algoritmos numéri-
cos como en el de los bioinspirados para poder
realizar esta buisqueda, pero los autores se han de-
cantado por el algoritmo de Levenberg-Marquardt
por ofrecer una rapida convergencia y precision en
los resultados [30, 31]. Este algoritmo inicializado
en una malla de puntos es capaz de encontrar los
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ir(t) L

C _1;(;(15) vp(t)

Figura 1: Circuito diodo tunel.

multiples estados de equilibrio que pueden presen-
tarse en un sistema no lineal con mayor rapidez
que los algoritmos genéticos.

El funcionamiento del algoritmo de Levenberg-
Marquardt requiere del uso de la matriz Jacobiana
del sistema, la cual puede aproximarse o calcularse
de forma explicita para mejorar la convergencia.
El calculo de la matriz Jacobiana de un mode-
lo neuronal se ha resuelto de forma general en la
seccién anterior, por lo que puede incluirse en el
algoritmo numérico para mejorar su precision y
velocidad de convergencia.

La misma matriz Jacobiana empleada para la reso-
lucién de los estados de equilibrio puede emplearse
para linealizar el sistema en cada una de las solu-
ciones obtenidas. De esta forma también es posible
estudiar las caracteristicas de los estados de equi-
librio encontrados a partir de los autovalores de
la matriz dindmica del sistema linealizado. Este
analisis puede ayudar a comprender la dindmica
del sistema, su estabilidad local, y a los ojos de
un experto, incluso se pueden observar comporta-
mientos mas complejos como bifurcaciones o ciclos
limite.

5. EJEMPLO

En esta seccion se presenta un ejemplo de anélisis
a partir de su modelo neuronal, para un sistema no
lineal que inicialmente se considerara desconocido.
El sistema elegido es un caso de estudio amplia-
mente utilizado en estudios y andlisis de sistemas
no lineales [9, §]

Sea el circuito diodo-tinel mostrado en la figura
1, donde R = 1,6 kQ, C =2 pF y L = 5 uH,
x1(t) = vo(t), x2(t) = ir(t) son las variables de
estado del sistema, y h(v) la caracteristica vp —ip
no lineal del diodo-tinel mostrada en la figura 2
[32].

Suponiendo desconocida la dindmica del sistema,
el procedimiento a seguir es obtener un modelo
neuronal del sistema a partir de datos de entrada-

Corriente (mA)

0,2 04 0,6 0.8 1
Tension (V)

Figura 2: Caracteristica V-I del diodo tunel.

salida, y analizar a continuacién dicho modelo con
objeto de extraer conclusiones sobre la dindmica
del sistema.

Para modelar el sistema se ha empleado un con-
junto de 3000 datos distribuidos uniformemente en
el universo de discurso z1(t) € [0,1], z2(t) € [0, 2]
y u(t) € [0,2]. Realizando el ajuste de los pardme-
tros de la red neuronal MLP, de estructura 3-3-1,
mediante un procedimiento de aprendizaje basa-
do en el algoritmo de entrenamiento de segundo
orden de Levenberg-Marquadt [28, 33] se han ob-
tenido unos errores cuadraticos medios (MSE) du-
rante la validacién con otro conjunto de datos de
0,1147 V/ns y 3,03 x 1075 mA/ns, respectivamen-
te.

A continuacion se ha empleado el algoritmo de mi-
nimizacién de Levenberg-Marquardt [28, 29] pa-
ra buscar las soluciones al sistemas de ecuaciones
planteado en (16). Para ello se ha partido de una
malla de puntos iniciales cuyos limites coinciden
con el universo de discurso de cada una de las va-
riables del sistema, empleando un incremento de
0,05 en todas ellas. En la figura 3 se muestran las
soluciones del sistema real junto con las soluciones
obtenidas por el algoritmo numérico sobre el mo-
delo neuronal, descartando aquellas que se sitian

fuera del universo de discurso por carecer de vali-
dez.

Empleando la linealizacion exacta desarrollada en
este articulo se han obtenido los modelos linealiza-
dos en cada uno de los estados de equilibrio mos-
trados en la figura, y se han caracterizado segin
su comportamiento (segtn los tipos de autovalo-
res de la matriz dindmica del sistema linealizado).
Como se puede apreciar en la figura, los estados de
equilibrios del sistema real han sido hallados con
bastante exactitud, incluso su tipo se corresponde
con el obtenido a partir del modelo neuronal. Cabe
mencionar que el algoritmo numérico ha localizado
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Estados de equilibrio
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Figura 3: Estados de equilibrio localizados dentro del universo de discurso del modelo neuronal.

una serie de estados de equilibrio en el modelo neu-
ronal que no existen en el sistema real. Este error
puede deberse al propio error inherente de mode-
lado o al algoritmo de minimizacién. Al menos en
este caso, estos estados son facilmente descartables
porque, a diferencia del resto, no presentan un ti-
po de equilibrio coherente entre si, coincidiendo
practicamente en un mismo punto distinto tipos
de estados de equilibrio.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se ha planteado el andlisis dindmi-
co de un sistema desconocido a través de la obten-
ciéon de un modelo neuronal, basado en una sen-
cilla estructra MLP, a partir de datos de entrada-
salida del mismo. Se ha demostrado a través de un
ejemplo ampliamente utilizado como se puede ex-
traer informacion muy valiosa inicamente a partir
del analisis del modelo neuronal, como la localiza-
cion de los estados de equilibrio de un sistema y
el estudio de su estabilidad local, asi como la pre-
sencia y estabilidad de oscilaciones en el sistema.
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