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Resumen

En este trabajo consideramos una configuracion
multifrecuencia en la que n senales de control se
calculan y aplican al sistema en cada periodo de
muestreo de la salida de la planta. Nuestro objeti-
vo es maximizar el radio de convergencia del siste-
ma a la referencia deseada. Para ello, disenamos
un algoritmo de optimizacion en funcion de las
n senales de control y/o de los tiempos de apli-
cacion de dichas senales. Para verificar la validez
del algoritmo, presentamos algunos resultados ex-
perimentales obtenidos en un sistema de levitacion
por aire.

Palabras clave: Sistemas multifrecuencia, opti-
mizacion, sistema de levitacién por aire

1. INTRODUCCION

Este articulo se enmarca en el contexto de los sis-
temas multifreciencia. Concretamente, considera-
mos un sistema de dos frecuencias donde la salida
del sistema se muestra con un periodo de muestreo
T mientras que la entrada calculada por el contro-
lador se aplica méas rapidamente. Tradicionalmen-
te, si el controlador transmite n senales de control,
estas sefiales se aplican, cada una, durante Ts/n
unidades de tiempo (véase, por ejemplo, [25, 29]).
En algunos casos, los tiempos de aplicacién de las
sefiales de control pueden ser irregulares [1, 8, 9]
pero no existen en la literatura criterios concretos
para decidir esta irregularidad.

Los sistemas de control multifrecuencia se han es-
tudiado intensamente en la literatura [14, 16, 4],
ya que presentan multiples aplicaciones. Por ejem-
plo, el control multifrecuencia puede utilizarse en
analizadores quimicos [20, 27], realimentacién vi-
sual [23, 30], control de vuelo [13], 0 en la lectura
y escritura de discos duros [33, 28]. También se ha
mostrado 1til su aplicacién a sistemas de control
en red [26, 21, 9], proporcionando un ahorro de re-
cursos de comunicacién al obtener una respuesta
similar al caso monofrecuencia con una cantidad
reducida de informacién. Desde el punto de vista
del problema de optimizacién, se han desarrollado
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diferentes controladores éptimos en la literatura.
En [17] se describe un control éptimo Hs. En [31]
se propone un control éptimo periédico. Por su
parte, en [18], se disenia un controlador 6ptimo ba-
sado en optimizacion de desigualdades matriciales
lineales. Ademaés, se han propuesto miltiples con-
troladores predictivos en este marco [19, 11, 5.
Sin embargo, incluso cuando estos trabajos propo-
nen diferentes controladores 6ptimos, no se consi-
dera en ninguno de ellos la posibilidad de mues-
treos irregulares o de retardos variables en el tiem-
po. Recientemente, estrategias como el control de
minima atencién [2, 10] y el control con atencién
en cualquier momento [12, 24] se han estudiado
en el marco de los sistemas de control en red. En
el control de minima atencién, el tiempo de apli-
cacion de la senal de control se maximiza mien-
tras se mantiene un cierto nivel de desempeno. En
el control con atencién en cualquier momento, el
tiempo de aplicacion se fija de manera previa en
funcién de los recursos disponibles y se maximiza
el desempeno durante dicho periodo. El método
que proponemos en este trabajo trata, de alguna
manera, de combinar ambas ideas. Por un lado,
se maximiza el radio de convergencia del sistema
tras un periodo completo de la salida, que es fijo.
Sin embargo, dentro de este intervalo de tiempo,
se permite la variacién de los tiempos de aplica-
cién de la senal de control no solo para mantener
el comportamiento sino para mejorarlo.

El resto del trabajo estd organizado de la siguien-
te manera. En la seccién 2 se presenta el proble-
ma y el modelo multifrecuencia. En la secciéon 3
se describe el algoritmo de optimizacion, asi como
algunas técnicas para la implementacién en siste-
mas con restricciones computacionales. La seccion
4 recoge los resultados experimentales obtenidos
en el sistema de levitacién por aire. Finalmente,
en la seccién 5 se recoge una discusién sobre los
beneficios del método propuesto frente a otros sis-
temas de la literatura.

Preliminares

Definimos el conjunto de los ntimeros reales y el
conjunto de niimeros naturales como R y N, res-
pectivamente. El espacio real n-dimensional se de-



fine por R™. Nos referimos a la norma euclidea
del vector z € R™ como ||z|| = VzTz. Sea M €
R™*™: MT denota la matriz transpuesta de M.
Ademas, si M es una matriz real simétrica, enton-
ces el maximo y el minimo autovalor de M se de-
notan por Apmsx(M) y Amm (M), respectivamente.
Por otra parte, denotamos una matriz simétrica
positiva-definida P € R™*™ como P > 0, mientras
P >0, P<0,y P <0 hacen referecia a matrices
simétrica positiva-semidefinida, negativa-definida,
y negativa-semidefinida, respectivamente. Denota-
mos la matriz identidad I € R™*"™ por I,,. Sea
A € R y B € R"™™ definimos p(A) =
max {plp € A((A+AT)/2)}. Ademds, la norma
de la matriz exponencial [22] puede acotarse de la
siguiente forma

||6A0|| < ep(A)G < eu(A)(OJre)’ Ve > 0. (1)

B(6, A) denota

0 sif<0
_Jo
B(0,4) = feASBds sif >0 )
0
Yy Bu(ea A)
0 sif <0
_Jo
Bul0,A) =9 [ euts|Blds si6> 0
0
Consecuentemente,

|1B(0,A)|| < Bu(0,A) < B,(0+¢A) (3)

para todo € > 0. Finalmente, definimos la estabi-
lidad exponencial de un sistema,

@(t) = f(t,x) (4)

donde f : [0,00) x D — R™ es continua a trozos
en ¢ y localmente lipschitziana en x en [0, 00) X D,
y donde D € R™ es un dominio que contiene el
origen & = 0, como sigue [15]:

Definicién 1. El punto de equilibrio 2z = 0 de (4)
es exponencialmente estable si existen constantes
positivas €, ¢, y « tales que

lz()]| < ce=*jz(to)]|, Vilz(to)| <€ (5)

y globalmente exponencialmente estable si (5) se
satisface para cualquier estado inicial x(¢g).

2. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

Considérese el sistema continuo lineal e invariante
en el tiempo (linear time-invariant, LTT)

ip(t) = Ay (t) + Byult)

y(t) = Cpap(t) ©
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siendo z,(t) € R"r el vector de estados de la plan-
ta, u(t) € R™ el vector de entrada, y(t) € R™ el
vector de salida, y A, € R"#»*"#» B, € R XM,
y Cp € R™*"» matrices constantes. Asumimos
que la salida de (6) se muestrea con periodo Ty, tal
y como se muestra en la figura 1. Por otra parte,
el controlador cambia la senal de control n veces
durante Ts. Asumimos también que el valor de la
entrada es u; con ¢ = 1,...,n durante el periodo de

n
tiempo T;, cumpliéndose Ty = > T;. Por tanto,
i=1

uy ift € [kTS, kTs + Tl)
ug if t € [I{JTS + Ty, kT + T + Tg)

' n—1 n
up ift € [kTs + >, Ti, kTs + Y. T;)
i=1 i=1
(7)

La discretizacién de (6)—(7) da lugar a un sistema
discreto, periodico, lineal y variable en el tiempo,
lo que implica diferentes problemas a la hora de
garantizar la estabilidad y, en consecuencia, ma-
ximizar el radio de convergencia. Una manera de
evitar esto es haciendo uso de las técnicas de es-
tiramiento (lifting) [16, 4]. As{ pues, podemos es-
cribir (6)—(7) de forma estirada como

gjp(t) = eAp(t—TS)xp(k> + Z BZZ) (t — T, Ap) U;
i=1

(®)

con

) A, (thsfmfn <t7TS, i Tj>)
Bi(t—T. A) =e i=o
i—1
x B, | min [t — T, — ZTJT LA,
j=0

9)

Consecuentemente, el estado después de un perio-
do de muestreo T es

zp((k+1)T5) = Apxp(kTS) + BPU (10)

T ~

con U = [ul un} ,Ap = eArTs g Bp =
[B},(TS,AP) B;}(TS,AP)}.

3. ALGORITMO DE
OPTIMIZACION

En esta seccién, proponemos el diseno de un algo-
ritmo para maximizar el radio de convergencia del
sistema. A priori, el radio de convergencia pue-
de maximizarse tanto como se desee si la senal
de entrada es lo suficientemente grande. Natural-
mente, esto no es una soluciéon apropiada para el
sistema real, donde el actuador puede saturar la
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Figura 1: Diagrama de bloques de un sistema bi-
frecuencia con entrada rapida.

sefial de entrada o no permitir cambios lo sufi-
cientemente rapidos. Para abordar este problema,
consideramos un controlador auxiliar LTI para el
que garantizamos la estabilidad asintética global
con una ganancia maxima, A continuacién, pro-
porcionamos las restricciones necesarias al proble-
ma de optimizacién para maximizar el radio de
convergencia a la par que se mantiene esta ganan-
cia maxima. Las pruebas de los teoremas se omiten
por brevedad.

Para asegurar la estabilidad exponencial del siste-
ma, hacemos uso del siguiente lema.

Lema 1. La estabilidad exponencial del sistema
discretizado (10) estd garantizada con radio de
convergencia & > 0, si existe una funcion de Lya-
punov V(x,(kTs)) = V(k) : R™» — R, escalares
positivos A1, Az, y un entero positivo q tales que

AlJap(R)| < V(K) < Aoflzp(R)[* (11)

V(k+1)— eV (k) <0. (12)
Paralelamente, para calcular las senales de entra-
da {u;} y sus respectivos tiempos de aplicacién
{T;}, necesitamos una estimacién del modelo de
la planta con el que obtener un conjunto de sali-
das estimadas {ypm,;}. Considérese que el modelo
de la planta esta descrito por el estado estimado
ZTpm, ¥ que se definen las matrices Ay, Bpm, Cpm
andlogamente a (6). Entonces, la salida estimada
es

Ypm1 = Yp(kT) para t € kT, (k + 1)T)
i—1

Ypm,i = Cpmxpm(kTs + Z TJ)

=0
parat € [kT, (k+1)T;) and 1 < i <mn.
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Consideremos ahora que existe un controlador LTI
auxiliar tal que

Ze(t) = Acxe(t) + Bee(t) (13)

U(t) = Cexe(t) + Dee(t),
donde e(t) = r(t) — y(t), con r(t) siendo la senal
de referencia (tomamos r(t) = 0 por simplici-
dad), z.(t) € R"= el vector de estados del contro-
lador, 4(t) € R™ el vector de entradas auxiliares,
y Ac c IRTLJECXnmC7 Bc c ]ancxny7 Oc € RPuXNa
y D. € R™*™ matrices constantes. En un esce-
nario multifrecuencia y utilizando las técnicas de
estiramiento, se puede escribir el lazo de control
cerrado del estado aumentado &' = [xp xC]T
como

E((k+ D)Te) =TTy, ., T,)&(kT.),  (14)

donde T; es el tiempo de aplicacién de ;, y

(T, ..., Tn) = e + eA(Ts_Tl)B(T1, A)K

Al T.—> T
e j=1

).

j=1

(15)
n [ 2= [ g e -
26 6] = [t 2] -
5 B [ €] n-n-
0.

Para garantizar la estabilidad de (14), introduci-
mos la siguiente hipétesis.

Hipétesis 1. Existen matrices C, y D,, una ma-

triz definida positiva P, y escalares 11, ...,T;,, > 0
tales que
n
Z T, =T, (16)
i=1

' (1y,...,1,)PI(Ty, ..., T,,) — e 2¢T: P < 0,
(17)
se satisfacen para algin & > 0.

Finalmente, se puede formular el siguiente teore-
ma

Teorema 3.1. Considérese el sistema auziliar
discretizado en lazo cerrado (14). Asimase que la
hipdtesis 1 se cumple. Entonces, (14) es global y
exponencialmente estable con, al menos, un radio



de convergencia & > 0 y una ganancia mdxima

)\méx(P) edTS
)\ml'n(P)

n eu(A)(Te_Tl)BM(ThA)HKH

u(A)<
e

o(T1, 0y T) = (e”(A)TS

n Ts— > Tj
j=1

>Bu(Ti7Ap)||Km”
1=2

X H (eH(Avn)Tifj + Bm“(
j=1

T,

=7

An)IKoll) ).
(18)

Probado que existe un controlador capaz de esta-
bilizar global y exponencialmente (14), podemos
disenar las senales de entrada y sus tiempos de
aplicaciéon para maximizar el radio de convergen-
cia de system (10). Como se ha mencionado an-
teriormente, maximizar el radio de convergencia
puede implicar aumentar la ganancia. Asi pues,
necesitamos establecer restricciones para mante-
ner c¢ en valores aceptables. Considérese, por tan-
to, las siguientes hipdtesis, que tienen por objetivo
garantizar la optimizacion del radio de convergen-
cia mientras se satisfacen las restricciones.

Hipétesis 2. Es posible calcular ¢ tal que ¢ =
max(c(Ty, ..., Ty)).

Hipotesis 3. El conjunto de senales de control
{u;} para i = 1,...,n satisface que

Jua || < [|C[[|2 (KT5) || (19)
i1

sl < I Kmllllem | KT+ Ty | Il, fori > 1.
=0

(20)

Entonces, el siguiente teorema puede formularse.

Teorema 3.2. Considérese que el sistema linear
discretizado en lazo cerrado (10) con senales de
control {u;} aplicadas durante periodos {T;} for
i 1,...,n. Asimase que las hipdtesis 2 y 3 se
mantienen. Entonces, el sistema (10) es global y
exponencialmente estable con, al menos, radio de
convergencia o > &y ganancia c.

Nota 1. Si asumimos que el modelo coincide con
la dindmica real del sistema, esto es, asumimos
que A, = Ay, By, = By, and C,, = C),, entonces
c=¢(T,...,T),donde T =T, /n.

3.1. Implementacién en sistemas reales

La proliferacién de placas computadoras como
Raspberry Pi o Beaglebone Black [32, 7] unido al
creciente uso de las redes de comunicacién para co-
nectar elementos en un lazo de control implica que
el tiempo de computacion disponible puede estar
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limitado. Por esta razén, es importante limitar el
esfuerzo computacional del controlador con el fin
de garantizar un comportamiento aceptable. En
nuestro caso, el algoritmo de optimizaciéon puede
relajarse de diferentes maneras.

Una fuente importante de computacién es la dis-
cretizacion del sistema en lazo cerrado. Dado que
(2) implica resolver una integral matricial y dado
que una de las variables de la optimizacién es el
limite superior de la integral, el algoritmo de opti-
mizacion tiene que ejecutar un costoso cédlculo en
tiempo real para obtener el modelo discretizado en
cada iteracion. Sin embargo, sabemos el maximo y
el minimo tiempo que puede aplicarse cada senal,
ya que debe ser menor que Ts. Por tanto, podemos
considerar un periodo h suficientemente pequeno
en funciéon de n y de T y llevar acabo un céalcu-
lo offline de las matrices discretizadas. Es decir,
calculamos offline eA(™") y B(mh, A) para todo
m € N tal que 0 < mh < T,. Asi pues, dada esta
sucesion de matrices discretizadas, la funcion de
optimizacién solo necesita acceder al valor reque-
rido en vez de calcular la correspondiente matriz
discretizada.

Las restricciones (19)—(20) pueden ser también
una fuente de retardos en la computacién. Cuan-
do se tiene en cuenta los tiempos de applicacion T;
en la optimizacién, debemos consisderar (19)—(20)
como restricciones no lineales del problema de op-
timizacién, lo que puede suponer un importante
esfuerzo computacional si hay un elevado nimero
de senales de control. Para evitar esto, podemos
resolver el algoritmo de optimizacién en dos pa-
sos. El primero proporciona los tiempos de aplica-
cién que optimizan el radio de convergencia para
el controlador auxiliar. Con estos tiempos de apli-
cacién fijados, (19)-(20) se transforman en limites
constantes para la segunda parte del algoritmo de
optimizacién, que obtiene los valores de la senal
de control. Naturalmente, esto resulta en una so-
lucién subéptima del problema. A pesar de ello,
la solucién siempre mejora el desempeno obtenido
con el controlador auxiliar.

4. RESULTADOS

EXPERIMENTALES

En esta seccién presentamos los resultados expe-
rimentales obtenidos con el algoritmo de optimi-
zacion. Para ello, hemos utilizado el sistema de
levitacién por aire propuesto en [6].

En el sistema las tinicas fuerzas que actiian sobre
el objeto a levitar son el efecto hacia arriba de
la corriente de aire y el efecto hacia abajo de la
gravedad. De acuerdo con esto, la segunda ley de



Newton establece el siguiente modelo no lineal

mA(E) = SCapS (v — (1) —mg,  (21)
donde m es la masa del objeto a levitar, z es la
posicion vertical del objeto en el tubo, p es la den-
sidad del aire, S es el drea del objeto expuesta al
flujo de aire, v,, es la velocidad del aire en el inte-
rior del tubo, g es la aceleraciéon gravitacional, y
Cy es el coeficiente de arrastre.

Siguiendo [6], el modelo linealizado de (21) viene
determinado por las matrices

~8,52 —2.97 0 2,00
A, = 4,00 0o o],B=| 0],
0 1,00 0 0

C,=(0 0 336), D, =0.

Para resolver el problema de optimizacion, hace-
mos uso de este modelo lineal. Como controla-
dor auxiliar, consideramos un controlador PI con
ganancias K, = 0,006 y K. = 0,002. Ademds,
consideramos un periodo de muestreo de la salida
T, = 300 ms y n = 2, i.e., la senal de control se
cambia dos veces en cada Ts. Aplicando el teorema
3.2, se obtiene & = 0,0017 y ¢ = 734,24.

Con estos datos, llevamos a cabo dos experimen-
tos en el sistema real. En la figura 2, se observan
los resultados obtenidos con el algoritmo propues-
to frente al controlador PI y frente al algoritmo de
optimizacion considerando constantes los tiempos
de aplicacién. En el experimento, la senal de refe-
rencia se fija en 18 cm y posteriormente se realizan
dos cambios. A los 60 s se fija la referencia en 28
cm, y a los 100 s se introduce una perturbacién en
el servo. Las senales de control se muestran en la
figura 3. Naturalmente, la optimizacion del radio
de convergencia implica una entrada més agresiva.
A pesar de las limitaciones inherentes del sistema
experimental como la sensibilidad del sensor, per-
turbaciones o errores de modelo, que contribuyen
a complicar la optimizacién, se observa que el algo-
ritmo propuesto proporciona una mejora durante
la estabilizacion. Para cuantificar esta mejora se
ha medido el error integral cuadrdtico (integral
square error, ISE) y el tiempo de asentamiento,
como se ve en la tabla 1.

En la figura 4, se representa la respuesta del siste-
ma para los tres métodos del experimento anterior
y sujeta a diferentes perturbaciones. Especifica-
mente, aplicamos una perturbacién en forma de
diente de sierra entre 80 y 160 s, y a continuacion
aplicamos varias perturbaciones de tipo impulso
entre 200 y 260 s, como se muestra en la figura
5. Similarmente al primer experimento, el algorit-
mo de optimizacién implica un mayor niimero de

495

cambios en la sefial de control (véase la figura 6),
que es el precio a pagar por maximizar el radio
de convergencia. La tabla 1 recoge las medidas del
ISE durante las diferentes perturbaciones.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se propone un algoritmo de opti-
mizacion para un sistema de control multifrecuen-
cia. El algoritmo tiene en cuenta tanto el valor de
la senal de control como su correspondiente tiem-
po de aplicacion, lo que implica una importante
mejora del radio de convergencia. Por contra, el
tiempo de computacion del algoritmo puede ser
considerablemente grande dependiendo del niime-
ro de senales de control y tiempos de aplicacion a
optimizar. Por ello, se describen algunas técnicas
para reducir la carga computacional y poder im-
plementar el algoritmo en placas computadoras. A
modo de ejemplo, hemos aplicado el esquema de
control a un sistema de levitacién por aire.

Futuras lineas de trabajo pueden estar enfocadas
en la mejora de los tiempos de computacién del
algoritmo de manera que sea implementable en
sistemas méas rdpidos. Ademds, en este trabajo
se considera fundamentalmente un esquema bifre-
cuencia, por lo que su extensién a otras configura-
ciones multifrecuencia puede resultar interesante.
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English summary

Optimization in multi-rate control
systems

Abstract

In this work we consider a multi-rate confi-
guration, where n input signals are compu-
ted and applied to the system in each sam-
pling period of the output of the plant. Our
objective is maximizing the convergence ra-
te of the system to the desired reference.
To this effect, we design an optimization
algorithm as function of the n input sig-
nals and/or the times of application of the-
se signals. We present experimental results
obtained in a air levitation system to verify
the validity of the method.
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Figura 2: Respuesta de la salida del sistema de levitacién por aire en el experimento de estabilizacién.
Linea negra: algoritmo propuesto. Linea azul: algoritmo en [3]. Linea roja: controlador auxiliar PI.
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auxiliar PI.
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Figura 6: Voltaje de entrada aplicado al sistema de levitaciéon por aire en el experimento de rechazo de
perturbaciones. De arriba a abajo: algoritmo propuesto, algoritmo en [3].

Cuadro 1: Comparison of different controllers.

Controlad Tiempo de ISE ISE ISE
ontrofador asentamiento (Estabilizacién) (Diente de sierra) (Impulso)
Controlador auxiliar PI 42s 421,39 291,01 172,43
Algoritmo en [3] 3,0s 303,78 243,64 159,03
Algoritmo propuesto 2.4 s 287,53 210,54 115,51
Keywords: Multi-rate systems, optimiza- [6] Jesus Chacén, Jacobo Séenz, Luis de la Torre,

tion, air levitation system.
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