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Resumo

O presente texto é a sintese do traballo levado a cabo na empresa Mes-
trelab Research no campo do procesamento de espectros en resonancia mag-
nética nuclear (RMN) por parte do alumno Pablo Sanchez Gonzélez. Tratase
da implementacion e ampliacion do método descrito en [1] para a identifica-
cion de picos de radiacion nos mencionados espectros. Dise ampliacion, pois
os algoritmos que en [1] se describen estén limitados a espectros de dominio
unidimensional, mentres que este traballo sup6n a xeneralizacién dos mesmos
para que poidan servir para analizar espectros bidimensionais.

Ao longo destas paxinas farase unha breve descricion da fisica que hai
detras da RMN, xunto cunha detallada disertacion acerca do método que se
implementou. A linguaxe de programaciéon que se empregou é C++, pola sia
eficiencia e debido a que esta orientada a obxectos. Para finalizar, exporanse
os resultados acadados.
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Capitulo 1

Introducion

1.1. Descricién da empresa

Mestrelab Research xorde como unha empresa de base tecnoléxica na-
cida do departamento de quimica organica da Universidade de Santiago de
Compostela especializado no desenvolvemento de software de apoio no cam-
po da quimica analitica e no da bioquimica. D& soporte a investigaciéon en
laboratorios, empresas farmacéuticas, industria quimica e demais campos re-
lacionados.

Os campos nos que se centra son os que seguen: procesado e andlise de
Resonancia Magnética Nuclear (RMN), Cromatrografia de Liquidos
e Gases e¢ Espectrometria de Masas; verificacion e elucidadcion, tan-
to automatica como manual, de datos espectroscopicos e espectrométricos;
aplicacions metabonoémicas; almacenamento, arquivado, xestion e minado de
datos analiticos e aplicaciéns quimioinformaticas entre outros.

Unha pequena enumeracién dos mercados que aborda: descubrimento e
desenvolvemento de farmacos; metabondémica; desenvolvemento de materiais;
industria petroquimica e alimenticia; quimica agricola, do medio ambiente e
sintética, tanto organica como inorgénica; quimica industrial e edulcorantes
e aromatizantes.

Actualmente Mestrelab ten en némina en torno a 40 empregados loca-
lizados en distintos paises. Dispén de locais comerciais en China, Xapoén,
Francia, Corea, Polonia e India. A sede principal localizase en Santiago de
Compostela. Para mais informacion acerca desta empresa pode consultarse
a sta paxina web www.mestrelab.com.
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1.2. Motivacion do traballo

No eido do tratamento de sinais en RMN hai xa moito escrito, pero os
métodos que se soen empregar para a deteccion de picos de radiaciéon e re-
construcién de espectros, non son moi eficientes computacionalmente, xa que
un espectro de resonancia magnética nuclear pode chegar a conter grandes
volumes de datos. Un intento de mellorar os tempos de calculo e de pro-
cesado destes espectros ven descrito en [1], onde se detallan unha serie de
algoritmos que, segundo os autores, venen a mellorar as presentes practicas
neste campo. Isto ten un claro interese, tanto académico, pois describe novas
técnicas e algoritmos que poden ser moi interesantes, como econémico, pois
¢ unha das principais linas de negocio de Mestrelab Research.

Neste contexto, queda claro que unha correcta implementacion de novos
algoritmos que aforren tempo de cédlculo 4 hora de detectar e parametrizar
picos de radiacién en RMN, pode resultar moi beneficiosa. E por iso que o
cometido do presente traballo é, en primeiro lugar, tratar de poner en practica
o descrito en [1], e, en segundo, ampliar, na medida do posible, as técnicas
ai descritas para poder empregar o método en espectros de dias dimensions,
xa que o artigo restrinxese ao caso de espectros unidimensionais.

A nivel académico este proxecto resulta extremadamente interesante, so-
bre todo pola sta multidisciplinariedade. Por unha banda, hai que compren-
der claramente toda a fisica que hai detras da técnica da resonancia mag-
nética nuclear, que, ainda que non sexa clave para abordar o problema, si
serd necesaria para comprender que se estd a facer. Por outra, ao longo do
proxecto serd preciso adquirir un amplo conecemento de diversas técnicas
computacionais, tanto de algoritmos, como o de Savitzky-Golay (para mais
informacion constltese [2]), coma de linguaxes de programacion, como C++.
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Resonancia magnética nuclear

Neste capitulo describese a resonancia magnética nuclear ou RMN. Fara-
se unha descricion da fisica que hai detras desta técnica asi como da técnica
en si, para logo introducir brevemente a resonancia magnética nuclear bidi-
mensional. Non se pretende nesta seccidon abordar a totalidade deste método,
o cal non serfa practico pola stia extension, se non dar a entender ao lector
como funciona someramente e en que se basea en aras da completitude do
presente traballo.

2.1. Espin

Para comprender como funciona este método débese entender que é o
espin, ¢ dicir, o momento angular intrinseco das particulas elementais. E
preciso comprender como se comporta o momento angular a nivel cuéntico,
Xa (ue, como se vera, pouco ten que ver coa concepcion clasica que se soe ter
do mesmo. Para mais informacion acerca deste tema pode consultarse [10].

Cando o paradigma co que se estd a traballar ¢ cuéntico, o momento
angular estd cuantizado, é dicir, unicamente pode tomar certos valores dis-
cretos. Considérese, por exemplo, o caso dunha molécula diatomica que rota;
o mo6dulo do momento angular total toma un dos seguintes valores:

Lot = [J(J +1)]"/28, (2.1)

onde o nimero cuintico J é un enteiro, J = 1,2,... e h é a constante de
Planck reducida que toma un valor de A = 6,626 - 10734J - s.
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A enerxia rotacional, F;, dunha molécula é proporcional ao cadrado do
momento angular total, neste caso

E;=BJ(J +1), (2.2)

onde a constante de proporcionalidade B denominase constante rotacional
da molécula e toma valores pequenos para moléculas pesadas e grandes para
moléculas lixeiras.

Conecido o moédulo do momento angular sibese como de rapido esta a
xirar a molécula, pero pouco ou nada se sabe acerca da direccién do xiro.
Aqui a cuantica imponlle un limiar ao noso conecemento, impedindo cofiecer
a totalidade da informacion referente a esta cuestion. A pesar disto, é posible
coniecer unha das componentes do vector momento angular, a cal tamén toma
valores discretos dados por

L. = Mjh. (2.3)

M, o nimero cuantico acimutal, ven a ser un dos seguintes nimeros enteiros
—J,—J+1,--+J, podendo tomar 2J + 1 valores. A partir da ecuacion (2.2)
podese afirmar que para calquera estado rotacional no que se atope o sistema
para un mesmo J, dos 2J + 1 posibles, a enerxia ¢ a mesma. Nese caso dise
que os estados estan dexenerados.

Unha vez analizado o momento angular dende un punto de vista cuantico
non se comporta como caberia esperar nun sistema clasico, describirase o
espin propiamente. O espin dunha particula é un momento angular ou, po-
lo menos, comportase como tal. Podese entender como o momento angular
asociado ao xiro da particula sobre si mesma, pero ao non ter as particulas
fundamentais unha xeometria definida, tratase mais ben dunha magnitude
fundamental, algo asi como a masa ou a carga. Para o caso do espin empre-
garemos S no canto de J para designar ao niimero cuantico, asi como Mg en
vez de M.

Agora verase como se combina o momento angular de dous sistemas con
niimeros cuanticos J; e Jo para obter o momento angular total. Este vira
dado por [Js3(J5 + 1)]'/2, onde J3 toma un dos seguintes valores

’Jl - J2’7

|Jh — Jo| + 1,
3 = .

|J1 + Jol.
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Isto quere dicir que o momento angular total ten un nimero cuantico que
pode ir dende a suma dos seus componentes ata a sia diferencia, en valor
absoluto, podendo tomar tédolos valores enteiros intermedios.

Como caso particular, considérese un sistema con dias particulas de espin
1/2 (Recordemos que o espin é un vector, xa que é un momento angular.
Cando se di que unha particula tes espin 1/2 quérese dicir que ese é o valor
do namero cuéntico de espin). Existen daas posibilidades para o espin total
deste sistema. Ou ben S = 0 ou S = 1. No primeiro caso dise que os espins de
ambas particulas cancélanse entre si e son «antiparalelosy. Para S = 1 ambos
espins superponense construtivamente e dise que son «paralelos». Polo xeral
ambos estados tenen diferente enerxia, pero non se pode afirmar cal deles ten
menos.

O estado S = 1 denominase usualmente triplete (S = 0 é conecido como
singlete), pois como vemos estd dexenerado dando lugar a tres estados se
temos en conta o nimero cuantico acimutal Mg € {—1,0,1}. Na seguinte
seccion analizarase como esta dexeneracion se pode romper mediante a accion
dun campo magnético, dando lugar ao que se conece como efecto Zeeman.

No estudo de espins nucleares o nimero cuantico denétase por I. A maior
parte dos nticleos postien espin. Tal é o caso do deuterio ou ?H, que contén
un protén e un neutron, cada un deles con espin 1/2, sendo un caso idéntico
ao descrito anteriormente. Deste xeito, tense unha configuracion de singlete
con I = 0 e unha de triplete I = 1. Para o deuterio o triplete é o estado de
menor enerxia ou fundamental. En xeral para un atomo arbitrario o estado
fundamental pode ser calquera, ainda que existen certas normas nas que non
se profundard por carecer de interese para o presente traballo.

2.2. Magnetismo

Neste traballo adoptarase unha descricion clasica dos campos electromag-
néticos. Isto quere dicir que os mesmos viran completamente descritos por
dous campos vectoriais deﬁmdos en todo punto do espazo, o campo eléctrico
Eeo campo magnético B.O comportamento de ambos campos é dictado
polas ecuacions de Maxwell. Unha descricién mais detallada deste apartado
pode atoparse en [10].
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2.2.1. Efecto Zeeman

Os estados con nimero cuantico I distinto de 0, en xeral, estan dexe-
nerados. Cando se aplica un campo magnético externo os niveis de enerxia
dexenerados desdébranse en varias linas estreitamente espazadas. Este efecto
foi observado por vez primeira por Pieter Zeeman e débese a interaccion entre
o0 campo magnético e o momento magnético asociado ao espin. Na Figura 2.1

Sen campo magnético Con campo magnético

Mp=2
Mr=1
Mi=0
Mp=-1
M =-2

L
e
AN
DN
T s
¥MI:-1

Figura 2.1: Desdobramento Zeeman. Nesta imaxe observase como os niveis
enerxéticos dun niicleo se desdobran ante a presencia dun campo magnético.
I é o niimero cuéntico asociado ao espin nuclear, mentres que M; é o niimero
cuantico de espin

M; é o niimero cuantico acimutal asociado ao espin nuclear I.

2.2.2. Momento magnético

A magnitude que mide a interaccién dunha sustancia cun campo mag-
nético ¢ o momento magnético i, sendo a enerxia magnética dun sistema
dependente da interacciéon desta cantidade co campo B, definida por

Epag = —ji- B. (2.5)



2.2. MAGNETISMO 7

A partir desta expresion podese comprobar que a enerxia magnética é menor
se [l e B tefien a mesma direccion. Para a obter a enerxfa magnética dun
sistema débese integrar a ecuacion (2.5) sobre o volume do mesmo.

A nivel cuantico, o espin esté relacionado co momento magnético dunha
particula. Do teorema de Wigner-Eckart podese deducir que o espin e o mo-
mento angular son directamente proporcionais a través dun coeficiente ~
denominado factor xiromagnético, isto é

fi =~8S. (2.6)

e S son operadores cuanticos asociados ao momento magnético e ao espin,
respectivamente. O factor xiromagnético ten signo e para particulas con ~
positivo, 0 momento magnético ten o mesmo sentido que o espin, mentres
que cando v toma un valor negativo, tenen sentidos opostos.

2.2.3. Precesiéon do espin

O espin dunha particula é un vector, como todo momento angular, que
pode apuntar en calquera direccion do espazo. Tendo en conta (2.6), 0 mo-
mento magnético dun ntcleo apunta, ou ben no mesmo sentido que o espin
(se v > 0), ou ben no contrario (se v < 0). Tomando unha mostra en equili-
brio, a distribucién de momentos magnéticos seré isotropica, de maneira que
non hai un momento magnético neto.

Agora ben, se sobre esta mostra é aplicado un campo magnético os espins
das particulas comezaran un movemento de precesion arredor do campo,
mantendo un angulo constante co mesmo. Isto débese a que tenen momento
angular e magnético ao mesmo tempo.

2.2.3.1. Frecuencia de Larmor

Unha analise cuantica da precesion do espin mostra que a frecuencia de
precesion é

W’ = —yB°, (2.7)

onde BY & o campo magnético na posicién da particula e v é o factor xiro-
magnético, que xa foi introducido en (2.6). Denominase a w frecuencia de
Larmor. Esta frecuencia ten signo ben definido, o cal nos di o sentido de xiro
do espin.
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2.2.3.2. Paramagnetismo nuclear

No caso particular dunha mostra de ' H disolta en auga, se se acende, de
xeito siibito, un campo magnético homoxéneo e intenso, os espins dos ni-
cleos de 'H comezaran a precesar arredor deste, pero dado que a orientacién
dos mesmos é isotropica, non aparecera un momento magnético neto, polo
menos non de xeito instantidneo. Para unha descricion mais detallada deste
comportamento consultar [10].

Sucede que, dado que os protons da mostra estan rodeados de moléculas
de auga, existe certa interacciéon magnética dos mesmos co medio. Isto fai
que o eixo en torno ao que precesa cada protén varie lixeiramente co tempo
chegando a producirse un equilibrio térmico no cal se acada un estado de
minima enerxia. Isto rompe a isotropia do medio, pois os estados nos que
o momento magnético nuclear e o campo magnético externo estan alinados
son mais estables. Desta maneira chega a producirse un momento magnético
neto na mostra.

2.2.3.3. Magnetizacién transversal

Conécese como magnetizacion M , 4 densidade de volume de momento
magnético e ¢ a unidade para dar conta desta magnitude a escala macrosco-
pica. Matematicamente podese expresar como a derivada do momento mag-
nético con respecto ao volume:

7 (2.8)
dv
Acabase de describir que ao cabo dun tempo tras aplicarlle un campo mag-
nético 4 mostra, aparece un momento magnético neto lonxitudinal ao campo
aplicado. Na practica a magnetizacion asociada a el é case indetectable. O
que se fai normalmente é empregar un pulso de radiofrecuencias que xira
todolos espins da mostra nun angulo de 7/2 arredor dun eixo determinado.
Desta maneira, a polarizacion neta dos espins apuntara agora nunha direccién
transversal ao campo magnético aplicado.

Desta maneira, agora a magnetizacion neta da mostra apuntard nunha
direccion ortogonal ao campo magnético aplicado. O que sucede neste mo-
mento é que se apaga o pulso electromagnético que xirou a polarizaciéon da
mostra. Desta maneira os espins comezaran de novo a precesar en torno ao
campo aplicado e, ao xirar estes, tamén o fai o momento magnético neto e
a magnetizacion coa mesma frecuencia, é dicir, a de Larmor. Lentamente a
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mostra retorna ao seu estado de equilibrio, pero esta magnetizacion trans-
versal pode ser detectada e medida dado que oscila a unha frecuencia moi
ben definida.

2.3. Sinal RMN

Ocorre que un momento magnético que rota xera un campo magnético
variable no tempo. Situando unha bobina nas stias proximidades, este creara
un campo eléctrico que comezard a mover os electrons dando lugar a unha
corrente a través do cable. Esta corrente é o que se detecta dando lugar a
un sinal RMN ao cal denominaremos FID polas stas siglas en inglés (free-
induction decay).

5, FID

M ,

Ry Transformada de
Fourier discreta

Figura 2.2: Arriba a esquerda pode verse unha representacion do movemento
da magnetizacién M en torno ao campo magnético Bg. A continuacién mos-
trase o FID (free induction decay) ou sinal medido. Por ultimo, tras aplicarlle
a transformada de Fourier discreta a este sinal, represéntase o seu espectro.
Imaxe inspirada na Figura 2.5 de [13]

Na Figura 2.2 pode observarse & esquerda a representacion da magneti-
zacion M da mostra oscilando en torno ao campo inducido By. De seguido
estd a FID, é dicir, o sinal eléctrico co que se traballard e, por ultimo, a
transformada de Fourier deste sinal, que non é mais que unha representa-
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cion do mesmo no espazo de frecuencias no canto do temporal. De seguido
explicarase con claridade en que consiste a transformada de Fourier.

2.3.1. Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é unha transformaciéon matemética reversible
empregada para transformar sinais entre o dominio temporal e o dominio das
frecuencias. Para un estudo en profundidade desta operaciéon matemética no
contexto da RMN ¢é recomendable consultar [8]. A transformada de Fourier
dunha funcién integrable f : R — C ven dada por

i) = / " (e, (2.9)

No caso de que a variable independente ¢ representase o tempo, a variable
transformada & representaria a frecuencia. A transformada inversa permite
recuperar f a partir de f

£(t) = / " feyemitae, (2.10)

para calquera nimero real .

Cando se adquire un sinal RMN rexistrase no dominio temporal, que é o
que ten un sentido fisico & hora de medir, pero para traballar con el é mais 1til
pasar ao dominio das frecuencias, para o cal se emprega a transformada de
Fourier (véxase a Figura 2.2). Sempre que se fale dun espectro RMN estarase
a representar a FID no dominio das frecuencias.

2.3.1.1. Transformada de Fourier discreta

Acabase de ver unha definicién da transformada de Fourier que non se
pode aplicar para o procesamento de sinais en RMN. Isto débese a que as
variables que aparecen nas ecuacions anteriores (2.9) e (2.10), son continuas,
mentres que os datos reais son discretos, posto que todolos instrumentos mo-
dernos rexistran o sinal RMN en intervalos temporais discretos, almacenando
os datos en series temporais que se poden representar como un vector,

—

f=(fo fi, ey fnoa), (2.11)

sendo N o namero total de medidas e onde os subindices indican a orde
temporal da medida. Polo xeral o intervalo entre medidas é constante, é
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dicir, f; = f(t;), onde t; = ty + i para algunha constante § que marca o
espazado entre os datos e 1 =0,1,2,..., N — 1.

Asi pois, ao ser o sinal temporal un conxunto de datos discretos, tamén
o serd o espectro de frecuencias, o cal representaremos por

—
N

f=fo.fr.e i fnmn), (2.12)

onde agora N é o nimero de componentes do espectro. Definese, pois, a trans-
formada de Fourier discreta, que seré a que permite pasar da serie temporal
discreta ao espectro discreto de frecuencias, como

N-1
" 1 .
fon=—7= E fre2mikn/N para n=20,...,N —1. (2.13)
VIV
=0

Débese notar que, en ocasions, esta transformada definese de xeitos diferen-
tes, sexa con outras constantes de normalizacion, sexa con outro signo no
argumento, pero estas variantes non afectan as propiedades desta operaciéon
(para mais informacion constltese [8]).

Do mesmo xeito que antes, no caso discreto tamén se pode definir a
transformada inversa, que nos devolverd ao dominio temporal se estamos no
das frecuencias, mediante a relacion

=

1
fr = fnemk"/N para k=0,...,N —1. (2.14)

2=
é

3

2.3.1.2. Teorema da convolucion

Agora describirase un importante teorema que permitira entender a forma
que toman os espectros RMN e porqué son modelados os picos de radiacion
como funcions de Lorentz. O teorema establece que a transformada de Fourier
discreta do producto elemento a elemento (denotado por ®) de dous vectores
f e @ ven dada pola convolucién da transformada de f coa transformada de
a, isto é,

i

[DFT(f ® @), =

2l
g

.
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onde a é a transformada de Fourier discreta de d. Analogamente, aplican-
do a transformada inversa sobre o produto componente a componente das
transformadas, obtemos a convolucion das series temporais

N—-1
o 1
[IDFT(f ® &)y = N > fiak—;  parak=0,.., N -1 (2.16)
§=0

Notese que os produtos denotados por ® entre vectores das ecuaciéns
(2.15) e (2.16) non son produtos escalares. O que se esta a facer ¢ multiplicar
os elementos de ambos vectores que ocupan a mesma posiciéon para obter un
terceiro (esta operacion tamén é conecida como produto de Hadamard entre
vectores).

2.3.1.3. Transformadas de Fourier notables

Falaremos agora da transformada de dias funcions en concreto que serven
para modelizar un espectro RMN ideal.

Delta de Kronecker J,, centrada no punto z,, con 0 < m < N—1: As
componentes do vector que determinan os valores discretos venen dados polo
valor cero a excepcién da componente m-ésima, que toma o valor un. Se o
punto que toma o valor unidade é o primeiro da ecuacion (2.13) dedtcese que
a transformada discreta de Fourier é a funcion constante con valor 1/v/N en
todo o dominio. Se o valor non nulo se atopa noutro lugar, a stia transformada
serd unha funcion sinusoidal con frecuencia 27 /m sendo m o indice do punto
que toma o valor non nulo. Na Figura 2.3 podese ver unha representacion
grafica disto.

Decaemento exponencial: Teoricamente, un sinal FID consiste en si-
nusoides que decaen exponencialmente co tempo. Considérese o caso mais
simple, un sinusoide con frecuencia cero, é dicir, unha funcion f(t) que é
nula para t < 0 e que ven dada por unha exponencial decrecente cun ratio
de wL. A sua tranformada de Fourier continua ven dada por
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°
T

Amplitude
Amplitude

0
Frecuencia Tempo

(a) Delta de Kronecker (b) Transformada discreta

Amplitude
¥
Amplitude

]
Frecuencia Tempo

(c) Delta de Kronecker desprazada (d) Transformada discreta

Figura 2.3: Transformada discreta da Delta de Kronecker. Arriba a esquerda
vese a Delta centrada no cero. A dereita desta mostrase a sta transformada

discreta. Abaixo a esquerda pode verse.

f(w) — / e—ﬂLte—Qwiwtdt — / e—(7rL+27riw)tdt
0 0
B 1
B L + 2miw
L 2
= . L (2.17)

(rL)? + (27w)?  (7wL)? + (27w)?’

A parte real toma como valor méximo 1/7L, o cal ocorre en w = 0. A
metade deste valor acaddase cando w = +L/2, razén pola cal L se denomina
FWHM (full with at half maximun) polas stas siglas en inglés, ou ancho
total & metade do maximo, ao longo deste traballo tamén se introduciré a
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0.35

Parte Real

0.3

Parte Imaxinaria

f(w)

-10 -5 0 5 10

Figura 2.4: Componentes da curva de Lorentz. En azul pode verse a parte
imaxinaria mentres que en vermello a parte real da ecuacion (2.17).

cantidade A, que é a metade de anchura 4 metade de altura. A expresion
(2.17) é conecida como Lorentziana. Para mais informacién podese consultar
18].

A parte real, que é a que se soe representar, denominase parte absorbente.
Por outra banda, a parte imaxinaria dise parte dispersiva. Ambalas duas
son representadas na Figura 2.4. Un dos motivos polos que usualmente se
representa a parte real é porque ao ser estreita e simétrica, nun espectro moi
poboado, é menos probable que haxa solapes entre distintos picos. Ademais,
como se vera despois, é posible eliminar a parte imaxinaria.

Por dltimo, moéstrase como un vector de valores discretos con decaemento
exponencial é transformado mediante a transformada de Fourier discreta.
Neste caso, fr = f(tx) = e "I*At ¢ resulta

N-1

N-1
A 1 )
fn _ E e—TrLkAte—%rzkn/N Zk, (218)

= k:O

5-

onde z = e TLAL=2mn/N "o At 6 a distancia de equiespaciado entre os puntos

onde se avalia a funcién con decaemento exponencial. Asi pois, estamos ante
unha serie xeométrica, co cal
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11— ZN 1 1— e—ﬂ'LNAt—QWin
\/N 1—2 - \/N 1 — e~ mLAt—2min/N "

Cando w LN At é grande, é dicir, cando o decaemento da exponencial é rapido
comparado co valor de tx_1, tense que

fo= (2.19)

P 1 1
fn = \/N 1 — e~ 7LAt=2min/N "

(2.20)

2.3.2. Espectro ideal

Considérese agora unha funcion sinusoidal que decae exponencialmente
de frecuencia distinta de cero wpy:

f(t) — 6—7rLt627riwot. (221)

A transformada de Fourier continua resulta ser unha curva de Lorentz cen-
trada en wy, que seguindo calculos anédlogos aos feitos en (2.16), obtense

_— L L 27 (w — wo)
) = G T rw—w)? DR+ @ — )

(2.22)

O teorema da convolucion da transformada de Fourier continua (véxase [8])
permite entender o espectro dunha funcién sinusoidal que decae exponen-
cialmente como a convolucién dunha delta de Dirac centrada en wy cunha
Lorentziana de anchura L (ainda que este resultado excede o material descri-
to en este traballo ao tratarse dunha convolucion dunha distribucion cunha
funcion integrable).

Desta maneira, é posible modelar un espectro de xeito ideal como unha
superposicion (combinacion lineal) de curvas Lorentzianas, cada unha co seu
centro, amplitude e anchura correspondente, isto ¢, dada un sinal FID s(t)
(con valores nulos para t < 0), a sta transformada de Fourier continua §(w)
pode ser modelada como a suma de J curvas Lorentzianas.

S(w) = /000 s(t)e ™idt = Z "% (a;(w) + idj(w)), (2.23)

onde S(w) representa o espectro (empregarase S(w) para representar os es-
pectros no canto de §). De feito, farase referencia a eles continuamente non
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simplemente en tanto a stia condicion de transformada de Fourier dun sinal
FID. O coeficiente

*

a;(w)=A; 2.24
J( ) J 1 _|_ (w . wj)QTQ;Z ( )
é a componente absorbente e
T (w — w;
di(w) = A 2 (0 =) (2.25)

! 1+ (CLJ - Wj)QTQ;Q
¢ a parte dispersiva. Nas expresions (2.24) e (2.25), w; é a frecuencia do
centro da curva Lorentziana, T5; é o ratio de decaemento, A; é a amplitude
da mesma e ¢; ¢ a fase espectral da componente j. O superindice * é o
operador de conxugacion de valores complexos.

Da ecuacion (2.23) deducimos que cunha correccion da fase ¢; adecuada,
poderemos eliminar a parte imaxinaria do andlise. Isto é o que se fai na
practica. Desta maneira que se poderd modelar un espectro ideal do seguinte
xeito:

Sw) =D_Yi(w), (2.26)

Aj
; , (2.27)
J )\JQ + (w - Wj)2
onde \; = 1/T5 & o pardmetro HWHH (metade de anchura & metade de
altura) xa introducido no estudo da transformada de Fourier dunha funcién

con decaemento exponencial.

Y;(w) = A

2.4. RMN en duas dimensidons

Dado que o proposito deste traballo non é profundar nos aspectos tedricos
da resonancia magnética nuclear, senén desenvolver un programa que, dado
un espectro, sexa quen de reconstruflo en base ao modelo que se describir& no
seguinte capitulo, e debido a extensiéon que poderia acadar este apartado de
facer a descricion en detalle, farase simplemente unha breve introducién desta
técnica aplicada a dominios bidimensionais. Pode atoparse maéis informacion
sobre a resonancia magnética nuclear en duas dimensions en [3] e [11].
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2.4.1. Sinal RMN

Un espectro bidimensional obtense ao aplicarlle a transformada de Fourier
a un sinal s(t1,t2) que depende de duas variables temporais t; e ts. Isto sucede
debido a que o eixo temporal se divide en tres anacos, sendo ¢; a variable
que mide o tempo do segundo intervalo temporal e 5 a que fai o propio no
terceiro intervalo. Na Figura 2.5 mostrase esta division temporal.

Intervalo de | Intervalo de | Intervalo de
preparacion | evolucién deteccion

e
=+

t ts
—_— —

Figura 2.5: Division do eixo temporal en RMN bidimensional. A variable ¢,
da conta da duraciéon do intervalo de evolucidon, mentres que t5 é a variable
que mide o tempo no intervalo de deteccion.

Intervalo de preparaciéon: Nun primeiro momento o sistema é preparado
para estar nun estado inicial adecuado. Igual que se facia no caso unidimen-
sional, a mostra sitiase baixo a acciéon dun campo magnético ata que aparece
unha magnetizacion neta, para posteriormente xirar a mesma mediante un
pulso de radiofrecuencias.

Intervalo de evolucién: Posteriormente, e a diferenza do caso unidimen-
sional, deixase evolucionar a magnetizaciéon resultante durante un tempo t;.
Esta é a primeira das variables temporais do espectro. Durante este proceso
non se rexistra o sinal ainda. Para contar con varios valores da variable ¢;
haberd que repetir o proceso tantas veces como sexa necesario con distintas
duracions do intervalo de evolucion.

Intervalo de deteccién: Por dltimo, aplicaselle un novo pulso & mostra.
E entén cando se mide o sinal ou free induction decay do mesmo xeito que
se facia no caso unidimensional, sendo ¢, a variable temporal.
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Cabe destacar que a dimensiéon temporal correspondente a t; se conece
como indirecta e, debido a que para cada valor temporal rexistrado na mesma
se require repetir completamente o proceso con outro periodo de evolucion,
ten unha resoluciéon moito menor a t,, pois a cantidade de valores que tomaré
t; é bastante mais pequena. A dimensién que corresponde a t, conécese,
loxicamente, como directa.

2.4.2. Transformada de Fourier discreta bidimensional

Nesta seccion describese moi brevemente a transformada de Fourier dis-
creta no caso no que o dominio tena dias dimensiéns e forma rectangular.
Simplemente seréd introducida esta transformada discreta xunto coa sta in-
versa. Neste caso, & diferenza do caso unidimensional, os datos temporais
seran almacenados nunha matriz de dias dimensions M x N, de maneira que
[F|nx = far almacene o valor k-ésimo que toma ty para o valor h-ésimo de ;.

Asi, a partir dun sinal temporal bidimensional, pode obterse o espectro de
frecuencias aplicando a transformada de Fourier discreta en dias dimensions,
denotada por F, que ven definida por

M—-1N-1

N “ 1 .
Fl, = fiun = 6—27rz(kn/N—l—hm/M)7 298
Flun = fon = e Zho Zm Fu (2.28)

para0<m <M —1, 0 <n < N —1. No caso de ter un espectro e querer
recuperar o sinal bidimensional pode aplicarse a transformada inversa que se
mostra na ecuacion (2.29).

M-1N-1

1 4 ,
[Flne = frr = JIIN Z Z frn @2/ Nhm /M), (2.29)

para0<h<M-1, 0<k<N-—-1.

m=0 n=0



Capitulo 3

Modelo e algoritmos

Neste capitulo introducirase o algoritmo que se describe en [1] e que ven
a vertebrar este traballo. En resumidas contas, tratase de identificar picos de
radiacion no dominio das frecuencias para un espectro RMN para posterior-
mente tratar de describilos de xeito analitico mediante funciéns Lorentzianas.
En [1]| definese 0 método numérico para o caso dun espectro unidimensional,
pero o cometido principal deste traballo de fin de mestrado é a xeneraliza-
cién do método para que funcione con espectros bidimensionais. Nas seguintes
seccidns explicase tanto o caso unidimensional como o bidimensional.

3.1. Caso unidimensional

Podese dividir o método en duas partes ben diferenciadas, por un lado a
identificacion dos picos de radiacion, e por outro a reconstrucion do espectro
mediante funcions analiticas.

Por identificar os picos de radiacion entenderase o proceso para locali-
zalos no espectro, é dicir, atopar a frecuencia 4 que se producen. Para isto
emprégase a segunda derivada do espectro. Localizando un minimo local na
segunda derivada, estase ante unha curvatura maxima (na parte concava da
curva) por parte do espectro, que é o que interesa buscar para encontrar os
picos. Na Figura 3.1 mostrase un esquema desta situacion.

Unha vez feito isto e, dado que, por norma xeral, os espectros estan
contaminados con ruido, débense filtrar os picos potenciais que se acaban de
identificar. Para iso o artigo describe unha funciéon que puntta cada posible
pico. Despois de puntuados so resta establecer un limiar de puntuacién por

19
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Suma das Lorentzianas
Lorentziana 1 ——

Lorentziana 2
Derivada segunda

/I

Figura 3.1: Minimos locais da segunda derivada. En azul moéstrase a suma
das curvas Lorentziana 1 e Lorentziana 2. En vermello, a derivada segunda
desta suma.

baixo do cal se considerara que eses hipotéticos picos son debidos ao ruido.

Chegados a este punto os picos estan debidamente identificados e locali-
zados. O que resta agora é buscar a mellor aproximacion de cada un deles a
unha Lorentziana, para desa maneira, reconstruir de xeito aproximado o es-
pectro experimental, ou sintético, como suma desas funcions analiticas. Para
iso séguese un proceso iterativo no cal se van aproximando as corresponden-
tes curvas Lorentzianas asociadas a cada pico ata que describan o espectro o
mais fielmente posible.

3.1.1. Identificacién dos picos

No que segue detallase con mais claridade como se procede para a identi-
ficacion dos picos da transformada de Fourier dun sinal FID. Primeiramente
débese calcular a segunda derivada do espectro pois, como xa se viu, serd
a que indique a posiciéon dos mesmos. Para o célculo da segunda derivada
empregouse un método diferente ao empregado en [1], pois neste a derivada
é aproximada simplemente mediante diferencias finitas, o cal non é adecuado
para sinais con ruido. Para corrixir o efecto do ruido, posteriormente apli-
can un filtro de media, o cal promedia os valores proximos para atenuar
as fluctuacions estocésticas debidas ao ruido. Existe un método maéis sin-
xelo e potente computacionalmente que consiste na a aplicacion dun filtro
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de Savitzky-Golay (para produndar neste tema consultar [2] e [7]), o cal se
describe ao final desta seccion.

Unha vez calculada numericamente a derivada segunda do espectro, xé-
rase unha lista con tédolos minimos locais, xa que estes seran os que nos
marquen a posicion dos picos do espectro. O problema estd en que o sinal
estd contaminado con ruido e, ainda empregando o filtro de Savitzky-Golay,
débense filtrar os picos de radiacion das flutuacions arbitrarias debidas a ou-
tros factores. Con este fin, en [1] describese unha funcién que puntia cada
un dos minimos locais da segunda derivada do espectro, para logo seleccionar
s6 aqueles que tenan unha puntuacién superior a un certo valor.

O algoritmo proposto consiste en asociarlle a cada minimo local un pe-
queno intervalo do dominio, definindo deste xeito unha tripla de puntos (os
extremos do intervalo, xunto co propio minimo, que debe quedar no interior
do mesmo). Para definir este intervalo tomaranse por cada extremo ou ben o
punto de corte co eixo horizontal mais préximo, ou ben o maximo local mais
proximo (destes dous, aquel que sexa mais achegado ao minimo) da segunda
derivada. Asi, se w,, ¢ o minimo, constriese a tripla (w;, w,,w,) do seguinte
xeito:

Wi € tal que S (wm) <0 e S (Wmo1) > S (W) < S (Wnt1),
Raiz mais préoxima

Wy = argming.; ., | Wj — Wm S (wj—1)>0e S (w) <0

ou 8" (w;1) <5 (wy) > S (wj41)
Maximo 1085 mais preto

Raiz mais proxima
7\

1

wp = argmin,, ;i n 1 | W —wj | [ S (wjr1) >0e S (w,;) <0

ou S (wj1) < " (w;) > " (wji1) (3.1)
Maximo loc\arl mais preto

Notese que os puntos do dominio estanse a denotar coa variable w (ténase en

conta que as restriccidéns que involucran os valores w_; e wy non se teran en
o« . o . 1" , .

conta ao atoparse fora do dominio discreto considerado). S” (w) é a derivada
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segunda do espectro. Méais adiante, na seccion 3.1.1.1, explicase en detalle
como calculala na practica. Tense, pois, un conxunto €2 formado por todas
as triplas p = (w;, Wm,w;), sendo w,, o punto do dominio no que se localiza o
minimo e w; e w, 0s extremos esquerdo e dereito do intervalo, respectivamente.
A continuacion procederase a puntuar cada unha delas mediante a seguinte
funcion:

min <Z ]S"(wk)\, Z ‘SN(Wk)O
. k=l k=m
t _ ) 3.2
pun uac10n(p) méquQ puntuaCiéH(Q) ( )

Agora que as triplas estan debidamente clasificadas con esa puntuacion, débe-
se establecer a puntuacidon minima para ser consideradas picos de radiacion.
En [1] emprégase para tal proposito a puntuacion media méis un parametro J
multiplicado pola desviacion tipica das puntuaciéns nunha zona do espectro
na que se saiba que non hai picos.

Co fin de automatizar este método e, a stia vez facelo mais robusto, mo-
dificouse lixeiramente esta parte do algoritmo escollendo outro limiar. O que
se fixo foi dividir o dominio en cen anacos iguais, de maneira que, para a
meirande parte dos espectros reais, ter unha parte destes anacos sen picos
sexa moi probable. En cada anaco calciillase a media cadratica dos valores
do espectro. Posteriormente normalizase a un e tomase a modo de limiar a
mediana deste conxunto.

3.1.1.1. Filtro de convolucién de Savitzky-Golay

Este tipo de filtro dixital é amplamente empregado para o suavizado de
sinais contaminadas por ruido. Foi descrito por primeira vez en [2]. Cando
se suaviza un sinal estase a asumir que esta varia lentamente con respecto
ao intervalo entre puntos adxacentes do dominio e que est4 contaminado
por ruido. Polo xeral é util substituir cada punto por algin promedio local
dos puntos mais proximos. O efecto deste promedio é eliminar as posibles
flutuacions estocasticas dos datos, como por exemplo o posible ruido polo
que estean afectados.

Un filtro dixital é aplicado a unha serie de datos equiespazados f; = f(t;)

onde t; = ty + 10 para algunha constante 0 e i = 0,..., N — 1. Polo xeral un
filtro consistird na substitucion de cada dato no vector de valores discretos
f = (fo,..., fn—1) por un promedio ponderado dos datos circundantes. Isto

¢, reemprazar f; por g; onde esta iltima ven dada por
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nR

g; = Z :CnfjJrn COHjIO,...,N—l, (33)

n=-—nry,

onde ny é o nimero de puntos que se empregan & dereita do dato j-ésimo,
mentres que nr € nimero de datos empregados a dereita. As constantes ¢,
son aquelas que ponderan o promedio.

A idea deste filtro é aproximar a funcion dentro da venta (o subdominio
que involucra localmente a unha vecinanza de ng + ny + 1 valores) por un
polinomio, tipicamente cadratico ou cuértico. Para cada punto f; realizase
un axuste de minimos cadrados para aproximar os puntos dentro da venta
ao polinomio desexado, entén calctilase o novo valor g; dado polo valor dese
polinomio na posicion do dato f;. Este proceso repitese para tédolos valores
do vector de datos f

A verdadeira vantaxe deste método é que non é preciso realizar un axuste
cada vez que se move a venta. E posible calcular uns coeficientes ¢,, tal que a
convolucion discreta que da ecuacion (3.3) proporcione o mesmo resultado.

Para calcular estes coeficientes considérese como se calcula gg. Observando
a ecuacion (3.3) vese que hai que estender os datos a indices negativos, pois
o primeiro indice serd —ny. Suporase que f, toma o valor cero para eses
valores. En determinado momento ao longo do desenvolvemento aparecera
o vector €, da base canoénica, onde n tamén tomara valores negativos. Eses
serdn os vectores unitarios relativos as posicions que van dende —n; ata 0. O
que hai que facer é axustar por minimos cadrados un polinomio de grao M
sobre o valor enteiro j das posicidons dos datos, aos valores de f que van dende
f-n, ata f,.. Para isto débense calcular os coeficientes @ = (ay, .., aM)T do
polinomio, ag + aij + - + apj™. Unha vez feito isto, gy sera o valor do
polinomio en 7 = 0, ou, o que é 0 mesmo, ag. Asi pois, nun caso xeral resulta

—

Ad =T, Ay =g, j=—np,..,ng,, [=0,..,M, (3.4)

onde A ¢é o que se conece como matriz de deseno. As ecuaciéns normais para
o vector @ en termos de f son

—

(ATA)a=ATf,  a=(ATA)YAT]), (3.5)

onde
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{ATA}, = Z ApjAp = Z 7t (3.6)

k=—nr, k=—nrp,

{ATf}l: ST Aufi= > K (3.7)

k=—nr k=—nr,

Vese enton que

n=-—nry,

go = ao = {(ATA)I[AT > (elfn)]} (3.8)

S {(ATA)(ATE)}, fu

n=-—mj,

co cal

= {(ATA)™! Z{ATA " (3.9)

Supoéniase agora que o que interesa non é o sinal en si mesmo sen6n a sda
derivada k-ésima. Realizando o mesmo axuste, ao tratarse dun polinomio, a
derivada é sinxela de calcular no punto j mediante a expresion ay - k! + agy1 -

(k+1)lj+-+an - (M!/(M—k)")jM*. Aplicando a mesma loxica que antes,
go = ay, - k!, de maneira que

o=k S {(ATA) AT}, fo (3.10)

n=-—nr,

En consecuencia, os coeficientes da convolucién son

= {(ATA)7Y( Z{ATA o (3.11)

Notese que o que nos interesa non é o calculo de go, senon os coeficientes en
si mesmos, que nos serviran para calcular calquera g; grazas a expresion (3.3).
O céalculo de gy so é¢ un medio para obter estes coeficientes. O presente método
representa un algoritmo moi eficiente e axeitado para calcular numericamente
derivadas de orde arbitrario de sinais contaminados con ruido.
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3.1.2. Reconstrucién do espectro

Nesta seccion estudarase como caracterizar os picos do espectro S(w)
unha vez filtrados. Suporase que é posible aproximalos por unha funciéon de
Lorentz, ou Lorentziana Y (w). En [1| emprégase a seguinte expresion:

= A A ,

A2 + (w — WO)Q
onde A é a amplitude ou altura, A é a HWHH (half width at half height
ou metade de anchura 4 metade de altura), magnitude da que xa se falou
anteriormente, tamén conecida como HWHM (half width at half maximum
ou metade de anchura & metade do maximo) e wy é o centro do pico.

O método iterativo seguido en [1] denominase aproximacion proporcional.
Primeiramente faise unha estimacion dos parametros do pico A\, A, e wy (0
centro é recalculado con maior precision ainda que o pico xa estéa localizado).
Para iso resolvese o sistema de tres ecuacions e tres incognitas seguinte.

Y(w) (3.12)

S(wl) = Y(wl) = A)\2 T (w)l\ — w0)27 (313)
Sem) = ¥ (wm) = Ay~ (wi o (3.14)
S(wy) =Y(w,)=A A (3.15)

A2 + (wr — WO)Q.
Como pode verse no sistema anterior, estase a suponer que o valor de cada
Lorentziana coincide co que toma o espectro para os tres puntos caracteris-
ticos da correspondente tripla. Pode consultarse [4] para ver mais detalles
acerca da solucion deste sistema.

Unha vez obtida a primeira estimaciéon dos parametros hai que iterar.
Sexa j € {1,2... J}, sendo J o nimero de picos, o indice que recorre os picos,
ou triplas. x; serd a variable que designe os elementos da tripla j-ésima,
(Wi, W, wr)j, indistintamente e ¢ o indice que reflicte en que iteracion se esta,
de tal forma que na iteracion i-ésima o valor da aproximacion Y;’ do pico
j-ésimo calcilase como

X —S(.xj> .
DD A
(i)(

Y y) = Y () (3.16)

J

A iteracién deterase cando se imcumpra a condicién Y, (z;) < S(z;) para
algin [ € {1,2..., J}, é dicir, cando algtinha Lorentziana tome un valor maior
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ao do espectro nalgin punto das triplas. En cada iteracion hai que recalcular
os parametros resolvendo novamente o sistema de ecuaciéons (3.13)—(3.15),
coa diferenza de que agora non se supén que o valor das curvas Lorentzianas
coincide co do espectro, senon que se empregan os valores obtidos por (3.16).

YO () = a0 A — (3.17)
(AD)2 + (wr — wy”)?
Y0 () = A s (3.18)
(AD)? + (Wi — wp)?
| | (0
YO (w,) = A® A (3.19)

(/\(i))Q + (wT _ w((]i))g.
Grazas a (3.17)—(3.19) ¢ posible obter os parametros da nova curva Lorent-
ziana que se obtén en cada iteracion, podendo calcular a seguinte mediante
a ecuacion (3.16). Notese que se (3.17)—(3.19) non tivese unha soluciéon ana-
litica e houbese que recorrer a métodos numéricos para resolver o sistema
non lineal, todo este proceso resultaria iniutil, pois os tempos de cémputo
serian moi elevados xa que haberia que resolver (3.17)—(3.19) unha vez por

iteracion. Unha solucion adecuada do sistema (3.17)—(3.19) pode atoparse
en [4].

3.2. (Caso bidimensional

A hora de aproximar a un espectro bidimensional o procedemento a seguir
é semellante ao caso dunha soa dimension, de maneira que é posible diferen-
ciar as mesmas duas partes do método que se esta a aplicar. Por un lado, e
nun primeiro momento, débense atopar os picos de radiacion e posicionalos
correctamente no espectro, por outro, hai que axustalos coas correspondentes
funciéns analiticas para reconstruir o espectro. Cabe dicir que a xeneraliza-
cion do procedemento descrito en [1] para espectros bidimensionais é orixinal.
Ainda asi, en honor a xustiza, hai que dicir que a xeneralizaciéon do método
¢ bastante intuitiva.

Para localizar os picos seguirase o mesmo método que foi descrito no
apartado anterior para unha dimension, pero agora, ao ter diias dimensions,
débense empregar derivadas parciais segundas. Cando de filtrar os picos lexi-
timos de aqueles debidos ao ruido se trate, tamén se empregara unha forma
xeneralizada da funcién puntuaciéon que ten como argumento quintuplas de
puntos no canto de triplas.
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En canto ao axuste dos picos mediante o método iterativo descrito, neste
caso empregaranse funciéns de Lorentz bidimensionais:

A
R I (EYSN Y5 WENN (PSR Y WER (3.20)

onde w, e w, son as coordenadas do espectro, wo, € wy, son as coordenadas
do centro da Lorentziana, e A\, e A, son as semianchuras nas correspondentes
dimensions.

Unha pequena aclaraciéon sobre a notaciéon se fai precisa neste momen-
to. De agora en diante, cando apareza a variable w con dous subindices o
primeiro deles serd o que recorre o eixo horizontal, mentres que o segundo re-
correrd eixo vertical, é dicir, o punto w,, , serd aquel dado polas coordenadas
(Winy wWh)-

3.2.1. Identificacién dos picos

A continuacion verase como se localizan os picos de radiacién neste caso
de duas dimensiéns. Novamente, o primeiro que se vai necesitar é calcular as
derivadas segundas pero, como xa se dixo, ao tratar cun dominio bidimensio-
nal, este apartado complicase substancialmente. Vaise intentar xeneralizar na
medida do posible a loxica empregada no caso anterior. Para iso o que se fara
serd localizar a primeira coordenada do pico empregando a derivada parcial
segunda con respecto a w, do espectro e o mesmo para a coordenada w, coa
derivada correspondente. Debido a que as expresions das curvas Lorentzianas
tenien unha expresion analitica sinxela, en vez de estudar a matriz hessiana
para localizar maximos e minimos locais, xerarase desta maneira unha lista
con tédolos puntos que sexan minimos locais das duas derivadas parciais a
vez nas suas correspondentes dimensions, é dicir, w,, , sera considerado un
potencial pico se satisfai a condicién

S (W) < 02S(Wims1n)  O*S(Wmn) - 025 (Win—1.n) .

w2 T Ow? owy 7 0w}
2 2 2 2
8 S(wgn,n) S a S(ww;,n+1) a S(w;’%”> S a S<wm2’n_1>, (321)
Ow? duw? ow; ow;

Seguindo coa xeneralizacion do método, agora débese redefinir a funcion
puntuacion para que funcione en dias dimensiéns, pero para iso hai que tro-
car as triplas de puntos coas que se traballaba antes, e que eran o argumento
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desta funcién, por quintuplas. Para crear unha quintupla asociaréselle a cada
posible pico wy, », onde agora temos dous subindices (un por cada dimension),
un intervalo para a variable w, e outro para a w, da mesma forma que se fa-
cia antes nunha soa dimension. Novamente definiranse cada un dos intervalos
collendo por cada extremo os puntos onde o sinal se anula S(w,,w,) = 0 ou
o méaximo local mais proximo (destes dous, aquel que sexa mais achegado ao
minimo) da derivada parcial segunda que corresponda, nas coordenadas w,
e wy, respectivamente.

Desta maneira, por cada minimo haberd unha quintupla de puntos que
venen dados por:

2

0%S(Wim.n) <0 %S (Wim—1.1) - 025 (Winn) _ %S (Wimt1m)

& tal
Wman € TaLAqUe =575 T w2 22 2
2 2 2 2
. 0 S(w;,w) <0e 0°S (Wmn—1) - 0*S(Wm.n) - 0°S (Winnt1)
E)wy 8w§ 8w§ 8w§
(3.22)

Raiz mais proxima
7\

825(%_1,”) Z 0e 825((,0]‘,71)
ow? Ow?

<0

Wip = argming ., [wWjn — Wl

PSWj1n) _ 0*S(win) _ °S(Wji1n)

ou
ow? T 0w? ow?
NS - 7
Méximo local mais preto
(3.23)
Raiz mais proxima
-
. 82S(wj+1 n) 825((,0]- n)
Wy = argming, ioar | lwmm —wjnll || — 55— >0e ———= <0
2 A 2 2 }
ou 0 S(w]_lm) 0 S(wj n) Z 0 S(wﬁl,n)
ow? ow2 ™ ow?
A o

Vv
Maximo local mais preto

(3.24)



3.2. CASO BIDIMENSIONAL 29

Raiz mais proxima

325(wm7j_1) >0e 825(0}7”73‘)
ow? - ow?

™~

<0

Wm,d = argmin0§j<n ||Wm,j — Wl

ou 825(wm,j_1) < 825(wm’j) > 825(wm,j+1)

2 - 2 2
ow; ow; ow;
NS -~ >
Maximo local méis preto
(3.25)
Raiz mais proxima
-
025 (Wi jr1) 025 (Wm.;)
. ,J+1 m,j
Wnu = argMiN, iy | [|Wmn — Winsll || —F5 55— =0e ——5 <0
ow; ow;

825(wm,j71) < 8QS(wm,j) > 825<wm,j+1>

2 2 = 2
&uy Gwy awy

(. J/

ou

vV
Maximo local maéis preto

(3.26)
Asi, poderase definir unha quintupla como:
p= (wl,na Wm,ns Wrny Wm u, wm,d)- (327)
A funcién puntuacion ven definida por
puntuacion(p) =
, i 828(wk n) - 82S(wk n) " 825(u}m k) “ 825(wm k)
min | 301 =S Y T T T e
( — ow? = ow? o ow; p ow;
Maxqeq puntuacion(q) '
(3.28)

Unha vez puntuadas as quintuplas, débense filtrar escollendo un limiar para a
puntuaciéon minima a partir da cal se considerard que son picos. Novamente,
o dominio bidimensional sera dividido en cen anacos e calcularase a media
cadrética dos valores do espectro en cada un deles. Posteriormente, normali-
zarase a un este conxunto de valores e tomarase como limiar a mediana.
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® wm,u
Wi n Wi 1 Wr n
® o ®
o wrmd

Figura 3.2: Representacion esquematica da distribucion dos puntos que for-
man parte dunha quintupla. Os indices [, r, u e d den6tanse asi polas palabras
en inglés left, right, up e down (esquerda, dereita, arriba e abaixo).

Para calcular as derivadas en dtas dimensions farase uso do mesmo mé-
todo que no caso anterior, é dicir, o filtro de convoluciéon de Savitzky-Golay.

3.2.1.1. Filtro de convolucién de Savitzky-Golay en dtas dimen-
siéns

O procedemento calcular os coeficientes para este tipo de filtro dixital

¢ anélogo ao caso unidimensional. Neste caso emprégase un polinomio con

daas variables no canto de unha. Para o presente traballo tomaronse os coe-

ficientes calculados en [12] e creouse un programa para realizar a convolucion
bidimensional que se pode consultar en:

https://gitlab.com/pablosanchez.aveiga/parametrizacion-de-espectrosen-
resonancia-magnetica-nuclear

Para mais informacion podese consultar [5, 6, 7, 12].

3.2.2. Reconstruciéon do espectro

O procedemento para reconstruir o espectro con funciéns de Lorentz en
daas dimensions, como as introducidas en (3.20), é moi parecido ao caso
unidimensional. O primeiro que se debe facer é calcular unha primeira esti-
macion dos parametros para cada Lorentziana, é dicir, en cada pico. Unha
xeneralizacion directa do método unidimensional levaria a resolver o seguinte
sistema de ecuaciéns:
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S(etnn) =Y ) = T (=] Ax;‘ ru errmyswCEY
Sle) =Y i) = T o G O
Steta) =Y eto) = oo T (G O
Sletma) =Y ) = 1 G T (e O
S(ma) = Y (wma) = - (3.3

1 (Wi — woe) [Ae)? + ((wa = woy)/Ay)?

onde as incognitas son as semianchuras A, e A, a amplitude A, e as coorde-
nadas do centro da Lorentziana, wy, € wg,. Notese nas ecuacions (3.29)—(3.33)
as variables que aparecen son as coordenadas de frecuencia w, e w, dos cinco
puntos que conforman a quintupla, isto é: wy, = (W, Wn), Wmn = (Wi, Wn),
Wran = (Wry Wi )y Wiy = (Wi, Wy) € Wing = (Win, Wa)-

No caso unidimensional existia unha solucién para o sistema de tres ecua-
cions e tres incognitas que pode atoparse en [4], pero neste caso, ainda que
non se pode afirmar que non exista, non foi posible atopala. Ao non ser
factible resolver o sistema por métodos numeéricos pois, igual que no caso
unidimensional, haberia que resolvelo unha vez por iteracién, o que se fixo
foi reducilo a dous sistemas de ecuacions analogos a (3.13)—(3.15). Para iso
asumirase que a estimacion das coordenadas do centro do pico que se obtenen
ao identificalos e filtralos, é dicir, wy, ,, son correctas. Desta maneira terase
Wm = Woz € Wy, = Woy. Asi, podense proponer os dous sistemas que seguen:

A

Sleoma) =Y o) = T3 = o) AP (3.34)
Slonn) =Y () = T oy 339
Sl =¥ 10) = T 50
e o segundo sistema de ecuaciéns,
Semn) = ¥ () = - (3.37)

1+ ((wn — woy)/Ay)*
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A

L+ ((wu — woy) /Ay)?
A

1+ ((wa — woy) /Ay)?

S(wmu) =Y (Wma) = (3.38)

(3.39)

S(wma) =Y (wma) =

Formulados asi, poderanse resolver do mesmo xeito que (3.13)—(3.15). Notese
que ainda que se supona que a primeira estimacion dos centros é correcta, as
coordenadas destes recalciilanse en cada iteracion, pois na primeira ecuacion
do sistema dado por (3.34)—(3.36) non se asume que w,, = wWp,, Mentres que
en (3.37)-(3.39) o que non se asume é w, = wp,. Para consultar a solucién
analitica destes sistemas pode verse en [4]. En canto ao valor de A, que é
calculado en ambos sistemas, é preferible tomar o de (3.34)-(3.36), pois a
dimension asociada a w,, ou dimension directa, ten maior resolucion neste
tipo de espectros, o que permite facer unha interpolacién mais precisa e que
os resultados calculados sexan mais fiables.

Agora que se conece a primeira aproximacion dos parametros podese co-
mezar a iterar. Empregarase a mesma notaciéon que no caso unidimensional,
de maneira que j € {1,2, ..., J} é o indice que recorre os J picos, z; é a varia-
ble que designa os elementos da quintupla j-ésima, (W, 1, Winns Win.rs Wuns Win)
e 7 o indice que indica a iteracidon. Hai que ter en conta que os subindices
das frecuencias w fan referencia as coordenadas do dominio, mentres que j
fai referencia aos picos, polo que non estan relacionados. O proceso iterativo
ven dado pola seguinte relacion:

S (?j) |
S Y ()

A condicion de parada volve a ser a mesma, ¢ dicir, o algoritmo seguira iteran-
do mentres se cumpra que Yl(’) (z;) < S(z;) para algin | € {1,2,..., J}. Da
mesma forma que no caso anterior, en cada iteracion resolverase novamente o
sistema de ecuacions, neste caso os dous que venen dados por (3.34)—(3.36) e
(3.37)—(3.39), coa diferencia de que agora non se supora que as curvas Lorent-
zianas toman un valor igual ao do espectro, senon aquel que devolve (3.40)
en cada iteracion. Desta maneira obténense os dous sistemas de ecuacions
que seguen:

7 i—1
Y1 (a) = vV () x

J

(3.40)

Y N wpn) = (3.41)

1+ ((wm — wi) /AP
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, A
Y (w,,) = OINGIVY (3.42)
1+ ((wr — wg, )/ As)?
, A
YO () = OININGINS (3.43)
1+ (Wi = wog )/ Ae)?
e o segundo sistema de ecuaciéns dado por
, A
Y (wpn) = GININGINS (3.44)
L+ ((wn — Woy)/)‘y )2
, A6)
YO () = AT (3.45)
1+ ((wu = wgy)/Ay")?
A A®)
Y (W a) = (3.46)

1+ (wa — wi) /A2

Cos novos parametros obtidos ao resolver (3.41)—(3.43) e (3.44)—(3.46) pode
procederse a unha nova iteracion grazas a (3.40) e asi sucesivamente ata que
se cumpra o criterio de parada.

Na seguinte caixa de texto esquematizase todo o proceso do algoritmo:

Algoritmo

1. Identificacién de tédolos posibles picos mediante a derivada se-
gunda do espectro.

2. Creacién das triplas, no caso unidimensional, ou quintuplas no
bidimensional, e almacenado nunha lista.

3. Puntuacion das triplas ou quintuplas mediante a funcién «pun-
tuacion».

4. Filtrado dos posibles picos en base ao puntaxe recibido.

5. Primeira estimacion dos parametros das curvas Lorentzianas bai-
X0 a suposicion de que toman o mesmo valor que o espectro.

6. Iteracion recalculando cada vez os novos parametros.
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Capitulo 4

Resultados

Unha vez descritos os algoritmos implementados, describiranse os resulta-
dos obtidos. O cédigo en C++ do programa, tanto para o caso unidimensional
como para o bidimensional, pode atoparse na seguinte ligazon:

https://gitlab.com/pablosanchez.aveiga/parametrizacion-de-espectros-
en-resonancia-magnetica-nuclear

4.1. Caso unidimensional

Comezarase co caso dunha soa dimensiéon no cal se traballara tanto con
espectros simulados artificialmente coma con outros xerados de maneira ex-
perimental.

Primeiramente hai que ver que ocorre cun espectro simulado. Para isto
empregouse un programa creado a tal proposito que se pode atopar na li-
gazon dada. Este consiste en dez Lorentzianas distribuidas aleatoriamente
polo dominio. A representacion gréafica de todas as cantidades realizase con
respecto aos indices enteiros dos valores discretos. A integral destas curvas
(parametro A nas Lorentzianas) é de unha unidade, mentres que o dominio
consta de 65536 puntos. A toma un valor de 0,05 unidades e engadimos ruido
gausiano cunha desviacion tipica de 0,0001 unidades.

O espectro creado con estes parametros ¢ o que se pode observar na Figura
4.1, mentres que a reconstruciéon do mesmo devolta polo programa atopase
na Figura 4.2.

35
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Figura 4.1: Espectro simulado con dez curvas Lorentzianas

distribuidas.
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Figura 4.2: Espectro simulado reconstruido mediante o algoritmo a partir dos

datos mostrados na Figura 4.1
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Figura 4.3: Derivada segunda do espectro simulado que se amosa na Figura
4.1 onde pode observarse que a derivada acusa perfectamente a posiciéon dos
picos.

Hai que recordar que o calculo da segunda derivada realizase de xeito
diferente ao proposto en [1]. Para ver a implementacion do algoritmo de
Savitzky-Golay, descrito na seccion 3.1.1.1, en C-++ podese consultar o enla-
ce que se da ao principio desta seccion. Na Figura 4.3 pédese ver a derivada
segunda do espectro simulado. Como se aprecia claramente, a segunda deri-
vada acusa os picos de xeito moi nitido. Desta maneira é posible identificalos
con facilidade, pero detectaranse a sta vez tdédolos méaximos locais do sinal
debidos ao ruido. E por iso que agora deben ser puntuados e debidamente
filtrados. Para isto empregamos a funcion puntuacion definida na ecuacion
(3.2). Para o espectro simulado obténense as puntuacions que se mostran na
Figura 4.4. Claramente os dez picos tefien unha puntuacién moi superior a
aqueles debidos ao ruido.

Agora abordarase un espectro experimental. Na Figura 4.5 mostrase o
sinal que é introducido no programa, é dicir, o espectro experimental. P6de-
se ver que hai tres conxuntos de tres picos que se solapan. Ao seu lado, na
Figura 4.6, atopase o espectro reconstruido con funciéns Lorentzianas que é
devolto polo programa e que, como se ve, reproduce fielmente o experimental.
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Figura 4.4: Puntuaciéon do espectro simulado da Figura 4.1. A lina azul que
se ve abaixo é a acumulacion de triplas debidas ao ruido con puntuacions
proximas a cero.

Hai que ter en conta que neste caso tanto as amplitudes como as anchuras de
cada pico son diferentes. Na Figura 4.7 amosase a derivada segunda deste
espectro, podendo distinguir os picos que se solapan como minimos locais da
mesma. Isto pode corroborarse observando as puntuaciéns que se mostran
na Figura 4.8. Neste caso vese que os picos tenien puntuacions diferentes en
funciéon do pronunciados que sexan pero que, en calquera caso, son moi su-
periores s dos picos debidos ao ruido. Cabe preguntarse para que rangos
de ruido funciona ben o método co que se estd a traballar, distinguindo os
picos de radiaciéon das perturbacions arbitrarias. Para dar unha resposta a
isto o que se fixo foi un estudo paramétrico do nimero de picos detectados
en funcion do ruido. A maiores variouse tamén o pardmetro ¢ para ver co-
mo afecta isto & deteccion de picos. Con este propoésito, créanse dous bucles
que recorran os parametros ¢ e o (desviacion tipica da distribucion normal
do ruido gaussiano) respectivamente. En cada iteracion similase un espectro
cos seguintes parametros A = 1, A = 0,005 e dez picos aleatoriamente distri-
buidos, para posteriormente correr o programa e que identifique os mesmos.
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Figura 4.5: Espectro experimental introducido proporcionado pola empresa.
Pode observarse que en determinados casos é necesario realizar unha amplia-
cion pois os picos de radiacion solapanse entre si.
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Figura 4.6: Espectro experimental reconstruido a partir dos datos amosados
na Figura 4.5 coas necesarias ampliacions.
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Figura 4.7: Derivada segunda do espectro experimental. As ampliacions desta
imaxe mostran as zonas nas que 0s picos se solapan.
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Figura 4.8: Puntuaciéon do espectro experimental onde pode apreciarse que
distintas intensidades dos picos conducen a distintas puntuaciéns.
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Picos detectados

O Umbral do filtro

Figura 4.9: Resultado dun experimento que consistiu en simular un espectro
con dez picos aleatoriamente distribuidos para distintos valores da desviacion
tipica do ruido o e do limiar do filtro 7 co obxectivo de por a proba as
limitacions do algoritmo & hora de detectalos.

O resultado é o que se amosa na Figura 4.9. Como pode verse, na maior parte
do dominio detéctanse perfectamente os dez picos, excepto para o elevados.
Comproébase que para 0 moi baixos, proximos ao cero, o nimero de picos de-
tectados aumenta drasticamente. Isto débese a que cando se baixa en exceso
o valor deste parametro, apenas se esta filtrando o ruido dos picos, detec-
tando as perturbacions debidas a este como picos de radiaciéon. Por outra
banda distinguese claramente a transicion entre a zona na que se detectan
cero picos e na que se detectan os dez.

Existe unha limitacion teérica para a resolucion deste método. Como se
explica en [1], se a distancia entre dous picos ¢ menor que \/+/3, enton a
segunda derivada terd un s6 minimo local, detectando ambos picos como un.
Para estudar este comportamento realizouse un estudo paramétrico en fun-
cién da separacion entre dous picos. A stia vez variouse o parametro o para
ver a sda influencia. Cabe dicir que un dos picos se simulou deliberadamente
mais intenso que o outro, sendo, neste caso, o pico 1 o de maior intensidade,
cunha amplitude A = 1,5, mentres que para o pico 2, A = 1. En canto as suas
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Figura 4.10: Resultado dun experimento que consistia en simular un espectro
con dous picos para estudar ata que punto o algoritmo é capaz de detectalos
a medida que se solapan. Tamén se variou o limiar do filtro § para estudar
como lle afectaba a4 deteccion.

anchuras, ambas eran de A = 0,005. Na Figura 4.10 poden verse os resultados
obtidos. Obsérvase como cando se aproximan o suficiente comézase a encon-
trar s6 un pico debido a limitacion da que se acaba de falar. A separacion
minima resoluble tedrica é, para este caso, de 0,0029 unidades, mentres que
a separacion minima que é posible resolver na practica é de 0,0053 unidades.
Pode afirmarse que ambos valores son bastante proximos.

A discrepancia entre eles débese a que, ainda que para valores inferiores
& separacion minima que se atopa na practica a derivada segunda tena dous
minimos, sendo posible detectar ambos picos, a puntuacién que estes tenen é
comparable a que tenen as perturbaciéons provocadas polo ruido, de maneira
que ao filtrar os picos s6 se detecta un.

Ademais, cando se incrementa 9, vese que o pico 2, é dicir, o menos
intenso, deixa de ser identificado. Este comportamento dase para un valor
de 0 ~ 1000. Isto débese a que a stia puntuacion é menor que a do pico 1
e ao subir o limiar de puntuacions queda fora do marxe a partir do cal se
considera que unha perturbacién é pico. Se incrementamos 0 ainda maéis, é
localizado un s6 pico que, independentemente da separacién entre o pico 1
e o 2, atopase, aproximadamente, no medio de ambos. O que esta a suceder



4.2. CASO BIDIMENSIONAL 43

é que, debido a que o parametro de filtrado é tan alto, deixase de atopar o
pico 1 e o 2 para detectar a suma de ambos coma se fose un sé pico.

4.2. Caso bidimensional

No que segue amosaranse os resultados obtidos para espectros bidimen-
sionais. Comprobarase que as graficas son sensiblemente diferentes, pois ao
estar en ddas dimensions, e debido a que a cantidade de puntos que consti-
tien un espectro é moi grande, adoptouse unha representacion en forma de
mapa de cores, onde a intensidade é representada nunha escala de cor. E ne-
cesario facer ampliacions dos lugares nos que se atopan os picos de radiacion,
pois o seu tamano é desprezable en comparaciéon coa totalidade do dominio.

Na Figura 4.11 mostrase o espectro experimental que se lle proporciona
ao algoritmo. Na Figura 4.12 mostrase a reconstrucion do mesmo. A dereita
pode verse a lenda da escala de cor que serve para medir a intensidade de
cada punto do espectro. Ademais, dentro do propio espectro vense as distintas
ampliacidons necesarias para poder distinguir os picos de radiacion. Estas
estan etiquetadas coas letras do A ao F, pero ténase en conta que as etiquetas
fan referencia a ampliacion, non a picos de radiacion, pois hai ampliacions (a
D e a E) nas que se poden observar dous picos moi proximos.

Para unha maior claridade, nas Figuras 4.13-4.18, exponense as amplia-
ciéns realizadas sobre o espectro, xunto coas correspondentes reconstrucions,
dende unha perspectiva tridimensional. Desta maneira resulta moito mais
doado comparar os distintos picos coa funcién de Lorentz que os modela a
simple vista.

Véxase, pois, que sucede coa ampliaciéon A, que aparece na Figura 4.13.
Como se pode observar, neste caso, o modelo méis adecuado para a perturba-
cion da Figura 4.13a, non semella ser unha funcion de Lorentz. Isto débese,
moi probablemente, a que se estd na fronteira do dominio e non aparece o
pico completamente debuxado. Pode comprobarse que a reconstruciéon, na
Figura 4.13b, non é precisa.

Outro pico que non é debidamente reconstruido é o que corresponde a
ampliacion C, que se mostra na Figura 4.15. Isto pode deberse a que o modelo
que se emprega non se corresponde totalmente coa realidade. Na actualidade
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Figura 4.11: Espectro bidimensional proporcionado pola empresa. Para poder
visualizar os picos de radiacién foi necesario realizar ampliacions, as cales
estan etiquetadas coas letras A—F.
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Figura 4.12: Reconstrucion do espectro da Figura 4.11. Para poder ver os

2,

picos é necesario realizar ampliacions. Estas estan etiquetadas coas letras
A-F.

Intensidade
bt ga
Intensidade

812 812
. 814750 . . 814750 .
Frecuencia 1 (en puntos) Frecuencia 2 (en puntos) Frecuencia 1 (en puntos) Frecuencia 2 (en puntos)

(a) Espectro introducido (b) Espectro reconstruido
Figura 4.13: Ampliaciéon A: comparacion do pico que se atopa na ampliacion

coa stia reconstrucion. Ao tratarse dun pico no bordo do dominio sae cortado
e a sia aproximacioén non é precisa
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(a) Espectro introducido (b) Espectro reconstruido

Figura 4.14: Ampliaciéon B: obsérvase a comparacion do pico de radiacion
situado na zona B coa stia reconstrucion. A aproximaciéon non presenta pro-

blemas.

Intensidade

. 8007360 . . 800360 .
Frecuencia 1 (en puntos) Frecuencia 2 (en puntos) Frecuencia 1 (en puntos) Frecuencia 2 (en puntos)

(a) Espectro introducido (b) Espectro reconstruido

Figura 4.15: Ampliacién C: o pico que aparece na zona C é comparado coa sia
reconstrucion. Obsérvase que a reproducion non é completamente precisa.

utilizanse modelos méis complexos que tefien, a parte da funcién de Lorentz,
componentes Gaussianas, entre outras (consultese [8]). Unha das posibles
causas da discrepancia que se atopa na ampliacion C' é a sinxeleza do modelo
empregado. Por outra banda, poderian mellorarse os resultados se, unha vez
localizados os picos, se reconstruise un a un individualmente, de maneira que
o criterio de parada para a iteracion, non dependese de todo o espectro, se
non dun pequeno subdominio no que se localiza o pico en cuestion.

Con respecto ao resto de picos a aproximaciéon que proporciona o método
é satisfactoria. Incluso nos casos nos que hai dous picos solapandose, como
son o das ampliacions D e E, o método é perfectamente capaz de identificalos
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Intensidade

7507785 0
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(b) Espectro reconstruido

Figura 4.16: Ampliacién D: presenta dous picos de radiacién que, como se
pode observar, son correctamente discriminados e reconstruidos.
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(b) Espectro reconstruido

Figura 4.17: Ampliacion E: méstranse dous picos de radiacién solapados. O
método é capaz de distinguilos e reconstruilos sen problema.

765
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(a) Espectro introducido

Intensidade

. 765 .
Frecuencia 1 (en puntos Frecuencia 2 (en puntos)

(b) Espectro reconstruido

Figura 4.18: Ampliacién F: preséntase s6 un pico de radiacion que, como
se pode comprobar ao comparalo coa stia reconstruciéon, se parametriza sen

problema.
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e reconstruflos. Para comprobar de maneira mais obxectiva a calidade da
parametrizacion do espectro mediante funciéns de Lorentz, o que se fixo foi
representar nun mapa de cores, analogos aos usados nas Figuras 4.11 e 4.12,
a diferencia entre o espectro experimental e o reconstruido en valor absoluto.
Na Figura 4.19 pode verse esta representacion.

Como se pode observar, na maior parte do dominio, onde non hai picos,
a diferencia entre ambos espectros é practicamente nula. Isto é asi a pesar
de que o espectro experimental estd contaminado con ruido incluso nesas
zonas. Sucede que as perturbacions debidas ao ruido son desprezables en
comparacion co erro que se puido cometer en zonas nas que hai picos.

Obviando por un momento os picos que non foron ben parametrizados, é
dicir, os correspondentes as ampliaciéns A e C, obsérvase un certo patrén no
erro que se cometeu co resto de picos. Centrando a atencién nas ampliacions
B, D, E e F, vese que o erro cometido no centro dos picos é moi pequeno,
mentres que nun determinado aro arredor do centro é méaximo. Isto débese
a algo que xa se comentou antes: o modelo empregado non se corresponde
totalmente coa realidade, de maneira que as funciéons de Lorentz non poden
axustar perfectamente os picos de radiacion.

En canto a puntuacion dos distintos picos, as Figuras 4.20—4.25 mostran
a puntuacion das zonas onde estes se atopan. Apréciase que, a excepcion da
zona A, onde as puntuacions son méis confusas, os picos distinguense con
claridade das perturbacions debidas ao ruido. Incluso nas zonas D e E, nas
que hai dous picos solapados, o método proposto localizaos con precision.
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Figura 4.19: Erro absoluto calculado entre o espectro introducido e o recons-
truido.
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Figura 4.20: Puntuacions calculadas arredor da ampliacion A. Neste caso
existe certa imprecision coas puntuaciéns ao estar preto do bordo.
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Figura 4.21: Puntuaciéns calculadas arredor da ampliacion B. O pico exis-
tente nesta zona diferenciase con claridade.
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Figura 4.22: Puntuaciéns calculadas arredor da ampliacion C cun tnico pico
de radiacion reconecido.
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Figura 4.23: Puntuaciéns calculadas arredor da ampliaciéon D onde existen

dous picos que solapan. Obsérvase como o método é capaz de distinguilos de
forma precisa.
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Figura 4.24: Puntuaciéns calculadas arredor da ampliacion E. De novo, dous
picos estanse a solapar.
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Figura 4.25: Puntuacions calculadas arredor da ampliacion F. A puntuacion
do tinico pico presente na zona sobresae sobre o resto.



Capitulo 5

Conclusions

Ao longo da presente memoria describironse o método e os resultados
numéricos con el obtidos. A modo de conclusion pouco mais se pode facer
que valorar os mesmos e decidir se son ou non satisfactorios. Xa se comen-
tou ao longo do traballo que certos aspectos do modelo se poderian revisar
e mellorar empregando aproximacions mais complexas para axustar os pi-
cos de radiacion. Intentarase aqui facer unha pequena aclaracion sobre estes
aspectos.

O caso unidimensional é mais sinxelo, tanto a hora de desenvolver o al-
goritmo e programalo, como en canto & andlise dos resultados numéricos que
se obtiveron ao aplicalo. Hai que sinalar que, ainda que a xeneralizacion a
duas dimensions pode parecer intuitiva (véxase por exemplo [6], [3] ou [12]),
na practica xorden problemas pois o c6digo complicase notablemente.

Podese dicir que a primeira parte do algoritmo, ¢ dicir, a localizacion
e puntuacion dos picos, é moi satisfactoria. O método de detectar os picos
empregando a segunda derivada para posteriormente filtralos a través da
funciéon puntuacion é computacionalmente superior a outros que se venen
empregando e que, en moitos casos, son algoritmos de reconecemento de
imaxe para buscar bordos.

Esta primeira parte non presentou dificultades tampouco en dias dimen-
sions, polo menos en canto aos resultados numéricos se refire. Podese argu-
mentar que no caso da ampliacion A que se mostra na Figura 4.13 o método
non funciona como é debido e que as puntuaciéns expostas na Figura 4.20
son confusas e pouco clarificadoras, pero como xa se sinalou na Secciéon 4.2,
neste caso os problemas debianse a que se esta a tratar cun pico que esti no
bordo do espectro, de maneira que sae cortado. Ainda asi, o principal erro
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neste caso ven a hora de reconstruir o pico, non ao detectalo.

Unha pequena aclaracion con respecto ao artigo [1] é necesaria. Na parte
da reconstrucion dos picos, dentro da iteracion, hai que resolver un sistema
de tres ecuacions con tres incoégnitas, como xa se apuntou na correspondente
seccion. Nun dos apéndices de [1] aparece a solucion explicita deste siste-
ma, pero por maéis que se intentou implementar esa solucién, parecia estar
errada. Debido a isto foi consultada a bibliografia que aparecia [1]|, atopando
que a solucion deste sistema fora consultada en [4]. Nese artigo, que trata
da interpolacién de espectros no dominio das frecuencias mediante funciéns
de Lorentz, pode atoparse unha solucién explicita correcta, que foi a que
finalmente se implementou.

Como xa se comentou na Seccién 3.2.2, unha xeneralizacion do método
unidimensional candnica pasaria pola resoluciéon dun sistema non lineal de
cinco ecuaciéns con cinco incognitas. Isto non foi posible debido a que a so-
lucion explicita dun sistema non lineal deste tamano non é manexable para a
stia implementacion. Evidentemente, poderia empregarse un método numé-
rico para resolver este sistema non lineal, pero, como xa foi aclarado, ao ter
que resolver o sistema unha vez por iteracion, este procedemento incremen-
taria sensiblemente o tempo de célculo. De todos xeitos, foi posible reducir
o sistema non lineal ao do caso unidimensional salvando asi esta dificultade
computacional.

Por ultimo describense posibles formas de mellorar o traballo realizado.
A principal mellora que se deberia aplicar ¢ cambiar o modelo dos picos de
radiacion. No caso unidimensional as limitacions do que se ven empregando
fanse méis evidentes. Na Figura 4.19 obsérvase claramente que o modelo é
insuficiente pois, ainda que aproxima ben os picos no centro, pode apreciarse
que o erro aumenta ao afastarse do mesmo.
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