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Introduccion

En esta memoria analizamos algunos hechos relativos a una subclase de pro-
cesos adaptativos, aquellos basados en el principio de la evolucién de las
especies {la supervivencia del mds fuerte): los algoritmos genéticos

Las primeras descripciones técnicas y definiciones de adaptacién provie-
nen de la biologia. En este contexto, la adaptacién designa cualquier proceso
en el cual una estructura va modificindose de forma progresiva para lograr
el comportamiento 6ptimo en su entorno. Tales estructuras pueden ser desde
una proteina hasta el cerebro humano. Una observacién cuidadosa de la evo-
lucién sufrida por esas estructuras revela generalmente un conjunto basico de
modificadores estructurales u operadores, cuyas acciones reiteradas conducen
a las modificaciones observadas.

Los procesos adaptativos desempefian un papel decisivo en campos tan
diferentes como la psicologia, la economia, la inteligencia artificial, o en las
técnicas de muestreo. Basicamente, son procesos de optimizacidén, pero es
dificil aglutinarlos y unificar su estudio, porque las estructuras modificables
son complejas y su comportamiento es incierto. A menudo, interacciones no
aditivas (epistasis o no linealidad) hacen imposible determinar el comporta-
miento de un todo a partir del estudio de sus partes aisladamente. Estas
dificultades suscitan un verdadero problema al analista; sin embargo, el pro-
ceso adaptativo biolégico las maneja de forma rutinaria.

Es un hecho familiar que cada organismo es una amalgama de caracteris-
ticas determinadas por los genes de sus cromosomas. Cada gen tiene varias
formas—alelos— que originan diferencias en el conjunto de las caracterfsticas
asociadas a ese gen. Hay decenas de miles de genes en los cromosomas de un
vertebrado, cada uno de los cuales tiene varios alelos. El conjunto de cromo-
somas, obtenidos de todas las posibles combinaciones de, por ejemplo, diez
mil genes es de 210900 ~ 1030% estrycturas, (suponiendo dos alelos por cada
uno de los genes). Incluso una poblacion enorme, pongamos de diez billones

3



4 ' Introduccién

de individuos, contiene sélo una mintscula fraccién de esas posibilidades. Es-
te enorme numero de posibilidades genéticas—genotipos— es un indicador de
la complejidad de los sistemas naturales. Sin embargo, la complejidad basica
de estos sistemas se debe a las interacciones entre los genes. Varios genes
pueden determinar conjuntamente una caracteristica dada en un individuo,
y diferentes alelos de un mismo gen pueden producir proteinas relacionadas
entre s, que, a su vez, provocan variaciones en Jas caracterfsticas asociadas
a ese gen. Todo esto aumenta considerablemente la complejidad del sistema.
Pero la mayor complejidad aparece cuando los efectos de diferentes enzimas
(catalizadores biolégicos de las proteinas) no son aditivos; fenémeno éste que
se conoce como epistasis. La idea bdsica es que cada alelo depende fuerte-
mente de los dem4s alelos, de forma que cambios pequefios en alguno de ellos
pueden originar efectos importantes. Es decir el fenotipo resultante depende
de manera determinante de estos efectos epistaticos.

Por todo lo anterior, para modelar estos sistemas adaptativos naturales
mediante los algoritmos genéticos, es necesario extraer y generalizar los fac-
tores fundamentales de los procesos biolégicos. Entre esas generalizaciones
destacan el concepto de esquema, que se corresponde con un conjunto de ge-
nes que interactian, la generalizacién de los operadores genéticos tales como
el cruce o la mutacién y la abstraccién al campo computacional del fenémeno
de la epistasis.

Los algoritmos genéticos vienen siendo desarrollados por John Holland
y sus colegas de la Universidad de Michigan desde finales de los afios se-
senta. Las consecuencias més importantes de sus investigaciones han sido
fundamentalmente abstraer y explicar el proceso adaptativo de los sistemas
naturales, y disefiar software para sistemas artificiales que imitan los meca-
nismos fundamentales de actuacién de tales sistemas.

La primera monografia sobre este tema es Adaptation in Natural and Ar-
tificial Systems, publicada por Holland en 1975. En ella se sientan las bases
tedricas que fundamentan el desarrollo, desde el punto de vista computacio-
nal, de la teoria de los algoritmos genéticos; abstrayendo los conceptos de
genética natural y aplicindolos a la economfa, el reconocimiento de patrones
y la teorfa de juegos.

Posteriores investigaciones han establecido la validez de los algoritmos
genéticos en la optimizacién de funciones (éste serd nuestro dmbito de es-
tudio) y las aplicaciones de control. Recientemente han incrementado sus
campos de accién a dreas que van desde el disefio de circuitos integrados y
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redes neuronales al disefio de turbinas en aviacién, por ejemplo.

La razén del numero creciente de aplicaciones es clara: estos algoritmos
son computacionalmente sencillos y sin embargo poderosos. No estdn limita-
dos por suposiciones restrictivas sobre el espacio de busqueda (relacionadas
con la continuidad, la existencia de derivadas,...). Ademads, les apoya fuerte-
mente el rapido crecimiento en la capacidad computacional de las maquinas
de procesamiento paralelo; ya que, los algoritmos genéticos trabajan con
poblaciones (i.e., subconjuntos del espacio de busqueda) y, por ende, son
adecuados para ejecutarse sobre computadores con gran nimero de procesa-
dores.

Para que los algoritmos genéticos aventajen a los métodos tradicionales
de optimizacién funcional, en cuanto a la robustez, deberan diferenciarse de
éstos en aspectos fundamentales. En efecto, los algoritmos genéticos son
diferentes en cuatro aspectos:

1. trabajan con una codificacién de un conjunto de pardmetros, no con
los pardametros mismos,

2. realizan la busqueda sobre un conjunto de puntos, no en un unico
punto.

3. utilizan la informacién que les proporcionan las evaluaciones de la
funcién objetivo, no derivadas ni ningin otro conocimiento auxiliar, y por
iltimo,

4. usan reglas de transicién probabilisticas, no deterministas.

El principal logro de la combinacién de los puntos anteriores ha sido el
equilibrio entre la eficiencia y la eficacia necesarias para resolver diferentes y
complejos problemas; algunos de los cuales, como el problema del viajante,
no admite soluciones tradicionales.

El siguiente diagrama muestra un esquema de funcionamiento de un al-
goritmo genético:
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Poblacién Inicial

Codificacién y
Adecuacién

Poblacion Evaluada

—

Seleccidn

Poblacién Seleccionada

Ovperadores
Genéticos

Poblacién

La ejecucién del algoritmo comienza con la generacién, usualmente de forma
aleatoria. de una poblacién inicial de individuos P(0)—posibles soluciones
del problema a tratar—. que, generalmente, se codifican en cadenas binarias
de longitud fija. Lo que sigue es un proceso iterativo de actuacién que po-
demos resumir asi: durante la iteracién ¢ el algoritmo genético cuenta con
una poblacién de soluciones potenciales P(t) (los cromosomas o vectores).
Cada cromosoma se evalua por medio de la funcién a optimizar—funcién de
ajuste—para medir su idoneidad; entonces se seleccionan los individuos méds
idéneos. Algunos de los miembros de esta nueva poblacién sufren alteracio-
nes, debidas a la accién de los operadores genéticos (cruce y/o mutacién),
para formar nuevas soluciones que constituyen una nueva generacién. El
proceso se repite hasta alcanzar una cierta condicién de parada.

Al anslisis del funcionamiento general de los algoritmos genéticos y su
comparacién con los métodos tradicionales de optimizacién, junto con la
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introduccién de la terminologfa usual en este campo (extraida de la genética),
dedicamos el primer capitulo de esta memoria.

El segundo capitulo resume los conceptos bésicos que permiten establecer
las bases tedricas del funcionamiento de los algoritmos genéticos. Se introdu-
cen las nociones de esquema,, orden y longitud de definicién de los esquemas;
conceptos éstos sobre los que se analiza el comportamiento de la seleccién y
los operadores genéticos, y que desembocan en el teorema fundamental de los
algoritmos genéticos: el teorema de los esquemas, establecido por Holland en
1975 en [14].

Holland observé que los “mejores” individuos guardaban entre si ciertas
similitudes y formalizé esta idea bajo la nocién de esquema. Observé ademds
que, a medida que el proceso de busqueda y seleccién avanza, los “mejores”
cromosomas persisten en mayor nimero en la poblacién. Por su parte, los que
se mantienen en la media estabilizan su presencia y, por ultimo, los “peores”
desaparecen. Asf pues, los esquemas son patrones que permiten explotar
esos “parecidos” entre los cromosomas, con el fin de mejorar las direcciones
de hisqueda del algoritmo.

El teorema de los esquemas es la justificacién tedrica mds importante
del funcionamiento de los algoritmos genéticos. Afirma este teorema que el
numero de esquemas cortos, de bajo orden e idoneidad alta crece exponencial-
mente en las sucesivas generaciones del algoritmo. Este tipo de esquemas se
caracterizan por ser menos susceptibles a los operadores genéticos. El teore-
ma de los esquemas se estudia con detalle en la seccién 2.1, en la que también
se introduce la hipétesis de los building blocks (o bloques constructivos).

La generalizacién del concepto de esquema de Holland, realizada por Vose
en [31], condujo directamente a la cuestién suscitada durante bastante tiem-
po en relacién con la existencia de otras estructuras (ademds de los esquemas
clasicos), que verificasen el teorema de los esquemas. Ademds de los predi-
cados arbitrarios introducidos por Vose, en [30] se consideran los esquemas
como subconjuntos difusos (fuzzy) del espacio de busqueda en el que trabaja
el algoritmo, y se demuestra que empleando ese punto de vista (mds gene-
ral a efectos précticos), se verifica una versién apropiada del teorema de los
esquemas. Un resurnen de los hechos mds importantes concernientes a este
estudio lo constituye el segundo epigrafe de este capitulo.

En el ultimo epigrafe del capitulo 2, generalizamos los resultados de [30],
desarrollados en la seccién 2.2, al caso de poblaciones no necesariamente fini-
tas (en el caso no fuzzy). Trabajamos con espacios de biisqueda y poblaciones
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que son conjuntos medibles, con funciones de ajuste integrables, y operadores
estocasticos y obtenemos una conveniente versién del teorema de los esque-
mas en este dmbito. Los contenidos de este epigrafe han sido publicados en
los proceedings de la International Conference on Intelligent Technologies in
Human-Related Sciences (ITHURS'96) celebrada en Leén en julio de 1996
(ver [15]).

Aun siendo el resultado teérico mas importante, el teorema de los esque-
mas sufre algunas carencias significativas. Las conclusiones que se derivan
de €l (en relacién a los esquemas mas apropiados para dirigir la bisqueda
del 6ptimo) se refieren a los esquemas presentes en la poblacién. Esto es, no
proporciona informacién sobre nuevas estructuras. En particular, este teo-
rema no permite predecir qué zonas del espacio de biisqueda va a investigar
el algoritmo en los pasos siguientes. De este modo, el algoritmo fuerza la
busqueda sobre determinados subconjuntos de la poblacién; de forma que,
aunque se introduzcan nuevos esquemas {como consecuencia de mutaciones,
por ejemplo) éstos dificilmente van a desplazar a esos subconjuntos. Es decir,
hay ocasiones en las que los bloques constructivos parecen violar el teorema
de los esquemas y el problema resulta “dificil” para el algoritmo.

Estas situaciones han dado en llamarse, al igual que las funciones que las
originan, decepcionantes. De hecho, Goldberg en su libro Genetic Algorithms
in Search, Optimizetion end Machine Learning, expone un ejemplo de una
funcién que viola la hipétesis de los building blocks; presentando asi el pro-
blema mds sencillo que puede causar la situacién de decepcidn: el problema
decepcionante minimo—MDP—,

Al anélisis de las razones por las cuales una funcién puede resultar dificil
de optimizar por un algoritmo genético dedicamos el capitulo 3.

Aun cuando se suele identificar dificultad con decepcién, éste no es un
término suficientemente uniformizado por los investigadores en este campo.
Existen otras acepciones de la decepci6n, basadas en el concepto de compe-
ticiéon entre esquemas introducido por Whitley. El andlisis de la decepcién
constituye el epigrafe 3.1. En él se exponen algunos ejemplos de funciones,
definidas por medio de esquemas cortos de orden bajo que, sin embargo, pre-
sentan gran dificultad para los algoritmos genéticos. Estos hechos han llevado
a los investigadores a la conclusion de que algunas otras caracteristicas de la
funcién deben desempefiar un papel importante en el andlisis de la dificultad
de una funcién. Van Hove propone medir la “mayor o menor” linealidad de
la funcién. utilizando el concepto de epistasis sugerido (de forma intuitiva)
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por Rawlins. Rawlins habla de epistasis cero o minima si cada bit es inde-
pendiente de todos los demds. En el otro extremo, (si ningin subconjunto
propio de genes es independiente de ningun otro) se dice que la epistasis es
maxima.

En 1991 Davidor abstrae la idea fundamental del concepto genético de
epistasis y lo formula en términos matemaéticos. Posteriormente, Van Hove
lo reescribe de forma mds compacta en [26].

Desde 1995 se ha venido estudiando con detalle la epistasis de funciones
de ajuste, definidas sobre espacios de busqueda codificados binariamente.
[22], [23], [25], {26]. [27] y [28] son algunos de los trabajos desarrollados sobre
el tema. Los aspectos mds importantes de ellos se resumen en los epigrafes
3.2 y 3.3 de esta memoria. Concretamente, seguimos el esquema del an4lisis
realizado por Suys y Verschoren en [25], en donde, haciendo uso de [27] y
[28], se reinterpreta la definicién de epistasis de una forma més elegante y
manejable y se explotan técnicas matriciales para un estudio exhaustivo de
este concepto.

Teniendo en cuenta la idea que subyace al concepto de epistasis, si r es
un nimero real positivo, es claro que las funciones f y rf deben tener la
misma epistasis, por lo que se requiere una normalizacién del concepto. Esto
les lleva a definir la epistasis normalizada £*(f) de una funcién f. Ademas,
un estudio algebraico detallado conduce a la completa caracterizacion de las
funciones no negativas con epistasis normalizada extrema. En el caso de la
epistasis minima, se llega a que la funcién debe ser de la forma f = Zi;{lj g:
siendo g; una funcién que depende tinicamente del i-ésimo bit, recuperando
de esta forma la idea original de Rawlins. Por otra parte, el valor maximo
de la epistasis 1 — 717 se alcanza cuando

f:qﬁ:ﬁ(ei )ERZ[,

2 €gi-1_;

(0 <i< 21 —1), donde {ey,...,eu-1_;} es la base canénica de RZ™".

El capitulo 3 se completa con la inclusién de un ejemplo de funcién va-
luada positiva, que, siendo facil de optimizar a través de un algoritmo ge-
nético, sin embargo contiene decepcién. Una vez codificada en cadenas de
diez bits, calculamos su epistasis normalizada y obtenemos que ésta es muy
baja (=~ 0.029) en relacién al valor maximo posible (~0.998). Por otra parte,
comprobamos que es decepcionante de orden 5; por lo que en este caso, la
epistasis mide mejor la dificultad de la funcién de lo que lo hace la decepcién.
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El capitulo cuatro lo hemos estructurado en cuatro secciones. La pri-
mera de ellas comienza analizando las ventajas e inconvenientes tanto de la
representacién binaria de los datos, como de la no binaria.

El resultado de aplicar un algoritmo genético a la resolucién de un proble-
ma depende de la eleccién adecuada de la funcién a optimizar, los operadores
que van a actuar y de la codificacién de la poblacién. Aunque la representa-
cién binaria de los elementos de la poblacién es la mds utilizada, hay ocasiones
en las que no es la mas acertada para determinados problemas; en especial
cuando se pierde informacién debido al empleo de esa representacion. Estas y
otras consideraciones, sobre el nimero y la calidad de los esquemas presentes
en la poblacién (en relacién con la codificacién efectuada), llevan a Field a
concluir en [9] que no es defendible la supremacia de la representacién binaria
frente a la no binaria dependiendo, la idoneidad de la misma, del problema
en cuestién. Field unifica el estudio de las representaciones binarias y no
binarias, bajo la denominaciéon “multary representations”. Nosotros habla-
remos de representaciones n-arias para indicar que la codificacién se realiza
sobre alfabetos de n elementos.

En este 4mbito, generalizamos el concepto de epistasis de una funcién f,
definida sobre cadenas s de longitud [, cuyos alelos son de cardinalidad n
(ie: s€Q,={0,1,...,n—1}):

enals Z t 2, fi+

teﬂ, o tey,

Definimos la epistasis global de f como

endf) =[S €2y(s)
s€{,

y, al igual que sucedia en el caso binario, la anterior definicién se puede
reescribir en forma matricial como:

eni(f) = |If — Enuf]|

donde E,,; = (e;;) es la matriz cuadrada n'-dimensional cuyos coeficientes
siguen ahora la férmula;

_ln—yit1- nd, i ),

[
J n;
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donde d,, (; ;) es la distancia Hamming entre las representaciones en base n
deiyjs.

Continuando con un esquema de estudio paralelo al realizado en [25] en
el caso binario, el siguiente paso es normalizar este concepto de epistasis, lo
que constituye el segundo epigrafe del cuarto capitulo. Comienza esta seccién
analizando algunas propiedades algebraicas de la matriz G,; = n‘En,; que
nos permiten demostrar la idempotencia de E, ;. Ello nos conduce a nuestra
generalizacién de la definicién de epistasis normalizada:

) 2 (f (I — B f
i) = e (nfn) I

donde F,,; = I,,, — E,; es una proyeccién ortogonal. Entonces, 0 < s;,l( i<
1, para cualquier funcién f.

= cos’(f, F, f),

La expresiéon anterior nos permite interpretar geométricamente la defini-
' . . . 1
cién de epistasis normalizada como una 2-forma fundamental sobre R™ .

Utilizando la descomposicién de la matriz G, en términos de Gn_y,,
en bloques matriciales demostramos que los autovalores de E,; son 0 y 1;
y que si, Vrf,o y V,f,l denotan los subespacios invariantes asociados a 0 y 1
respectivamente, entonces €}, ,(f) = 0 (respectivamente ¢}, ,(f) = 1) si, y sélo
si, f V)., (resp. £ €V y).

El epigrafe 4.3, tal y como su titulo indica, lo dedicamos al estudio de los
valores extremos de la epistasis normalizada.

De acuerdo con el estudio algebraico realizado en la seccion anterior, y
analizando algunas propiedades de las componentes de la matriz G, obte-
nemos que la epistasis normalizada minima (i.e.: nula} se tiene exactamente
cuando f = Zi;(l, ¢i, siendo g; una funcién que depende tnicamente del i-
ésimo bit; recuperando de nuevo la idea original de Rawlins. Por otra parte,
el valor maximo de la epistasis es ahora 1 — ﬁ, para funciones no negativas;
y se alcanza cuando

€y
n,l \/T_L . nt
f=q i ,="— : e R",
T
ein-l
PR i—1 . B
donde {ey,...,e,-1.,} es la base canénica de R® ', y 0 < ig,...,%n-1 <

-1

n'~" — 1 es una familia de indices que verifican:
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n—l1
a) > i = 2(n"t—1),

r=0

b) d!

(i ds) = { — 1 para cualquier 0 < r#s<n-—1.
Geométricamente, las funciones objetivo con estos vectores asociados, son
aquellas funciones con n picos situados en n cadenas con distancia méxima
entre ellas. En particular, si n = | = 2 obtenemos los vectores g del caso
binario.
Esta caracterizacién de las funciones de ajuste con epistasis maxima cons-
tituye el ultimo epigrafe de este capitulo.

Parte de los contenidos de este capitulo se han recogido en el articulo
Multary Epistasis (ver [16]).

El capitulo 5 es el dltimo capitulo de esta memoria. Lo hemos titulado
“Funciones de peso” pues en él detenemos nuestro estudio en aquellas fun-
ciones cuyas imédgenes sobre cadenas de longitud { (ya sean de alelos binarios
0 no binarios) dependen dnicamente de los alelos que intervienen y no de la
colocacion de los mismos en la cadena. Asf pues, el valor sobre una cadena
depende del “peso” de cada uno de los alelos presentes.

En el caso binario, las funciones de peso se caracterizan porque sus imége-
nes dependen del mimero de unos en la cadena, no de la posicién de los
mismos. Asf, si [ = 3, tendrfamos que una funcién f de este tipo valdria lo
mismo sobre las cadenas 100, 010, 001, por ejemplo.

Estas funciones se conocen como “unitation functions”; y son interesantes
ya que reducen la dimensién del problema de 2! a | + 1 valores distintos.
Ademas, una vez analizada la decepcidn para ellas, los resultados se pueden
extender a otras funciones.

Nosotros, generalizamos este concepto a alfabetos de n elementos, y calcu-
lamos su epistasis, tanto en el caso binario como en el ternario. Por secciones
el capitulo se estructura como sigue: Los dos primeros epigrafes abordan el
estudio de la epistasis normalizada y sus valores extremos para alfabetos
binarios. En 5.1 escribimos la epistasis de las funciones de peso como:

1*hBh

ET(f)=1—gW

donde h es el vector de R !'definido por hy = f,, si el mimero de 1's de la
representacién binaria de m es k.



Introduccién 13

Por otra parte, la matriz B, tiene como coeficientes

4 ()() (- £=20=2)

En el epigrafe 5.2 estudiamos el comportamiento de este tipo de funcio-
nes en relacién con la epistasis minima y méxima; observamos que el valor
méximo de la epistasis se alcanza sobre las funciones de peso, y caracteri-
zamos aquellas que, tomando valores no negativos, tienen epistasis minima.
En concreto, nosotros obtenemos que, una funcién de peso sobre un alfabeto
binario tiene epistasis nula, si y sélo si, su vector asociado h es de la forma

iy — (1 — 1hy
h = 2y — hy
hiy
hy

El tercer epigrafe lo dedicamos al caso ternario. Ahora las funciones de
peso reducen el conjunto imagen de un niimero total de 3' valores distintos a
un méximo de CR(3,!). Entonces el vector h asociado a una funcién f tendra

ahora (“;2) componentes.

Sobre alfabetos de tres elementos realizamos en 5.3 un estudio paralelo al
de las secciones 5.1 y 5.2; y obtenemos que la matriz Bj;, en términos de la
cual escribimos ahora la expresion de €3 ,(f), tiene como coeficientes

(uiy = () ()() () (1 + (Eenemsnstomonamnstomien)

donde &, r, s,t € N verifican ciertas condiciones.

El epigrafe se completa con el an4lisis de los valores extremos de la epista-
sis normalizada, concluyendo con la caracterizacién de las funciones de peso
con epistasis nula. Tales funciones estdn determinadas por

( W )
o

(]. - k)ho + (k - T’)hl + Thg

\ (1 — ko + lhy /
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donde la componente p-ésima h, de h, con p = &;ll + 7, es
hp = (1 — k)h{] + (k - T)h.l + T'hz.

Concluye el capitulo con el célculo explicito de la epistasis de una funcién
de peso que se caracteriza porque no contiene decepcién de ningin orden
y. sin embargo. es dificil de optimizar para un algoritmo genético. Nosotros
obtenemos valores altos de su epistasis, incluso en el caso mas desfavorable—
cuando | = 2—.

De nuevo, al igual que sucedfa en el epigrafe 3.3, estamos ante otro ejemplo
en el que la epistasis mide mejor la dificultad de la funcién de lo que lo hace
la decepcién.

Las secciones 5.1 y 5.2 constituyen parte de los contenidos de [17].
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Capitulo 1

Algoritmos Genéticos y
Optimizacién

1.1 Meétodos clasicos de optimizacion

En estos udltimos afos han adquirido gran importancia los algoritmos que
imitan a los mecanismos de la naturaleza para resolver problemas. Algunos
de los mds importantes son las redes de neuronas artificiales, los autématas
celulares y los algoritmos de evolucién.

En términos generales, las redes de neuronas simulan el sistema nervioso
y los autématas celulares modelizan la cooperacién entre diferentes células,
mientras que los algoritmos evolutivos se inspiran en el proceso biolégico de
la evolucién de las especies.

Los algoritmos genéticos (en adelante AG’s) son un tipo particular de
algoritmos de evolucién cuya aplicacién ha resultado provechosa en problemas
muy diversos y en muy diferentes &mbitos, como son el problema de dibujar
grafos dirigidos (bajo ciertos criterios estéticos), la programaciéon de tareas
(Scheduling) o el problema de dividir un grupo de n objetos en k categorias
(Partitioning), por ejemplo. (Para mas detalles ver [21}). Sin embargo, su
utilidad principal es la optimizacién de funciones.

En el campo de la optimizacién funcional los métodos de busqueda de
la mejor solucién se pueden agrupar en tres tipos: basados en el cdlculo o
analiticos, enumerativos y aleatorios. Dentro de los primeros podemos dis-
tinguir aquellos que, generalmente, buscan extremos resolviendo un conjunto

15
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de ecuaciones {en general) no lineales resultantes del estudio de las raices
del gradiente de la funcién objetivo. (Esto es la generalizacién al caso mul-
tidimensional del estudio, de las rafces de la derivada, en una variable para
obtener los puntos criticos de una funcién). Para funciones derivables, los
posibles extremos se encuentran entre los puntos donde las pendientes de las
tangentes en todas direcciones son cero. Por otra parte, el método directo
mas simple se basa en la bisqueda de la solucién 6ptima moviéndose siempre
en la direccién en la que el cambio de la funcién es mds répido. Esta técnica,
que se conoce como “hill climbing”, es una sencilla regla de busqueda que
depende de la evaluacion en ciertos puntos de la funcién a optimizar, pero
es la misma para todas las funciones. Sin embargo, a la sencillez del método
hay que contraponer dos problemas destacables: el primero de ellos es la
facilidad con la que este algoritmo puede caer atrapado en un extremo local;
el segundo es el mal comportamiento del método en zonas constantes de la
funcién (las llamadas “mesetas”).

Para mitigar estos problemas, la mayorfa de las técnicas de optimizacién
hacen uso de propiedades explicitas de la funcién con la que trabajan. Por
ejemplo, la “programacidn lineal” exige que tanto la funcién como las condi-
ciones adicionales sean lineales. A pesar de esta limitacién la programacién
lineal posee un amplio campo de aplicacién. Para otras técnicas, como la
de los multiplicadores de Lagrange, ademds de sufrir alguna restriccién el
dominio de las funciones, éstas deben ser al menos derivables. Ademds, los
6ptimos hallados son locales.

Los métodos analiticos han sido estudiados extensamente. A pesar de
ello, unos por su cardcter local, otros por su dependencia de ciertas deriva-
das, u otras limitaciones, no siempre son aplicables en la practica. Muchas
situaciones, en problemas concretos, poco o nada tienen que ver con la no-
cién de derivada y la “suavidad” que ella implica. Una sencilla muestra la
tenemos en el grifico de un electrocardiograma, por ejemplo. Estas técni-
cas son por tanto insuficientemente robustas en ciertos dominios. Por otra
parte, existen muy pocas técnicas para funciones no continuas. Esto nos lle-
va a considerar otros meétodos como el del enrejado, probablemente el més
sencillo para funciones con dominio de definicién R®. Se basa esta técnica
en la construccién de una red rectangular evaluando la funcién a optimizar
en cada una de las intersecciones de la red. Obviamente, es vélido desde el
punto de vista practico, sélo para problemas de dimensiones pequefias. (Con
vistas a mejorar el método, se podrfa utilizar la informacién obtenida en eva-
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luaciones previas, para dirigir la busqueda). Este es un ejemplo de método
de tipo enumerativo.

Este tipo de técnicas se basan en una idea simple y directa: en un espacio
de busqueda finito o infinito (pero discretizado) el algoritmo acttia evaluando
la funcién en cada punto del espacio, un punto cada vez. Aunque la sim-
plicidad de este tipo de métodos es atractiva (la enumeracién es una clase
de bisqueda “muy humana” cuando el mimero de posibilidades es pequerio),
tales técnicas deben desecharse por su falta de eficiencia. Muchos espacios de
busqueda son demasiado grandes para efectiiar una bisqueda punto a punto
con costes aceptables desde el punto de vista préactico.

En cuanto a los algoritmos de bisqueda aleatoria, éstos han logrado in-
crementar su popularidad como resultado del reconocimiento de los defectos
de los métodos analiticos y enumerativos. Sin embargo, ellos también pecan
de falta de eficiencia.

Otro método ampliamente difundido es el método de Simulated annea-
ling (SA). Generalmente se expone como un algoritmo de minimizacién (la
adaptacién a a la maximizacién es trivial).

Para aplicar un SA se determina un entorno dentro del espacio de bus-
queda, y se escoge un punto a en ese entorno, de forma aleatoria. A con-
tinuacién se elige, aleatoriamente también, un punto 3 en ese entorno y se
evalia la funcién objetivo f en ambos puntos. Si f(3) < f(a), entonces 3
reemplaza a «. Si, por el contrario, 3 es peor que « en nuestro camino ha-
cia el minimo, entonces el nuevo elemento 3 se acepta con una probabilidad
exp(—(f(8) — f(a))/p), donde p es una variable elegida por el usuario. La
seleccion de nuevos elementos se repite hasta que el cambio en las evaluacio-
nes de f no es significativo para los requisitos del problema. En cada paso,
el valor de la variable p se reduce, y el proceso se repite con el nuevo valor
de p. El algoritmo termina cuando p es muy “pequeiia”.

Esta técnica, aunque recuerda a la bisqueda directa efectiada por el
método hill climbing, se diferencia de dquel en que utiliza cierta aleatoriedad
en la determinacién de la direccién a explorar, para evitar caer atrapado
en un 6ptimo local, ademdas de hacer uso de las evaluaciones previas. Como
veremos mds adelante, los AG’s combinan estas ideas para dirigir la busqueda
del 6ptimo.

La razén del creciente interés por los AG’s es que éstos permiten resol-
ver problemas muy complejos, de grandes dimensiones, de forma rdpida y
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eficiente. Para esa clase de problemas, tales como el conocido problema del
wiajante o TSP (Traveling Salesman Problem), no existen soluciones tradi-
cionales. La nica forma en que habian sido abordados, hasta ahora, es por
medios heuristicos. Pero éstos no proporcionan ninguna informacién sobre la
calidad de la solucién obtenida, es decir, no indican cudn buena es esa solu-
cién en relacién con todas las posibles. Ademads, como ya se ha comentado,
cuando las dimensiones del problema aumentan, no son operativos desde el
punto de vista préctico.

Como veremos mds adelante, un algoritmo genético es un método de
busqueda global y robusto. Global porque la biusqueda se realiza sobre el
conjunto de todas las posibles soluciones, y robusto porque cambios pequenios
en el problema muy raramente causan la divergencia del algoritmo.

1.2 Evolucién y Algoritmos Genéticos

Evolucién

Durante el siglo pasado los cient{ficos se plantearon el problema de nues-
tra existencia en relacién con el origen de la vida. En 1858 Charles Darwin
y Alfred Wallace, de forma independiente, plantearon sus ideas sobre la se-
leccién natural de las especies; una explicacién cientifica, simple y elegante
de la complejidad y variedad de la naturaleza.

En la actualidad los investigadores en Inteligencia Artificial tratan el mis-
mo problema pero a la inversa. Esto es, intentan responder a la pregunta
;cémo encontrar soluciones a problemas complejos?. Una direccién a seguir
es tomar prestadas las ideas de la seleccién natural y usarlas para resolver
estos problemas.

Darwin observé que, usualmente, los organismos generan muchos descen-
dientes, pero sus poblaciones, de las que cabria esperar que crecieran expo-
nencialmente, tienden a estabilizarse a un tamafno constante. Teniendo en
cuenta que los organismos de cualquier poblacién presentan caracteristicas
individuales, €] concluyé que las “fuerzas” que actuan en la poblacién, enfer-
medades, depredacion, etc, determinan la supervivencia de los especimenes
mejor relacionados con su entorno. Como tales supervivientes se pueden
reproducir. las caracteristicas que les ayudaron a sobrevivir pasarian a sus
descendientes. Reciprocamente, sus defectos no pasaran y, al cabo del tiempo
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desapareceran de la especie. En esencia. la evolucién por la seleccién natural
de las especies se basa en la acumulacién de pequenios cambios positivos en
la poblacién.

Descubrimientos posteriores en Genética han proporcionado una expli-
cacién sobre la forma en la que las caracteristicas diferenciadoras de los in-
dividuos pasan de padres a hijos. Los organismos surgen inicialmente de
una célula que contiene el ADN (dcido desoxirribonucleico), portador de las
“Instrucciones” necesarias para construir el organismo completo. El dcido
desoxirribonucleico es, sin ninguna duda, la molécula m4ds importante de la
vida. En el ADN se encuentra la informacién que determina la estructura
de las proteinas, asi como las instrucciones para el crecimiento, desarrollo y
diferenciacién celular [8]. En las células el ADN se encuentra en forma de
bastones enrollados denominados cremosomas.

El ADN [18] es una larga cadena de moléculas llamadas nuclestidos y
sus “tiras” contienen la informacién necesaria para construir las proteinas.
Hay una sencilla correspondencia entre una cadena de ADN y la proteina
que produce. Las protefnas forman la mayor parte de la substancia fisica del
organismo y controlan muchos de los procesos quimicos internos; asf que el
ADN indirectamente, (a través de las protefnas), codifica las caracteristicas
del organismo resultante. En ocasiones la relacién es simple. El color de ojos,
por ejemplo, estd determinado por una unica proteina; otras caracteristicas,
tales como el peso, son mucho m4ds complejas.

Aunque el entorno en el que vive un organismo juega un papel importante
en cémo éste se desarrolla, hay una relacién entre su material genético (geno-
tipo) y sus caracteristicas fisicas (fenotipo). La seccién de ADN que produce
una caracterfstica se llama gen y el lugar que ocupa un gen en un cromosoma
se denomina locus genético. Los diferentes nucledtidos que se incluyen en esa
seccién de ADN, esto es, las distintas formas del gen que ocupa ese locus, se
conocen como alelos. Pongamos un ejemplo, hay un gen para el color de ojos

con alelos azul y marrén.

- Las caracteristicas de los individuos pasan de padres a hijos sencillamente
porque €l ADN pasa de padres a hijos. Esto conlleva la importante conse-
cuencia de que las caracterisiticas adquiridas en vida, tales como las cicatrices
(por accidente, por ejemplo), no serdn heredadas por los descendientes.

Por supuesto, es necesario disponer de un mecanismo por el cual surjan
nuevas caracterfsticas en un individuo. El método mds sencillo es la muta-
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cion, por el cual los nucledtidos cambian (unas veces se afiaden otros, y en
ocasiones se eliminan). La mutacién puede ser consecuencia por ejemplo de
un error en la copia del ADN al formarse una nueva célula, o por efecto del
ambiente en el que se desarrolla el organismo (las radiaciones quimicas, por
ejernplo, pueden producir mutaciones).

La mutacién puede ocurrir en todos los organismos pero en aquellos que
se reproducen sexualmente podemos considerar ademds el proceso por el que,
tomando ADN de dos individuos y seleccionando partes de cada uno de ellos
para formar un nuevo ADN, las caracteristicas de los organismos se mezclen.
De esta forma, caracteristicas diferentes, buenas, en dos especimenes distin-
tos pueden reunirse en un tnico individuo via la reproduccién sexual. Desde
luego, el reciproco también es cierto: malas combinaciones pueden sumar-
se, y buenas combinaciones romperse. Sin embargo, cuando son las buenas
caracteristicas las que concurren en un individuo entonces proporcionan ma-
yor facilidad para la superviviencia y la continuacién de las mismas en las
generaciones siguientes.

La anterior descripcién no pretende ser mds que una répida, y en conse-
cuencia muy simplificada, introduccion al mundo de la Genética. En realidad,
la vida es mucho més complicada. Sin embargo, €l fin primordial de esta so-
mera exposicion es introducir los elementos genéticos de la seleccién natural
de las especies que sean importantes para entender los algoritmos de evolu-
cién. El proceso de la evolucion natural es una fuerte motivacién para los
algoritmos genéticos y evolutivos, pero no puede usarse como justificacién
de su capacidad para resolver problemas con efectividad. Para que estos
algoritmos se puedan considerar alternativa seria de otros métodos de bis-
queda, tales como el Simulated annealing por ejemplo, es imprescindible que
se sustenten en una teoria rigurosa. Podemos, pues, considerar la Genética
y €l proceso de evolucién de las especies como una fuente de ideas que tomar
prestadas y poder desarrollar en el campo de los algoritmos genéticos.

Algoritmos Genéticos

Los algoritmos genéticos simulan procesos evolutivos. Como consecuencia
de la descripcién anterior parece importante destacar algunos hechos intrin-
secos a la evolucién:

* Hay una poblacién de organismos determinados por un cédigo genético.

* Algunos de esos organismos son “mejores” que otros, en el sentido de
que se adaptan mejor al medio en el que se desarrollan.
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* La informacién genética transmitida a los hijos estd formada por partes
de la informacién genética de los padres, no exenta a posibles, aunque raras,
mutaciones.

En un algoritmo genético, el entorno es el problema a resolver y los or-
ganismos las posibles soluciones al mismo. Para poder aplicar un algoritmo
genético a un problema deben determinarse:

a) una codificacién genética para el problema, y

b} una funcidn de ajuste que asigne un valor a cada individuo de acuerdo
con su comportamiento en su medio; es decir, de acuerdo con su idoneidad.

Los AG’s tradicionales manejan cadenas de sfmbolos de longitud fija lla-
madas cromosomas. Asociado a cada una de sus posiciones en la cadena hay
un gen. Un gen es, simplemente, un conjunto de simbolos, cada uno de los
cuales puede aparecer en una posicién particular de la cadena. Esos simbolos
que constituyen un gen se llaman alelos.

La asignacion de un cddigo genético a un problema estd determinado por
la longitud de las cadenas y los genes que las constituyen (lo que se conoce
como problema de representacion) y por la correspondencia entre las cadenas
y las posibles soluciones del problema.

Por lo que se refiere a los alelos estos pueden ser representados por cual-
quier simbolo, sin embargo por conveniencia prictica se suelen utilizar, para
representarlos, los nimeros naturales. El nmimero de simbolos que pueden
representar a un gen se llama cardinalidad del gen.

En cuanto a la dindmica de la actuacién de los AG’s veremos que son
una metéfora del proceso de seleccién natural de las especies: una pobla-
cién de individuos con mejores cualidades para la supervivencia crecen y se
reproducen.

El algoritmo genético opera a partir de una poblacién de tamaiio deter-
minado, inicialmente constituida por cadenas generadas aleatoriamente. Las
cadenas se evaluan y se produce el proceso de seleccién. La seleccién escoge
cadenas de la poblacién, para su recombinacién, con una probabilidad pro-
porcional a su idoneidad. La recombinacién que actua sobre los pares de
cadenas seleccionados se compone basicamente de dos operaciones el cruce y
la mutacidén y los descendientes creados se incorporan a la nueva poblacién.
El ciclo de produccién de una nueva poblacién mediante la seleccién, el cruce
y la mutacién constituye una generacion.
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El cruce es la parte de la recombinacién en la que los alelos de los padres
se mezclan. La forma tradicional de cruce es aquella en la que se seleccio-
na un punto entre dos posiciones determinadas en las cadenas, se rompen
las cadenas padres y se intercambian. Este proceso se aplica con una cierta
probabilidad fija llamada probabilided de cruce. Otro pardmetro del funcio-
namiento del AG es la probabilidad de mutacidn, bajo la que los alelos toman
diferentes valores. Esta probabilidad suele tener un valor generalmente pe-
quefio (0.01 ¢ 0.001) manteniendo la idea intuitiva de que una mutacién no
es un hecho corriente.

La siguiente figura muestra el proceso de cruce y mutacion actuando sobre
las cadenas “padres”. Se ha escogido como lugar de cruce el situado entre el
tercero y cuarto bit; la mutacion se efectia sobre los bits de las posiciones
segunda y sexta:

Podres Cruce Mutacion Hijos
0000000 000{1111 0001111 0101101
1111111 111{0000 1110000 1010010

El algoritmo genético termina cuando se alcanza una cierta condicién
de parada. Podrfa actuar durante un nimero fijo de generaciones o bien
hasta obtener una cadena con una idoneidad superior a un nivel de control
prefijado.

Por otra parte, hay una gran variedad de decisiones a tomar antes de
implementar y ejecutar un AG. En primer lugar estd el problema, ya men-
cionado, de encontrar una buena representacion para los datos. Este es un
aspecto fundamental en la aplicacién de los AG’s. Una representacién inade-
cuada de los datos repercutird en una disminucién de la eficacia o eficiencia
del algoritmo. Aunque la codificacién binaria es la de uso mas extendido,
cadenas sobre otros alfabetos, ademads de estructuras tales como grafos o
arboles, se han utilizado también con éxito en algunas aplicaciones.

En segundo lugar, existen distintos métodos de seleccién que poder elegir.
En [4] los autores comparan analfticamente ¢l comportamiento de la repro-
duccién proporcionada, la seleccién de ranking, la seleccién “tournament™ y
la seleccidén “steady-state”.

Después de la seleccién llega la recombinacién. La primera cuestién es
qué tipo de operador cruce utilizar. Aunque el cruce es un operador ins-
pirado en un proceso bioldgico tiene, sin embargo, algunos inconvenientes.



1.2. EVOLUCION Y ALGORITMOS GENETICOS 23

Como muestra de ello tomemos el conocido problema del viajante, que con-
ceptualmente es muy simple: un viajante debe visitar todas y cada una de
las ciudades en su territorio exactamente una vez y retornar al punto de
partida. Dado el coste del viaje entre ellas, se plantea cudl debe ser el iti-
nerario de menor coste. Particularicemos, por ejemplo, al caso de nueve
ciudades a recorrer. Si representamos cada una de ellas por un nimero del
uno al nueve, una posible solucién la constituird un vector de nueve com-
ponentes. El vector (2,4,8,9,3,1,7,6,5) representa entonces el itinerario que
partiendo de la ciudad nimero 2 llega a la mimero 5 atravesando las siete
restantes, para volver a continuacién a la ciudad de partida, la nmimero 2.
Esta representacién no soporta al operador de cruce cldsico: basta tomar
dos vectores (2,3,7,9,8,1,5,4,6) y (5,7,6,9,1,2,4,3,8) y sefialar como punto de
corte “entre la quinta y sexta componente”. El resultado serian los vec-
tores (2,3,7,9,8,2,4,3,8) vy (5,7,6,9,1,2,5,4,6) que no cumplen los requisitos
del problema (son descendientes “ilegales”). Esto se subsana introduciendo
una variante del operador cruce, como el operador PMX (partially mapped
crossover), propuesto por Goldberg y Lingle, que construye un descendiente
eligiendo una secuencia de un recorrido completo, de un padre y preserva el
orden y la posicién del mimero méximo posible de ciudades del otro padre.
(Para un estudio més detallado ver [21]).

En el siguiente capitulo volveremos sobre el operador cruce y algunas de
sus variantes. Bdstenos por ahora analizar otro argumento que diferencia los
dos operadores de la recombinacién. Existe una “asimetria” entre la mutacién
y el cruce: el efecto de la mutacién depende de la longitud del cromosoma
y el del cruce no. Por ejemplo, si la probabilidad de mutacién es p,,,=0.01,
y la longitud de un cromosoma es 100, el nimero esperado de bits mutados
en ese cromosoma es 1. En cambio, si la longitud del cromosoma fuese 1000,
el nimero esperado de mutaciones serfa 10. Sin embargo, en ambos casos, el
operador cruce cldsico combinard dos cadenas de padres cruzando los alelos
a partir de un punto de cruce dado, sin tener en cuenta la longitud de las
cadenas.

Como ya se ha apuntado, el proceso evolutivo no es una explicacién de
porqué funcionan los algoritmos genéticos, y en consecuencia es necesario
anadir rigor a la discusién de su actuacién. En cierto sentido, el procedi-
miento general de funcionamiento de un AG no estd interesado en las ca-
denas como entes en si mismos, ya que las similitudes entre cromosomas de
idoneidad alta pueden guiar la bisqueda de la solucién mejor. Cabe pues,
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preguntarse como se entiende esa “similitud” entre cadenas. La respuesta a
esta cuestién la proporciona el concepto de esquema que se abordard en el
capitulo siguiente, y sobre el que se asienta la base teérica del funcionamiento

de los algoritmos genéticos.



Capitulo 2

Sobre el Teorema de los
Esquemas

2.1 ;Por qué funcionan los algoritmos genéti-
cos?

Con vistas a proporcionar una descripcién més precisa del funcionamiento de
los algoritmos genéticos, introducimos en primer lugar alguna terminologfa
y notacién bésicas.

Comencemos por denotar por D al conjunto de todos los posibles orga-
nismos, esto es, el espacio total en el cual se efectuard la bisqueda. Los
elementos de D tienen una codificacién genética, representada por una apli-
cacién inyectiva C:D— A’. Por simplicidad, en este epigrafe tomaremos
como alfabeto A = {0,1}; y también por simplicidad supondremos que |D}
=2, Esta codificacién la realiza el usuario y es de vital importancia para el
funcionamiento del algoritmo. Por razones obvias los elementos del alfabeto
se denominan bits y los cromosomas cadenas binarias. A lo largo de todo el
texto los bits se numerardn de derecha a izquierda y de 0 a { — 1. El conjunto
de indices {0,..., {—1} se representara por [. Una cadena s € A se representa-
rd por s = §;_;...815. Mantendremos este convenio sobre todas las cadenas,
incluso en casos mds generales, cuando el alfabeto considerado no sea binario
(como sucederd en los capftulos 4 y 5 de esta memoria). Por esta razén, A
denotar4 el alfabeto, sea binario o no, utilizado en la codificacién del espacio
de busqueda. Por analogia con sus homénimos genéticos, los elementos de A
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se llaman alelos. En tanto no se especifique lo contrario A' = Q.

Sea f:(? — R la funcién que evaluard los elementos de la poblacién (en
el contexto de la evolucion genética representa al entorno y en el campo de
la optimizacién f serd la funcién objetivo, es decir, la funcién a optimizar).
f se conoce como funcidn de ajuste o funcién de idoneidad, que mide la
adaptacién, (“bondad”, o adecuacién) de los cromosomas a la poblacién.

Para un mejor conocimiento sobre la forma en que actian los AG in-
troducimos ahora el concepto de esquema. Los esquemas son interesantes
porque son exactamente los subconjuntos de 2 que se obtienen cruzando los
elementos de subconjuntos arbitrarios de Q entre sf (ver [26], [33]).

Un esquema describe a un subconjunto de cadenas con similitudes en cier-
tas posiciones. Holland [14] sugiere esta definicién al observar que individuos
con cierto “parecido” (que luego precisaremos) persistirdn de generacién en
generacién.

Consideremos el simbolo “ # ” para indicar que una posicién dada de
una cadena puede estar determinada, indistintamente, por los alelos 0 o 1.
Entonces, anadiendo el cardcter # al alfabeto binario, en el nuevo alfabeto
A={0,1,#} se define un esquema como una cadena de elementos de A. Mds
precisamente, un esquema de longitud ! es una cadena de longitud ! de 1’s,
0’s y #’s. Esto determina un tnico subconjunto de {0,1}":

S(O’) = {S € {0, 1}‘;51 o; % # entonces s; = Ui}
Por ejemplo, ¢ = 00##11 se corresponde con

S(o) = {000011, 000111, 001011, 001111}

Obviamente habra 3' esquemas diferentes de longitud {. En general para
alfabetos de n elementos habrd (n+1)! esquemas. Por otra parte, en una
poblacién de N miembros hay a lo sumo 2! - N esquemas, puesto que cada
cadena pertenece a 2! esquemas. Esto da una idea de la magnitud de infor-
macién que procesa un algoritmo genético. Sin embargo, los esquemas no
son todos iguales; algunos son mis especificos que otros, y debemos hacer
una distincién entre ellos. Consideremos por ejemplo los esquemas 0101141
y 14£#44+#0. El primero tiene més definida la “similitud” entre las cadenas
que lo representan que el segundo. La cuantificacién de estas ideas se realiza
considerando los conceptos de orden y longitud de definicién de un esquema.
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El orden de un esquema o, 0 (), es el mimero de alelos definidos en ¢l (es-
to es, el nimero de caracteres que no son #). Por ejemplo, of 1 #£####0)=2.
La longitud de definicién, 6 (o), es la distancia entre el primero y el tltimo
de los alelos especificados. (§(1#####0)=6).

Estos valores son ttiles para determinar la probabilidad con la que un
esquema sobrevive a la recombinacién. En concreto, el orden informa sobre
la probabilidad de que el esquema sea destruido por la mutacién (mayor
orden significa mds facilidad de sufrir mutacién en uno de los alelos fijos).
La longitud de definicién, por el contrario, proporciona informacién sobre
la posibilidad de destruccién del esquema por medio de un cruce: a mayor
longitud de un esquema mayor probabilidad de destruccién. Pongamos un
ejemplo: consideremos los esquemas o) = #H#HO0IHH# ¥ 0g = #HOFHHH],
Mientras para el primero (6(c;) = 1) s6lo es posible su destruccién mediante
un cruce si éste se efectiia entre las posiciones cuarta y quinta del cromosoma,
en el caso de o3 basta escoger como lugar de cruce cualquier posicién posterior
a la segunda (6(c2) = 5).

Sin embargo, el efecto del cruce es complicado. En algunos casos parti-
culares, podria permanecer la estructura de un esquema, incluso después de
sufrir un cruce; bastaria que el esquema existiese en ambas cadenas padres,
por ejemplo.

Obviamente, la probabilidad de supervivencia de un esquema depende de
la probabilidades de actuacién de los operadores de mutacién y cruce, pero
de lo anteriormente expuesto, parece que, a pesar de que la recombinacién
destruye las cadenas, los esquemas cortos y de bajo orden permaneceran.
De esta forma, si un esquema contiene “buenas” cadenas, i.e. cadenas con
idoneidad alta (por encima de la media), esas cadenas serdn seleccionadas
con mayor frecuencia y generarén una nueva poblacién con m4s cadenas que
sigan la estructura del esquema. Asf, es probable que el esquema se mezcle
con otros buenos esquemas para formar individuos mejores.

Sin embargo, este argumento podrfa fallar. Imaginemos un esquema o
que tiende a aparecer en cadenas pobres. Estas cadenas no serdan seleccio-
nadas con demasiada frecuencia y la influencia del esquema en la poblacién
decrecerd hasta desaparecer. Pero, podria suceder que ese esquema o com-
binado con otro ¢’ proporcionase buenos individuos. El esquema o no serfa
tan malo, después de todo, pero el AG lo ha hecho desaparecer. Si los es-
quemas son cortos y de bajo orden es improbable que situaciones como la
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expuesta sucedan. Por el contrario, para esquemas més largos o de orden
mayor es menos probable que se combinen y mds probable que se rompan
por el proceso de recombinacion.

Examinemos con un poco mds de detalle el efecto de la reproduccién
en el mimerc esperado de esquemas en la poblacién. Supongamos que en la
generacion t hay m ejemplares de un esquema particular que forman parte de
la poblacién P(t). (En realidad m=m(c,t) pues es posible que en diferentes
generaciones haya cantidades diferentes de cadenas que siguen el esquema
o). Durante la reproduccién, un cromosoma es copiado cero, una o mas
veces de acuerdo con su idoneidad; o més exactamente, es seleccionado con

una probabilidad EFZ{:(I?T(T) Si se parte de una poblacién de tamafio =,

entonces el mimero esperado de representantes del esquema o en el paso t+1
sera:

flo)

E(m(o,t+1)) = m(ec,t) -n- m,

donde E denota el operador esperanza y f(o) es la idoneidad media de las
cadenas del esquema ¢ que lo representan en la generacién t-ésima, (i.e.: mide
la "bondad” de esos elementos del esquema). Si f denota el ajuste medio de
la poblacién completa, es decir, f =13 p() f(8), entonces claramente:

E(m(c,t+1)) = mfo,t): @
f

lo que significa que esquemas presentes en la poblacién y con idoneidad supe-

rior a la media de la poblacién aumentardn su mimero de representantes en la

generacion siguiente, mientras por el contrario, esquemas con “adecuacién”
por debajo de la media perderdn representantes.

Ahora bien, copiando estructuras ya existentes en la poblacién no se ex-
ploran nuevas regiones del espacio de bisqueda. Es necesario pues introducir
el efecto de los operadores cruce y mutacion.

Dado que un esquema sobrevive cuando la posicién donde se ha de reali-
zar el cruce no estd entre el primero y el ultimo alelo fijos, la probabilidad
de que no sobreviva a un cruce no es otra que ‘:{5[2 Si el cruce actia de
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manera aleatoria con una probabilidad p., entonces una cota inferior para la
probabilidad de superviviencia del esquema. es:

6 (o)
>1—p, - s
p puti p c l _ 1

el efecto combinado de la seleccién y el cruce transforman la ecuacién de
crecimiento en

E(m(s,t+1}) 2 m(o,1) - ﬁ- [l—pc- %} .

De nuevo el significado es claro: el mimero de representantes del esquema
aumenta o disminuye dependiendo de dos factores, la relacién entre la bondad
del esquema y la bondad media de la poblacién, y la longitud de definicién
del esquema.

El Jltimo operador a considerar es la mutacién. Para que un esquema so-
breviva a la mutacién todos sus alelos fijos deben permanecer en la estructura
mutada. Si p,, denota la probabilidad de alterar aleatoriamente una posi-
cién cualquiera, entonces la probabilidad de supervivencia del esquema sera
(1 — pm)°©). Como en general p,, < 1, esa probabilidad se puede aproximar
por la expresién 1 — o{(c) - pm, ¥ en consecuencia:

6 (o)

E(m{o,t+1)) > m{o,t)- : [1 — P m] [l —o(o) - pm) -

\-*.
I3

Despreciando los términos con valores muy pequerfios se obtiene la expresién
del Teorema Fundemental de los Algoritmos Genéticos o Teorema de los
Esquemas:

E(m{o,t+1)) > m(o,t)-%-[l—pc-zsf_—ai—o(a).pm},

cuya interpretacién se puede resumir como sigue: Esquemas cortos, de orden
bajo y con idoneidad por encima de la media, incrementan el nimero de
representantes en las generaciones sucesivas de un algoritmo genético.

Como parecen jugar un papel tan importante, a este tipo de esquemas
se les ha dado un nombre especial los “building blocks”. Nombre que a su
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vez identifica la llamada “Hipdtesis de los Buliding Blocks”: los algoritmos
genéticos alcanzan un comportamiento 6ptimo a través de la yuxtaposicién
de esquemas cortos, de orden bajo y con idoneidad alta.

El Teorema de los Esquemas es una explicacién intuitiva de cémo un algo-
ritmo genético procesa los esquemas presentes en la poblacién. Sin embargo,
es incapaz de predecir las dreas de biisqueda que el algoritmo investigard
después. Nétese que la media f( o) utilizada en el Teorema de los Esquemas,
es la media del esquema o sobre la poblacién de la generacién ¢-ésima; por
tanto, no proporciona ninguna referencia a nuevos esquemas introducidos por
medio de cruces o mutaciones. Es decir, no informa sobre qué nuevos esque-
mas (no presentes previamente en la poblacion) seleccionars el algoritmo en
las generaciones venideras.

En este sentido, Grefenstette, en [13], es muy critico con las conclusiones
poco precisas que, del teorema de los esquemas, se incluyen en numerosos
articulos; indicando que pueden conducir a interpretaciones erréneas si éstas
se toman como base del anélisis de la teoria operacional de los algoritmos
genéticos. Concretamente, Grefenstette afirma:

“_..el teorema del esquema describe el crecimiento esperado de un hiperplano,
para una Unica generacion, basado en el ajuste medio de los representantes del
hiperplano presentes en la poblacion. Después de una serie de generaciones,
la adecuacion media observada de un hiperplano no refleja, necesariamente,
el ajuste medio estdtico del hiperplano”.

Aqui, el ajuste medio estatico significa la idoneidad media calculada sobre
todas las cadenas que siguen el esquema; y es por tanto independiente del
nimero de representantes que el esquema pueda tener en la poblacién en
cualguier momento.

En particular, esta limitacién, del teorema de los esquemas, se pone de
manifiesto, entre otros casos, cuando se produce una convergencia colateral;
fenémeno éste que se refiere al caso en €l que la poblacién converge a diferen-
tes ritmos, a dos hiperplanos que poseen representantes comunes. En estas
situaciones, no es posible estimar el ajuste medio estético de los esquemas
utilizando la informacién presente en la poblacién actial.
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2.2 Un Teorema de los Esquemas Fuzzy

La nocién de esquema, introducida en el epigrafe anterior, es la de los esque-
mas cldsicos, definidos originalmente por Holland (ver [14]) afiadiendo # al
alfabeto binario. Como se indica en [1] una cuestién abierta durante bastante
tiempo ha sido saber si otros conjuntos, ademas de los esquemas de Holland,
bajo operadores apropiados se comportarfan de acuerdo con el teorema del
esquema. En [1], Battle y Vose responden a esta cuestién afirmativamente
mediante transformaciones matriciales e isomorfismos. Los resultados de [1]
se pueden considerar como un ejemplo explicito de una construccién mas
general debida a Vose [31] que generalizé la nocién de esquema a “predicados
arbitrarios”.

El punto de vista adoptado por Vose en [31] es que un esquema o se
puede interpretar como un predicado en el sentido de que si s € 2, diremos
que o (s} = V (verdad) si, y s6lo si, s y o coinciden en todas las posiciones
distintas de # en ¢. (Se dice que s representa a o). Esto equivale a identificar
o con el subconjunto de §2 de todas las cadenas s € A’ tales que o(s) = V. La
generalizacién propuesta en [31] es considerar que los esquemas puedan ser
predicados arbitrarios o subconjuntos de 2. Ademas Vose prueba el teorema
del esquema en este caso.

En [30] los autores avanzan un paso mas. Aunque se ha visto que el uso de
predicados arbitrarios como esquemas es una herramienta adecuada de tra-
bajo, las aplicaciones précticas requieren una situacién un poco mds general.
En realidad, la funcién de ajuste sobre 2 = A!, generalmente, asocia a las
cadenas una medida, obtenida experimentalmente, con una cierta cantidad
de vaguedad y errores de medida. Esto implica que los valores extremos de
f podrian no ser determinados correctamente, sino sélo aproximados. Esto
tiene especial importancia si se desea indicar las razones estructurales por
las cuales el conjunto H de soluciones es 6ptimo. De hecho, como mucho,
solo es posible conjeturar o aproximar la probabilidad de que un cromosoma.

pretenezca a H, i.e., podria considerarse H como un “subconjunto difuso” de
Q.

Verschoren y Van Hove en [30] desarrollan este enfoque introduciendo el
uso de estos esquemas difusos. Como indicacién de su utilidad, los autores
demuestran que este tipo de esquemas satisfacen una apropiada versién del
teorema de los esquemas.
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Para ello en primer lugar consideran un universo (finito o infinito, aunque
en la practica serd generalmente 2={0,1}* ).

Un esquema difuso H se define como un subconjunto difuso de {2, i.e.,
una aplicacion H:{2 — [0,1] (ver [31]). (Si H toma sélamente los valores 0 y
1 nos encontramos en el caso cldsico). En realidad €l valor de H sobre una
cadena indica el “grado” de pertenencia de la cadena a H.

En este contexto, una poblacién P serd un multiconjunto finito de 2 (los
elementos pueden estar repetidos). Entonces |H|p = Y . p H(p) cuenta los
elementos de P que pertenecen a H, incluyendo sus multiplicidades. Para
una funcién de ajuste f : 2 — R, y para cualquier esquema difuso H de §2,
se define ([30])

folH) = rI}EZH(p)-f(p)

peEP

(siendo fp(H) =0, si |H|p = 0). En particular si H = Q entonces fp(H) =
fp(€Y) denota la idoneidad media de la poblacién P.

Considerando una poblacién modificable A(t), donde ¢t se puede tomar
como un pardmetro discreto de tiempo, los autores denotan por m(H,t) al
nimero de elementos de la poblacién que “pertenecen” a H en el instante ¢,
y definen la idoneidad de H como:

fHY = = > o) fl) = fuolF)

(en particular f(§2,¢) = E(Tl'i}j ZpGA(t) f(p)).

El siguiente paso es suponer que la poblacién A(t) C Q se transforma
por la aplicacién de algunos operadores genéticos. En particular, ellos se
restringen a la seleccién y el cruce.

Dado que el operador seleccién escoge cadenas de la poblacién A(t) con
una probabilidad proporcional a su idoneidad, se sigue que, para cualquier
esquema fuzzy H : ‘

Y

)
f&)  fl&)

E(m(H,t+1)) = > H(p)-
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donde E denota, de nuevo, €l operador esperanza.

Para poder introducir el operador cruce, dada una cadena p=p,...p;, se
selecciona a continuacién una segunda cadena g=q;...¢; y una posicién de
cruce aleatoria 1 < z < {. Como la probabilidad x,, de seleccién de un
cierto par (p,g) de cadenas de A(t), es

e flg)
P om(Q,t) - f(Q,8) m(Q,t) - F(UE) ]

se generan entonces dos nuevas cadenas py...ps_1qc...qi ¥ q1..-Gs—1D5...P; UNA
de las cuales, denotada por p @ g reemplazard a p. Sea ahora 7y(p,q) la
probabilidad de que p ® ¢ pertenezca al esquema H, entonces

H(r)
TH( aQ) = rexz(p’q) IX(p:QN ’

donde X (p, q) es el multiconjunto de posibles descendientes que se podrfan
producir aplicando el cruce a p y ¢. En consecuencia:

> pa f(®) - flg) H(p) + H(q)
2 (1 = pc)_...,_.._..__.._

(m(%t) - f(2,1)) 2
o f(2) - £(@)
U 2,0 - @0

Em(H,t+1)) = m(Q,¢).

7 D TH(p: Q)

donde p. es la probabilidad con la que actia el operador cruce.

Operando en la expresién anterior, se obtiene la siguiente versién del Teo-
rema de los Esquemas, para los esquemas difusos:

Teorema 2.1 ([30}).- Pare cualquier esquema fuzzy H en QU

fHY

E(m{H,t+ 1)) > m(Q, ) Q.0

(1 —pc-a(H,1)),

donde

- _ H(p)f(p) fla)
0 = D O ED ey )




34 CAPITULO 2. SOBRE EL TEOREMA DE LOS ESQUEMAS

a(H,t) se interpreta como la “probabilidad” de que ningiin hijo resultante
del cruce de un elemento de A(t) y de A(t) N H pertenezca a H.

Claramente, si se aplica también el operador mutacién con una probabi-
lidad p,,, este resultado se transformari en:

f(H,t)
()

donde 3{H,t) tiene en cuenta el efecto mutacién.

E(m(H,t+1)) > m(Q,1) -

(1= pe- ofH, 1)) - (1 - pm - B(H, 1)),

Esto implica que que si f(H,t) > f(2,t) se espera que se incremente el
numero de representantes de H en la siguiente generacién si a(H, t) y S(H, t)
son pequenos, en el caso de un universo finito. Esto ocurrir4 si el esquema es
corto y de orden bajo. De nuevo, esquemas de esas caracteristicas y altamente
adecuados persisten de generacion en generacion.

2.3 El Teorema de los Esquemas en espacios
medibles

En este epigrafe nos proponemos generalizar, a poblaciones no necesariamen-
te finitas en el caso no fuzzy, los resultados obtenidos en [30]. Aunque algunos
modelos se han conseguido ya con aplicaciones interesantes, las poblaciones
seguian siendo discretas. Nosotros adoptaremos un punto de vista diferente
trabajando con espacios de bisqueda y poblaciones que son conjuntos medi-
bles (por ejemplo 2 = R™). La funcién de ajuste sera una funcién integrable
mientras el operador de cruce es un operador estocdstico en dos variables y
con valores en 2. De este modo, si {2 estd dotado de una métrica podemos
tener en cuenta la distancia entre dos puntos sl queremos obtener nuevos
puntos. M4s concretamente:

Sea 2 un espacio medible, por ejemplo R", y sea. P C {2 un subconjunto
medible de Q que llamaremos poblacién. Nuestra funcién de idoneidad serd
una funcién acotada, integrable:

f:Q—-R

v que toma iinicamente valores positivos.



2.3. EL TEOREMA DE LOS ESQUEMAS EN ESPACIOS MEDIBLES 35

Cualquier subconjunto medible H C 2 serd un esquema y lo identificare-
mos con su funcién caracterfstica:

H:Q-{0,1}

definida como
1 sipe H

H(P)={0 sipg H

que serd una funcién integrable.

Fijemos momentineamente una poblacién P y sea
Hl = [ Hw)do=u(H P,
P

donde y es una medida en 2. Podemos definir

| _ [ @p [pHW)  fw)dw si [H|p#0
fp(H)—{ I 18 40

En otras palabras,

WHAP) fp(H) = [  fw)dw.
HnpP

Supongamos ahora que nuestra poblacién depende de un pardmetro discreto
t,i.e., P = A(t) C Q, entonces denotaremos

mlH,0) = Hlug = | Hl)do = p(H 0 AG)

HH,t) = fagl(H).

Si m(H,t) # 0, tenemos:

fA(t) H(w) f(w)dw

f(H.t) = fA(t) H{w)dw




36 CAPITULQ 2. SOBRE EL TEOREMA DE LOS ESQUEMAS

Sea 7 €l operador seleccién que escoge elementos de £2 con una probabili-
dad de ser seleccionados proporcional a su idoneidad. En nuestras hipétesis
de trabajo, este operador transforma subconjuntos medibles en subconjuntos
medibles. Como

m(H, t+1) = / H(w)dw
A(t+1)
se sigue que

1 f(H,1)

E(m(H,t+1)) = Eon)) A(t)H(w)f(w)dw= m(H,t).

donde E denota, como antes, el operador esperanza.

Por lo que respecta al cruce, éste serd un operador estocdstico en dos
variables:
x:OxQ-0,

que, para cada par de elementos p, ¢ € 2, asigna un nuevo elemento p®gq € §2
y que también lleva subconjuntos medibles en subconjuntos medibles. Un
ejemplo podria ser el operador:

x:R"xR*"— R"

(p,q) — ap+ (1 - g,

donde ¢ sigue una distribucién normal de media 0.5 y desviacién tipica nula.
Por otra parte, la probabilidad de seleccionar una pareja (p, g} € A(t) x A(t)

= foy e __ f))
fA(t) flw)dw fA(t) flw)dw (f(Q, t)m{Q, 1))?

Denotemos por 7x(p, g) la probabilidad de que, al cruzar p y g, el resultado
pertenezca a H, y supongamos que la aplicacién

T 2% Q@ —[0,1]

es integrable. Entonces la probabilidad de obtener un elemento de H par-
tiendo de un par cualquiera (p, q) € A(t) x A(t) después de actuar la seleccidén
y el cruce estd dada por:

w%@=mmm@+1;“me+me
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donde p. es la probabilidad de aplicar el operador cruce.
Asi, es facil ver que E(m(H,t+ 1)) = A+ B, con

+H( Nf(p)f(g)
/ .[4(:)><A(t) Q,8)f(Q, 1) apd

(00 f(p)f(q)
A(t)xA(t) om0 f(Q,t)

Para calcular el término A, haremos una primera suposicién (*): el conjunto
de discontinuidades de la aplicacién

A(t) x A(t) = R

A=pc
donde p. = 3 y con

——————-dpdq.

(,q) — (Hf)P)f(9)

tiene medida cero. Aqui H f esta definida sobre A(t) por

(Hf)(p) = { (J;(p) :3;: gﬂA(t)

Si el conjunto de discontinuidades de f tiene medida nula (en particular, si f
es continua) entonces H f es continua, excepto, posiblemente, en la frontera
de H N A(t) y en las discontinuidades de f, asf que nuestra suposicién se
mantiene.

Claramente,

- f(p)f{q)
4 pcf / /A(t)xA(t) m(€2, ) f(2, t)dpdq

lo que se puede reescribir de la forma

1-p _ fla)
T8 Jy PP (fm —IYI) t)dq) P
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y como

fq) _
/A(t) m(82, %) (£, t)dq =1

respectivamente
[ H)wap = F mi, ),
Aft)
nosotros tenemos
f(H,1)
f(2,t)

Para calcular el término B hagamos una segunda suposicién (**): la
funcién

A= (l_pc)

m(H,t).

A(t) x A(t) — R

(.9 — flo)f(Qrulp,q)

tiene a lo sumo un conjunto de discontinuidades de medida nula. Conside-
rando

fla)

'YA(t).(p?f ) = /A " WTH(RQ)@

nosotros tenemos ahora que

= Pe ‘ e - '
B = EE) A(t)f(p) 'YA(t)(Psf)dPZ——"f(Q’t) /A(t)H(p) F(9) - Yaw (@, fdp

_ ‘m(H,t)f(H,t)/ H(p) - f(p) - vaw(p, f)dp
QY Jaw  mE(HY

dp.

Denotemos ahora por 8g(pg) = 1 — 75(p, q), y definamos

Vawy (P, f) = /Am % -Ou(p, q)dg = 1 = vaq) (p, f).

Entonces
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m(H,?)f(H,1) H(p)f(p)
B> Pe- f(ﬂ,t) X (1 - L(t) m(H, t)f(H,t) : ‘Y’A(t)(pa f)dp) .

Por 1ltimo, supongamos que las dos condiciones (*) y (**) se satisfacen.
Combinando los cdlculos anteriores obtenemos finalmente:

Teorema 2. 2 (Teorema “global” de los Esquemas).-

f(H,t)
f(Q,t) ) (1 —Pc- O!(H,t)),

_ H(p)f(p)
a(H,t) = L(t) m(Q,t)f(Q,t)ﬂY’A(t)(p’ fdp.

Este 1ltimo término se puede interpretar como la “probabilidad” de que
ningun descendiente de elementos de H mediante la accién del operador cruce
pertenezca a H, i.e., la probabilidad de que ningiin hijo obtenido cruzando
elementos de H N A(t) y de A(t) pertenezca a H. (Se ha comprobado que
para el operador de cruce mencionado antes, a(H, t) toma valores pequefios).

E(m(H,t+ 1)) > m(H,t) -

con

Por otra parte, si considerdsemos adem4s la accién del operador mutacién,
con una probabilidad p,, por ejemplo, un argumento similar al anteriormente
desarrollado proporcionaria una versién algo mas general del Teorema de los
Esquemas afirmando que

f(d,¢)
f(8,7)
para una funcién 3(H,t) apropiada, que dependera de la poblacién A(t) y
de la informacién estructural de H.

E(m(H:t+ 1)) > m(H’t) ) ' (1 = Pc Q(H,t) — Pm 'ﬁ(Hst)):

Las explicaciones estandar sobre el funcionamiento de los AG's, aborda-
das en este capftulo, se basan en la hipGtesis de que los “building blocks”
se combinan para formar mejores cromosomas. Esta afirmacién parece ra-
zonable y, de hecho, existe un gran ntimero de aplicaciones, desarrolladas
empiricamente de acuerdo con ella, para muy diferentes problemas. Sin em-
bargo. también es verdad que algunos problemas “violan” la hipétesis de los
bloques. Algunos esquemas cortos y de bajo orden pueden engafiar al algorit-
mo y hacerle converger a soluciones subdptimas. Este fenémeno se denomina
Decepcion y a él nos referiremos de nuevo en el inicio del tercer capitulo.
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Capitulo 3

Funciones dificiles de optimizar

3.1 Funciones decepcionantes

A pesar de que se han realizado muchos intentos para describir la clase de
funciones para las cuales un algoritmo clésico actia bien, sin embargo, estas
tentativas no han resultado muy satisfactorias. Se han propuesto varias de-
finiciones de funciones decepcionantes, todas ellas basadas en la hipétesis de
los “building blocks”.

Desafortunadamente, algunas funciones que deberian ser dificiles de opti-
mizar de acuerdo con estas definiciones son faciles y viceversa. Grosso modo,
una funcién es decepcionante cuando existen esquemas cortos, de bajo orden,
con alta idoneidad, que no proporcionan la solucién 6ptima.

En este epigrafe analizaremos dos situaciones sorprendentes que demues-
tran lo mucho que todavia se desconoce acerca del funcionamiento de los
algoritmos genéticos. Consideraremos en primer lugar el problema més sim-
ple que podria causarle a un AG la divergencia del éptimo global (ver [12]).
Para hacer esto deberemos contar con bloques cortos y de orden bajo que diri-
jan incorrectamente al algoritmo hacia esquemas més largos, de orden mayor
(subdptimos). El problema més pequefio que puede tener tal decepcién es
un problema de dos bits, conocido como problema decepcionante minimo o
MDP (Minirnal Deceptive Problem). En lineas generales su planteamiento es
el siguiente:

Supongamos que tenemos el siguiente conjunto de cuatro esquemas de

41
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orden dos

soo = FHHOHFFHH#HA0F,
sop = HHOHHHFHLF,
S = FHH#IHFHH0H,
su = HHVHHFHHLH

con valores de adecuacion media, para una cierta funcién f, foo, for, fio ¥ fun
respectivamente. Para fijar criterios, supongamos que fi; es el 6ptimo global;
es decir, fi1 > foo, fut > for ¥ fuu > fio. Introduzcamos ahora el elemento de
decepcion: se desea que uno (0 ambos) de los esquemas subdptimos de orden 1
sean mejores que ¢l 6ptimo de orden 1, lo que matemdticamente se representa
por una (o ambas) de las condiciones f{0#) > f(1#), f(#0) > f(#1). (Por
simplicidad se han omitido los alelos de los esquemas que no son fijos). De
las expresiones anteriores se deduce que

£(00) + f(01) > f(10)+ f(11)
f00) + £(10) > £(01) + f(11),

inecuaciones que son incompatibles. Tomemos una de ellas, por ejemplo la
primera. Esa inecuacién, junto con el hecho de que fi, es el 6ptimo conducen
a una clasificacién del problema en dos tipos distintos del MDP (figuras 2.1
y 2.2 [11])

Tipol :  fo > foo
Tipo Il :  foo 2 for

Fig. 2.1 MDP (Tipo I) Fig. 2.2 MDP (Tipo II)
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A pesar del empeifio puesto en engaifiar al AG, sorprende el hecho de que este
problema decepcionante no es un problema dificil (hard problem) puesto que,
generalmente, el algoritmo no diverge del éptimo global. Las figuras 2.3, 2.4
y 2.5 representan diversas situaciones correspondientes a los tipos I y II del
MDP. La figura 2.3 muestra cémo el problema de tipo I no es dificil para el
algoritmo. (Este resultado se puede generalizar a cualquier problema de tipo
I que tenga inicialmente representantes de los cuatro esquemas [ver [12}).

10

&

Fig. 2.3 (Tipo I)

ramla

20 9

ai
10 10

[ [ 100 g%y [ 100

)
Fig. 2.4 (Tipo II, convergente) Fig. 2.5 (Tipo II, divergente)

Las figuras 2.4 y 2.5 reflejan situaciones muy distintas de problemas del
tipo II. Mientras en la primera de ellas, y a pesar de la decepcién inicial,
el problema converge al 6ptimo, en la tultima figura se puede observar la
convergencia a un subdptimo, la segunda mejor solucién.

Otro resultado sorprendente en relacién a este tema lo proporcionan las
funciones Royal Road (RR). Estas son un conjunto de funciones que debe-
rfan ser ficiles de optimizar por los AG’s (de acuerdo con la interpretacién
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“cdndida” del teorema de los esquemas). Se construyen asignando valores de
idoneidad altos a las cadenas que pertenecen a ciertos esquemas predefinidos
que deberfan servir de via facil {camino real) que dirija al algoritmo hacia
el mdximo de esas funciones. Para definir esos esquemas denotemos por o™
una cadena aa...a de n copias de a € {0, 1, #}; y consideremos los siguientes
esquemas [26]:

oy = 1 (8)#(56)

gy = #(8) 1(8)#(48)
o3 = #(16)1(8)#(40)
oy = #(24) 1(8)#(32)

oy = #(32) 1 (3)#(24)
os = #(40)1(8)#(15)
- #(43) 1(8)#(8)
o5 = #0616

a cada uno de los cuales les asignamos un valor ¢; igual al nimero de 1’s en
los alelos fijos, esto es: ¢; = 8 (¢ =1...8).

Esto define una funcién ®; : @ = {0,1]* — R, la primera funcién RR,
que asigna a cada s € {2 la suma sobre todos los ¢; para los cuales s es un
elemento de o;, es decir, R, (s) =3 ¢i. Asi, por ejemplo, R, (1®066)) =
8 mientras que %, (1116/0(®)) = 16.

La segunda funcién, R,, se define de forma similar a la primera, a partir
de los esquemas:

1:TCo;

o = 1© #(56)

oy = #(8) 1® #(48)
o3 = $#(181(8)440)
oy = #(24) 1 (8)#(32)
#(32) 1 (8)#(24)

ag, =

s = #(40)1(8)#(16)
or = #(48) 1(8)#(3)
05 = #(56) 18

oy = 10948
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10 #(16)1(15)#(32)
on = #(32)1(15)#(16)
o2 #(48)1(16)
o3 1(32)#(32)
014 #(32)1(32)

Obviamente, ¢l méximo de ambas funciones es la cadena s = 16 € Q. Es
razonable esperar que estas dos funciones sean faciles para los AG’s, porque
estan definidas por medio de esquemas cortos, de orden bajo, que se pueden
utilizar como un camino directo hacia la solucién 6ptima. Ademds, la fun-
cién R, deberfa ser més facil que R, ya que proporciona més informacién
(hay més esquemas en la definicién). Sin embargo, Forrest y Mitchell {10]
demuestran que no es este el caso. Mds aiin, comparando el comportamiento
sobre ambas funciones, en [10] se muestra que ®; es realmente més sencilla
que Ry. Por otra parte, como veremos a continuacién, estas funciones no
contienen decepcién.

Como se ha comentado ya, el concepto de decepcién no est4 precisado sufi-
cientemente en la bibliografia desarrollada sobre el tema. Aunque el término
“funcién decepcionante” se utiliza frecuentemente para describir funciones
dificiles de optimizar por un AG, ésta no es la unica acepcién admitida. Una
de las definiciones consistente con la mayorfa de las restantes es la propuesta
por Whitley [34] que se basa en el concepto de esquemas competitivos.

Dos esquemas se dice que son competitivos cuando los bits definidos de
ambos estdn en las mismas posiciones, pero al menos uno de los valores de
esos bits es diferente. Es decir, o y 7 son competitivos si o, = # & 7, = #
y 3 € {j;0; # #} : 0 # 7, . Nétese que el conjunto de todos los esquemas
con un nimero fijo de bits determinados, define una particién en A’. Por
ejemplo, los esquemas 0#04...#, 0#1#...#, 1#0#...#, 1#14...#, definen
claramente una particién. Por otra parte, se llama orden de una particién
al mimero de posiciones, en las cadenas del esquema, con alelos distintos del
caricter # (la particién del ejemplo anterior es de orden dos); y se dice que
una particién subsume a una particién P’ si cada esquema de P’ es un sub-
conjunto de un esquema de P. Pongamos un ejemplo: la particién P={##0,
#4#1} subsume a la particién P'={#00, #01, #10, #11}.

Definicién 3.1.([34]).- Une funcion f: Q — R contiene decepcidn si exis-
ten dos particiones P y P’, P’ de orden mayor que P y subsumida por P,



46 CAPITULO 3. FUNCIONES DIFICILES DE OPTIMIZAR

tales que el esquema ganador de P’ tiene al menos un bit, entre las posicio-

nes de bits definidos y comunes a P y P’, cuyo valor difiere del valor del bit
correspondiente en el ganador de P.

Aqui, el término “ganador” de una particién se refiere al esquema de esa
particion con adecuacion media mds alta entre todos los esquemas de dicha
particién.

Por otra parte, un conjunto de esquemas T" conduce a un esquema dado
s si S(s) C S(t), para todo t € T. Ademds, una funcién f se dice completa-
mente decepcionante de orden N si, y sélo si, para cualquier particién P de
orden N, los ganadores de todas las particiones de 6rdenes menores, que sub-
sumen a P, conducen a un esquerma en P distinto del ganador. Este esquema
se denomina atractor decepcionante (o simplemente atractor).

Ahora se puede ver facilmente que las funciones Royal Road no contienen
decepcién. En efecto, tomemos por ejemplo la funcién R, (andlogo razona-
miento serviria para R;)}. Si ¢ es un esquema cualquiera en (, entonces la
adecuacion media del esquema es f{o) = {—ST > . le Ns;|, donde la suma se
extiende a todos los esquemas que definen a la funcién Royal Road. Con-
sideremos la particién P formada por todos los esquemas competitivos con
o. El ganador de esa competicién 7 serd el esquema que tenga un 1 en cada
posicién definida. Cualquier otro esquema £ de P tendrd al menos un cero.
Por la forma de los esquemas que definen a la funcién, siempre existird un
3; que tenga un 1 en la posicién donde £ tenga un cero. Asf, la interseccién
£ N s; es vacfa, y la idoneidad media del esquema £ es menor que la de 7.

Se deduce entonces que el ganador de cualquier particién entre esquemas
competitivos es aquel que no contiene ningun cero. Si ahora se consideran
dos particiones P y P’, P’ subsumida por P, y 7 y 7’ denotan los ganadores de
P y P’ respectivamente, entonces el conjunto S(7'} de los esquemas definidos
por 7’ es un subconjunto del conjunto S(r) definido por 7, y en consecuencia
la funcién no contiene decepcién. (Para mds detalles ver [34], [26]).

Estos resultados sugieren una posible causa de la dificultad de una funcién
para un AG, la no linealidad en la representacion de esa funcién.

Hemos dedicado esta seccién a ejemplificar las dificultades existentes con
el concepto de funciones decepcionantes. De lo expuesto en este epigrafe, es
claro que parecen importantes también otras propiedades de las funciones ob-
jetivo. Como candidata a analizar, Van Hove en [26] propone una medida de
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la “mayor o menor linealidad” de una funcién, la epistasis, que introducimos
a continuacion.

3.2 Epistasis sobre alfabetos binarios

Como la mayorfa de los conceptos en el campo de los AG’s el término epis-
tasis deriva de su homénimo en Genética. En ese contexto un gen, o un
par de genes, se dice epistético a otro gen cuando el primero enmascara el
efecto (fenotipico) del segundo (ver [8]). De nuevo, y como en otros muchos
casos relacionados con los algoritmos genéticos, el concepto de epistasis se ha
simplificado y adaptado al contexto de los AG’s hasta tal punto que guarda
escasa similitud con su correspondiente biolégico.

En el contexto de los algoritmos genéticos la epistasis surgié como una
idea intuitiva. En [23], Rawlins comenta:

“..Vemos que existen dos extremos en el comportamiento de la funcion
objetivo:

o Epistasis cero. En este caso cada gen es independiente de cualquier
otro gen. [.../Esté claro que esta situacion puede ocurrir sélamente cuando la
funcion objetivo se puede expresar como una combinacion lineal de funciones,
que dependen, cada una de ellas de un gen.

o Epistasis mézima. En este caso ningun subconjunto de genes es in-
dependiente de cualgquier otro gen. Cada gen depende de los demds por su
idoneidad.[...]. Esta situacion es eguivalente a que la funcidn objetivo sea
una funcion arbitraria.”

Sin embargo, la primera definicién formal de epistasis se debe a Davidor
([2]). En {2] el autor define el ajuste medio de un alelo del alfabeto binario,
a € A = {0,1}, situado en la posicién i-ésima (i € I), sobre una poblacién
P, como

1
fla,i) = == 2 f(s)
N,;(a) 3;&‘1
Aquf P, es el multiconjunto de todas las cadenas de P que tienen el alelo a
en la posicién 7, y Ni(a) = |P, 4| es el mimero de elementos de P,,.
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El valor de exceso del alelo se define como:

Ei(a) = f(a,8) - f,
donde f es la idoneidad media de la poblacién.

Para una cadena s € Al, el valor de exceso génico es:

1-1
= z E,'(Si).
i=0
y su valor génico previsto se define como

fls)=E(s)+f

Finalmente, la epistasis de una cadena s es:

Van Hove, en [26}, reescribe la definicién de Davidor en una tnica férmula.
Asi, para una cadena s = s;_)...8p se define su epistasis £p ¢{s), con respecto
a la poblacién P C Q, |P| = N, como:

epf(s) Z Z f(t +-———Zf(t)

i=0 teP, . teP

En particular si P =, i.e., N = 2!, entonces

-1

() =cals) = £(8) = Y gy 3 £+ o O FC8):

i=( tEﬂi‘si teQd

De nuevo en [26] encontramos que, utilizando notacién matricial, es po-
sible reescribir la definicién de £(s). Para ello, Van Hove define los vectores

£(00...00)
(00...01)

5(11.:..11)
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Yy
F(00...00) f
£(00...01) 0
f = . = :
£(11..11) faia
Entonces, claramente
e = f—Ef,

donde E;=(e;;)€ R* x R? (0<i,j <2'—1), cone; = 2 (1+1—2d;;). Aqui
d;; es la distancia Hamming entre i y 5 (i.e., el nimero de bits en los cuales
las representaciones binarias de ¢ y j difieren, ver [29])

Entonces se define la epistasis global de f:

e(f)i= Y €t (s) =]lell.
el

Se ha demostrado en [28] que E; es idempotente, de lo que se sigue f4cil-
mente, teniendo en cuenta que E; es simétrica, que &7(f) = *fFf, donde
F;=I,-E;, con I; la matriz identidad de dimensién 2'. La demostracién de
este hecho que aparece en [28] es bastante técnica. En [25] se puede encontrar
un enfoque mds directo, de la siguiente forma.

En primer lugar se define Gi=2"E; € Mx(Z), i.e.. Gi=(g;;), con g;; =
!+ 1—2d;;, para todo 0 < 4,7 < 2! — 1. Por otra parte, denotando

1---1
Ua=| it | e Mpua(2),

y utilizando que

G, = ( G_+U G, —-U_,
G —U. G 1+Uy )’

se prueba que, para cualquier entero positivo [, G?*=2.G;.



50 CAPITULO 3. FUNCIONES DIFICILES DE OPTIMIZAR

Como G; € My (Z) es simétrica sélo tiene autovalores reales. No es dificil
entonces ver que los autovalores son 0 y 2%; y que E; es idempotente. (Ademas
los autovalores de E; son 0 y 1).

El propésito de los autores en [25] es estudiar cuantitativamente la nocién
de epistasis con vistas a caracterizar completamente las funciones objetivo
(sobre alfabetos binarios) con valores de epistasis extremos.

Para ello, es necesario primeramente describir los espacios de autovectores
de G; (y E;). Sean V} y V los espacios de autovectores en R? correspon-
dientes a los autovalores 0 y 2! respectivamente (o, equivalentemente, a 0 y
1 como autovalores de E;). Entonces R? = V! @ V} y como V{ = ker(G,)
(respectivamente V! = Im(G,}), y rang(G;) = [ + 1 (para mds detalles ver
[25]) entonces dimVg = 2! — ! — 1 y dimV{ =1 + 1.

Ademds se puede describir explicitamente una base ortogonal para V}:
Sea v3 = 1y supéngase construido ya inductivamente el c?njunto T R )
R¥™", Entonces se considera el conjunto {v},...,v\}C R? definido por:

Y-l
vi:( i‘_l),COUOSkgl—l
Vi

Y
1
vi= ®-1 ) dondee_,=| : | eR¥".
—€1 1
Por ejemplo, si l =1,
1 1
4=(1) =(4)
ysil=2,
1 1 1
1 -1 1
1 -1 -1
Entonces:

Proposicién 3.2 ([25]}).- Con las notaciones previas, para cualquier entero
positivo I, el conjunto {vi,...,vi} es una base ortogonal de V{.
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Volvamos un momento sobre la idea que originé el concepto de epistasis.
En vista del hecho de que f y rf deben tener las mismas relaciones de de-
pendencia entre los bits, para cualquier nimero real r, deberfa suceder que
e (rf) =€ (f), lo que conlleva una “normalizacién” de la epistasis.

Definicion 3.3 ([25]).- La epistasis normalizada de f (o f) es:

2 H(L-E)f 5
g{f) = E?(”_ﬁﬂ) = E}ff(lfz) = (:ﬁ‘ ) = cos” (f, Fif),

donde F; = I;-E; es una proyeccién ortogonal (ya que es idempotente y si-
métrica). Se sigue que 0 < ¢ej(f) < 1.

Nota.- En su tesis doctoral Van Hove propone como definicién de epista-
sis normalizada de f

HE,f
T

en(f) = cos*(fEf) =

Obsérvese que en(f) invierte la escala de valores de g/( f), (en{(f) = 1 cuando
gi(f) = 0). En realidad la normalizacién en(f) de Van Hove y la posterior-
mente propuesta en [25], £;(f), miden esencialmente lo mismo; de hecho,
ambas se relacionan por la ecuacién £;(f) = 1 — en(f). En lo que sigue,
cuando nos refiramos a la epistasis normalizada de una funcion f se enten-
derd la normalizacién en el sentido de [25], €7 (f).

Por otra parte volviendo a la definicién anterior, se deduce claramente de
ella que £;(f) = 0 si, y s6lo si, fe V] (respectivamente €;(f) = 1 si, y sélo
si, fe V).

Notese que los valores méximo (resp. minimo) de &;(f) se corresponden
con los valores minimo (resp. maximo) de v,(f) = *fGf, con [|f|| = 1, donde,
desde luego, 0 < v(f) < 2L

Al estudio de esos valores extremos se dedica el Wltimo epigrafe de este
capitulc.
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3.3 Valores extremos de la epistasis

En primer lugar, tal y como se establece en [25], el valor m{nimo teérico de la
epistasis normalizada e} (f) = 0 efectivamente se alcanza. Si [ = 1, cualquier
fe R2, con ||f|| = 1, verifica que m:(f) = 2. Sil > 1, basta considerar
f=27%.e. Entonces [|f|[=1y

21 2_12-t_1
w(f) = HGf =27 g;=2"> > (g5+9;) =2
i,j=0 i=0 =0

Aqui se ha utilizado que g;;+g;5 = 2, (0 <i4,j < 2'~1),y donde j = 2!~ 1~
(para mds detalles ver [25]).

Se ha demostrado en [27] y [28] que £7(f) = 0 si, y s6lo si, f tiene epistasis
minima en el sentido de Rawlins ([24]); es decir, cuando f(s) = Zi;{l, gi(s),
donde g; depende s6lo del i-ésimo bit s; de s. En [25] se desarrolla una
demostracién mads sencilla de este hecho, que se puede resumir como sigue:

En primer lugar se definen, para 0 < ¢ <! — 1, las funciones
B Q-R

1 sl s =1
I —_ i
s = his)= { 0 en otro caso

y h! sus correspondientes vectores de R?. (EI vector e; € R? corresponders
a la funcién constante de valor 1). Entonces un argumento por induccién
demuestra que {h},...,h!_,e;} es una base para V}.

A continuacién se consideran las funciones g; : @ — R que dependen
unicamente del i-ésimo bit, esto es:

] o sis; =1
g‘i(s)"‘{ bi Si 3i=0 3

y se reescriben como a;hl + bi(e; — hY), (i =0,...,1).

Claramente, si f tiene epistasis minima en el sentido de [24] entonces
f € V!, es decir, e (f) = 0.
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Recfprocamente, si f € V! entonces

-1 1-1
f= Zaihi + ey = Zgi
i=0 i=0

donde gy = (ag + B)hb + Bles — hb) v gi = ok, para 1 < i < 1 1.

Centrémonos ahora en el valor méximo de ¢7(f). De nuevo en [25] se
demuestra el siguiente resultado

Proposicién.3.4 .- Pare cualquier entero positive | y para cualquier funcion
valuada positiva f con ||f|| =1, se verifica:

. 1
g(f) < I_F

(equivalentemente, el valor mfnimo de v (f) es 2).

La demostracién utiliza la igualdad *SG;S=D, donde D es una matriz
diagonal cuya diagonal principal estd compuesta por los autovalores de G,
(contando sus multiplicidades) y S es una matriz ortogonal de autovecto-
res unitarios de G;. En particular, se pueden escoger los vectores 273 v;
(t=0,..,1), de la seccién 3.2, como las [ + 1 primeras columnas de S. As:

i
n(f) = fGif =* fSD'Sf = )~ (vif)?,
i=0

y, si ahora se considera

fo+ fat

h)
fl

21—[
: eR”
a1 + faoy

-2
(”f “ = a > 1) entonces, por construccion,

() = v{fo,., fo) = ‘Yt(f) +((fo+ -+ fa1) = (famro o+ fa )
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Ademds para la funcién f’ =ﬁf, con vector asociado unitario, se cumple la
desigualdad v (f') < w(f).

La demostracién finaliza con un razonamiento por reduccién al absurdo.
Se supone que para alglin entero positivo I, y para alguna funcién positiva
feon |if] = 1, %(f) < 2, entonces y1(f) < %(f) < 2, y en particular,

a~

Y (f) = 22 mau(f) < 2.

Repitiendo este procedimiento se encontraria alguna funcion f positiva
con ||f]] =1, tal que v (f) < 2 lo que es imposible (como se ha comentado
al inicio de este epigrafe} ya que, para cualquier funcién f

y(f) =t G f = 2. HL,f = 2|f|* = 2.

Por otra parte, este maximo tedrico para las funciones positivas, con
vector asociado normalizado, se alcanza. Basta considerar

Este ejemplo es, esencialmente, el tnico. De hecho:

Proposicién 3.5 ([25]).- Pare cualquier | > 2 y pare cualquier funcicn
positiva f € R? con [if]| =1, equivalen:

L gi(f) =1- g

2. eziste algun 0 < i < 21 — 1 tal que f =q, donde g} € R? estd da-
da por ()i = (alYr =L,y (a); =0 8 j #4,3, (coni=2"—1-14).

A continuacion calcularemos, la epistasis sobre una funcién concreta, para
la cual analizamos también su decepcién.

Nuestro propdsito es reforzar nuestra inicial apuesta por la epistasis como
indicador de la dificultad de las funciones. Ello es debido no sélo a los
resultados inesperados a que ha dado lugar el estudio de las funciones Royal
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Road o las funciones Tanese en cuanto a su decepcién; (resultados que, como
hemos indicado, han conllevado un estudio mds exhaustivo, por parte de
distintos investigadores, del estimador propuesto por Davidor). Adema4s,
Grefenstette en [13] afirma que la existencia de decepcién no es necesaria ni
suficiente para que un problema sea dificil para los AG’s. El ¢jemplo que
mostramos a continuacién, parece indicar que la epistasis podrfa ayudar a
medir mejor la dificultad, al menos para algunas funciones.

Nos inspiramos en la funcién con la que Grefenstette (en [13]) muestra la
existencia de funciones que, a pesar de ser decepcionantes, son féciles de opti-
mizar. Por razones de economfa computacional, modificamos “ligeramente”
la funeién de Grefenstette; sin embargo, esa modificacién no afiade dificultad
alguna al ejemplo. Nuestra propuesta. es la funcién definida sobre [0, 1] x [0, 1]
por: .

La? + 542 si  xg <0.99
Ha,20) = { 112452 si w5099

cuyo valor méximo se alcanza en el par (0, 1).
Si codificamos en cadenas binarias de longitud 10 (cinco bits para cada
variable), se comprueba que
_ HGyof
210 £/

ep(f) =1 = 0.029350

siendo el valor maximo tedrico, en este caso, 0.998047. Como se observa, el
valor de la epistasis es muy bajo en relacién al maximo que se podria llegar a
alcanzar. Por otra parte, se puede demostrar que la funcién es completamente
decepcionante de orden 5, siendo su atractor el esquema o = 11111#F#H4,

Antes de acometer el estudio de la epistasis sobre alfabetos no binarios, al
que dedicamos e} capftulo siguiente, indiquemos que recientemente Naudts
y Verschoren en [23] han examinado la relacién existente entre epistasis y
decepcidéa (en alfabetos binarios), haciendo especial énfasis en su mutua in-
terrelacion; y han probado que, aunque estas propiedades son esencialmente
independientes, pueden reforzarse mutuamente. En particular, en [23] se de-
muestra que la epistasis es la responsable del diferente comportamiento que,
ante la convergencia al 6ptimo global, muestran los tipos I y II del MDP.
Concretamente, se comprueba que, para un conjunto fijo de valores fu, for,
fio y fir (considerando este iltimo como el valor méximo), la epistasis nor-
malizada £*( f) solo puede tomar tres valores diferentes ¢, < &3 < €3. Ademas,
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los autores demuestran que en el caso de la epistasis mds baja, £;, no puede
haber decepcién. Siempre que existe decepcidn, entonces la epistasis permite
diferenciar entre los dos tipos de M.D.P.: el tipo I se tiene para el valor inter-
medio de epistasis, mientras que el tipo II ocurre cuando la epistasis alcanza
el mayor valor de los tres.



Capitulo 4

Epistasis sobre alfabetos no
binarios

4.1 Las representaciones n-arias y la epistasis

Representacién binaria. versus no binaria

Parte del poder de los algoritmos genéticos se fundamenta en la forma
de representar los datos, ya que la representacién mediante cadenas binarias
los hace ampliamente aplicables. Sin embargo, hay ocasiones en las que los
operadores genéticos cldsicos no son adecuados pues no son internos. Por
ejemplo, si necesitamos codificar cinco elementos de forma binaria, seran
precisas cadenas de tres bits. Como tres bits permiten representar hasta
un total de ocho elementos, podria ocurrir que cruzando dos individuos se -
obtuviesen descendientes “ilegales”; o bien mutando un bit de un individuo
de la poblacién se podria obtener una de las tres cadenas que no representen
a ningun elemento de la poblacién.

Por otra parte, para algunos tipos de problemas en los que intervienen
estructuras tales como grafos, 4rboles, etc., la codificacién binaria destruye
informacién importante para el problema. Pensemos por ejemplo en una
matriz

11 12 413 Q14
Q21 Q23 4Gz G4
G31 G32 G3z G4

57
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que se podria codificar ficilmente por una cadena de doce genes, concate-
nando sus filas (o sus columnas):

(au, a1z, 13, ¢14, 421, G22, G23, G24, 31, A32, 433, 034) .

Esta codificacién, sin embargo, ignora el hecho de que a;; y a3 eran adya-
centes en la matriz; por contra, ass y as lo son ahora, cuando antes estaban
distantes. El problema de la codificacién de imagenes es otro ejemplo en el
que se pone de manifiesto la importancia de establecer una representacién
apropiada. de los datos.

Para remediar estos problemas, durante los ltimos afios se han conside-
rado diversas variantes de los algoritmos genéticos. Wright en [36] aborda el
problema de la optimizacién de funciones con pardmetros reales. Conside-
ra. que codificando cada variable de forma binaria (o con la codificacion de
Gray) se puede interpretar el operador cruce con uno o k puntos de corte,
(siendo el valor de k pequeiio en relacion al nimero de pardmetros), como
una operacién de cruce sobre el vector de pardmetros reales mds una pertur-
bacién de alguno de los pardmetros. Propone entonces un AG que maneja
vectores de nimeros reales como cromosomas, pardmetros reales como genes
y numeros reales como alelos; interpreta el concepto de esquemas y muestra
que, en este ambito, el teorema de los esquemas de Holland se verifica.

El TSP es otro ejemplo en el que la codificacién binaria no es la mas
apropiada. Como ya hemos comentado en el capftulo 1, la representacién
por medio de mimeros naturales, ciclos o permutaciones, unida a ciertas va-
riantes de los operadores genéticos cldsicos, es mds acertada. De hecho, en
los tltimos afios han surgido diferentes operadores de reordenacion, entre los
que se encuentra el operador ¢nversién que al igual que la mutacién es un
operador unario. La inversién simple selecciona dos puntos en el cromoso-
ma como puntos de corte, y en la subcadena limitada por esos dos puntos
se invierten sus elementos. Tal inversién aplicada al TSP garantiza que el
nuevo cromosoma es un recorrido completo por todas las ciudades, en las
condiciones del problema. También para este operador inversor, Holland en
[14] formula una modificacién del teorema de los esquemas incluyendo sus
efectos.

Veamos otro ejemplo. Supongamos que el Sr. X desea abrir un comercio
de ropa. El comerciante analiza distintas posibilidades con vistas a obtener
los mayores beneficios. Esos beneficios dependeran del precio al que venda la
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ropa, lo cual a su vez depende de factores como la calidad de los materiales
empleados en su confeccién, el precio del mayorista, el tipo de articulo,...

La eleccién del tipo de ropa es importante y complicada. Hay cinco clases
de ropa que el empresario toma en consideracién. Se diferencian en el precio
y en los posibles clientes a los que va dirigida, asf{ como en el margen de
ganancias de las mismas. Estos cinco tipos son: prendas de deporte, ropa
interior, ropa de calle, trajes de noche y vestuario tradicional de la regién.

Los destinatarios de la mercancia son otro punto importante a considerar.
El comerciante duda entre dedicar la tienda al piblico femenino solamente,
o por el contrario centrarse en ropa masculina, o quizd ambas posibilidades;
incluso considera la opcién de ropa de adultos y nifios.

Otra cuestién importante es la cantidad de prendas por talla de las que
debers disponer. Supongamos, para este ejemplo, que el comerciante limita
esa, cantidad en seis piezas por modelo y talla, como méaximo.

Con estas tres variables en mente (tipo de ropa, futuro mercado de ventas,
y numero de prendas por talla), nuestro empresario pretende analizar sus
beneficios empleando un algoritmo genético.

El primer paso en la aplicacién de un AG es idear una adecuada represen-
tacién del problema. Hay una eleccién obvia para codificar el tipo de ropa,
un gen de cardinalidad cinco. Podria pensarse en una representacién binaria
pero entonces deberia codificarse esa caracteristica empleando cadenas de
tres genes binarios. Sin embargo, en casos como éste, en los que el espacio de
busqueda no es potencia de dos, por las razones ya comentadas, se considera
que una representacién no binaria es la eleccién més acertada.

La codificacién del tipo de clientela es menos obvia. Un gen de cardi-
nalidad cuatro podria servir, pero también podria codificarse utilizando dos
genes binarios. La mejor eleccién depende de las propiedades de la funcién de
ajuste. Supongamos que nuestro empresario opta por un gen de cardinalidad
cuatro.

Finalmente, queda la cuestién de la cantidad de ejemplares de un modelo,
por talla. En este caso, se elige codificar esta caracteristica por medio de un
gen de cardinalidad seis.

Asi las cosas, la representacién del problema de nuestro hipotético co-
merciante se puede expresar por un vector de tres componentes <5,4,6>,
donde cada componente representa la cardinalidad del gen correspondiente a



60 CAPITULO 4. EPISTASIS SOBRE ALFABETOS NO BINARIOS

la primera, segunda y tercera cuestiones, respectivamente. En consecuencia,
cada individuo de la poblacién serd una cadena de tres genes, cada uno de los
cuales tendrd 5, 4 y 6 valores distintos posibles, dependiendo de su posicién.

Los ejemplos anteriores, son una muestra de que la eleccion del tipo de
representacién al disefiar un AG no es un problema trivial. Para hacer posible
que los algoritmos genéticos se apliquen a un amplio rango de problemas,
parece necesario introducir otras estructuras ademds de las cadenas binarias.

Esta idea, se ve reforzada por el estudio desarrollado por Pau! Field en su
tesis [9]. Uno de los puntos claves de ese estudio es el andlisis de las ventajas
e inconvenientes de utilizar representaciones no binarias en la codificacion de
un problema.

Field cuestiona la supremacfa de la representacién binaria frente a la no
binaria, sosteniendo que la distincién entre ambos tipos es improcedente. Tal
afirmacion se fundamenta en la discusién de dos importantes argumentos, de-
fensores de las representaciones binarias: el argumento sobre la “cantidad de
esquemas” (the quantity of schemata argument) y el de la “cobertura aléli-
ca’ (the allele coverage argument). Detengdmonos con algo mds de detalle
en estas ideas.

Mientras el término “representacién binaria” es universalmente entendido
como sinénimo de las codificaciones que representan a las soluciones mediante
cadenas binarias de longitud fija, el término “no binaria” significa, general-
mente, que las soluciones se representan por medio de cadenas de longitud
fija que contienen alelos, algunos de los cuales (o todos) no son binarios. Otra
mterpretacion es considerarla como una codificacién en cadenas binarias de
longitud variable.

En cuanto a la disyuntiva entre los dos tipos de representaciones, Gold-
berg en [12] sefiala que una representacién binaria tiene més esquemas que
otra no binaria equivalente (es decir, con el mismo mimero de elementos
en la poblacién). Por ejemplo, 2 = {0,1,2,3} tiene sélo cinco esquemas
{0.1,2,3,#} mientras que, sobre las cadenas binarias de Q = {0,1}?, hay
nueve esquemas {00,01,10, 11, #0, #1,04, 1#, ##}. Como el AG trabaja
procesando esquemas, sin duda, cuantos més esquemas haya m4s informacién
tendrd el algoritmo y deberfa funcionar mejor. Sin embargo, ya hemos visto
que algunos esquemas pueden engafiar al AG. En [9] se propone el reeem-
plazamiento de varios genes por un gen de cardinalidad mayor. Esta nueva
representacion actuard “congelando” ciertos esquemas, de forma que, si un
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AG tiende a destruir esquemas vitales para su funcionamiento (por ser de un
orden, o una longitud, mds grande), se frenard su destruccién, impidiendo
que desaparezcan mediante el cruce, y asegurando una menor susceptibilidad
a la mutacidn.

Por lo que respecta al argumento de la cobertura alélica, éste se refiere
a la proporcién estimada de todos los genes en una poblacién aleatoria. La
idea bésica es que cuanto mds alta es la cardinalidad de un gen menor es la
probabilidad de que todos los alelos aparezcan en una poblacién aleatoria, {el
caso extremo se tiene cuando se considera una poblacién de tamafioc menor
a la cardinalidad del gen).

El problema de carecer de algunos alelos desde la poblacién inicial es que
debemos esperar a que la mutacién los introduzca. Mientras tal cosa sucede,
el AG actua sin la informacién inherente a esos alelos. Si alelos de ciertas
posiciones poseen efectos positivos al combinarse con esos alelos perdidos,
esas consecuencias positivas también se perderan. Sin embargo, la validez
de este argumento se cuestiona en [9] en base al efecto “congelador” de los
esquemas, afirmando que:

“..la comparacién entre alelos binarios y no binarios es errénea. En lu-
gar de hablar de alelos no binarios, deberian considerarse como esquemas
congeladores, en cuyo caso el problema de la coberturn de los alelos desapa-
rece, porque el nimero estimado de esquemas distintos y el mimero esperado
de alelos no binarios distintos es el mismo”.

El an4lisis anterior podria resumirse diciendo que una representacién bi-
naria tiene méas esquemas que una no binaria pero, si esos esquemas contienen
informacién que engaiia al algoritmo, entonces son de poca utilidad. Por el
contrario, una representacion no binaria tendra algunos esquemas menos,
pero pueden ser de mejor calidad.

En [9] se concluye afirmando:

“..a efectos pricticos lo mejor representacion a emplear depende del pro-
blema [...] ambas son itiles por lo que deberian usarse, tanto las binarias
como las no binarias, en situaciones pricticas”. Afirmacién que se apoya en
los resultados empiricos obtenidos (para m4s detalles ver [9}).

Consecuente con esa filosoffa, Field introduce el término “multary” que
reune las representaciones binaria y no binaria. Se utiliza para describir las
representaciones basadas en cadenas de genes de longitud fija cuyos alelos
toman un conjunto finito de valores.
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En esta memoria, hacemos nuestro el término multary y la interpretacién
que encierra, y lo traducimos por “representacién n-aria” (n denota el cardi-
nal del conjunto de valores que toman los genes). El caso binario es entonces
un caso particular de la representacién n-aria, cuando n=2.

Para fijar criterios, denotaremos por A = {0, 1,...,n— 1} su alfabeto, (ge-
neralizacién natural del alfabeto binario). 2, (o £ si no existe ambigiiedad)
denotars, como hasta ahora, el espacio total A’ sobre el que se define la co-
dificacion, f : D — € la funcién pertinente en cada caso y # denotard una
posicién en la que cualquiera de los valores de los n alelos es posible.

Epistasis sobre un alfabeto n-ario

La amplia aceptacion de la que ha gozado la representacién binaria en la
comunidad cientifica ha traido como consecuencia el desarrolio de un estudio
mas detallado sobre el funcionamiento de los AG’s que emplean esa codifica-
cién. Un ejemplo de ello es el estudio realizado sobre la epistasis en [3], [23],
[25), [26], [27] ¥ [28] como indicador de la dificultad de las funciones que ac-
tuan sobre alfabetos binarios, frente al caso no binario (no considerado hasta
el momento). Por ello, en lo que resta del capitulo generalizaremos la nocién
de epistasis normalizada &, ,(f) para una funcién f sobre un alfabeto n-ario
cuyo valor maximo {0 minimo) deseamos encontrar. Ademés, analizamos sus
propiecdades mds importantes que nos conducirdn a la caracterizacién de las
funciones objetivo con epistasis normalizada maxima y minima.

En lo que sigue, mantendremos las notaciones introducidas en el cuarto
capitulo de esta memoria, y en consecuencia f denotard ahora la aplicacién
valuada positiva, f : 0, — R, que deseamos optimizar. La definicién de
epistasis debida a Davidor, (y expuesta en la seccién 3.2 de esta memoria),
para el caso binario, se puede extender a un alfabeto de n elementos sin
variar su significado. Los conceptos de ajuste medio de un alelo, valor de
exceso alélico, valor de exceso génico, valor génico previsto y epistasis de
una cadena, se mantienen independientemente de que el alfabeto sea {0,1}
o {0,1,...,n — 1}. En consecuencia, siguiendo las ideas desarrolladas por
Davidor en [2] y por Van Hove en [26}], para el caso binario, podemos definir,
para una cadena s € §,, su epistasis ep ¢(s) con respecto a una poblacién
P CQ,. como

eps(s Z Z f(t) |p| Zf

=0 tEP, s teP
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A lo largo del capftulo consideraremos que P = §,, por lo que |P| =nf, y la
ecuacién anterior se convierte en

endls) =e0g(s) = 8) Y 1 3 £+ S g0,

CEQi!,l. tefd,

que se conoce como epistasis global de lo cadena s.

Definicién 4.1.- La epistasis global de f es

enilf) =, IS ez, (s)
3€,

Al igual que en [25], [27] y (28], la definicién anterior se puede reescribir
en términos matriciales. Para ello, consideremos los vectores

€1,2(00...00)
En,g(OO...Ol)
e= :
ensl(n — 1)0)
£(00...00)
| o0

f((n~1)0)

donde (n — 1)) es la cadena (n — 1)...(n — 1) de longitud {. Emplearemos
también. la notacién fy, ..., fr_ para £(00...00),..., f({n — 1)®), es decir

fo
3
fn‘—l

Sea ahora, para cada 0 < 4,5 <n'-1,

1
€nij = ;;((nl — i+ 1—ndy),
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donde d}; (o dfh(t., 5 S existiese ambigiiedad) es la distancia de Hamming (n-
aria) entre las representaciones n-arias de i y 5. Por ejemplo, como las
representaciones ternarias de 16 y de 24 son respectivamente 121 y 220,
tendremos que dg,(16,24) = 2.

Denotemos por E,; la matriz cuadrada n'-dimensional, con coeficientes
racionales, (¢}, ;). Entonces tenemos que

e=1f— En,[f
y la epistasis global de f es entonces

ent (f) = llell = lIf — Enf].

4.2 Epistasis normalizada

De la definicién anterior se deduce que e, (rf) = |r|en: (f), (Yr € R). En
consecuencia, para poder utilizar la nocién de epistasis como un indicador de
la dificultad que encierra una funcién objetivo para un AG, es necesario (tal
y como se comento ya en el capitulo anterior para el caso binario) normalizar
ese concepto. Con este fin analizamos a continuacién la idempotencia de la
matriz E, ;. Para ello, consideramos en primer lugar la matriz cuadrada, con
coeficientes enteros, G,; = n'E,, i.e., para cada 0 < i,j < nf —1,

Gni=(ghs)=(n—1)1+1—nd, ;.

Por simplicidad, siempre que no haya ambigiliedad escribiremos g;; (respec-

: ! : !
tivamente e;;) en lugar de g, ;; (respectivamente e ).

El siguiente lema nos serd muy titil:

Lema 4.2.- Para cualquier entero positive 1, G, es:

Gre1+ (n—1)Upey Gre—1 — Uper - Gue1 = Upe
Gn,tf—l - Un,e—l Gn,e—l + (n - l)Un,E—l e Gn,£-1 - Un,f—l

Gre—1 — Upenr Gre-1 — Upe- o G+ (n—1)Up e
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donde, para cualquier entero positivo k, U, es la matriz n*-dimensional
1 ... 1
Unk = o

Demostracién.- Las cadenas de longitud [ a las que da lugar el alfabeto de
n elementos, A = {0,1, ...,n— 1}, se pueden dividir en n subclases, cada una
de las cuales estd determinada por el digito que ocupa la posicién {. Esta
subdivision nos permite considerar a G, ¢ como una matriz compuesta de n?

submatrices épq tales que

Goo - Gon-1
Gn,E = : ’ H
Gaoip o Gropn—
con é = (g},;), donde i, respectivamente j, varfa sobre los elementos de

Al con e] digito p, respectivamente g, en la posicién [-ésima.

Entonces, para cada 0 < p < n' -1, Gp_,, =Gpe1+(n=1)Up;y. En
efecto,
Gy = (ghiy)=((n—~ 1+ 1=nd. ;)
(=1 -1 +1-nd,;,y+(n-1))
= (n-1D)I-1)+1-nd;,;+(n-1)
= Gpea+(n—1)Un iy,

¥

: : l 1—1
ya que, en este caso, se verifica siempre dn,(i, 5= =d, ) {Hemos denotado,

igual que antes, por d* la distancia entre las representaciones de i y 7 (de

n,{i.4)
longitud ), en el alfabeto A; d'~} m(i,j) FEPresenta entonces la distancia Hamming
entre los vectores de longitud i — 1 obtenidos de los anteriores eliminando el
[-ésimo “bit”).

Fuera de la diagonal, esto es, para 0 < p # ¢ < n — 1, tenemos

o~

Gpe = (ghy) = ((n=1)l+1-nd, )
(n=1)(1— 1) +1—nd, ;) + (n— 1))
= ((n=-1){-D+1-nld |, +1)+(n-1))
Gre—1t — Unjas
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ya que ahora, siempre tenemos que d!, (i
2l 1

-1
y = dn iyt 1.0

n, (i

Como consecuencia de este lema obtenemos:
Corolario 4.3.- Pare cualquier entero positivo I, G2 ; = n'Gy,.

Demostracién.- Para [ = 0, y [ = 1 la afirmacién claramente es cier-
ta, puesto que Gog = (1), ¥y Gy = nl, (I, denota la matriz identidad
n-dimensional). El caso general se demuestra utilizando un argumento de
induccién, junto con el lema anterior y la igualdad U:?;,, = n'U,,;, como GZ,
€es

Gn,e—l + (n - 1)Un,2—1 G’n,ﬁ—l - Un,E—l P Gn.,f—l - Un,f—l
Gre1 — Uner Greaa+(n—1Upey - Gre—1 —Unen
Gn,E—l - Un,ﬁ—l Gn,&—l - Un,l—l et G'n.,f—l + (TL - I)Un,t’—l )

los elementos de la diagonal son entonces de la forma
[Gn,f—l + (TL - 1)Un,8—1)]2 + ('n' - 1) [Gn,e—l - Un,E—-l]z

= nG?l.,E—l + (n® = n)Ui,t‘ml

nl [G"we_l + (n - 1)Un,€—1] b}
y las submatrices situadas fuera de la diagonal son

2 [Gn,f—l + (TL - I)Un,f—l] [Gn,.‘?—l - Un,f—l] + (n - 2) [Gn,e—l - Un,€—1]2
= ”‘Gi,e—l - nUi,E—l = ! [Gpe-1 — Une-1]

lo que finaliza la demostracion. [

Nétese que este resultado implica que los autovalores de G, ¢ son 0 y nt.
De hecho, como G, ¢ es una matriz real simétrica, sus autovalores son todos
reales. Por otra parte, si v es un autovector asociado a un autovalor X de
G,.¢. es decir, G, ;v= Av, entonces

n'Av = n'Gp v = Gi’ev =\2v.

En consecuencia, A = 0, o A = n!, como habfamos afirmado.
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Corolario 4.4.- Para cualguier entero positivo | la matriz E,; es idem-
potente. En particular, sus autovalores son 0 y 1.

Demostracién.- Se sigue inmediatamente de G,; = n'E,; y del corola-
rio anterior. O

Ahora estamos en condiciones de generalizar el concepto de epistasis nor-
malizada para un alfabeto no binario.

Definicién 4.5.- La epistasis normelizada de una funcién de ajuste f es:

f ) _endlh) @Bl o6 b,

* = 2 v =
enild) E""(nfn 1 ff

donde F,,; = L,;-E,; es una proyeccién ortogonal (por ser idempotente y
simétrica). Se sigue entonces que 0 < ¢}, ;(f) < 1 para cualquier funcién f.

Para poder caracterizar las funciones con valores extremos de epistasis
normalizada, nos proponemos a continuacién. determinar los espacios de au-
tovectores de G,; (y de E,;), para lo cual debemos calcular primero su
rango.

Lema 4.6.- Para cualquier entero positivo I, rang(Gp;) = (n — 1) + L.
Demostracién.- Argumentemos de nuevo por induccién en {. Paral =1 la

afirmacién es obvia. Por otra parte, utilizando el lema 4.1, mediante opera-
ciones elementales se reduce la matriz G,; a la forma

ﬂ,Gn,I_l 0 e 0
0 Uper - 0
0 0 o Une

en consecuencia,

rang(Gug) = rang(Gui_t) + (. — 1)rang(Une_)
= ({(n—-D{-1D+1D)+n-1)=n—-1){+1,

lo que prueba la afirmacién. [



68 CAPITULO 4. EPISTASIS SOBRE ALFABETOS NO BINARIOS

Denotemos por V!, y V! los espacios de autovectores en R™ corres-
pondientes a los autovalores 0 y n', respectivamente, de G, (0, equiva-
lentemente, correspondientes a los autovalores 0y 1deE,;) Entonces
R™ = Vi, @V}, y como V}) = ker(G,,), respectivamente Vi =Im(G,,),
entonces es claro que

dim(V,f”O) =nl=(n—-1)-1

dim(V. ) = (n— 1)l + 1.

Se puede construir explicitamente una base ortogonal para V! 1 de la for-
ma siguiente: comencemos con el vector v§ = 1 y supongamos ya constrmdo
inductivamente un conjunto

ni-1
Vit SR

construimos ahora un nuevo conjunto
I i nt
{Vor- s Vinoiy) CR

donde

para 0 < k < (n—1)({ — 1) y donde Vj(!n—l)(t—l)+l’ an-l)(z—1)+2’ e ’vl(n—l)l

son
(el—l \ ( €1 \ / €1 \
—€) €1 €
0;1 —2e; :
(UTS 0, 1o ey d
: €1
Lo J Voo )\ ™)
con
1 0
e=1: |, y 0, =
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en R™'

Asf por ejemplo, si consideramos n =3 y [ = 1, entonces

1 1 1
vw=|1],vi={-1],vi= 1,
1 0 -2
ysin=3yl=2,
1 1 1 1 1
) (o) (i) () (7
1 0 -2 1 1
1 1 1 -1 1
vi=|1{,vi=| 1], = 1 |,vi=]| -1 |, vi= 1
1 0 -2 ~1 1
1 1 1 0 -2
1 ~1 1 0 _2
) Vo) 2] Vo) )

Ahora, podemos probar:

Proposicién 4.7.- Con las notaciones previas, para cualquier entero po-

sitivo 1, el conjunto {vf,, . :an—l)z} es una base ortogonal para V! ,.

Demostracion.- Para ! = 1 es facil ver que, debido a su forma, los n vectores

1 1 1
1 ~1 1
v(lJ = H Vi = 0 ) 3 vrlz—l = .
: : 1
1 0 —(n—1)

son ortogonales. Supongamos que la afirmacién de la proposicién se verifica
para las longitudes 0,...,{ — 1, y probémosla para las cadenas de longitud L.
En ese caso, s5i 0 < k # K < (n—1){{—1), la hipétesis de induccién garantiza
que *viv}, = 0. Por otra parte, si0 < k < (n~1)(I — 1) < ¥ < (n~ 1),
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entonces

todol
ViV =

(tvfc_l yoes

] tvi_l )

( e’:—l \

€
—1€_1
01

\ 01:—1 }

Ao d—1

=?,Vk

€1 —tV,

it d—1

Finalmente, si (n —1)({ — 1) + 1 < k # ¥’ < (n — 1){, entonces
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€ = 0.

(e )
€1
t i t t it t t . —
vive = (Pe.y ..., tery, —tfery, Wy ..., 0y )| —de | =
0,y
\ 0, }
Como los vectores v, .. ., vl(n_l) , son claramente un conjunto de (n—1)I+1

(= dim(V}} )} vectores independientes, para completar la demostracién sélo
resta comprobar que todos ellos pertenecen a V,il.

De nuevo argumentaremos por induccién en {. Para [ = 1, la afirmacién
es directa de un sencillo cdlculo. Supuesto que se verifica para las longitudes

0,..

k < (n—1)(! — 1), entonces

{
Gn‘jvk

\

( TLGn,e_

\ TLGn!g._

G,

- Un,t’—l

( Gn,E—I + (n - ]-)Un.,E—l

Gn,f—l - Un,f—l

i—1

i—1

£—1
-1
1V Vi
=n- nl-—l
-1
lvk Vk

nivi.

Gre1+(n—1)Up )

.,{ — 1, la comprobaremos para la longitud {. En primer lugar, si 0 <
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Por otra parte, st k = (n—1}{{ — 1) +¢ con 1 <i < n— 1, entonces

Grea+(n—1)Upeq --- Gne—1 = Upe e
Gn,;vfc = : : —ie;_
G'n,e——l - Un,e—l e Gn,f—-—l + ('n' '""' 1)Un,€-1) Ot"l

\ Ot:—1 J
( Un,eh:lel—l \ ( et:—l \

Un,E—lel—l €
= n| —tU,e 1€ =n-n! —~ie1, =n‘vi.

0;_, 0

\ 01:—1 / \ 0:—1 }

Esto finaliza la demostracién. [

Ya hemos visto que 0 < ¢}, ,(f) < 1; ahora, y como consecuencia de los
resultados anteriores, €}, ,(f) = 0 (respectivamente ¢, ,(f) = 1) equivale a
que fe& V| (respectivamente fe Viio) Asf, por ejemplo, sin =3yl = 2,
fe Vfl si, y sélo si, f pertenece al espacio vectorial generado por los vectores

1 1 1 1 1
() (Y (Y (Y L)
1 0 -2 1 1
1 1 1 -1 1
1§, | -1, 1|, | -1, 1
1 0 —2 -1 1
1 1 1 0 ~2
1 ~1 1 0 -2

1/ Vo) \=2) \ o) \-2

lo que equivale a

for + foz + fio + fiz + fao + for = 2(foo + fui + fo2)-
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Finalizamos esta seccién dando una “interpretacién geométrica” de la
epistasis normalizada de una funcién. Para ello necesitamos algunos concep-
tos de Algebra Lineal y Geometrfa de superficies, que resumimos a continua-
ciomn. '

Sea V un espacio vectorial real, y b : V x V — R una forma bilineal,
simétrica. b define univocamente una forma cuadratica

g : V—oR
v~ g(v) =blv,v)

(De lo que se deduce que g(v) = ‘vBv siendo B la matriz asociada a la
aplicacién b, respecto de una base).

En particular, si V = R y b es el producto escalar sobre R™
b : RYxR" =R
(v,w) ~ blv,w) = (v,w) = ‘ow

entonces la forma cuadrética g se llama (en teoria de superficies) Primera
Forma Pundamental en R™, y si la denotamos por 7,

Iy RY - R
v o Th() = (0,0) = tvv = ||v|®
es definida positiva.
Por otra parte, fijado un espacio vectorial real V' y una aplicacién bilineal

b:V xV — R, una aplicacién lineal ¢ : V — V se dice que es autoadjunta
si para cualesquiera v,w € V, se verifica

b(v, p(w)) = bp(v),w)
Un ejemplo de aplicacién autoadjunta en V' = R™, con b= {—,-), es
@ R” — R™
v~ p(v) =Fpw= (I — Epjv
Toda aplicacién lineal autoadjunta tiene asociada una forma cuadrética
g : V—-R
v o~ g(v) = b(v,¢(v))
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que se conoce como Segunda Forma Fundamentel y que denotaremos por I.

Volviendo a nuestro ejemplo anterior, la segunda forma fundamental aso-
ciada a ¢ es:

Iy R SR
v o~ Tv) = (0, Fov) = “wFa v

Es claro entonces que

" _ 2 _f_ _ tf(In,l'En,l)f _ tf-Fn,lf _ I2(f) _ i
Enilf) = en (|1f||) R T A R (llfli)

Nota.- En teoria de superficies, dada una superficie M y un punto p € M,
para cualquier vector v del plano tangente a M en el punto p, (T,(M)), el
cociente %J(%% =1 (ﬁ), donde 7, es la forma cuadrédtica determinada por
la aplicacién opuesta a la de Weingarten, se llama curvatura normal de la
superficie M en el punto p, e indica cudnto y c6mo se “curva” la superficie
en los alrededores del punto p. Los autovalores de la aplicacién autoadjunta
se llaman curvaturas principeles de M en p (y las rectas que generan se
conocen como direcciones principales). Ademis, esos autovalores son los
valores extremos que puede tomar 7 en el conjunto {v € Tp(M) : ||v|| = 1}
(para mds detalles ver [6], por ejemplo).

En nuestro dmbito, M = R™ y T,(M) =R™ (Vp € R™); las “curvaturas
principales” son aquif los autovalores de la matriz F,; = I, ;-E,, es decir,
0y 1 (i.e.: los autovalores de E,;); y en consecuencia, esos son los valores

extrernos que puede tomar 7, sobre la esfera {f eRY : |f]| = 1} . Por ultimo,

las “direcciones principales” serdn aqui los espacios de autovectores asociados
a los autovalores 0 y 1, esto es Vg y V! .

4.3 Valores extremos de la epistasis normali-
zada

En este epigrafe, tal y como su titulo indica, nos ocuparemos de analizar los
valores extremos de la epistasis normalizada, relaciondndolos con la nocion
de epistasis minima y méxima dada por Rawlins en [24)].
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En primer lugar, nétese que los valores maximo (respectivamente mini-
mo) de ¢}, ,(f) se corresponden con los valores minimos (resp.méximos) de
Yri(f) = HGn f, con ||f|| = 1. En particular 0 < v,,(f) < n’.

Ademis, si particularizamos al caso en que [ = 1, entonces dim(V},) = n,
y por tanto, VI, = R"™. En consecuencia, para cualquier f €R"™ con |[f|| = 1,
se verifica

m o+« 0 fO el
'Yn,i(f) = thn,lf=(f0,...,fn_l) — an? =
0 - n )\ fau ar

En el caso general, es decir, si [ > 1, haremos uso del siguiente lema:

Lema 4.8.- Para cualguier entero positivo I, se verifica:
ng;,i,- = n”.
L)

Demostracién.- Aplicaremos la induccién en [. Para [ = 1, G, = nl,,
asf que el resultado es correcto. Supongamos ahora,.que se verifica también
para las longitudes 1, ..., { — 1 y lo probaremos para la longitud {. Para ello,
basta utilizar el lema 4.2; entonces es obvio que

1 _ .2 -1 _ .2 _20-1) _ 21
§ :gn,ij’- E :gn,ij_'n n =7,
EJ 4,

como querfamos. [}

Consideremos ahora el vector

e
01
f’ = M
0,
e

y sea I{I:_:H’ entonces podemos afirmar que ¢}, ,(f) = 0; lo que demuestra,

que el valor minimo, teérico, de la epistasis normalizada se alcanza. En



4.3. VALORES EXTREMOS DE LA EPISTASIS NORMALIZADA 75

efecto:
Yoi(f) = thn,;f ||f “ Gngf'r
o . Gre-1 + (’n: - 1)U, G -1 “‘ Unea
2ni- : ' '
Gre-1 — Upe v G+ (n—1)Un )
= 2215 . ter 1(2Gn -1 + (n — 2)Une1)er

= Zgn’lj n 2 Zunu

1
= p(en? Y 4 (- )Yy =l
n

Corno ya hemos comentado en el capitulo anterior, se ha demostrado en
[27) vy {28] que (para un alfabeto binario} e3,(f) = 0 cuando la funcién f
tiene epistasis minima en el sentido de [24]. Nosotros extendemos ahora ese
resultado para un alfabeto de n elementos. Para ello, definimos, para cada
0<:<i~-1,y1<j<n-1, las funciones

h"’r(”s]) 2—-R

1 si 8 = ]
s = 8 SOth,(z,J)() {Osi s#g

y denotamos su vector correspondiente en R™ por b, ; ;- Entonces, clara-
mente, tenemos que, para cualquier 0 <i <[ -2

-1

. 1, (1,5)

b i) = 3
-1
n,{i,j)

(o) (0 (o)

mientras que

€1 0, 0;-;
0, e1 :
! i :
by g1y = 0., | b a2 = 0pq |2 hfu,(t—l,n—l) = 0
-1
0,4

\ 01:-1 ) \0:—1 ) \ e }

e R™.
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Lema 4.9.- Los vectores del conjunto
{enbl;;,:0<i<i-1,1<j<n-1}
son linealmente independientes.

Demostracién.- Supongamos que

-1 -1 i—1
Z aialhfl,(i.l) + Z ai,zhi,(i,z) t+t Z aia"—lh-fm,(i,nml) + fer =0y,
=0 i=0 =0

y denotemos por ¢ la correspondiente funcién real sobre Q,

-1

-1 -1
Z ai,lhf;,(i,l) + Z ai,zhi.,(iﬁ) +.- Z af,n_1hn,(i,n—1) + Bey,
=0 =0

i=0
- donde e; denota la funcién constante igual a2 1. Entonces, claramente 3 =

g(0) = 0. Ademss, paracadal < j<n—1,yparacada0<i <[ -1,

tenemos ,
-1

0=g(jn') = Zak,jhi,(k,j)(jni) + 8=
k=0

lo que demuestra el lema. [
Por otra parte, un razonamiento similar al utilizado en la proposicién 4.7

demuestra que tanto los vectores hfui, j) COmMO e; pertenecen a Vi lo que

significa que constituyen una base para ese espacio vectorial. Ahora estamos
en condiciones de probar

Teorema 4.10.- Pare cualquier funcion de ajuste f sobre §2,, equivalen:

1. f tiene epistasis minima, i.e.. f = Zi;‘) gi para algunaes funciones de
adecuacion g;, que dependen sdlo del i-ésimo bit;

2 e5,(f) =0.

Demostraciéon.- En primer lugar, si f tiene epistasis minima, es decir, si
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f= Zﬁ;';) gi, donde g; depende sélo del i-ésimo bit, entonces f EV,LI, y en
consecuencia ¢}, ,(f) = 0. Para demostrar esta afirmacion bastard ver que se
verifica para cada uno de los vectores g; asociados a las funciones g;. Deno-
temos por a;; el valor comin g;(s) de todas las cadenas cuyo i-ésimo bit es
igual a j (1 < j < n—1), entonces

n—1
gi = Z aiiht gy + aler = Py = = B ),
i=1

asf que g; € ( hft,(i,j)’ € ) = Vrf,l’

Reciprocamente, si f €V}, entonces

-1 n-1 -1
f =Zaiih£h(i,j) + Pey = Z(Z ai.‘ihiz,(i,j)) + ey = Zgi,
i i=0 j=I i=0
donde B
— 1 { !
Jj=2
y

n—1
& = Z by i)
i=l
conl<i<i-1.0

En cuanto al valor méximo de €7, ,(f) ya hemos indicado que ¢, ,(f) <1,
y también que ese valor maximo se alcanza para cualquier fe V,fqo. En
lo que resta de seccién, nosotros trabajaremos con una restriccién afadida,
consideraremos que todas las coordenadas de f son positivas, lo que equivale a
decir que la funcién de ajuste f asociada a f es una funcién valuada positiva,
sobre §2,. En estas condiciones, demostraremos que el valor mdximo teérico
no se alcanza, siendo el maximo real alcanzado 1 — —1 (equivalentemente, el
valor minimo de v, ;(f), con ||f|| =1. es n). En lo que sigue nos dedicaremos
a comprobar este hecho.

Primeramente mostramos que, efectivamente, v,;(f) = n, para ciertas
funciones de adecuacién. Para ello, consideremos el vector fe R"™, dado por

' = (a,0,...,0,,0,...,0,a)},
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donde a = y/n/n aparece en las posiciones i%_‘%, con0 <:<n-1. Por
construccion, obviamente ||f|| = 1. Ademds, si m denota el cociente '::—:11,
tenemos

7n,l(f) = thn,lf
= ({900 + gom + - + Gopi—t) + (Gmo + - - + Grmmi1)
+-0 (gn‘—l,D + - +gn‘—l,n‘—l))

= ((900 + Gmm + -+ g'n.‘—l,n‘—l) + 2(90111. +---+ g(n—Z)m,m))

(ngoo + 2 z Gim,jm)-
i<j

SI—3|r

donde cada uno de 108 gim jm tiene el mismo valor (n — 1){ + 1 —~ nl (ya que
hay (7)pares (im,jm) y sobre cada uno de ellos d(im, jm) = {). Asi pues,
un sencillo cdlculo muestra que, tal y como habfamos afirmado, v, (f) = n.

Teorema 4.11.- Para cualquier entero positivo | y para cualquier funcion
objetivo f valuada positiva, con vector asociado unitario (||f|| = 1), tenemos:

Demostracién.- Como la matriz G, ; es simétrica, existe una matriz ortogo-
nal S que la diagonaliza, es decir, que verifica que *SG,,;S = D es una matriz
diagonal, cuya diagonal principal estd constituida por los autovalores de G, ;
(teniendo en cuenta sus multiplicidades). Entonces, podemos suponer que

o1yt 0
D..( o 0,

Denotemos por g el vector *Sf. Entonces, v,;(f) = n! Zgzm g2. La matriz
S se puede construir formando sus columnas con una base ortonormal de au-
tovectores asociados a G,,;. En particular, las (n—1){+1 primeras columnas
pueden elegirse como la ortonormalizacién de los vectores v§, .. ., Vin—l)l de
la proposicién 4.1. Sea pues, la base ortonormal

i { 1 i
{WU, seny w(n—l)(!—l)! Zl, P ,Zn_l}
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de V},, donde wl = n™/?v] para 0 < k < (n—1)({ = 1) y donde Z =
(22 + 1)1/ (1072 vl(n—l)l+i conl<i<n-—1.

Podemos comprobar que:

'Yn,l(f) = 7n,l(f0,---$fn‘—l)

(n—1)(t-1)

n—1
_ nl Z (twif)2+n‘Z(*zlf 2

k=0 i=l1
(n—1)(I-1} n—1 1
_ nt(n—l/2)2 Z (tvif)2+nl(n(l—l)/2)2z' : (tvgnwl)l+if)2'
o — i(t + 1)

Por construccién, cbtenemos que

'}’n,l(fﬂr--afn‘—l)
= Tnl- l(fD + fn’—l + et f(n—l)n‘—i’ .- -afn‘—‘—l +- fn‘-—-l)

( (( SRR o fnt—l_l) — (fn‘—l RS f2n‘—1—1))2

+ él—((fo o )+ (o 1) = 2 s+ frer )
.}

1
+ (n _ l)n(('fo +--+ fn'—‘—l) +oee = (n - 1)(f(n.—1)n'~1 +---+ fna_l))2).
Denotemos
fot+ fur+- + f(n_[)nl—l
? = fi + fn‘—l-I-i R o f(n_1)n1—l+,; € Rnl_l,
S+t fun
entonces
”f” = (fO + .. 4 f(n—l)n‘—1)2 e 4 (fn'—l-—l 4.+ fn‘—1)2

fg + -+ frzal_l + 2(f0fn“1 + fn‘—l—lfn‘—l)

= a2’

para algin ¢ > 1.
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Sea f'= {fr entonces ||f']| =1y

"o I~ 1 =
7n,l—l(f) - 'Tn,l—l(a ) = az'Yn,l—l( )

Ahora, supongamos que para algun entero positivo {, v,:(f) < n, para alguna
funcién f con ||f|| = 1. Entonces

Yoia(F) < naalF) + Z (Fot -+ fmry) + -+
—(t — 1)(f(i—l)n.""‘1 4.+ fin‘—l_1))2
= 'Yn,l(f) < n.

En particular, de lo anterior se deduce que

1 ~ n
Yn,i-1(f") = Tni- 1(f) < ZSn

Repitiendo este proceso, llegarfamos a que, para alguna funcién f, con ||f|| =
1, 7a1(f) < n. Sin embargo, esto es imposible, ya que +,, toma cons-
tantemente el valor n sobre las funciones de ajuste normalizadas {como se
puede demostrar ficilmente). Esto contradice nuestra suposicién y completa
la demostracién del teorema. [J

4.4 Funciones de ajuste con epistasis maxima

Ya hemos indicado en el epigrafe anterior que n es el valor minimo de v,
correspondiente a la epistasis normalizada médxima, y que éste se alcanza.
Finalizaremos este capitulo resolviendo el problema de caracterizar comple-
tamente la clase de funciones de adecuacién f para las cuales v, (f) = n.

Fijemos un entero positivo [ > 2 y consideremos fndices 0 < 4, ..., 4n_1
< n'~! — 1, distintos dos a dos, y cumpliendo las dos condiciones siguientes:
1 S i, = 2t — 1),

2. d(z,.,zs)—l—l, pral0<r#s<n-1.

Definicién 4.12.- Pare cade una de tales farnilias de indices iy, ...,in_1,
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definimos los vectores

€ip
n,i \/ﬁ :
Qio,...,in_l = n eR" s
ein—l
P i—1
donde {eqg,...,ey-1_,} es la base candnica de R™ .

Por ejemplo, si n = [ = 2, entonces, necesariamente, tenemos { 4g,4,} =
{0,1},y

2.2 V2 2
%,1=“§‘ Qo= 5

0
2 V2|1
i 2 1
0

e =

En general, todavia en los alfabetos binarios, las familias de indices empleados
en la definicién 4.12 verificardn 0 < 49,4, < 21— 1, condg+ 4, =21~ 1
(lo que implica que d(%g,%,} = ! — 1, y los vectores seran

(0

0
1
0

e R?

ol

2,1 _
Uegi-1p =

\ 0
donde sus componentes no nulas ocupan las posiciones k y 2! — k — 1.

Como un ejemplo de un alfabeto no binario, consideremos el caso n = 3,
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[ = 2. Entonces { 1g,41,%2} = {0,1,2}, y por ejemplo,

(1) (0

0 1
0 0
0 1
=21, aa=2|o
0 0
0 0
0 0
\1/ \1/

Se pueden interpretar las funciones objetivo correspondientes a los vectores
q?.f,l...,i,,_l como funciones con n picos situados en las imégenes de las cade-
nas con distancia Hamming méxima entre ellas. Por otra parte, conjuntos
de indices como los utilizados en la definicién anterior se pueden encontrar
siempre, basta considerar

L |

n -1

=7

con0<r<n-1.
El siguiente resultado responde al propésito de este epigrafe:

Teorema 4.13.- Para cualquier entero | > 2 y para cualquier vector de
componentes no negativas f€ R™, con ||f]| = 1, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

L Ez,t(f) =1- ﬁ,

2. = q;’f___,,.n_l para un apropiado conjunto de indices 0 < ip,...,0h <
-1
wt—1.

Demostracion.- Comencemos probando que la segunda afirmacién implica
la primera. Escogiendo adecuadamente los fndices g, . .., %n_1, ténemos

Cip
Tilf) = G =g iy )G

ein—l
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9o,p + Jont-144, + T+ Go,(n—1)n!~1ip.y

Oni_tig "+ Gni 1 (n—1)nt—144,_;

1
= = {(Giosa T + Gifrti i)

ot (g(n—l)n‘—l+in_.1,£o +:t g(n—l)n‘—1+i.,_1,(n—l)n‘—l+i"_1)}

1
= E{ngo,o + 2((gigmt-144, + - F gin,(n—l]nf~l+£,._1) + -

+ (g(n—-2)n‘“’+iﬂ_z,(n—l)n"’1+iu—1))}

1
= T—l{n((n —1)i+1)

+2{(n — 1)((n - ].)l + 1) - n(dio’nl—l+l + 0+ dt'o,(n-—l)n"l+in_1)

+(n - 2)((n - l)l + 1) - n(dﬂi_l+i1,2n‘_1+i2 + e + dn’—l+i1,(n—1)n’—l+in_1)
g ¢ 1((”‘ - 1)l + 1) - nd(n—2)n‘—1+i,,..z,(n———1)n‘—1+i,,_1}}

1
= —'r;{((n - 1)l + 1)n2 — 2n(d,;0!n1—1+1 4o d(n—Z)n"1+i,._3,(n-l)n‘—l+in_.1)}

= n((n-1)l+1) -2(’;)1 =n,

lo que prueba nuestra afirmacién.

Para demostrar el recfproco, utilizaremos la induccién en {. Consideremos
una funcién de ajuste f cuyo vector asociado f€ R™ est4 normalizado y tiene
la propiedad de que v,,;(f) = n. Con las notaciones anteriores, esto significa
que

n o= Ynuilfor- o fur)
= ’Yn,l—l(.)?) + n{%((fﬂ +-- 1t fn‘“l—l) - (fn.’—-l +-e- 4 f2nl—1—l))2 +-e

+n(n—1—15((f0 fot fua)+e—(n— 1)(f(n.—1)n‘—1 palide fn'—l))z}’

¥y en consecuencia

Yri-1(F) < mmalf).
Ademids, si consideramos de nuevo f' = H%H,

LN

i

')'n,l—l(f’) =

Fr,d— 1 2 'Yn,

n
S 12 < n,
I
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lo que conduce a que Yn;—1(f) = n, como consecuencia del teorema 4.11.
También se obtiene que HfH = 1. Entonces, f=f Y Yni— I(f) = n lo que
significa que se verifican las siguientes identidades:

fot ot fuy = fuaat-+ fowrny

= .f(*n.—l)‘an.‘_1 +-+ fn‘——l'

Por otra parte, como “’f” = ||f|| = 1, tenemos también:
Jofni-t =...=  fof-u-t =...=  fpmw-1fia-iu-1 =0
fifn;-lﬂ- == fifotm-14i = T fa-gm-tyifn-nmi-14i =0
i 1Ef2nl—1_1 == furgfwa 0T fotyw-1-1fat1 =0
En particular, si { =2 y y2(fo,-..» faz—1) =1 = 71()?), entonces las ecuacio-

nes anteriores se reducen a:

'.f0+"'+fn‘—1 = fn+"'+f2n—1

f(n—-l)n +-- 4 fnﬁ—l'

fOfn. = ... = f(n——2)nf(n-1)n =0
fn—len—l == f(n“l)“—lfﬂz—l =0
Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtiene ficilmente que
€s(0)
vn . n?
f = : = qfr([))...o‘(n-—l) ER",
Coin—1)
donde ¢ es una permutacién de {0,...,n — 1} y {ep,...,en_1} es la base

canénica de R™. Desde luego, si 0 < r # s < n — 1, entonces o(r) # o{s) y

n— n-1

5ot =30 3=,

r=0

3

[Av]
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asi que los indices o/(0), ...o{n — 1) satisfacen las condiciones requeridas.

Supongamos ahora que nuestra afirmacién es cierta para las longitudes
2,3,...,1 — 1. La comprobaremos para la longitud {. Consideremos una
funcién f normalizada sobre las cadenas de longitud ! y supongamos que
Yni(f) = n. Entonces, por induccién,

) v W i-1

f=f= q;;’_“,in*l e R*
para ciertos fndices 0 < dg,...,in_1 < n'% — 1, con la propiedad de que
d(ir,is) =l —1parar # sy Sorcpir = 3(n'~2 — 1). De la definicién

de f = q?‘;f__.,in_l, se sigue que sus componentes no nulas estdn en las filas
kn!=% +4; (0 < k < n— 1), cuya expresién, para cualquier k es:

N
Fent=24i, + far-14(kni-24i) T F Fnmtyw-14(kni-244y) = P
Por otra parte, los sistemas de ecuaciones anteriores, aplicados af = qu
se reducen a:
fio + fn‘“2+i1 +- f(n—l)n.‘—3+i,._l ==
= f(n.—l)n.“'1+io + f(n—l)n‘—1+(n‘-2+i1) +-+ f(n—l)n‘—l+((n—l)n"'2+i,._1)

y

N P |

fiofnz‘l_'_io = s =
= fiﬂf(n—l)n‘—l+iﬂ = e =

= fin-2ymi-14io fin—tyni-t4io =+ + =0

f(n—l)n.’_2+in_1fn“l+((n—l)n"‘2+in—1) ==

= f(n—l)n“2+in_1f(n—l)n‘—‘+((n—l)n"‘2+in_1) ==

= f(n—Z)n“l+((n—l)n‘—2+in..1)f(n—1)n"‘1+((n—l)n'—2+in_1) =0

Ahora, denotando por z§ = fi-1 k-2, Para cualesquiera 0 < j,k <
n — 1, los sistemas anteriores de ecuaciones equivalen a:

0 0 0 — ¥ynr
B+ad o ad =2

(o)

3:3_1+:c'1'_1+---+m“_1——£

n-1" n
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ay+af++apt=--
(b) | 1 n—-1
_mn—1+xn—l +$n-—l

0,0 _ _ 0,0
TopLy = " = Ty

n—1_n—1 n—1 n—1

Iy Ty ="=ITp) ITp
(Cn—l) .
=i, n—-1 _
=Tn 2tn 1 = 0

Pero. por ser o:j,c > 0, para todos los indices 7, k, se tiene que en cada una de
las ecuaciones-de {a} al menos uno de los sumandos debe ser no nulo. Las
ecuaciones (¢) implican la unicidad de este sumando. Entonces el sistema de
ecuaciones (a) se reduce a

para ciertos 0 < r; < n—1. Ademds, analizando las ecuaciones (b) se observa
que en todas y cada una de ellas debe haber el mismo nimero de sumandos
no nulos. Un argumento tedioso, aunque no dificil, prueba que en cada una
de ellas hay sélo un elemento no nulo. En consecuencia, las soluciones del
sistema son de la forma

0 1 n—1 “ﬂ

wrozmrlz...:xrnnl_ n
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donde z:, = pn!~? + ¢, para algunos fndices i,, de tal forma que los indices
0<ig,...,tn— < n'~! — 1 son distintos dos a dos y ademss

n—1 n—1 n-1
r=0 r=0 r=0
-1
— g(nt—z 1)+nl-—2 (n(nz ))
= (-1

d(i;, 1) = d(pn 2 + i, qnt 2 i) = 1+ d(ip,ig) = 1+ (I = 1) =1L

Esto completa la demostracién. [

Interpretemos brevemente este resultado. Lo haremos en el caso binario,
por simplicidad. En este caso, €l valor méximo de la epistasis normalizada es
1- 27{7 y ese valor lo alcanzan las funciones de ajuste que son nulas siempre,
excepto para dos puntos con distancia Hamming méxima entre ellos (por
ejemplo 0...0y 1...1) y con el mismo valor de adecuacién. Tal y como se
explica en [16] aunque a primera vista parezca extrafio que esas funciones
sean mds dificiles de optimizar que la funcién de Dirac (que tiene un tinico
pico en 1...1, por ejemplo), sin embargo, se debe tener en cuenta que el
mdximo m de la funcién de Dirac es mds estable que los dos méximos m;,
my de “nuestras” funciones, en el sentido siguiente.

Una vez que se halla el mdximo m, el AG continuar4 selecciondandolo con
una probabilidad alta, debido a su alta adecuacién. Combinado con otros
puntos, por ejemplo por medio de un cruce, se perders con bastante proba-
bilidad. Pero, por otra parte, el cruce casi siempre utilizar4 dos copias de m,
de nuevo debido a su alta idoneidad, y esto no sélo le permitira sobrevivir,
sino que incluso aumentard su proporcién en la poblacién.

En el caso de “nuestras” funciones, las cosas son algo distintas ya que m,
¥ my tienen igual probabilidad de ser seleccionadas, desde el momento en que
se encuentren en la poblacién.. Si sélo se encuentra m; en la poblacién inicial
(o mediante busqueda aleatoria) y si m, tarda “un tiempo suficientemente
largo” en ser hallada, el mdximo m, tenderd a dominar, de forma similar a
la funcién de Dirac. No obstante, si m; estd presente en igual proporcién
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que my, las copias de ambos puntos tendrdn la misma probabilidad de ser
seleccionados (probabilidad, que por otra parte es alta). El cruce entre ambos
los destruird, dirigiendo al AG lejos de esos maximos.

Desde luego, en las situaciones précticas, esto es, cuando ! es relativa-
mente grande, ambas funciones tienen la misma epistasis normalizada (apro-
ximadamente igual a 1), y el resultado anterior es de interés principalmente
tedrico.

En [16] se analiza el comportamiento de algunas funciones Royal Road,
comparandolas con las funciones del teorema 4.13. Se calcula su epistasis
normalizada y se observa que estas tltimas toman los valores mds altos.
Concretamente, se considera la generalizacién de las funciones de Forrest y
Mitchell dada, en [22], a partir de los esquemas

HM™ = @907 202 (+),

que se definen, para cualesquiera enteros positivosn <my 0 <i < 2" ™1,
Entonces, se denota por R}, la funcién de ajuste que actua, sobre cadenas s
de longitud 2", por R} (s) = 2™cy m(s), donde ¢, ,(s) representa el nimero
de esquemas H,"™ a los cuales pertenece s. En particular, Rf es una funcién
lineal, y R} es la funcién de Dirac con un unico pico en 11...11.

Como medida de la dificultad, que tiene el algoritmo para optimizar las
funciones, se considera, en [16], el mimero medio de generaciones, G(f),
necesarias para que se cumplan las tres condiciones siguientes:

¢ al menos un elemento de la poblacién tenga idoneidad méxima,

e la adecuacién media de la poblacién sea superior al 30% de la idoneidad
mdxima,

e la desviacién estdndar tenga un valor menor o igual que el 5% de la
media.

La siguiente tabla muestra los resultados, obtenidos experimentalmente,
al trabajar con cadenas binarias de longitud [ = 4, y con una poblacién de

tamano 200:
[ G | e(f)
R 7 0.00
R:| 8 [0.20
RZ2| 13 |0.69
c 20 | 0.87

(c denota la funcién que es nula en todo punto excepto en 0000 y 1111).



Capitulo 5

Funciones de peso

5.1 Epistasis en las funciones de peso

Como su titulo indica, en este capitulo nos restringiremos al andlisis de las
funciones de peso. Las funciones de peso, también conocidas en la bibliografia
como “unitation functions” son aquellas funciones de ajuste (definidas sobre
alfabetos binarios) cuyo valor sobre una cadena depende sélo del mimero de
bits de la cadena iguales a 1, y no de la posicién de los mismos.!

Asi las cosas, sobre cadenas binarias de longitud [, este tipo de funciones
puede tomar sélamente (y como maximo) {+ 1 valores diferentes, en contraste
con los 2! valores que toma, en general, una funcién de ajuste arbitraria. Esta
reduccién en el nimero de valores hace a las funciones de peso més faciles de
estudiar. De hecho, Deb y Goldberg han analizado con éxito su decepcién en
[5]. Nosotros nos centraremos ahora en el cdlculo explicito de su epistasis.

Para una cadena s = s, ... € § = {0, 1}‘, denotemos por u(s) la
distancia Hamming de s a la cadena nula, es decir, u(s) es el niimero de bits
de la cadena con valor 1. Es claro entonces que, si f denota una funcién de
peso, definida sobre 2,

u

Flsic1y- -y 80) = f(u(s)) = f(0...01... 1) =... = f(1...10...0}

VEn el tercer epigrafe se generaliza este concepto para alfabetos no binarios

3%
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Situados en este contexto, consideremos el vector

£(0...00) \
F(0...01)
. f(O.:.ll) R

f(O01...
\ f(11...1)

que denotaremos también por

hy
Claramente la funcién f estd completamente determinada por el vector h,
por lo que tiene sentido intentar hallar una matriz B; que verifique

$G,f = 'hBh,
pues entonces, la definicién de epistasis normalizada £} (f) = 1 — z—l,t—fgﬁf se
simplifica a

1 'hB;h
() = 1- gt

2t e
P;ﬂ (p) hP

Para hallar la matriz B;, definimos inductivamente para cualquier entero
positivo [ > 1 la matriz 2¢ x (I + 1)-dimensional A; por

_f A 0y
A= ( 0, A

donde, como siempre, 0; denota el vector nulo en Rr? y A,es la matriz iden-
tidad dos-dimensional. Es facil ver entonces que f = A)h

De esta iltima relacién, se sigue directamente que B; = *A;G;A,;. Usare-
mos esta relacién para calcular B; = (b:,q) explicitamente. Para ello, debemos
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hacer notar, que si denotamos por Oy la matriz 2! x (I + 1)-dimensional, con
todas sus componentes nulas, entonces, podemos reescribir A; en la forma:

A= A, O, L O
: O A 0 I

y, empleando la férmula de induccion para G, vista en el capitulo 3,

G = G +U G — U
! G_1—-U G+U /)’

nosotros obtenemos

B, a=t A,GA,
_{ L ‘o, tA1(Gio + Ui} Ay AL (Go — Ui)A, ) ( I, O )
'0; I *AL1(Gio —Ui)Ais PAL (G + Ui A 0; I
— B+ B

0, I —tA; U A, AU LA, 0;

B = I, ‘0 B, B, I, 0
! o, I, B, B, 0 L /°

Para poder hallar la matriz B} necesitamos:

B = ( I, *0 ) ( AU AL, AL UL AL ) ( I, 0 )
1= Il

Lema 5.1.- Para cualquier entero positivo l, se define
Cz = (Cm) = tAgUlAi. .

FEntonces, pare cualesquiera 0 < p,q < [, nosotros tenemos

= (5)(2):

Demostracion.- Argumentemos por induccién en {. Para!l = 1, la matriz A,
es, como ya hemos comentado, la matriz identidad dos-dimensional, entonces
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la afirmacién es cierta. Supongamos que lo es también para las longitudes
1,...,{ — 1 y la probaremos para la longitud [. Para esto, introducimos el
vector

!

(o)

v = € Ri*!
l
()
Entonces, se verifica:

C, = *AUA,;
I, ‘0 tA 'O Ui, U Ay, Oy L, O
0, I 'O AL Ui, Uy O A, 0, I
_ I, ‘o, Ca C ) ( I, 0O )
0, I Ci1 G 0 I
. I ‘0 Vier N ot L o
B ( 0, I ) ( vi-1 ) (Vi via) 0, I

y como
-1
0
-1 -1
+
(Il tOl)(Vl—l) . (1):(0) =,
t - . -
0 I Vi-1 11 1
() + (3
(5)
encontramos que C; = v;- *v;, lo que prueba la afirmacién. 0

Usando el resultado anterior, podemos escribir
B - IL ‘0 C, -Cia I, 0
¢ 0, I —Ci1 Ci 0 I

_ I ‘0 Vi \ g ¢ I O
- (toz I )(_Vz—1 (Vi =i1) 0, L )’
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y como se puede comprobar ficilmente que

I; tOz Vi—1 ) _
o 4 )\ v )T ()

entonces encontramos que

wi- ) = () (o) 77

El siguiente resultado calcula la matriz Bf = (4,) :

Proposicién 5.2.- Las componentes b, de la matriz By estén determi-
nadas por:

. pi—l r  _ pi-1 r -1,
1. HI,OO - bOO ’ bﬁ,u - bl-—l,l—l! bz,ﬂl "" bO,l—l’

2. si 1< q<1—1, entonces by, = bﬁ,};l + bf,;l_l y b, = bﬁ:},q + bi:i,q_l;

, _ n-1 i—1 I—1 i—1
3. st 1< p,qg<1—1, entonces ¥, = bt + by + b7 by

Demostracién.- Las igualdades anteriores se obtienen de calcular explici-

tamente
B — I, 0 B, B, I, O
! t0, I, B,..1 B o L/

De los resultados anteriores y del hecho de que B; = B} + B/, se sigue
ahora trivialmente:

Corolario 5.3.- Las componentes b'pq de la matriz B; estdn determinadas
por:

1‘. b60=b§[=£+1 msp.bél-_—:bio:l—l;
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2.5t 1< qg< -1, entonces

1 INI—2q
b, = bf,q1+bf,,q1_.1+(q)T

resp.

_ B AV
e = ettt - ()55

3 s11<p,qg<l—1, entonces

- _ _ - INFINI—2pl—2¢
! 1-1 | pi-1 -1 11

Podemos probar entonces:

Teorema 5.4.- Pare cualesquiera 0 < p,q < [, la componente b‘m de lo
matriz B; estd dada por

4o (1) () (- 22)

Demostracién.- Para b, b, bly, ¥ b, la comprobacién es directa de las
expresiones del corolario anterior. El resultado sobre los elementos de la
primera fila de B;, con 1 < ¢ < [—1, se obtiene fijando p = 0 y argumentando
por induccién en [. En el caso [ = 1 la afirmacién es trivialmente cierta.
Supongamos que se verifica para las longitudes 1,2, ..., —1 y comprobémosla
para .

Por el corolario anterior:

_ _ INL—2q
bhy = b, B+ (q) —

- (EE1)1@~—2ql)+1(f1:11)(z_zq+lz)+2(;)z‘l:q
()G R
Ja+i-2g
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La demostracion para los elementos de la forma bfq, conl <g<l—1,es
andloga a la anterior.

Por iltimo, consideremos los elementos b’m de la matriz B;, con 1 <
p,q < 1 — 1. De nuevo un argumento por induccién en { nos proporcionard el
resultado deseado. En efecto, para [ = 2, ¥, = 4, y la afirmacién es cierta.
Supuesto que se cumple también para 2,3,...,{ — 1, la demostramos para /.
De la expresién del apartado 3 del corolario 5.3, se tiene que

= (OG0 ) ===
+(;111) 1;1)+(;:11)(1:11)(1—2p+l1)_(zl-1—2q)

N AV AU (A TEES (l—1-2p)(l —2q+1)

(5967 (5) (7)==,

+ -1 1

bo3)(e"

-+

! ; )+(;:11)(;:11)(1—213+l1)_(31—2q+1)
l !

()=

y asi, agrupando los términos convenientemente, se llega a

4= ()0 (e () (e

O - (P 20()-()
i{looa) - (OG0 -G

- ()Cz)J’(;)@l_ZP)(l"ZQ){l—ll"z(zi1)+(z-l1)zz+zlz}

- () (o) (=)

como querfamos. a




96 CAPITULO 5. FUNCIONES DE PESO

Nota. Se puede obtener una prueba mds directa del teorema anterior que se
basa en los siguientes hechos:

La igualdad del punto 3 del corolario 5.3 se puede reescribir asf:

- 2w (562D -(D)

Iterando se obtiene que

b, = ( )( )bgo+ZB’ Bl,

1 _ sl t
Brp= A= Arpis

= (005

Entonces, es ficil ver que, para cualquier r < [, tenemos

-1
[4
A,p=( . )
"N p p—1

lo que completa la afirmacién.

donde

con

de lo cual se sigue que

Nétese que los resultados anteriores implican que B; es simétrica y que

b =b_ _pi_q» Dara cualesquiera 0 < p,g < ..
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5.2 Valores extremos de la epistasis normali-
zada

Como ya se ha indicado, para cualquier funcién de ajuste f, valuada positiva,
sobre cadenas binarias de longitud !,

. 1
0<e(f) <1- 53
En este epigrafe nos proponemos analizar con un poco més de detalle esos
valores extremos, en el caso particular en el que la funcién de ajuste sea
una funcién de peso. Por lo que respecta al valor maximo, también hemos
apuntado ya (ver epigrafe 3.3 de esta memoria), que, la funcién f con vector

asoctado

es tal que €;(f) = 1 — 5, lo que demuestra que el valor méximo de la
epistasis normalizada se alcanza sobre las funciones de peso.

Estudiemos ahora el comportamiento de este tipo de funciones en cuanto a
la epistasis normalizada minima. Como consecuencia del estudio realizado en
la seccién anterior, la expresién de la epistasis normalizada, sobre funciones
de peso, se puede formular en términos de la matriz B;, determinada en el

teorema 5.4, asf:

1 *hB;h

G =1 g
28 |if)®

expresion que, a su vez, se puede reescribir en la forma

((+1 1 S)ff -} hBh

* _— 1 -

y teniendo en cuenta que

i
{
£ =3 (p) R,

p=0
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resulta:

* [+1 1 H(hg,...,h

e (f) - ol )+21—1 (l d

i

poyul
donde

1< 1

H(ho,... 52(z+1()—b§,p)h§—52bj,thhq
p=0 g

En consecuencia, para hallar los valores extremos de la epistasis normalizada,
serd suficiente analizar los de la funcién H, con la restriccién ||f|| = 1. Para
ello, intentaremos encontrar los puntos criticos de la funcién

F(ho,...,h;,,\)=H(h0,...,h;)+/\(z (;)hf,—l)

p=0

utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange. Ahora bien, las
soluciones del sistema homogéneo de (! + 1)-ecuaciones:

8F L

i 2Ah0—qz=;b{,qhq_o

OF l

o = ((1)(z+1+2,\ bil) Zb hy =0

q¢1

i;% — :((;)(z+1+2)\ ) Zblh =0

q#

oF L
o = ZAhl—gbﬂth



5.2. VALORES EXTREMOS DE LA EPISTASIS NORMALIZADA 99

no son mis que los autovectores h€R"*! asociados a los autovalores de la
matriz B; cuyos elementos b:,q verifican, para cualesquiera p, g tales que 0 <

P,qg=<i
7 o b

LG}

(Nosotros estamos interesados en aquellos autovectores con componentes
hi > 0,Vi.)

Para obtener los autovalores de esta matriz ﬁ; nos serd de utilidad el
siguiente resultado:

Lema 5.5.- Para cualquier entero positivo 1, se verifica B? = 2B,

—2 o~
Demostracioén.- Denotemos por b, el elemento genérico de la matriz B,
entonces

l;l“-"i} T T
(- prkbkq

_ Z( )(D ( t—zp)l(t—zk)) (1+ (z—zk)l(z—zq))

= ()k (5) 1+20—2p—2g+ (I - 2p)(I ~ 29))

k

( )k=ok< ) (__ (2 - 21’“2@)—4(1_21”)1!(5—2@)

(e

Ahora, utilizando que

M,.

Lo/l
Z k (k) = [9-!
k=0



100 CAPITULO 5. FUNCIONES DE PESO

Y que

Zk”()—ll+1)2“2

un sencillo cdlculo muestra que:

B = 2:(;) (1+ (l—2p)£(l~2cI)) —2.F,

como queriamos. a

Este lema implica en particular que los autovalores de B; son 0y 2!, En
efecto, si ve R*+! es un autovector, asociado al autovalor a de Bg, es decir,
Blv = av, entonces

2av =2'Byv —Btv =a’v,

y por tanto, a debe ser 0 o 2!, como habfamos afirmado.

Calculemos ahora el rango de B,.

Lema 5.6.- Para cualquier entero positivo [, rang(]é;) = 2.

Demostracién.- En primer lugar nétese que, de la relacién existente entre
los elementos de la matriz B, y los de la matriz By, se sigue directamente que
mng(Bl) = rang(By;). Ademds, para cualesquiera 0 < p,q < |,

- () (-2
- (enless s QROE (=22

= apbtoq + ﬁpbllq

con a, = (:,)(1 p)yB= ( )2 , lo que prueba que rang(B;) = 2. 0

Si denotamos por W} y W} los espacios de autovectores en R co-
rrespondientes a los autovalores 0 y 2, respectivamente, de B, entonces
R = Wi @ Wi, y como W = ker( B;) respectivamente W! = Im( By),
entonces es claro que dJm(WO) =1-1ydim(W) =2 Ademé.s, nosotros
tenemos:

Proposicion 5.7.- Los vectores
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(1 [ —-1))

-1

vy = : , YV =
1 9 yv; _1

o) U1

constituyen una base para W}.

Demostracién.- Como v, y v, son linealmente independientes, serd su-
ficiente demostrar que son elementos de W}. En efecto:

Brvi)y = iﬁm(z—q)=i(;) (1+ =28 =) (-
q=0

q=0
L L/l s Ll
= Z( )(£2+l—~2pl)+2q( )(6p—3l—1)+2q2( ) (
=0 \d q=0 9 =0 g
= 2{(l-p)= 21(v1)p,
para0<p <l
Un razonamiento andlogo prueba que también v, € W}. O

Ahora, podemos probar el siguiente resultado:

Proposicién 5.8.- Sea f unae funcidn de peso, valuada positiva. Entonces,
f tiene epistasis cero si, y s6lo si, su vector asociado h es

thet — (1= 1)y
h= 2hyy — My
hiy
hy

con hy < t—i—fh;__l.

1p
!

)
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Demostracién.- Sera suficiente comprobar que thB; h =2! ||f||%>. Para ello
desarrollamos, en primer lugar, la expresién de ||f||*:

e = 3 (;) (= PYhucs — (1 = p — 1))’

=0

(O£ 00
e ((z— 1)2i CJ) ~o( - l)pz;;p(;) +§p2(;))
—2hl_lh;( -1 ;, (1_2z)§p(;)+i=01’2(;))
- i (20 ) +h (2l£2—iﬂ) ehan (#552)

Por otra parte,

{ i
‘hBh = Y BRI+ B ok,
o

- Zb’ Py — (I —p— Dhy)?

+Zb‘ P = (1 =p = Dh) (L= @)y — (I — g — D)

Psq

= hfl be (- p)2+zb‘ (-p)(i—q)

P.q
PFEg

g
pEqg

i
] DIUEETRVES SRR pa)
p=0
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i
iy {zzb;p(z —p)t=p-1)
p=0

+Zb‘ (1 — —q)+(—p)i—g—1))

Por tanto, para demostrar la proposicién bastard comparar los coeficientes
de h? |, A? y hyhy-y en |[f||* y en *thBh.

El coeficiente de hZ | en thB;h es:

1!

D B +Zb‘ l—p)l—g

I=0 P.q
PFq

[ 2 _ 9
= > (l) (- p)? (1 L fp) )
p=0 p
Lo/ _ _ ]
+3 () () a-nu-o (14 =20 D) -2 () e-rE
»g p q p=0
Si fijamos el término p-ésimo, entonces:

Frq = (;,) (1~p) (1 + U—‘f—’”i) £y (é,)(t—q) (1+ =2 “2‘1))

e
= (e (14 ) 2 () -24()
p?ﬁq PFEq
+ —l2p) Zl: (é) (2 - 3ig + 2¢%)
i

" () () (2= () (25-+()
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+(l“£_2p) (122‘ 3 (2‘% —p(;)) +2 (2&(!1_1) "pz(}i)))

= 2(l-p)

De manera andloga a la anterior, fijando el p-ésimo término de los coeficientes
de h? (respectivamente de hyhy_,), se obtiene

() (52 £ () oo 2

r#q
= 2(l-p-1)
respectivamente,
z | [ — 2p)?
2(p)(l—p)(l ~p—1) (1 +(—Tp)—)

!
ra
= 2 2l-p(-p-1)

lo que completa la demostracion. O

Nota. Se puede obtener el vector h de la tltima proposicién de una manera
mas sencilla. Basta tener en cuenta que, como se ha indicado ya (ver [25]),
una funcién f tiene epistasis cero si, y sélo si,

£~1
floiono80) = D glis)= > gi,0)+ > g¢(,1).
1=0

i/8;=0 /8=l

En particular, para cualesquiera 0 <i#j <[—1

£0...010...0) = g(,1)+9(;,0) + ¥ g(k,0)
ki,j
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£0...010...0) = g(,1) +96,0)+ 3" g(k,0).
ki, g

Tal y como se apunt6 al comienzo del capftulo, en el caso en el que f sea una
funcién de peso, tenemos ademds

f(si1,.. ., 80) = flu = u(s))

De las dos relaciones anteriores se deduce facilmente que, si f es una funcién
con epistasis nula, para cualesquiera 0 <i#j <[!-1

i

£(0...010...0)= £(6...010...0)

(i, 1) — g(4,0) = g(5, 1) — 9(;,0)
es decir
9(%,1) — g(3,0) = cte = §
parat=0,...[— 1.
En consequencia, 7 (f) = 0 equivale a
f(s) = f(u(s)) = u(s)B+ f(0...0)

¥y, como f(s) = f(u(s)) = hy con u(s) € {0,1, ...,1}, entonces

h1 = lﬁ'{‘f(OO) Yy h.gﬁl = (5 - 1),6+f(00)
De ello se obtiene que

ﬂ = (hl - hl_]_) Y f(O . 0) = lh.g_l - (l - l)hl
Y por tanto, para 0 <u <1{:

hu =uﬁ+f(00) = (l —U)h;_l - (l—u— l)h,[

como se queria demostrar. a

El 1ltimo resultado de esta seccién muestra que los autovectores asocia-
dos al autovalor cero no proporcionan soluciones no negativas:

Proposicién 5.9.- Si h = i(hy,..., h) €W, entonces al menos una de
0
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sus componentes es negativa.

Demostracién. Si h € WY, entonces h € ker(B;) y el sistema homogéneo
B;h = 0 se reduce a:

3
boho +bhhy = — Z boohq
q=2
{
Boho + bl = —> Bk,
q=2
¥, entonces
4
1
b= =5 S (Bhobl, — thubh)he
q=2

Ahora bien, para todo 2 < g < |,

!
ot — Byt = dg (q)

y en consecuencia,

i !
1 [ [-1
SR P IC (VLD i)

q=2

Para concluir este epigrafe calcularemos explicitamente la epistasis sobre
una funcién de peso concreta, para la cual analizamos también su decepcién.

Nuestro ejemplo se basa en la funcién que Grefenstette considera en [13]
como muestra de que, a pesar de no ser decepcionante es dificil de optimizar
por un algoritmo genético. Dicha funcién estd definida sobre el intervalo
[0,1], con una codificacién binaria por medio de cadenas de longitud {, asf:

~ { 2+l iz =0

flz) = z?  en otro caso

En [13] el autor afirma que f no contiene decepcién de ningun orden, por
lo que siguiendo la terminologia de Vose y Liepins (ver [31]) es una funcién
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“f4cil” para los AG’s. Sin embargo, esta funcién es casi imposible de optimi-
zar. De hecho, Grefenstette afirma:

“...Supongamos que ejecutamos un AG estandard sobre f con una poblacion
de tamario polinomial en 1. Si el 6ptimo no estd en la poblacion inicial, pro-
bablemente el algoritmo nunca lo encontrard. Desde luego, deberia crearlo un
eruce afortunado o una mutacion maltiple muy afortunada”.

Para nuestros propésitos, modificaremos la funcién anterior para conver-
tirla en la funcién de peso f definida sobre {0,1} por:
2L s y(s)

=0
fls) = f(u(s))={ (_31)2 si u(s) > 0

Obviamente, la dificultad para hallar el 6ptimo global se mantiene. Ademas,
comprobaremos que f no contiene decepcién, mientra que su epistasis es alta.

Para determinar el valor de £*(f) necesitamos calcular “hB;h y ||f||. Aho-
ra bien,

thB,[h _ Z bﬁ,thhq _ Z (;) (é) (1 n (l - 2P)l(l — 2Q)) hphq

g e
! 2 L [~ 2p 2
- (o) < (0 (52)w)
p=0 p=0
= & +1o?
con t t
1 o (W41
6=Z(;)hp=2i+l+l—22(£)p2=2l 2(—£ )
p=0 p=0
Y

S OIS WG et

p=0 p=0

l l )
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(En las e;xpresiones anteriores se ha utilizado que E:, >y :J ) =232+ 1)
y que Zp=0p3(:)) = 2-3(13 + 31%) ),
Entonces

6403 + 4912 + 220 + 1)
12

hBih = 6 + lo? = 224

Por otra parte,

1

1)
Il = Z(;)h3=22‘“+;1;;p4(;)

p=0

= 2M+2 4 5142‘-4(114 + 68 + 312 - 2l)

14+ 608 4 312 — 21
_ ol=a { 5l46
= 2 (2+ + i )

En consecuencia,

*hB;h 6414 + 4913 + 2212 + 1

V= T @ DB 6B+ 2

(cuyo limite si [ — oc es cero), y tenemos asi que

6414 + 4913 + 2212 4+ |
(2046 + 1)3 + 612 + 31 — 2

e(f) = 1-th=1-

crece a medida que { aumenta.

La tabla siguiente refleja algunos valores concretos de la epistasis de la
funcién f :

e'(f) | tmaxlf)
0.27735 [ 0.5

0.5178 | 0.75
0.69750 | 0.875
0.8178 | 0.9375

O s 3 DD T
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Por lo que respecta al andlisis de su decepcién, se puede comprobar facilmente
que esta funcién no contiene decepcién.

En efecto, siguiendo la definicién debida a Whitley, (ver capftulo 3), con-
sideraremos dos particiones P y P’ de esquemas, tales que P sea de mayor
orden que P’y ademds P subsuma a P’. Para fijar ideas, denotaremos por
T y t los érdenes respectivos de P y P’. Entonces, podemos representar, sin
pérdida de generalidad, P y P’ por:

P = {# 400, #. . #0_0%,... #...#‘1...1‘}
t t t
Pro={#%. . #6060 #.. 4000, #. #T.73

r

/—M
El esquema ganador de P (respectivamente de P’) es #...#0...0 (respec-

/-M
tivamente #...# 0...0 ), puesto que f(#...# 0...0) es:

l_%_; (f(()...(}m—F(l_lr)f(o---OIO"'O ++f(llﬂ)
2 T
_ __1_; (21+1+(IT)112+”-+ (_l_:_r) ) > f(#...#7...1),

[ —

para cualesquiera %i,...,%4, € {0,1}", con %, ...4, # O .0 . De hecho, el
—
esquema #...# 1...1 seria el caso mds desfavorable a considerar en la

. ,-A—.\ .
comparacioén con # ... # 0...0 . Pero incluso en este caso
r

FH . #1...1)
- L (f(O...Ol...l +(‘f)f(o...01‘1...1)+---+f(1_..1‘1...1))

I—r
S (URICSRERIO)
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D)t () = 2 < D)

De todo lo anterior, podemos concluir que el esquema ganador de cualquier
par de particiones en competicién tiene los mismos bits definidos, por lo que
f no contiene decepcién de ningun orden.

5.3 Funciones de peso en alfabetos ternarios

Para finalizar este capitulo, nos proponemos generalizar los resultados obte-
nidos en las dos secciones anteriores, abarcando el estudio de las funciones
de peso aplicadas a cromosomas no binarics. En este dmbito, una funcién
de peso, definida sobre 2, = {0,1,...,n — 1}1, se caracteriza porque el valor
sobre una cadena s € 2, serd el mismo que sobre cualquier otra obtenida
de s por una permutacién entre sus “bits” componentes. Al igual que en
el caso binario, se produce un decremento en el mimero méaximo de valores
distintos que una funcién de peso puede tomar, puesto que de un total de n!
posibles valores en el caso arbitrario, nos encontramos ahora con un méximo
de CR(n,l) = (”“ 1) valores distintos.

El estudio que abordamos a continuacién, se restringe al caso n = 3,
debido fundamentalmente a la complejidad que adquiere la formulacién de
los resultados que se obtienen.

Comencemos denotando por o una permutacién de orden ! sobre 23 =
{0,1,2}, ie.:
o Q3 — Q3

8 = S.1...50(8)=8,_,...8

con ig, . .. 41 € {0, 1,2} distintos entre si.

Entonces, si f : 23 — R, es una funcién de peso, se tiene que f(s) =
f(o(s)), (para todo &). Por ejemplo, si { = 4, y s = 0122, entonces

F(s) = f(0212) = £(0221) = £(1022) = f(1202)

£(1220) = £(2012) = £(2021) = £(2102)
£(2120) = f(2201) = £(2210).
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l+2)

En general, una funcién f definida sobre 23, podrd tomar, a lo sumo, ( .

valores distintos.

Al igual que en el caso binario, podemos considerar el vector

{ f(0...000) \
f(0...001)
f(0...002)
h=| f0...011) | cr(??)
f(0...012)
\ f(2...222) |
asociaclo a la funcién f, y que la determina completamente. Las componentes
de h las denotaremos por Ay, Ry, ..., Am, con m = ("%} — 1.

En lo que sigue, nos proponemos obtener, en primer lugar, la expresién de
una matriz By, con la propiedad *#fG3,;f =*hBj;h, para lo cual, definimos in-
ductivamente, para cualquier entero positivo {, la matriz 3' x m-dimensional,
Al, asf:

Ay Opp 0y Al , O 0,
A = 0., 1 0 | AL = 1o Al, 02 |,

0ir 0 A 1-2 Oz -2
-1

[
) 3 05;3 0,3 1-1) 1 0---0 0 O
v, = ,‘,,73 i3 01’;3 a AL T = 0 0---01 O
3 O3 Al 0 0---0 0 1

donde:
* A es la matriz identidad 3-dimensional, y la matriz Aﬂ_i es 3 x (m — ‘—(‘;’—31)-
dimensional. Ademds, paratodo 1< j<{—1,

J

o —
At - | 10000
L 0 0---010]
0 0.-.001

* O,g.ﬂ_i den_ota, la matriz nula, 3% x I-dimensional; 0;_; es el vector nulo de
R¥™, y O}, es la matriz nula, 3% x -dimensional.
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Un célculo tedioso, aunque no dificil, muestra que f = A;h. De esta rela-
cién, se sigue entonces que By; = *A;G3;A,, (lo que, en particular, significa
que B;; es una matriz cuadrada de dimensién CR(3,1) ).

Para poder describir explicitamente los elementos (b3;),, de B3, denote-
mos por O, la matriz nula, CR(3,!) x ({ + 1)—dimensional, y reescribamos
A, en la forma:

Ay Ol 0 ICRQ"““) 0. 6:':.‘l
A = O AL, 0, 0 Ler@n-2 0,
. 7 = =
Ot O Agy 0, 0, Ier@ -2
Ay Oy 0

= 0y Aj, 0 |Yy
0, 0, A,

donde, las submatrices situadas en la diagonal de Y, son las matrices identi-
dad de dimensiones CR(3,1—-1) y CR(3,1)—2; y 0,_; y 0, denotan los vectores
de RERGi—1) y RCR(3D-2 respectivamente, con todas sus componentes nulas.
Ahora, empleando la férmula de induccién dada en el lema 4.2 para n = 3,
se tiene que

B;, = Bj; + B3,

2'A, Uz Ay — AL U A, A Us 1A

Yh

;o tAr tAZ / tAl F
5= Y| — AL UsiiAir 2°A Ui A), AL Usii AL,
t t t
2'A Ugg A —"AL U AL 2°A7 U A,
b
tA1Gan Al AL Gy AL PAL Gy AL
b0 = Y| AL GsiaAiy PA)Gaia AL, PA] L Gaia AL, | Y

t i t I I t ! I
Al 1Gai A TAL G AL CAY G AL

Para hallar la matriz B;, haremos uso del siguiente resultado:

Lema 5.9.- Pare cualguier entero positivo 1, se define
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Cg = (Cpq) = tA[U:MAz.

Entonces, pare cualesquiera 0 < p,q < CR(3,1) — 1, se verifica

0000

con k,r,s,t € N tales que:
1.0<knrst<l|

2. £(k_2+1) +r=p, i(“';—ll +t = g, siendo k (respectivamente s) el mayor entero
gue satisface ﬂi‘—;—ll < p, (respectivamente ﬂ“’zill < g).

Demostracién.- Argumentemos por induccién en . Para [ = 1, la matriz
A, es la matriz identidad tres dimensional y, en consecuencia, la afirmacién
es cierta. Supongamos que lo es también para las longitudes 1,2,...,1—1

y comprobémosla para la longitud {. Para ello, introducimos los vectores de
RCRGY y RCREI+1)-2

= (OO OOOCOE-- 06 0)
v = (OO WO

Entonces, se verifica que C; = *A; U3, A, es:

tAy 0 f0, Us;r Uz Uz A, O, 04
Y, | 'O AL, 0y Uszi1 Uspr Uz 0.1 AL, O, |Y,

t t
0, 0, A}, Uz Uz Uz 0,; 0, A,

t t ’ t !
A Uz A PALUg Al PAL Ui AL,

t tAl tA’ / AT !

Y, tAl—1U311—1Al—1 tAl—1U3J—lAt-l tAl—lU&l—lAl—l Y,
/ ) ! 7 !
Aa—lUS.l—lAl—l Az—1U3,l—lAz—1 Az—1U3,l—1At—1
Vi

t t t t
= Y| Wi (Ve Wi fwi )Y
Wi '
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y €cOmo
Vi_i ( Ier@zi-1 tﬁz @ Vit
tYl W1 = "Ol_l IC'RQ,I)—2 ‘6; Wi
Wit \ 20,y t0, Ier(3p-2 Wit
( Q) \
=1y (1) -1y (0
A
_ l—ll (5 + (ll—)l (? _
- -1 (22 0)—1 1y 0)—1 1 =V
O+ O +ENE
\ DD /
encontramos que C; = v; vy, lo que prueba la afirmacién. g

Denotemos ahora por Ciy y C:-, las matrices *A;Us A ytA Uz A
respectivamente. Entonces, utilizando el resultado anterior, y teniendo en
cuenta que

t
Cit = vy fwy
e t
Ci = wi'wigg
podemos escribir
[ 2C -Ci, —Cpy
' _ ot £ pd ~
30 = Yi| ='Cy 2C, -C, |Y.
- "Ciy -Cy 2C,

viatvi v twey —vieg tw,
—- t t t
= Y| Wi Vit 2w twiy —wi twy | Y

¢ t "
—Wi_1 Vo Wi fwin 2w fwgg
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Vi-1 ~
+ Y, 0, (tvl—l,t 0;, —th-l) Y;
—Wi_1
0\ ,=
+ Y | —wi, (tota —twig,) Wt—l) Y;
Wi

= (Bjh + (By)z2 + (B3)s.

Ahora bien,
Vioi Ier@i-1) t0, *0
t . ~ =
Yi| Wit | = ‘01 Iergp-2 'O
0, 0, 0, Ier@y-—2

) (o
( (1) (E‘))_l—)((l)sl)(g) \

(3 (%)‘7 Loy
~() ()

-G (o)
\ 0 /

Y, teniendo en cuenta que

(00 - Q=

Y que

£6)- 00
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( (f)%ﬂ \
(w ) By
Y Wi | = :
6, () ) pee
.\ 0

(06 - Q=
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respectivamente
(2 )
() (o) 7
5 (B (W}
Y —wy | = :
Wiy (W) &

Como consecuencia de todo lo anterior,

B = (3 = ((llc) (i) (i) (:) (1—2k+ Tz)z(l ~2s+ t)) ,
man = )= () () ()=,
e = 009 = () ()0 O+)

con k,r,s,t € N tales que:

a-t

1. 0< k,ry 8,8 < |,

2. ﬂ%)- +r=py ﬂi;;ll +t = q, siendo k (respectivamente s) el mayor
entero que satisface @5 p, (respectivarente ﬂ“%ll < g).

Manteniendo estas notaciones, se deduce claramente:

Proposicién 5.10.- Para cualesquiera 0 < p,g < CR(3,1} — 1, se verifi-
ca:

B, = () = (D) () () ({miitmatoigoistionion).

Demostracién.- Se sigue directamente de las expresiones de (Bj;)1, (Bj;)z,
y (sz,t)S-D
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Para obtener la expresién explicita de la matriz B%,, consideremos las
3,1
matrices

B, , = ((Es,t—l)pq)=tAz—1G3,1—1ALn

Bs,.1 = ((ga,twl)pq) ="A,_Gs1AL,

y denotemos por p y 7, respectivamente, a CR(3,i — 1) — 1y CR(3,{) - 3,
entonces nosotros tenemaos:

Proposicién 5.11.- Las componentes (U;,)p, de la matriz By, estin de-
terminadas por:

1. (¥3,)00 = (b3.4-1)00, (3)01 = (B3:-1)or + (53,l——1)001 (3 Jomsz = (33,1—1)m,

~
i~ o~

(B30 = (bsg—1)u + 2(bza—1)10 + (b31-1)oo,

o~
o~

(% D142 = (b30-1)1y + (bai—1)on, (U 1)ns2m42 = (B31-1)m;

o
—~ o

2. st 2 < g < p, entonces

—~ ~

(b3)og = (b3i-1)oq + (B31-1)0g—1 + (b31-1)0,e-23

i~ ~

B3 = (bsim1)rg + (Bai—t)rg-1 + (b3i-1)1,0—2

o~
~ r—~ o~

+(b31—1)q0 + (b31-1)0,g-1 + (b31—1)0,4-2

3. sip<qg<n+1, entonces

(Bsdog = (Bai—1)og-1 + (Bsiz1)og—2;

—~ —~ —~ o~

(Ua)ig = (b3i-1)19-1 + (B31-1)1,0-2 + (b30-1)0,g—1 + (b3:-1)0,g-2;

4. st 2 < p < u, entonces
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a)sip<qg<y,

(g,t)m = (b3l 1) (Esz-— )p,q 1+(53£ l)p,q—2
(bs,z 1)q,p~1+(b31 1)q,p—2+(bsl l)p—lq 1
+(b31 1)p—1,g— 2+(bal 1)p—2 ,q-—l’i'(bst 1)p—2,g-2

b) si p < g < n+1, entonces

(Y3)pg = ('531 Upa—1 + (bys— 1) q—2+(b3,l l)p—l,q 1

(baz p—1,g— z+(531- )p—2q—1+(bsz 1)p—2,4-2;

( g,l)?:ﬂ"'? = (’Esul"_l)Pun + (b3,i—1)P—1»ﬂ + (b3,l—l)P—'2s"7;

5. a)st u<p<qg<n+1, entonces

( :;,t)pq = (b3,l—1)p—1,q—1 + (b-'i,l—l)p—l,q—?

+(b311)p-2.4-1 + (b34-1)p—2,4—2;

b) si u<p<n+1, entonces

—~ Pt

( g,t)pm+2 = (53,1-1)1:—1,71 + (53,1—1)-

Demostracién.- Para comprobar la veracidad de las relaciones anteriores,
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basta tener en cuenta que BY, se puede expresar como:
3.1 XP!

g,l = th ltBat—l }E’st—l ?31_1 Y,
= tYE tB31_1 0,5 Og Yl

+ %Y, | *Ous Bsi Bso | Y,
*Ous Bsig 33,1—1}

donde Oy4 denota la matriz nula de dimensién (CR(3,1 — 1) x CR(3,1) — 2)
¥ O, (respectivamente Og) es la matriz cuadrada CR(3,! — 1)-dimensional
(respectivamente (CR(3, 1) — 2)-dimensional), con todas sus componentes nu-
las. Entonces un célculo directo sobre dichas expresiones prueba la proposi-
cién. [0

De los resultados anteriores y del hecho de que By ; = B}, + B}, se sigue
trivialmente:

Corolario 5.12.- Las componentes (by;),, de la matriz By, estén deter-
minadas por:
1,

(bzidoo = (bat)npiamez =1+ 21
(bsdor = 2l{1—1), (b3lomiz=1—1;

(bsp)u = (bgr-1)ur +2(bgs—1)or + (b3i—1)oo + ({ = 2 + (I — 1)* + 1,
(b3thimez = (bsu—1)1n+ (Bai-1)ou — &

2 siqg= ﬂs;'—ll-i—t, con s,t € N, tales que 1 < s,t < I, entonces

a) si 2 < g < u, entonces
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. ~ ~ N s\ (2]l — 3s
(b3.s)oq = (b3s—1)og + (b3i-1)og—1 + (b34-1)o,9—2 + (s) ( )(—_l—_)

t

b) si p< g <n-+1, entonces

(bs)og = (Bai-t)og—t + (bsi-1)og—2+ (l) (z) (ﬂ:iﬁl;

]

3. (con las mismas notaciones que en €l punto 2)
a) si2<q< p, entonces

~ P .

(bshy = (b3i-1)1g+ (bai—1)rg-1 + (b3-1)19-2 + (b3i—1)q,0

P —~
-~ —~

+(b3,—-1)o,g-1 + (P32-1)04—2

+(l) (3) ((l—2)(l—2s+t)+(l—1)(l—s—t)+(s—2t))

s/ \t l

b} si p<g<n+1, entonces

—~ o~ o~ ~

(bshg = (bsu—1)rg—1 + (Bai1),e-2 + (b3i-1)og-1 + (b3,1-1)0,q-2
NS\ (=2 =2s+t)+ (-1 —s—1t)+ (s —2¢)
()G z )

4.s12<p<yu,p= ﬂ%ﬂl—i—r, con k,r € N, tales que 1 < k,r <, entonces
a) st p < g < p, entonces

o~ o~ o~

(b31)pg = (Bat—1)pg + (b34-1)pg—1 + (b31-1)pg—2 + (b3,1—1)g,p—1

o~

o~ —
~ o~ —r —~

(b3 11 )qpz + (b3i—1)p-14-1 + (Bai-1)p-t,0-2 + (B3i-1)p—241

+( t;3._l—1)p—2,q—2 n (ch) (;:) (:) (:) ((z-2k+r)(z—2s+t)+(z-kl—zr)(t-.s—t)+(k—2r)(a-@) :

b) s < g <n+1, entonces

—~
i~ —~ ~

(bS,E)pq = (bs,l—l)p,q—l + (b3,l—l)p,q—2 + (b3,l—-l)p—1,q—1
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+(b31-1)p-1.g-2 + (B3-1)p2g-1 + (B31-1)p-2,0-2
4 (1) (k-) (z) (:) ((£—2k+r)(l—2s+t)+(l—k;r)(l—s—t)+(k—2'r)(s—2t))

k/\r/ \s

c)

T

_ ~ ~ l EN (3r -1
(b3.)pmr2 = (B3i—1)pn + (Bs—1)p—1,9 + (b31—1)p—2 + (k) ( ) ( [ )

5. 8t < p<n+1, (con las mismas notaciones que en el punto 4),

a) sip<qg<n+1, entonces

(b31)pa = (Bau—t)p-tig-1 + (o 1-1)pr,g—2 + (Bat-1)p-2,-1 + (B3i1)p-24-2
iy rky (1 -2k 4r)Y(I—-2s+)+ (I —k—r)(I—s~t)+{k—2r)(3—2t)
F()() () (LRenzemnrtoy )

—~

B)  (bst)pmsz = (Bauot)p1m + (Bagmi )z + (1) (5) E52.

Ahora podemos probar:

Teorema 5.13.- Para cualesquiera 0 < p,q < CR(3,1) — 1, el elemento
(b3} de la matriz B, estd dado por

bzz ( )(k)( )( ) (1 + (t=2k+r)(1—23+8)+(1— klr)(l s—t)+(k—2r)(s— 2t)) :

donde, k,r,s5,t € N, con 0 < k,r,5,t < [, son tales que ﬂ%) +r=p ¥y
3(3—2“) +t = g, siendo k (respectivamente s) el mayor entero que satisface
M—k'z'*—l—)g p, (respectivamente ﬂs—;ﬁ < q).

Demostracién.- Para (b;u)oo., (b311)01, (53,;)0,”,4.2 Y (b3,l)n+2,n+2 la compro-
bacién es directa de las expresiones del corolario anterior. Para (bsi)u ¥
(b3,1)1.n+2 argumentando por induccién en , se llega, de una manera sencilla,
a la expresién requerida.

Para los demds elementos de la matriz, la comprobacién se realiza si-
guiendo también un razonamiento por induccién en [. en cada uno de los
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distintos casos. Como la técnica es larga, pero no complicada, desarrollare-
raos sélo los célculos sobre los elementos de la primera fila de Bj; restantes,
l.e, los (bs))oq con g > 2. (Nétese que esto, en particular, implica que
k = r = 0). Comenzaremos suponiendo ademds que ¢ < u. Entonces, para
!l =1, (b31)o2 = 0, y la afirmacién es cierta. Supongidmosla cierta para las
longitudes 1,2,...,{ — 1, y comprobémosla para (.

Para ello, fijado q = ﬂ“'zill +t, distinguiremos tres casos, segun los valores
det(t=3s,t=0yt#s0).
i}g= igs;'—ll +s, (i.e.: t = 8), entonces g—1 = ﬂf;—l) +(s—1)y (’53,,,_1)0,‘1_1 =
0.2 Ademzis, (b3,]__1)0,q_2 = (bg’[_l)o,é‘, con §= (q—"2)-—-(3—~1) = '(‘%E‘F(S—l).
Entonces, por el corolario anterior,

Utilizando ahora la hipétesis de induccién en [,

8 s—1 s

_ (i)(21—3s+1)
OO0 =282

ll)g = ﬂs;—ll, (i.e.: t = 0), entonces, (b31l_1)0'_q_1 = (b3,1_1)0,a, con a= (S;ZIE

¥ (b3.1-1)0.g4—2 = 0. De nuevo, utilizando el corolario anterior y la hipctesis de
induccién en !, se tiene

(b3)oq = (i) (20— 3s + 1);

-~

i) g = S—(-“";—ll + ¢, con t # s,0; entonces, (33,;_1)[)#_1 = (b3s—1)og; con g =

?Las columnas de la matriz Bg,_; situadas en las posiciones LS—“J—ZE'-@ —1(cons>1)
son nulas
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(‘i;‘lE +t Y (b3,1_1)01q_-2 = (b3’[_1)0!1q: donde 6 = L%I'E + (t - 1) = a— 1.
Entoneces, al igual que antes, el corolario 5.12, junto con la hipétesis de
induccién, conducen a:

t {

- (e (2w
()G e () ()57
~ C)Gym—%+m

como queriamos.

(basog = (bss-1)og—1 + (b3s-1)og + (bsi-1)og-1 + (i) (s) S

Sea ahora 4t < ¢ < n+ 1. (Entonces, { > 2,y ¢ = l—(%u-i-t, con (0 <
t < {—1). De nuevo usaremos un argumento por induccién en {. Sil = 2,
como =2y n =4, (bg2)es = —17y (b32)es = —2, que verifican la férmula
requerida.

Supongamos la afirmacién cierta para las longitudes 2,3,...,1 -1, y la
demostraremos para . El corolario 5.12 afirma que, en este caso,

N - l
(b32)og = (bsi—1)og-1 + (b31-1)0,0—2 — (t)

Pero. (’gg__j_'_l)g_‘q_l = (bgs)ogcon g = @—{-t, y en consecuencia, (bs_1)oq-2 =

(83.1)05-1- Entonces,

(b3i)og = (b3y)og+ (b3)az—1 — (i)

- () ())e-0-()
- (ﬁ)(l—mz),

lo que completa la demostracion para los elementos de la primera fila de Bs.

O
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Valores extremos de la epistasis normalizada

Como se ha demostrado en el capftulo anterior, para cualquier funcién de
ajuste f, valuada positiva, sobre cadenas ternarias de longitud {,

. 1
0<eslfy S1- g
A continuacién analizaremos, con un poco més de detenimiento, estos
valores extremos de la epistasis normalizada sobre las funciones de peso.

Por lo que respecta al valor méximo, el teorema 4.13 del epigrafe cuarto
del capitulo anterior, caracteriza a las funciones f con epistasis normalizada
maxima; entre éstas se encuentran aquellas cuyo vector asociado es

V3 V3 V3
tf— [ ~X=20,....0,—0,...,0, —
(3!01 )0, 3 ) ) 1 3 3

. . . (3 —
donde las componentes no nulas estdn situadas en las posiciones isTll, 0<

H 4

. . . ,—A\ ,—A“
i < 2 (es decir, corresponden a las imdgenes de las cadenas 0...0,1...1y

{

2...2}; de lo que se deduce que el valor maximo de la epistasis normalizada
se alcanza sobre las funciones de peso.

En cuanto al valor minimo, desarrollaremos un estudio paralelo al reali-
zado. para alfabetos binarios, en la seccién anterior de este mismo capitulo.

Como consecuencia de los resultados obtenidos, en relacién a la matriz
B3, determinada por el teorema 5.13, se puede formular la expresién de la
epistasis normalizada en términos de esa matriz asf:

_ 1'hByh

Eg,t(f) =1 ? ”f”2 .

Pero, teniendo en cuenta que

=3 () ()
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donde k£, € N, son tales que 0 < k,r < [, con &k el mayor natural que verifica
pP= M -+ r; entonces

e::,,z(f)-—-l_(_?l_;ﬂ 33 Hiho, ., : hm)
pHHIGL"
donde
Ho o) = 3| 3 (@+0(1)(£) - ) 12 - Sl

p#q

Para obtener los valores extremos de la epistasis normalizada, analizare-
mos los de la funcién

F(ho,.. . hm,A) = H(ho, ..., hm) + A (é (i) (':)hg ~ 1)

empleando el método de los multiplicadores de Lagrange, el cual proporciona
el sistema homogéneo de (m + 1)—ecuaciones:

OF “

el — E b he =

aho 2)\h0 q=1( 3,1)0q q 0

8F {

T = ((1)(21+1+2)\) {(bah )hl E bighy =0

g

(1) (e s+ ) S

q=0
9#p
oF | iy
o = 2\ — > (b31)pmhp = 0.
p=0

cuyas soluciones son los autovectores he R™*! asociados a los autovalores de
la matriz Bj,; cuyos elementos (bs,),, verifican, para cualesquiera 0 < p, g <
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m,
> _ (B3l

stk =0y

conk,r € N, (0 < k,r <1}, y k el mayor natural que verifica p = —’fﬁzﬂl +r
Nosotros estamos interesados en los autovectores con h; > 0,Vi

Para. poder ballar los autovalores de la matriz ﬁg,;, nos seran ttiles los
dos siguientes resultados:

Lema 5.14.- Para cualesquiera enteros u,v tales que 0 < u,v < I, st
7= 4o ge verifican:
= M ,

)2 (D) =3,

m

8) ) =25 u() () =23,

i) 35 02(1) () = 22+ D32, L ()(0) =10+ 237,
iv) z'wu(u)( ) =1(20+1)32,

donde m = CR(3,l) —

]
Demostracién.- i) Como (z + 1)} = 3~ (})z*, en particular,

=

L (-Z 0 (=0)
- ()@ () (&) *()+
()G =)
- 26

Por otra parte, derivando la funcién ¢(z) = (z + 1)}, y sustituyendo el valor

.
Il
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de la derivada en z = 2, se obtiene directamente

j;u(i) (2) =25

SO0 = 50 E0) 350
O (E0)-E00)

Por lo que respecta a. las expresiones de iii), la primera de ellas se demuestra
calculando la derivada segunda de la funcién ¢, y valuindola en z = 2, pues:

(—1)37? = iiu(u-n(i)z“

u=0

3 (E 00

entonces, sélo resta utilizar ii) en esta ultima expresién, para obtener la
igualdad deseada.

| =

La segunda expresion de iii) se obtiene de manera directa con un razona-
u
miento andlogo al anterior junto con el hecho de que Y v?(¥) = u(u+1)2%72,
v=0

Por dltimo, iv) se obtiene de la segunda expresién de iii) también de forma
directa.

Lema 5.15.- Para todo entero positivo I, se verifica ﬁg,l = 3'B;,.

Demostraciéon.- Denotemos por (gggl)f,q el elemento genérico de la matriz

B2, entonces
m

(Baa)pg = Y (Bau)pe(bs):

=0
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ahora, al desarrollar la expresién anterior (haciendo uso del teorema 5.13), y
utilizar el lema 5.14, un cdlculo largo, pero no diffcil, conduce a la igualdad
requerida. OJ

El lema anterior implica que los autovalores de flg,; son 0 y 3'. (La com-
probacién de este hecho es andloga a la realizada en el caso binario en la
seccién anterior).

Para poder describir el espacio de autovectores de B3, calculamos a con-
tinuacién su rango.

Lema 5.16.- Para cualquier entero positivo {, mng(ﬁu) = 3.

Demostraclén De la relamén existente entre los elementos de las matrices
Ba,y B_-”, se sigue que 'rang(B;; 1) = rang(B3;). Ademds, para cualesquiera
0<p,q<CR(3,1)-1,

(b-‘i,l)pq = ap(b3,l)0q + ﬁp(ba,l)lq + 'Yq(b3,l)2q,

con oy, By, ¥, € R. En efecto, con las notaciones de siempre:

(b3.0)pg = (1) (k) (l) (s) (1 n (l—2k+1‘)(1—2a+t)+(l—-k—l-'r)(l—-s—t)+(k—2‘r)(s—2t))

= (HEE-ROE 0 +1-39
HOOEROO) (1 + CA2 Nyt
+OOIOO) (1+ )

= (1) )1 = k) (bsr)og + (1) () E2 Ba)1g + (1) ()5 (Bas)2e-
Ademés,

(bag)oo (bsi)or (bsi)oz
det | (bs))o (b3i)ur (Bsiz | =27F%,

(bst)2o (bai)ar (bsi)a2

lo que completa la demostracién. [J

Si denotamos por Wos’l y Wf" los espacios de antovectores en R(") co-
rrespondientes a los autovalores 0 y 3', respectivamente, de ]’?;3,;, entonces
r(7) = Wg’l b Wf’l, y como W3 = ker( ]§3;) (resp W = Im( ]§3,1)), en-
tonces es claro que dim(Wi+) = 511,'—31 — 2,y dim(W2") = 3. Ahora, nosotros
tenemos:
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Proposicién 5.17.- Los vectores vy, va, y V3 definidos por

I+1
ty, = 1,0,0,—1,-1,-1,-2,-2,~2,-2,...,— ({—1),...,—(I— 1)

L

tv, = (0,1,0,2,1,0,3,2,1,...,0,,,({-1),...,2,1,0),
tv3 = (0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,...,0,1,2,...,(1_1),!),

forman una base para W13 it

Demostracién.- Como los tres vectores son claramente linealmente inde-
pendientes, bastard ver que son elementos de W:”. Comprobaremos este
hecho para el vector v; s6lamente; un razonamiento similar prueba que los
otros dos vectores estdn en el espacio W“

Nétese en primer lugar que, si p = J%ﬂl +7,(0 < k,r < [}, entonces las
componentes p-ésimas de vy, V2, y V3 son, respectivamente, 1 —k, k—r y .
Entonces

(Baavaly = 35 Balvaly = X0 () () (1 + (pemtictestitiotepioectstiieond)

g

o) () + D 2 () ()
G ": r) Z(lt — st—12) (i) (:) . —t 2r) > (st — 26 (i) (:)

utilizando ahora. el lema 5.14 se obtiene facilmente

(B3 vs)p = 3'r = 3(va),.

Finalmente, el siguiente resultado caracteriza las funciones de peso sobre
alfabetos ternarios con epistasis minima:

Proposicién 5.18.- Sea f una funcion de peso, sobre un alfabeto de tres
elementos, valuada positiva. Entonces, f tiene epistasis cero si, y sdlo si, su
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vector asoctado h es

[ ho

hy \
ha

h= : ,
(1 - k)ho + (k - ’F‘)hl + T'hz

\ (-Dhotihe )
donde la componente p-ésima h, de h, con p = HkT'Hl + 7, es

hp = (1 - k)h.[) -+ (k - 'f')hl + rhg.

Demostracién.- Seré suficiente demostrar que *hBjz;h = 3'||f}|*. Ahora,
bien, dado que

it = () ()
= ?Z,; (ch) (i) ((1 — k)hg + (k — m)hy + rha)?
Lo () (e
+h§; (;C (i) r? + 2hoh1p‘2:5 (:c) (k)(l = k)(k—r)

p=t)

y que
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m

= Z(b;-,;) (1 = k)ho + (k — 1)y + rhy)?

+Z bgg ho-l-( —T‘)hl+T‘h2)((1—3)h0+(3—t)h1+thf2)

donde la componente g-ésima se ha representado, como siempre, por qg =
ﬂ_(._a;tll +¢, (0 < s,¢t < l); entonces agrupando los términos de ||f||* y de
tth,ih respecto de los coeficientes de h2, h?, h2, hohy, hohg ¥ hiha, bastara
comparar dichos coeficientes para demostrar la afirmacién establecida.

En particular, el coeficiente de h2 en *hBj;h es:

i(b:“ +Z bgz 1—8)
- Z(L)z(ff (1+ (5—2’04‘?”) (l—l —r)?+(k—2r) )(l—k)z
p=0

+ 3 (O (14 Bt (1)

pséq

Fijando su término p-ésimo, utilizando el lema 5.14 y extrayendo factor
comin (1) (¥)(1 — k), se obtiene:

(n'i:) (;:) (1 n (t—2k+r)z+(l—:c—r)2+(k—-2r)3) (1- k)

4 E; (:) (:) (1 + (l—2k+r)(l-—23+t)+(l—k—lr)(l—s--t)+(k—2r)(s—2t)) (1-s)= 3t (1— k).
p¥q
Un razonamiento andlogo sirve para comparar los coeficientes de h2, A2,
hohy, hoha ¥y hihs, lo que completa la demostracién. O

Nota. Como sucedia en el caso binario, también aquf se puede obtener
el vector h de la dltima proposicién de una manera mds sencilla. Teniendo
en cuenta que, como se ha demostrado ya en el teorema 4.10 del capftulo
anterior (ver también [17]), una funcién f tiene epistasis cero si, y sélo si,

é—1

f(Sl_l,...,So)=Zg(i,Si)= Z g(i110)+ Z 9(7:251)+ Z g(i3,2).

i=0 i1 /3"1 =0 iz /s.-2=l iz /s,-3 =2
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y que ademds en el caso en el que f sea una funcién de peso, se tiene

i-k

-k r r -
Fsiets -y 80) =hy=f(0..01...12.. D) =-..=f2..21...10...0),

para algin p (0 < p < (%) - 1).
Entonces, se deduce ficilmente que, si f es una funcién de peso con
epistasis nula, se verifican:

9(i,1) — 9(3,0) = cte=oq,
9(252)*9(7’:0) = Cte:reﬁ

para i =0,...! — 1. En consequencia, €;(f) = 0 equivale a
f8)=hy=rfB+(k—r)a+ f(0...0)
en particular,
ho=f(0...0), y =a+ f(0...0)y ho =08+ f(0...0)
Y de ello se obtiene que

a = hh—hyB=h—ho

Por tanto, para todo 0 < p < (“{2) —1:

hy = (1—k)ho+ (k—r)hy+rhy

como se querfa demostrar. 0

Por lo que respecta a los autovectores asociados al autovalor cero de B,
el dltimo resultado de esta seccién muestra que algunas de sus componentes
son negativas, por lo que no son autovectores del tipo requerido.

Proposicién 5.19.- $i h = ¥(hy, ..., h,) € W2, entonces al menos una
componente es negativa.
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Demostracién.- Si h € W, entonces h € ker(Bg;) y el sistera homo-
génco B3 ;h = 0 se reduce a:

(bsg)ooho + (b3)onPr + (b3p)ozhe = — Z(bs,l)oqhq
q=3
:
(bs)roho + (bahuihs + (baizhe = =D (ba)ighe
q=3
!
(bsa)zoho + (Ba)zuhs + (Bszha = — > _(bas)2ghes
q=3

que, teniendo en cuenta que, Bs,; es simétrica, y que (b3i)n = (bsi)oz, ¥
(bas)11 = (bs.1)22, para todo I, entonces :

1 m
hy = 2712 ;__:., ((Baoo(bs ) — (Bs.)or) (bshrg

m

+W Z ((b31)or ((baz)i2 — (b3o)11)) (b3t)og
+§71"ﬁ ; ((b3,)3) — (Ba)r2(bsr)oo) (Bai)zg

Pero, como para todo I, se verifican:

(bs1)oo(bs )i — (baey = 3i(1+2),
(b3 o1 ((bag)1z — (b)) = 3WI—1),
(b3)2, ~ (ba)i2(bsrdoo = 6I%(1—1);

entonces

con lo que finaliza la demostracién. [
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