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Resumen

El presente trabajo muestra cémo la solucion de problemas de campo
electrostatico por medio de las soluciones elementales puede usarse para
la determinacion de las capacidades parciales para una configuracion de
electrodos dada en tres dimensiones. Para calcular las distribuciones de
carga en la superficie de los electrodos se utilizan el método de las cargas
superficiales y el método de los elementos de contorno. La integracion de
las densidades de carga para cada uno de los vectores de potencial de cada
solucion elemental permite la determinacion directa de la matriz de
capacidades del sistema. Se muestra también la diferencia entre la
integracion de densidades de carga superficiales y la suma de cargas
discretas. Se ha hecho especial hincapié en el céalculo en presencia de
electrodos a potencial flotante.
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Resumo

O presente traballo amosa como a soluciéon de problemas de eido
electrostatico por medio das solucidons elementais pode usarse para a
determinacion das capacidades parciais para unha configuracion de
electrodos dada en tres dimensions. Para calcular as distribucions de carga
na superficie dos electrodos emprégase o método das cargas superficiais e
o método dos elementos de contorno. A integracion das densidades de
carga para cada un dos vectores de potencial de cada solucidon elemental
permite a determinacion directa da matriz de capacidades do sistema.
Amosase tamén a diferenza entre a integracion de densidades de carga
superficial e a suma de cargas discretas. Tense feito especial fincapé no
calculo en presenza de electrodos a potencial flotante.
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Abstract

This work shows how to use the solution of electrostatic field problems
by means of the basis set of solutions for the determination of the three
dimensional partial capacitances between the electrodes of a given
configuration. The Surface Charge Method and the Boundary Element
Method are used to carry out the field calculation and determine the
charge distributions on the electrode surfaces. The integration of the
charge densities for the basis vectors of potentials allows the direct
determination of the capacitance matrix of the problem. The difference
between integrating surface charge densities and adding up fictitious
charges for the determination of capacitances is also shown. Special
attention is given to the computation in the presence of electrodes at
floating potential.
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Prélogo

Algunos usuarios del programa de célculo de campos electrostaticos
desarrollado a lo largo de los ultimos afios en el grupo de investigacion
del director de esta tesis doctoral, habian sugerido la posibilidad de incluir
el célculo de capacidades como una de las aplicaciones del programa.
Tras desarrollar el método de las soluciones elementales para el calculo de
campos electrostaticos en el régimen del tiempo para variaciones lentas
del potencial en los electrodos, parecia factible incorporar esta posibilidad

de calculo en el programa.

Con este objetivo se abordo6 el estudio de los métodos necesarios para que
pudiesen realizarse calculos de capacidades en cualquier tipo de
configuraciones que pudiese abordar el programa, tanto en presencia de
distintos medios dieléctricos como de electrodos a potencial flotante. De
esta forma se podrian llevar a cabo cdlculos de capacidades en tres
dimensiones en configuraciones de electrodos complicadas, como las que

aparecen en la técnica de alta tension.
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Capitulo 1 Introduccién

Con el progreso del conocimiento y el avance de la ciencia, no sin frecuencia
sucede, que el dominio de ciertos temas, que podrian considerarse como basicos,
suele darse por supuesto, pasando a ser su estudio en muchas ocasiones, mas
superficial de lo que deberia. Esto da lugar a que después se manejen en
numerosos campos y aplicaciones conceptos erréoneos o incompletos, que pueden
dar lugar en algunas ocasiones a resultados paraddjicos, y muchas veces a una

interpretacion incorrecta de los fendomenos fisicos.

En las ultimas décadas el calculo de campos electrostaticos ha experimentado sin
duda un gran avance, potenciado por el desarrollo de nuevos procedimientos
numéricos de calculo acompafiado de una evolucion extraordinaria de las

posibilidades de computo debida a la evolucion de la electronica y la informatica.

En la base del trabajo que aqui se presenta se encuentra el programa de calculo de
campos electrostaticos elaborado en la  Universidad Técnica de
Hamburgo-Harburgo por el profesor Singer en los afos ochenta y que ha
continuado siendo desarrollado en los ultimos afios por el grupo de investigacion
del profesor Gomollon en la Universidad de A Coruiia.

Una de las demandas que planteaban con cierta frecuencia los usuarios del
programa es el dibujo de diagramas de lineas de campo y equipotenciales, no s6lo
para tener un medio de visualizar la distribucion de campo, sino con la intencién
de poder utilizar el dibujo para un célculo grafico de las capacidades entre los

distintos electrodos de la configuracion.
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Ante esta necesidad se planted la posibilidad de completar el programa con un
procedimiento que permitiese obtener directamente y de modo numérico el valor

de las capacidades parciales entre los distintos electrodos.

La teoria del calculo de capacidades esta formulada claramente desde los trabajos
de Maxwell [27][Maxwell-1], sin embargo, hasta la fecha, no se encuentran
muchas publicaciones relacionadas con el calculo de capacidades, especialmente
cuando se habla de capacidades entre electrodos de configuraciones de campo

tridimensionales.

Con el desarrollo del método de las soluciones elementales para la resolucion de
problemas de calculo de campos electrostaticos [33][Palau-1], se disponia de una
herramienta que podia facilitar la implementacion de un método numérico para el

calculo de capacidades, y este es el objetivo que se planted al abordar este trabajo.

Ahora bien, se trataba de desarrollar un método de calculo de capacidades con el
que pudiese tenerse en cuenta de modo automatico la presencia de distintas
fronteras dieléctricas y también, y especialmente, la presencia de electrodos a

potencial flotante.

El método que aqui se presenta cumple con las anteriores condiciones y su
fiabilidad se ha comprobado mediante el calculo de configuraciones analiticas asi
como comparando los resultados con los publicados en la bibliografia. Ademas se
ha llevado a cabo el calculo de configuraciones técnicas complicadas y comparado
los resultados con medidas de laboratorio, obteniendo resultados aceptables.

Para presentar el trabajo realizado se ofrece en el capitulo 2 un resumen sobre los
métodos numéricos de calculo de campo electrostatico utilizados. La exposicion se
limita a describir los métodos incorporados en el programa de calculo utilizado,
para una exposicion mas amplia sobre métodos de calculo de campos
electrostaticos se remite al lector a la bibliografia. Al final de este capitulo se
presenta el método de las soluciones elementales [33][Palau-1] para la solucion de
problemas de campo, aunque con un planteamiento tedrico mas generalizado que

el que se encuentra en las referencias bibliograficas.

En el tercer capitulo se presenta un estudio tedrico sobre el concepto de capacidad

en la teoria del campo electrostatico.

En el cuarto capitulo se presentan los distintos métodos de calculo de capacidades,



Capitulo 1 Introduccion Padgina 3

tanto analiticos como graficos o numéricos referidos hasta la fecha en distintas
fuentes bibliograficas.

En el capitulo quinto se presenta el método de calculo de capacidades
desarrollado, asi como las soluciones adoptadas para su funcionamiento general en
la presencia de distintas fronteras dieléctricas y con la presencia de electrodos a
potencial indeterminado. Se presentan ademas distintos ejemplos de céalculo para

probar la fiabilidad y efectividad del método desarrollado.

El trabajo termina en el capitulo seis, con un resumen y las conclusiones

correspondientes.

En la redaccién de este documento se ha preferido restringir las explicaciones de
los distintos apartados, para los que habia una fuente bibliografica de referencia, al
minimo necesario para asegurar una comprension adecuada. Para facilitar el
trabajo con estas fuentes bibliograficas de referencia, la notacion de estos
apartados se ha adaptado a la notacion de la fuente correspondiente. Esto puede
dar lugar a que la notacion de algunas magnitudes o coordenadas no sea univoca a
lo largo del texto, pero se ha tratado de poner especial cuidado en que este hecho
no afecte a la comprension, mediante la utilizacion de figuras explicativas cuando
se ha considerado necesario. La idea de esta forma de proceder, es conseguir una
menor extension del volumen de texto, y, centrando la exposicion en los aspectos
fundamentales, facilitar la lectura y comprension del documento.



Capitulo 2 Calculo numérico de

campos electrostaticos

2.1 Introduccion

El programa de calculo de campos utilizado para desarrollar el calculo de
capacidades que se muestra en este trabajo utiliza como métodos de célculo el
método de las cargas discretas [44][Singer-5], [26][Malik-1], el método de las
cargas superficiales [43][Singer-4], [42][Singer-3] y el método de los elementos de
contorno [16][Gutfleisch-1], [1][Andjelic-1].

Con el método de las cargas discretas y el método de las cargas superficiales, el
programa permite utilizar, como elementos de la configuracion a calcular,
superficies con simetria de revolucion orientadas en cualquier direccion y situadas

en cualquier punto del espacio.

Cuando se utiliza el método de los elementos de contorno las superficies que
pueden utilizarse para formar parte de la configuraciéon no necesitan presentar
simetria de revolucion, pero tienen que poder construirse a partir de elementos de
superficie de un conjunto determinado de superficies predefinidas, como puedan
ser esferas, cilindros, conos, planos acotados o superficies curvas construidas a

partir de tridngulos curvilineos.

En los apartados que siguen se van a describir los fundamentos de calculo de cada
uno de los métodos utilizados. Se parte de la base de que el problema de calculo de
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campos electrostaticos por resolver puede plantearse a partir de un conjunto de
superficies cada una de las cuales puede considerarse bien como un electrodo o
bien como una frontera de separacion entre dos medios dieléctricos. Los electrodos
pueden presentar un potencial fijo predeterminado y conocido o pueden tratarse
como superficies equipotenciales con carga neta constante y nula (electrodos a

potencial flotante).

En los tres métodos comentados el procedimiento de resolucion del problema de
valores de contorno asociado a la tarea de calculo de campos propuesta es muy
similar. Cada una de las superficies utilizadas en la descripcion del problema tiene

asociada una condicion de contorno determinada.

En los métodos de cargas superficiales y elementos de contorno, la solucion del
problema consiste en determinar la densidad de carga eléctrica presente en cada
una de las superficies que hace que se cumplan las condiciones de contorno. Para
ello se discretizan las superficies mediante un numero determinado de puntos
sobre cada una de ellas, para referirse a estos puntos se utilizara el término de
puntos de contorno. Las densidades de carga asociadas a cada uno de los puntos de
contorno forman el conjunto de incognitas del problema. La densidad de carga en
cualquier otro punto de la superficie se obtiene a partir de estas incognitas por
interpolacion. Para determinar el valor de las incognitas se plantea en cada uno de
los puntos de contorno una ecuacién en la que, mediante una combinacion lineal
de las incognitas, se fuerza el cumplimiento de la condiciéon de contorno asociada

al punto de contorno en cuestion.

En el caso del método de las cargas discretas las densidades de carga incognitas
asociadas a los puntos de contorno se sustituyen por densidades lineales o
puntuales de carga, correspondientes a unas cargas ficticias que se sitlan en el
interior de los electrodos, asociando a cada punto de contorno una de estas cargas

ficticias.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones que se obtiene al forzar el cumplimiento
de las condiciones de contorno en todos los puntos de contorno, se dispone de la
distribucion de carga sobre las superficies que definen el problema, electrodos y
fronteras dieléctricas. A partir de ella, mediante integracion es posible calcular

potencial e intensidad de campo en cualquier punto del espacio.
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2.2 El método de las cargas discretas

Como se ha comentado en el apartado anterior, para describir los distintos métodos
de calculo de campos, se va a tomar como referencia el modelo utilizado en el
programa de calculo que se ha utilizado para la realizacion de esta tesis doctoral, y
que fue realizado por J. Gomollon [12][Gomollon-1] a partir del programa
desarrollado en su dia por H. Singer [41][Singer-2]. En este programa el método de
las cargas discretas se utiliza inicamente para modelizar electrodos, no fronteras
dieléctricas, por lo que la descripcion que sigue se ceilira inicamente al célculo de

configuraciones con electrodos.

En primer lugar se va a tratar la resolucion de un problema con una distribucion de
campo con simetria rotacional, lo que implica que todos los electrodos presentes
son superficies con simetria rotacional y comparten el mismo eje de rotacion. Se
toma el eje de rotacion como eje Z del sistema cartesiano global de coordenadas de

la configuracion.

Considérese un electrodo formado por una superficie con simetria rotacional como
la de la figura 2.1. Se selecciona un conjunto de puntos sobre la curva generatriz
del plano XZ (plano ¢=0 en coordenadas cilindricas) que se van a usar como
puntos de contorno. El nimero de puntos de contorno se selecciona en funcion de
la exactitud con la que se desee realizar el calculo. La distribucion real de carga
sobre la superficie del electrodo se sustituye por un conjunto de cargas discretas
que se situan en el interior del mismo. Para ello se asigna a cada punto de contorno
una carga discreta de un tipo y posicion determinados. En el programa se utilizan
cargas puntuales, cargas anulares y segmentos rectilineos de carga. En la figura 2.1
se ha asignado una carga puntual al punto P;, cargas anulares a los puntos desde el
P, al Py y segmentos rectilineos de carga a los puntos Py al Py;. Se denotara como
gi al valor de carga asociado a cada punto de contorno P; (este valor puede
representar fisicamente una carga, en el caso de las cargas puntuales, o una
densidad lineal de carga, en el caso de las cargas anulares o los segmentos

rectilineos de carga).

La ecuacion del potencial en el punto P; debido al conjunto de cargas ¢; se puede
formular aplicando el principio de superposicion como

bi=puqitPogrt- T Png, (2.1)
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Figura 2.1: Simulacion de un electrodo mediante distintos tipos de cargas discretas

en donde n representa el numero total de puntos de contorno, o cargas discretas
asociadas, presentes en el electrodo y p; representa lo que se conoce como
coeficiente de potencial y que no es sino el potencial creado en el punto de
contorno i por una carga de valor unidad y el tipo correspondiente situada en la
posicion de la carga ;.

Si se plantea esta ecuacion para los n puntos de contorno se obtiene un sistema

lineal de ecuaciones, cuya resolucion permite conocer el valor de las cargas ¢;. A
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partir de estos valores resulta posible, mediante integracion, calcular el potencial y
la intensidad de campo eléctrico en cualquier punto del espacio. Sin embargo, es
de rigor hacer notar, que los valores de potencial y campo que se obtendrian en el
interior del electrodo no se corresponden con los que fisicamente estarian
presentes en la configuracion real, es decir, potencial en todos los puntos del
interior igual al potencial en la superficie del electrodo y campo eléctrico nulo.
Esto es debido a que se ha sustituido la densidad superficial de carga del electrodo

por un conjunto determinado de cargas discretas situadas en su interior.

Los valores de los distintos coeficientes de potencial para los diferentes tipos de
carga, asi como las integrales de calculo de potencial y campo pueden consultarse
en la bibliografia. Una descripcion detallada de los mismos se encuentra en [14]
[Gonzalez-1].

2.2.1 Consideracion de simetrias respecto al plano

horizontal de coordenadas

En el método de las cargas discretas la presencia de una configuracion simétrica,
ya sea la simetria positiva o negativa, respecto al plano horizontal de coordenadas
(plano XY) permite simplificar el calculo reduciendo el numero de puntos de

contorno necesarios para obtener una determinada precision.

Para ello se utiliza la técnica de cargas imagenes. Los puntos de contorno se sitiian
Unicamente en el semiespacio superior del sistema de coordenadas (z > 0). A cada
punto de contorno se le asocian dos cargas discretas del mismo tipo y situadas en
posicion simétrica respecto al plano de simetria. Cuando la simetria es positiva el
valor de la carga imagen (situada por debajo del plano de simetria), es el mismo
que el de la carga original. Cuando la simetria es negativa (es la forma de simular
la presencia de un plano de tierra, es decir, un plano a potencial cero que coincide
con el plano horizontal de coordenadas), el valor de la carga imagen es el mismo
que el de la carga original pero cambiado de signo. Si se denota por j' la carga
imagen de la carga j, la ecuacion de potencial correspondiente al punto de

contorno i se puede escribir como:

bi=paditPogat TPt S 4t P S gyt s g,

(2.2)
= (Pil+S'pi1')91+(P12+S'pi2')%+---+(pin+s'pin')qn
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En donde s vale 1 si la simetria es positiva o —1 si la simetria es negativa.

2.2.2 Calculo de configuraciones sin simetria de

revolucion

El programa utilizado para desarrollar este trabajo permite utilizar el método de las
cargas discretas cuando, aun siendo todos los electrodos superficies con simetria
de revolucién, no tengan todos ellos sus ejes situados sobre el eje Z del sistema
global de coordenadas, sino que puedan encontrarse desplazados a cualquier punto

del espacio y con sus ejes situados en una orientacion espacial arbitraria.

En este caso, al no tener la distribucion de campo eléctrico simetria rotacional, el
forzar en cada electrodo la condicion de contorno, para cada plano perpendicular
al eje de rotacion, sobre un tinico punto de la curva generatriz, no garantiza que la
condicion de contorno se cumpla en el resto de puntos situados sobre la superficie
del electrodo en el mismo plano perpendicular al eje del electrodo. Por esta razén
se hace necesario situar en cada plano perpendicular al eje del electrodo varios
puntos de contorno.

El sistema de asignacion de las cargas discretas a los puntos de contorno explicado
anteriormente asignaria a todos los puntos de contorno situados sobre el mismo
plano perpendicular al eje del electrodo la misma carga discreta en el interior del
electrodo. De nada serviria tener varios valores de carga distintos asociados a la
misma carga situada en la misma posicion, pues esto equivaldria a tener una unica
carga con un valor igual a la suma de cada una de las cargas individuales. La
densidad lineal de las cargas anulares y de los segmentos rectilineos de carga
continuaria siendo constante, y las distribuciones de potencial a las que darian
lugar estas cargas corresponderian a campos con simetria rotacional alrededor del
eje del electrodo, lo que ya no se corresponderia con la distribucién de campo
presente, cuando el electrodo se encuentra con orientacion y posicion arbitrarias en
el espacio.

Para soslayar esta dificultad se utiliza la técnica que se explica a continuacion.

Las cargas puntuales se asocian nicamente a puntos de contorno situados sobre el

eje de simetria del electrodo, por lo que, habiendo un Unico punto sobre la
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generatriz en el plano perpendicular al eje en ese punto, no es necesario utilizar

mas que una carga puntual con su valor correspondiente.

Las cargas anulares se dotan de una distribucion de densidad lineal de carga que es
funcion del angulo acimutal sobre el plano en que estd situada la carga. Esta
distribucion tiene tantos valores indeterminados como puntos de contorno estan

asociados a la carga y tiene la forma indicada en la formula siguiente:

AP, )=N,+A, cos (P )+A,sin(p, )+A,cos8(2¢p,)

. . 2.3
+?\4sm(2(pL)+...+?\mcos(mT+1(pL)+?\m+lsm(mTH(pL) 23)

Cada valor de carga A; se asocia a uno de los puntos de contorno, situados en el
mismo plano perpendicular al eje del electrodo, a los que estd asociada la carga
anular (figura 2.2).

Z(; ’
1

Y, N =N N L cosp,+A ,sing, + ., cos 2,

"XG

Figura 2.2: Puntos de contorno asociados a cargas discretas cuando la configuracion
de campo no presenta simetria axial. El mismo anillo de carga, con cuatro valores de
carga asociados, corresponde a los cuatro puntos de contorno situados sobre el mismo

plano perpendicular al eje de la superficie.

En el caso de que la configuracion presente simetria respecto al plano de
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coordenadas XZ, se utilizan Unicamente funciones coseno para la distribucion

lineal de carga de las cargas anulares:
AP )=2,+2A, cos(p, )+N,cos(2@,)+...+A cos(mp,) (2.4)

Ademas, en este caso, los puntos de contorno se situan Unicamente sobre el

semiespacio 0 < ¢ < 180° donde ¢ representa la coordenada acimutal de un
sistema global de coordenadas cilindricas.

Cada segmento rectilineo de carga se trata como un multipolo con una densidad
lineal de carga con tantos valores indeterminados como puntos de contorno estan
asociados al segmento. Las funciones de carga de estos multipolos y sus

coeficientes de potencial y campo pueden encontrarse en [40][Singer-1].

2.3 El método de las cargas superficiales

En el programa utilizado las cargas superficiales pueden utilizarse para calcular
tanto electrodos como fronteras de separaciéon de medios dieléctricos cuando las
superficies consideradas presentan simetria de rotacion, aunque pueden estar
situadas en cualquier posicion del espacio con su eje orientado en una direccion

arbitraria.

Cada superficie que se pretende calcular con este método se discretiza tomando un
conjunto de puntos de contorno de la misma forma en que se ha descrito en el
método de cargas discretas. Cuando la configuracion tiene simetria rotacional se
distribuyen puntos de contorno Unicamente sobre la curva generatriz de la
superficie en el plano XZ del sistema local de coordenadas. Si la configuracion no
presenta simetria rotacional, en cada plano perpendicular al eje de rotacion que
pasa por cada uno de los puntos de contorno situados sobre la curva generatriz del
plano XZ local, se sitia un numero adicional de puntos (el numero de puntos
distribuidos en direccion acimutal local sobre cada uno de estos planos depende

igualmente de la exactitud pretendida para el calculo).

Considérese en primer lugar una distribucion de campo con simetria rotacional. El
conjunto de puntos de contorno seleccionado permite dividir la superficie

considerada en un conjunto de rodajas como la que se muestra en la figura 2.3,
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situada entre los puntos de contorno P; y Pi.

Figura 2.3: Rodaja de una superficie con simetria rotacional y su distribucion de

densidad de carga.

En lugar de asignar a cada punto una carga discreta, en el método de las cargas
superficiales cada rodaja de superficie se supone cubierta con una densidad
superficial de carga eléctrica sin variacion en direccion acimutal, y con una
variacion sobre la curva generatriz de forma lineal con la longitud de arco entre
dos valores de densidad de carga, asociados a cada uno de los puntos de contorno
que limitan la rodaja considerada. Asi, en la figura 2.3 al punto de contorno P; le
corresponde una densidad de superficial de carga o; y al punto de contorno P;, le
corresponde una densidad superficial de carga oi.i. En un punto intermedio de la
superficie situado entre los puntos P; y P, la densidad superficial de carga puede

expresarse mediante la formula

O-(P):O-(Pi)'Gl(Pi’Pi+1’P)+O-(Pi+l)'G2(Pi’Pi+llP)

L(P;,P)
Gy (P, Py P)=1 -
(P, Pyy) (2.5)
L(Pi,P)
Gz(Pi)Pm:P):—
L(Pi’PiH)

en donde L(P;,P;1) representa la longitud de arco del punto P; al punto Pi;.
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2.3.1 Condicion de contorno para electrodos

El potencial creado en un punto P; con coordenadas (7, z;, 0), en un sistema de
coordenadas cilindricas, por un anillo de carga representado por las coordenadas

(75, zj, 0< @ <2m) y con una densidad lineal de carga de valor A; que viene dado por

_ N T
¢<Pi>—2mﬁ Q ,[g (2.6)

la expresion [43][Singer-4]

En donde

dzz(zi—zj)z-i-riz—i-r?

@.7)
£= d’ :1+(Zi_Zj)2+(ri_rj>2

2rr; 2rr;

El potencial creado por la rodaja de carga de la figura 2.3, con una distribucién de

carga dada por (2.5), en un punto P (r, z, ¢) se obtiene integrando la expresion
(2.6), resultando

¢(P)=— Y,(Py,P)dC,

(2.8)
Y, (P, P)= \TQ 1

=(r—r.) +(Z_ZL)2
=(z—z )V +r+r=b"+2rr,
2 2
=4 ;b
2rry 2rrg

donde

b2
2

d (2.9)

En las formulas anteriores Q,.» s una funcion asociada de Legendre de segunda
especie, 7. y zp representan la coordenadas r y z respectivamente de cualquier
punto de la superficie de integracion y dCy, representa el diferencial de longitud de
arco sobre la curva generatriz de la superficie de integracion.
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La ecuacion correspondiente al potencial creado en un punto de contorno P; por la

distribucién de carga de la rodaja de carga (o,0i) de la figura 2.3 se obtiene

sustituyendo la expresion (2.5) en la formula (2.8):

o

1
¢(Pi):0i’(2_ﬂ€ IYI(PL’Pi)Gl(Pi’PiH’PL) dC,

1 (2.10)
+Oi+1'(2_ le(PL’Pi)Gz(Pi’PiH’PL) dCy
TE c,

2.3.2 Condicion de contorno para superficies de

separacion de medios dieléctricos

La condiciéon de contorno que se aplica en electrostatica a una superficie de

separacion de dos medios dieléctricos como la mostrada en la figura 2.4 con

permitividades €, y & es [21][Johnk-1]:

& E,—¢ E =0 (2.11)

Figura 2.4: Condicion de contorno en una superficie de separacion de dos medios

dielectricos

La intensidad de campo en coordenadas cilindricas que genera una rodaja con una
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densidad superficial de carga o como la de la figura 2.3 viene dada por las
formulas [42][Singer-3]:

E(P)=—] o(C)Y,(P,,P) dC,

TME ~

E,(P)=0 (2.12)

con

1 1/2
YZ(PL’P):YI(PL’P)' E+W'FL'(¢12_272)'(1_§>
4rr (z,—z) @.13)

Y,(P ,P)=Y,(P., P) 7 2 :
a-b

(1-%)

en donde, ademas de los parametros definidos en (2.9) se ha usado:
a’=(r+r ) +(z—z. ) (2.14)

Si se sustituye (2.5) en (2.12) se obtiene

|
— [ G,(P,,P,.,,P,)Y,(P ,P)dC,

TTE c,

E.(P)=0(P)

T

+

o(Py)

|
—[G,(P, P,,,P)Y,(P,P)dC,
TTE c,

E,(P)=0 (2.15)

EI G,(P,, P, P)Y,(P,P)dC, |+

Co

_fG2<Pi’Pi+1’PL)Y3(PL’P) dCL)

'I'l'ECL

En el programa de célculo de campos empleado las integrales de las férmulas



Capitulo 2 Calculo numérico de campos electrostaticos Pagina 17

(2.10) y (2.15) se resuelven numéricamente. Las integrales (2.12), cuando se
calculan para un punto situado sobre una superficie de separacion de dos medios
dieléctricos, proporcionan dos valores distintos segun a qué lado de la superficie
se evalue la integral. Cuando se resuelven numéricamente, el valor que se obtiene
como resultado de la integral es el valor medio de los dos valores de campo que se
obtendrian a cada lado de la superficie. Mediante la transformacion de

coordenadas siguiente

E | |cosa sina O] E,
E |=|—sina cosx O E, (2.16)
Fm 0 0 1 ET)

/

Figura 2.5: Transformacion de coordenadas para el cdlculo de componentes de

campo

Se obtienen los valores medios del campo en un sistema local de coordenadas
sobre un punto de la superficie (figura 2.5), y los valores reales del campo sobre el
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punto se calculan mediante las expresiones:

Enz=F+G(P
2¢,

(

2¢,

~—

=

q
)

I
=

E

2.17)

nl n

ty

-
-

E,=E,

0

Para formular la ecuacion de contorno correspondiente a un punto P de una
superficie de separacion de dos medios dieléctricos se sustituye (2.15) en (2.16)
para realizar las transformaciones de coordenadas, aplicandose después (2.17), con
lo que se obtiene:

COS X

E ,=o(P,) —

n.

[G,(P, P, P)Y,(P ,P)dC, +
CL

sin o
| G\(P.P.,.P)Y,(P P)dC,

e -

+

L

COSX
B2 G,(P,, P, P,)Y,(P,,P)dC, +

o(P)
2¢,

sin o
JGy(P. P P)Y,(P, P dC, |+

(2.18)

COSX
[G,(P, P, P)Y,(P,,P)dC, +

sin
(G, P, P)Y, (P P)dC, |+

COSX
TE

U<Pi+1)

IG2<Pi’Pi+1’PL)Y2(PL7P) dC +
Cy

_o(P)

sin &
| Ga(P P POY(PL P A L=
0

TTE C,

y por ultimo se sustituye (2.18) en (2.11). En la férmula anterior, P estard situado

entre dos puntos de contorno ky k+/ pudiendo sustituirse o(P) por

U(P):U(Pk)'Gl(Pk’PkH’P)"‘O'(Pkﬂ)'Gz(Pk)PkH’P) (2.19)
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2.3.3 Calculo de configuraciones sin simetria de

revolucion

Al igual que ocurria en el método de las cargas discretas, cuando una superficie,
sea electrodo o zona de separacion entre dos medios dieléctricos, tiene simetria
axial pero se encuentra en un campo que no presenta esa simetria, para resolver el
problema se fuerza el cumplimiento de la condicién de contorno no sélo en los
puntos de contorno situados sobre la generatriz principal de la superficie, sino que
para cada punto sobre la generatriz principal, y situados en el mismo plano
perpendicular al eje, se sitian un numero determinado de puntos de contorno
adicionales tal y como se muestra en la figura 2.6.

Z

(@)

A

\

= I T ——

R

—

&
L

Piivg P i+4i+7
Figura 2.6: Puntos de contorno asociados a cargas superficiales cuando la

configuracion de campo no presenta simetria axial.
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Las condiciones de contorno para electrodos y superficies de separacion de medios
dieléctricos son las mismas que en el caso de campo con simetria axial.
Unicamente cambian las funciones de distribucion de carga superficial, pues
ahora deben incluir la dependencia del angulo acimutal, asi como los coeficientes

de campo y potencial que de ellas dependen.

Asi, para la rodaja de carga de la figura 2.6 se tiene la misma expresion para la

densidad de carga del punto P, afiadiendo unicamente la dependencia funcional de

PL:

G(P):Oi,i+3((PL)'G1(Pi,i+3’Pi+4,i+7’P)+0i+4,i+7((PL)’G2(Pi,i+3:Pi+4,i+7:P)
(2.20)

en donde

O3 (ch): O?,i+3+ Oil,i+3 COs ( cPL)"’ 012,i+3 sin ((PL) +013,i+3 COs (2 CPL) (2.21)

Las formulas de potencial e intensidad de campo para el primer término de la
densidad de carga de la formula (2.21), c;:13°, son las mismas que se expusieron en
el apartado anterior. Para los otros términos que componen la densidad de carga,
con dependencia de funciones trigonométricas, las formulas de potencial e
intensidad de campo pueden encontrarse en [41][Singer-2], [42][Singer-3] .

2.4 El método de los elementos de contorno

El método de los elementos de contorno utiliza el mismo principio de calculo que
el método de las cargas superficiales, si bien, debido a razones historicas recibe un
nombre distinto. La superficie del electrodo o frontera de separacion de medios
dieléctricos se divide en un conjunto de superficies mas pequefias o superficies
elementales, cada una de las cuales esta limitada por un conjunto de puntos que se
toman como puntos de contorno para forzar el cumplimiento de las condiciones de
contorno del problema. En el programa de calculo utilizado en la presente tesis las
superficies elementales estan limitadas bien por tres, bien por cuatro puntos de
contorno dando lugar a tridngulos o rectangulos curvilineos como superficies
elementales.
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Cuando estos triangulos o rectangulos curvilineos son parte de una superficie
plana, coénica, cilindrica circular, esférica o toroidal, el programa cuenta con
métodos de integracion mas rapidos para el célculo del potencial e intensidad de
campo, combinando una integracion analitica con integracion numérica, y por ello
deben usarse con preferencia. Aunque también es posible utilizar triangulos
curvilineos generalizados cuyos lados estan formados por curvas de segundo
orden. Ademds, la generacion de la malla de superficies para discretizar la
superficie se puede realizar de manera automatica para el caso de las superficies
comentadas anteriormente, mientras que para el caso de los tridngulos curvilineos
generalizados, es preciso utilizar un programa adicional o realizar la discretizacion

a mano.

Figura 2.7: Elemento triangular curvilineo y elemento rectangular en sistema toroidal

segun se usan en el método de los elementos de contorno.
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Como ejemplo en la figura 2.7 se muestran un triangulo curvilineo y un elemento
rectangular de una superficie toroidal. Las coordenadas de los puntos sobre la
superficie considerada pueden obtenerse mediante una transformaciéon de
coordenadas, a partir de un elemento triangular o rectangular de referencia situado

sobre un plano de coordenadas (u,v), tal y como se muestra en la figura.

Figura 2.8: Densidades de carga en elementos de referencia triangulares y

rectangulares.

La densidad superficial de carga se aproxima en cada elemento por una funcion de
los valores de densidad de carga en los vértices del elemento triangular o
rectangular de referencia, tal que la variacién de densidad de carga sobre los lados
del elemento triangular o rectangular de referencia sea lineal. De esta manera se
obtienen las siguientes funciones de densidad de carga sobre los elementos de
referencia de la figura 2.8, que pueden corresponder a elementos de superficie de
cualesquiera de los sistemas coordenados comentados con anterioridad [16]

[Gutfleisch-1]. Para un elemento de referencia triangular:
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o(d)=0o(u,, vL)Z{Ol-[u3v2—u2 vat(vs— v, )u +u,—uy) v,
+0 [y vi—uy v+ (v = v u + (uy—u ) v, ]
+05-[uy v, —u, V2+(V2_Vl)'”L"'(”l_”z)'VLH
1 (2.22)

. (”3_“2)'(V3_V1)_(”3_“1)'(V3_V2)_

=kotk - utky v
Y para un elemento de referencia rectangular:

o(d)=0lu,, VL):[Ol’(uz V=Vl — Uy VU V)
_02'(1/‘1 Vom VU —uy vt “LVL>
+03'(”1V1_Vl'”L_ul'VL"'”LVL)

—0 (U v =vyu —u, v+ uLvL)J
1

.(”z_ul)("z_vl)

(2.23)

=kgtk,u +k, v tkou vy

2.41 Condicion de contorno para electrodos

El potencial creado en cualquier punto de contorno por un elemento superficial de
carga, Sx , como los de la figura 2.7 por ejemplo, viene dado por la expresion

q)(pi)_Lf MdA

dmey

_ 1 J‘ O-(uL’vL)
ey r(PLug,v)

(2.24)

- dA(ug,vy)

Donde dA(u;,v,) depende del sistema de coordenadas utilizado para la
descripcion del elemento de superficie en cuestion. La sustitucion de (2.22) o
(2.23), segun el tipo de elemento, en la expresion anterior, proporciona una
ecuacién con coeficientes de potencial integrales respecto de los valores de
densidad de carga en los vértices del elemento de superficie considerado.
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24.2 Condicion de contorno para fronteras de

separacion de medios dieléctricos

El tratamiento es analogo al explicado para las cargas superficiales. Se utiliza la
condicion de contorno (2.11). La intensidad de campo en un punto de contorno P;

creada por un elemento de superficie Sy se calcula en un sistema cartesiano de
coordenadas global. Asi, la componente 7 (x,y0z) se obtiene derivando

parcialmente la expresion (2.24) respecto a 77 resultando:

—1 co(d)r
E (P )= 1d4
" 4nesfk - (2.25)
_ -1 J‘O(uL’vL)rn(Pi’uL’vL) dA( '
= 3 ) uL:VL>
4TE€ Sk r (Pi’uL’vL)

En donde r,=n—n;.

Las integrales (2.25) se evaltan por un procedimiento mixto, llevando a cabo en
primer lugar una integracion analitica hasta donde se puede, y realizando los

ultimos pasos de integracion por métodos numéricos.

Como ocurria en el caso de las cargas superficiales, cuando los puntos de contorno
estan situados sobre una frontera de separacion de medios dieléctricos los valores
finales obtenidos como resultado representan el valor medio de los dos valores de

la intensidad de campo a ambos lados de la frontera.

Mediante una transformacion de coordenadas adecuada se obtienen los valores de
intensidad de campo en cada punto de contorno en un sistema de coordenadas
local, adaptado al tipo de superficie, donde las componentes de la intensidad de
campo tienen direcciones normal, tangencial y acimutal a la superficie (2.26).

E, Ty T Tl E,
E ||ty Tn Tyul||E, (2.26)
E, Ty Ty Tyl L,

Después se calculan los valores reales de la intensidad de campo a cada lado
mediante las expresiones (2.17) y se formula, con estos valores, la ecuacion de
contorno (2.11).
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2.5 Calculo de electrodos a potencial flotante

Como se ha visto hasta ahora tanto en el caso de los electrodos a potencial fijo,
como en el caso de las fronteras de separacion de medios dieléctricos, el nimero
de incognitas (valores de cargas puntuales, o densidades lineales o superficiales de
carga) es igual al nimero de puntos de contorno, ya que se formula una ecuacién
por cada punto de contorno.

En el caso de los electrodos a potencial flotante o indeterminado aparece una
incégnita adicional, que es el mismo potencial del electrodo. Para poder calcularla
se supone conocida la carga del electrodo, por lo general nula, y se escribe como
ecuacion adicional la correspondiente al calculo de la carga libre total presente en

la superficie de electrodo:

0

o

—[ D-d3=Y ¢ [ E-d3 2.27)
s s,

i=1

en donde Q. es la carga total del electrodo e, que se considera dividido en n partes,

estando rodeada cada una de las partes i por un medio dieléctrico de permitividad

&i.

Electrodo a potencial flotante

Figura 2.9: Electrodo cerrado a potencial flotante rodeado de dos medios

dieléctricos diferentes
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La ecuacion (2.27) es valida para electrodos cerrados rodeados de uno o varios
medios dieléctricos con diferentes permitividades, pero no resulta adecuada en el
caso de electrodos planos o abiertos en los que pueden aparecer cargas de
polarizacion a ambos lados de la superficie del electrodo. Para que el programa de
calculo pueda separar la carga libre del electrodo y las cargas de polarizacion a

ambos lados de la frontera se utiliza la siguiente técnica.

La figura 2.9 muestra un electrodo a potencial flotante rodeado por dos medios
dieléctricos diferentes. La ecuacion (2.27) para fijar la carga libre total del

electrodo a un valor dado Q, (normalmente nulo) puede escribirse como:
JordS=0,=0 (2.28)
s

La integral de la ecuacion (2.28) puede dividirse en dos partes correspondientes a
las dos medios diferentes que rodean el electrodo, resultando:

‘!UFdS+!(erS=0 (2.29)

1 2

Si se utiliza la técnica original para el tratamiento de superficies dieléctricas
adyacentes a los electrodos y se usa como incognita unicamente densidad de carga
total, la carga libre de la ecuacion (2.28) debe ponerse en funcion de la carga total

mediante las relaciones

or=¢,0 enlaregion (1

F—&n g., (1) (2.30)
Or=¢,0 enlaregion (2)

para poder formular una ecuaciéon que pueda insertarse en el sistema de

ecuaciones, obteniéndose en este caso una ecuacion similar a la (2.27)

€. O'dS+8r2J‘O'dS:O (231)
S,

S,

En el caso de electrodos aplanados no es posible trabajar unicamente con la
densidad de carga total para obtener una condicidon que ayude a resolver el
problema. Pero si se diferencia entre cargas libres y cargas de polarizacion si que
es posible obtener la ecuacién buscada. Para ver como se puede hacer esto,

considérese la figura 2.10 en la que un electrodo plano se encuentra situado entre
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dos medios dieléctricos diferentes.

P =¢,(e,~1)E, o=0+ 0,
\E, 7
|\ E,
Op, @Ol e
[co oo ca oo co
Op, D0 0O06

g1

Electrodoa potencial flotante

Figura 2.10: Electrodo plano a potencial flotante rodeado por dos medios

dieléctricos diferentes

Las condiciones de contorno sobre la frontera pueden formularse separadamente

para los vectores campo eléctrico y polarizacion eléctrica [21][Johnk-1]:

En,—E, =~
n2 nl Eo (232)
P,=P, =—0

Por otro lado la componente normal del vector intensidad de campo a ambos lados
de la frontera puede escribirse como suma de un valor medio mas o menos la
contribucion de la densidad de carga total, de manera que se obtenga el salto

adecuado entre ambas componentes normales a ambos lados de la frontera:

En2:En+—2G

&

00 (2.33)
Enlen -

2¢,
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Y los vectores de polarizacion se pueden escribir como:

-

Pzzfo(frz_l)ﬁz
-1)E

= (2.34)
Pi=¢(e,—1)E,
Sustituyendo las ecuaciones (2.33) y (2.34) en (2.32) se obtiene:
Po—P,=gl(e,—1)E,—(e,—1)E,,]
(2.35)

(0)
:EO{En(ErZ_Er1)+2 (Er2+er1_2)}:_o-P
€

Si se sustituye ¢ por la suma de oytop, donde Gp = Gpitop,, entonces resulta

finalmente:

En(srz—srl)-l—;—;(sr2+srl—2)+;—;(&r2+5“)=O (2.36)
En cada punto de contorno de la frontera se consideran ahora 2 incdgnitas, la
densidad superficial de carga libre, or y la densidad superficial de carga de
polarizacion, op=cp+0p. Se formulan igualmente dos ecuaciones, una la
correspondiente al potencial del electrodo y otra la ecuacion (2.36). Para la
incognita restante, el potencial del electrodo, resulta ahora posible formular la

ecuacion (2.29), pues la carga libre es ahora una de las incognitas del sistema de

ecuaciones.

1kV

Potencial
Flotante

©)
2cm @ €
10cm

20cm

1

—1kV

Figura 2.11: Electrodo plano a potencial flotante rodeado por dos medios

dieléctricos diferentes

Para comprobar el funcionamiento de esta técnica se puede usar la configuracion
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de la figura 2.11. Si la configuracidn se calcula sin diferenciar la carga libre y la
carga de polarizacion, se obtiene un potencial de 0 kV para la placa central. Si se
utiliza, por contra, el método recién descrito, se obtiene un valor del potencial de
0,91108 kV, que corresponde mucho mejor al valor que cabria esperar de acuerdo
con las constantes dieléctricas escogidas.

Para comprobar el resultado obtenido se calcul6 la configuracion de la figura 2.12,
para la que es posible escribir la condicion de contorno tradicional (2.31), pues el
electrodo central es un electrodo cerrado. Se obtuvo un valor de potencial para el
electrodo central de 0,9016 kV, que muestra una buena correspondencia con el

valor de potencial obtenido para la configuracion original por la técnica descrita.

1kV Z Potencial
Flotante
2mm | 100, 2) &
{ €y o
s "
—1kV

Figura 2.12: Modificacion de la configuracion de la figura *hll para calcular el

potencial por medio de la ecuacion (2.31)

Por lo que respecta a la estabilidad numérica de la condicion (2.36), se han

obtenido resultados similares para la configuracion de la figura 2.11 hasta valores
de £=200.000.

2.6 Calculo combinado y seleccién de los

métodos de calculo

En el programa utilizado para el desarrollo de este trabajo resulta posible combinar
los tres métodos descritos en los apartados anteriores, para ello el usuario debe
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indicar para cada superficie cuél es el método que quiere que se aplique para el
calculo de esa superficie. Esto es posible dado que todas las ecuaciones
provenientes de la formulacion de las condiciones de contorno son similares, sea
cual sea el método de calculo escogido. A la hora de seleccionar el método de
calculo para las distintas partes de una configuracion conviene tener en cuenta las

consideraciones siguientes.

El método de las cargas discretas es el mas rapido a la hora de realizar los
calculos, pero en el programa utilizado s6lo puede usarse para electrodos. Ademas
es recomendable no usarlo para electrodos aplanados, por la dificultad de una

correcta asignacion entre cargas y puntos de contorno asociados.

El método de las cargas superficiales es, por su parte, mas rapido que el método de
los elementos de contorno (conlleva menor trabajo de integracion) y es preferible
usarlo siempre que la geometria de las partes y de la configuracion lo permitan.
Sin embargo en configuraciones muy asimétricas el calculo de la distribucion de
carga mediante las formulas como la (2.21) resulta mas impreciso que la
utilizacion de elementos de contorno.

El método de los elementos de contorno es el mas versatil de los tres, pero requiere
mayor cantidad de almacenamiento en memoria y conlleva tiempos mas largos de
integracion. Por otra parte el tiempo de preparacion de los datos, necesario para
construir el modelo geométrico, es también mayor que en los otros dos. Por ello se

aconseja su utilizacion solo si la complicacion de la geometria lo requiere.

2.7 El método de las soluciones elementales

Cuando se utilizan métodos numéricos de calculo de campos como los comentados
en los apartados anteriores para la determinacion del campo eléctrico en
configuraciones de alta tension para corriente alterna, el valor de campo que se
obtiene como resultado se produce en el instante de tiempo correspondiente al
conjunto de potenciales considerados. Lo mas frecuente es seleccionar el conjunto
de potenciales para el que se esperan los maximos valores de intensidad de campo
eléctrico.
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En el caso de un sistema monofasico, para que se cumpla esta condicion, es
suficiente con asignar a los electrodos el potencial correspondiente a la amplitud

de la tension monofésica presente en el sistema.

En el caso de sistemas trifasicos equilibrados suele hacerse una suposicion de
instante mas desfavorable considerando el instante en que una de las fases presenta
su maximo positivo de potencial, mientras que las otras dos se encuentran con la
mitad del valor minimo de potencial negativo. Pero esta suposicion de instante mas
desfavorable solo es correcta para configuraciones simétricas si los conductores de
fase no estdn excesivamente proximos [13][Gomollon-2]. En casos mas
complicados seria necesario llevar a cabo una serie de calculos para distintos
estados de fase, de modo que pudiese determinarse la intensidad maxima de campo

eléctrico real.

Este calculo conllevaria la soluciéon de un gran nimero de problemas de campo
con un tiempo de computacion correspondientemente elevado. En vez de ello es
posible construir un conjunto de soluciones base, por medio de las cuales puede
calcularse la distribucion de campo para un estado de fase cualquiera sin resolver
el problema de calculo de campos asociado.

El método de las soluciones elementales se basa en una aplicacion sistematica del
principio de superposicion que permite construir un conjunto muy reducido de
soluciones base del problema de contorno asociado a la ecuacion de Laplace, a
partir del cual puede construirse, por combinacion lineal, la solucién del mismo
problema cuando las unicas condiciones de contorno que cambian son los
potenciales de los electrodos.

Considérese una configuracion formada por un sistema de n superficies
conductoras, cada una con un potencial determinado Vi, V5, ..., V.. Entre ellos
puede haber distintos medios dieléctricos con permitividades g, /=1, 2, ..., m
(figura 2.13), en este sistema no se considera la posibilidad de presencia de cargas
espaciales. Sea ¢; la funcion de potencial solucién del problema de contorno
definido por el sistema de la figura y con las condiciones de contorno siguientes:
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Figura 2.13: Configuracion general para la aplicacion del método de las soluciones

elementales

Para las superficies conductoras:

Vi=V,=.=V=.=V =0, j=l,..,n, j#i
V.=1
(2.37)
Para las superficies de separacion entre dos medios dieléctricos 7 y s:
0, 09,
00 oo

8—_
"On, ‘0Ong

Sea k un indice sobre el conjunto de superficies que incluye los electrodos y las
superficies de separacion de medios dieléctricos k=1, 2, ..., n, n+1, nt2, ..., ntm,
y sea oy la distribucion de carga superficial sobre la superficie £ en el problema de
campo #, definido por las condiciones de contorno (2.37), y cuya solucion, como ya

se ha dicho,es la funciéon de potencial ¢;, se puede escribir entonces:
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+m

f kg (2.38)
1 S,

i

n
41T80k

Entonces para cualquier problema de campo definido por la misma geometria de

electrodos y aisladores, y sujeto a las condiciones de contorno:

Para las superficies conductoras:

V,=U,
V,=U,
V.=u, (2.39)

La funcion de densidad de carga sobre la superficie &, oy, definida por

o, =, U0 (2.40)
i=1

tiene como funcion de potencial asociada:

57 % asi

47(80k S5, T

i 2.41
ZJ’ 1 dSkZ ( )

Y dada la linealidad de las ecuaciones de potencial y de las condiciones de
contorno sobre las superficies de separacion de medios dieléctricos, esta funcion

es la solucion del problema de contorno (2.39).

Aplicando esta propiedad, para una configuracion de electrodos y superficies de

separacion de medios dieléctricos dada, basta resolver un problema de campos por
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cada conjunto de electrodos a potenciales diferentes (tres problemas en el caso de
configuraciones trifasicas por ejemplo). Una vez obtenidas las funciones de
densidad de carga sobre las distintas superficies para estos problemas base
(soluciones elementales), la funcion densidad de carga (solucion del problema de
campo) para cualquier distribucion de potenciales de los electrodos puede
obtenerse por combinacion lineal de estas soluciones elementales mediante la
formula (2.40), lo que permite calcular igualmente potenciales e intensidades de
campo aplicando simplemente el principio de superposicion, tal y como muestra la
ecuacion (2.41).



Capitulo 3 Capacidades en sistemas

de conductores

3.1 Introduccion

En un primer término, para abordar el tema del calculo de capacidades se va a
tomar como referencia el trabajo de Maxwell, en el capitulo III de su “Tratado
sobre electricidad y magnetismo” [27][Maxwell-1]. Alli se define la capacidad de
un conductor, dentro de un sistema de conductores, como su carga eléctrica
cuando su propio potencial es la unidad y el potencial del resto de los conductores

es nulo.

Segiin el mismo Maxwell esta es la definicion propia de capacidad de un
conductor cuando no se indican mas especificaciones, aunque en determinadas
ocasiones puede resultar conveniente especificar la condicion que deben cumplir
algunos, o todo el resto de los conductores, de una forma diferente, como por
ejemplo suponer que la carga de alguno de ellos es cero, y en este caso se puede

hablar de la capacidad de un conductor bajo las condiciones especificadas.

Para presentar formalmente la teoria de las capacidades en un sistema de
conductores, considérese un conjunto de n conductores 4, A, ... , 4, , con cargas
O, Oy, ..., O, y potenciales Vi, Vo, ..., V,, respectivamente. Se puede escribir la

siguiente relacion entre los potenciales y las cargas:
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V, P Pun " Pnl|0,
Vyl=| P2t P " Pul|O, (3.1
Vn Pua P " Pm Qn

en donde cada elemento p; recibe el nombre de coeficiente de potencial y
representa el potencial del electrodo 4; cuando el electrodo A4; presenta carga
unidad y el resto carga nula. Si se considera la ecuacion (3.1) como un sistema de
ecuaciones, es posible resolver las cargas de los electrodos en funcion de los

potenciales y escribir:

0, 90 4 " 9w ||V,
e e KA (32)
Qn qnl qn2 an Vn

Segun la definicién de capacidad, el coeficiente ¢; de la matriz representa la
capacidad del electrodo 4;. En cuanto al resto de coeficientes g; (i#j), Maxwell los
denomina coeficientes de induccion eléctrica, o simplemente coeficientes de
induccion. En este trabajo se denominaran ambos coeficientes como coeficientes

de carga de manera genérica.

Los términos de la matriz de coeficientes de potencial y los de la matriz de

coeficientes de carga presentan las siguientes propiedades [27][Maxwell-1].

- Tanto los coeficientes de potencial como los coeficientes de carga son
simétricos pi=p;i , 4=
« Los coeficientes de potencial p; son todos positivos, pero ninguno de los

coeficientes p;; es mayor que p; 0 piji.

+ Ninguno de los coeficientes de induccion g (i#]) es positivo, y la suma de
todos los que corresponden a un conductor dado no es mayor en valor
absoluto que el coeficiente de capacidad (q:) de ese conductor, que es
siempre positivo.
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3.2 La matriz de capacidades

La fila i de la ecuacion (3.2) puede escribirse de una forma alternativa til como

sigue:

QFZ q; V= Z q;; Vi_z Qij(Vi_Vj) (3.3)
j=1 j=1 j=1

i
Llamando

n

Cﬁz q;

= (3.4)
Ci= 4
la ecuacion (3.3) se puede escribir como
Qi:ciiVi+Z cij(Vi_Vj) (3.5)
Jj=1
J#i

La matriz ¢; se denominard matriz de capacidades. El término c¢; se denominara
autocapacidad del electrodo 4; y los términos ¢; (i#f), capacidad mutua entre los
electrodos A4; y 4;. De las propiedades de los coeficientes de carga comentadas en

el apartado anterior se deduce que tanto los ¢; como los ¢; (i#/), son no negativos.

Los elementos de la matriz de coeficientes de carga y de la matriz de capacidades
pueden interpretarse en términos de flujo eléctrico de la manera siguiente,
considerando para ello el flujo eléctrico saliente de un electrodo como positivo, y

el entrante como negativo:

«  gi es la carga total del electrodo 4; cuando el electrodo 4; se encuentra a

potencial unidad y el resto estan conectados a tierra.

«  ¢;=q; (i#]) es la carga total del electrodo A; cuando el electrodo A; se
encuentra a potencial unidad y el resto estdn conectados a tierra.
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« ¢ es la suma de las cargas de todos los electrodos cuando el electrodo 4;
se encuentra a potencial unidad y el resto a potencial cero. También puede
interpretarse como la carga correspondiente al flujo eléctrico entre el
electrodo 4; y el infinito (o un posible plano de tierra) cuando el electrodo
A; y todos los demas se encuentran a potencial unidad.

« ¢ (i#f) es, cambiada de signo, la carga del electrodo A4; cuando el

electrodo A4; se encuentra a potencial unidad, y el resto a potencial cero.

Estas relaciones se ilustran en las figuras 3.1 y 3.2. En ellas se aprecia también
cOmo

qn=z Gy (3.6)
Jj=1

ecuacion que se deduce facilmente de las relaciones (3.4).

Cuy=

Figura 3.1: Representacion grafica de los coeficientes de capacidad con un electrodo

a potencial unidad y el resto a potencial cero.
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Figura 3.2: Representacion grdfica de los coeficientes de autocapacidad con todos

los electrodos a potencial unidad

3.3 Sistemas con electrodos a potencial

flotante

Los electrodos a potencial flotante tienen sus propias autocapacidades asi como
capacidades mutuas con el resto de los electrodos presentes en una configuracién
determinada. Pero estas capacidades no presentan directamente relevancia técnica,
pues no estdn conectadas galvanicamente con la red de trabajo considerada.
Cuando se utilizan electrodos a potencial flotante, el aspecto que resulta de interés
es como afecta su presencia a las capacidades entre el resto de los electrodos

conectados a la red de trabajo.

Para calcular esta influencia considérese una configuracion con n. electrodos a
potencial fijo y n; electrodos a potencial flotante, cada uno con una carga inicial
que permanece posteriormente invariable para todos los procesos considerados. La

ecuacion (3.2) se puede escribir con bloques matriciales:
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| I 1 I
0, v
0, Vs
Qne :[[qee] [qef]] Vne a.7)
Qne+1 [qfe] [qff] VneH .
Qne+2 Vne+2
Qn;ﬂlf Vnc;+nf
| I I I
O de forma maés sucinta:
[Qe]]_[[qee] laa]|[[7.]
= (3.9)
[[Qf] [qfe] [fo] [Vf]
De esta ecuacion se puede resolver:
[Qe]:([qee]_[qef][qff]71 [qfe])[Ve]_‘_[qef“qff]il[Qf] (3.9)

Generalmente los electrodos a potencial flotante se encuentran inicialmente

descargados, por lo que [Qf]=[0] y se obtiene una relacion matricial entre

cargas y potenciales similar a la (3.2) que se escribira:
0.)=[a."][V ] (3.10)
En donde se utiliza una matriz modificada de coeficientes de carga dada por:
[qe,]:[Qee]_[Qef][qff]il[Qfe] (311)

En el caso de que los electrodos a potencial flotante no se encuentren descargados
inicialmente, no se puede escribir una ecuacion como la (3.10), pero al ser las

cargas de los electrodos a potencial flotante constantes, se cumple la siguiente

d av
l thel:[qe']l dtel (3.12)

relacion:
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A partir de la ecuacion (3.11) se puede definir una matriz de capacidades
unicamente entre los electrodos a potencial fijo de la misma forma que en la

ecuacion (3.4)

Cii —];‘]ij (3.13)

r—__ ’
Ci =4

3.4 Medida de capacidades

Considérese un conjunto de n electrodos como los de la figura 3.3. Se desea medir
la capacidad entre los electrodos / y 2, conectando a los terminales 4 y B un
circuito de medida calibrado en funcidn de la corriente y la diferencia de potencial
entre los terminales 4 y B. El dispositivo de medida parte de que toda la corriente
circula entre los terminales / y 2, y no sabe de la presencia de otros electrodos o
posibles corrientes. En la figura se han dibujado tunicamente los electrodos
accesibles que pueden ser conectados a tierra para la realizacion de la medida. En
el sistema puede haber electrodos a potencial flotante no accesibles, o que no
interese que se conecten a tierra para la realizacion de la medida, por funcionar
como tales electrodos a potencial flotante cuando se esta operando el sistema, e
interese incluir su influencia en la capacidad que se quiere determinar. En el
tratamiento que sigue, no se hace referencia a estos electrodos, para considerarlos
bastaria con sustituir en las expresiones siguientes los coeficientes de capacidad
por los que se calculan a partir de las formulas (3.10)-(3.13).

Para el electrodo / se tiene:

O,=c,\V,+c,(V,=V,)+c, ,(V,=V,)+ -+ +¢,,(V,=V,) (3.14)
y para el electrodo 2:

O,=Cp Ve, V=V ) +en(Vy=Vy)+ - +e,(V,=V,)  (3.15)

Si para realizar la medida se consideran puestos a tierra, ademas del electrodo 2,
todos los demas electrodos, menos el electrodo /, estas ecuaciones resultan en
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QI:(CII+CI3+ +Cln>V1+CIZ(V1_V2)

0,=¢,, V2+012(V2_ Vl)

(3.16)

donde se ha obviado la condicion V,=0, en los términos donde aparece con el

coeficiente de capacidad mutua ci,, para que la capacidad objeto de la medida, ¢,

aparezca explicitamente en las dos ecuaciones.

Derivando respecto al tiempo se obtiene:

dQ dv dv
(“—]:(cll+cl3+ _*_Cln)dt—l"i_clzdt—1
do, dr,

dr . eag

(3.17)

Figura 3.3: Configuracion de electrodos para la medida de capacidades

La medida se realiza partiendo del supuesto de que

dg, :_sz _. dv,
dt dt "7 dt

I, =lg=+

Mientras que en realidad se tiene

(3.18)
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) drv, dv,
iy=(c et - +ey,) +cp,
d¢ d¢ (3.19)
4, '
Ih=C,—
B 12dt
O escrito en régimen permanente sinusoidal
iy=jwle, et - Fe, )V +jwe,V, (3.20)
ig=jwce,V,
Llamando
iL:j(D(Cn"'Cm"' +Cln)V1 (3.21)
cL=cy Fet e ey, '
la ecuacion (3.20) se puede escribir
i\=joc, V +joc,V
ATJWOCL YV T JWOC, Yy (3.22)

ig=jwe,V =i, —i

Que se puede representar mediante los circuitos equivalentes de la figura 3.4

L

IiL

iy

12

Figura 3.4: Esquema de circuito para medida de capacidades

1

En este circuito i; representa un error de medida que corresponde al conjunto de

capacidades parasitas del electrodo I, incluyendo su autocapacidad. En el caso,

frecuente en la técnica, de que so6lo se consideren dos electrodos se tiene
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i =jwe,V, (3.23)

En el caso de haber electrodos que no sean accesibles para su puesta a tierra y
queden a potencial flotante durante la medida, el resultado aplicable seria el
mismo, pero trabajando con la matriz de capacidades modificada definida por las
ecuaciones (3.11) y (3.13).

3.5 Energia en funciédn de capacidades vy

coeficientes de carga

La expresion matricial para la energia potencial de un sistema de n conductores
con cargas O, Q,, ... . Qn, y potenciales Vi, V3, ... . V, viene dada por [27]
[Maxwell-1]

(o] [V] (3.24)

Si se tiene en cuenta que [V]=[p][Q], donde [p] es la matriz de coeficientes de
potencial, resulta

U==[0]"[pllO] (3.25)

| i i ) (3.26)
5{‘]11 Vitayn Vit +q.,.Vi+2q,V,V,+2q,,V, V3+'”}

en donde [¢] es la matriz de coeficientes de carga. Teniendo en cuenta que

2V V. =—(V.—V )V +V2+V? (3.27)
1 1 1 1 1 1
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se puede escribir

1
Uzg{(qn"'%z"'”'""]ln) V?+<‘]21+‘I22+"'+q2n) V;"'"""

(qnl +qn2+"'+qnn) Vi_‘hz(Vl_ V2)2—q13(V1— V3)2_ (3-28)
"'_%n(Vl _Vn)z_qZS( V,— V3)2_"'_qn-1,n(Vn-1_ Vn)z}

o en términos de la matriz de capacidades

1
UZE[C“ Vite, Vitte, Vot

en(V,— V2)2+c13 (v, V3)2+"'+Cln(V1_ Vn)z"' (3.29)
Cy3 (Vz_ V3)2+- .. +cn_15n( Vo= Vn)z]

La expresion que se usa frecuentemente para el calculo de la energia de un
condensador con dos placas

1
UZEC(VI—VZ)Z (3.30)
No es sino una simplificacion de la expresion general
1
UZE e Vites, V§+012(V1_V2)2} (3.31)

En donde se hace c¢,;~c,,~0 ,esdecir, ¢,,=¢,,=—¢,

3.6 Capacidades entre dos electrodos

Cuando en teoria de circuitos se escribe como ecuacion de un condensador con dos

electrodos
o=C-v (3.32)

Se esta haciendo en realidad una simplificacion de la ecuacion
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i V1+612<V1_ Vz)

(3.33)
Clz(Vz_V1)+czz v,

0,
Considérese el caso de una configuracion en que la simetria espacial de los

electrodos permite escribir g=¢»=a, y llamese ¢qi,=¢.=-b. Es decir,

cii=cp=a-b,y cin=cy=>b. La ecuacion del sistema puede escribirse entonces

a —bl||lV
Q‘=[ l 1 (3.34)

0, —b a V,
La afirmacion, que suele realizarse con frecuencia de que Q,=—0,=0 resulta
valida unicamente en el caso de que V,=—V, (ecuacién vélida cuando la

referencia de potencial cero se encuentra en el infinito). Llamando, en este caso,

V=V,=V,=2V, ,sepuede escribir entonces

a—>b

0=(a+b)V,=(“52+b)2V =(F 4e,) ¥ (3:39)

que es la ecuacion (3.32) en la que la capacidad toma el valor

c
C:7§+q2 (3.36)

Este hecho suele ignorarse a menudo cuando se miden o calculan capacidades.

Si se cumplen estas aproximaciones y se evalua la expresion de la energia (3.31),

se obtiene:
— 1 2 2 2| _ 1 2 2
U_E[cn Vite, VeV =V,) 1_5{2011 Vite,(27,) ]
1|cy 2 2l _1)en 2 2 (3-37)
:E 7(2 V]) +Clz(2V1) 125[74’012](2 Vl) :ECV

que coincide con la expresion que se usa tradicionalmente (3.30), pero teniendo en
cuenta el valor de la capacidad dado por la ecuacion (3.36).

Si en vez de considerar dos electrodos con posicion simétrica en el espacio, se

considera que el electrodo / esta encerrado completamente en el electrodo 2, de
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modo que no salen lineas de campo del electrodo / hacia el infinito y por lo tanto

¢ =0, es decir, g;;=—g12,=a, y llamando ¢»=b, entonces se puede escribir:
a —allV
9, =l ] ! (3.38)
0, —a b v,
O similarmente
0,= a( V= Vz)
_ (3.39)
0,=—a ( V= Vz)"'(b_ a) v,
Si se asume, como en el caso anterior que O, =—0,=0 |, esto solamente es

posible, como se deduce de las ecuaciones anteriores, en el caso de que V,=0. En
general, no se puede considerar O,=—0, para valores cualesquiera de los

potenciales, y no se puede decir que carga y diferencia de potencial sean
proporcionales, para este tipo de configuracion.

3.7 Cambio de referencias de potencial

Partiendo de nuevo un sistema de n electrodos con potenciales Vi, V3, ... . V,,
supongase ahora que se cambian los potenciales de los electrodos de la siguiente

manera
Vi'=vitV, (3.40)

Sea ¢; la solucion del problema de calculo de campos (2.37), como se comenté al
explicar el método de las soluciones elementales, correspondiente al caso de que el
electrodo i se encuentre a potencial unidad y el resto conectados a tierra. Hay dos
funciones de potencial que se pueden obtener a partir de las soluciones

elementales y que cumplen las condiciones de contorno (3.40):

CI)A:Z VoV,
= (3.41)

‘1313:2 Vi¢i+z Vod)i:Z (Vi+ V0)¢i
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La diferencia entre ambas funciones, si se tiene en cuenta que para las soluciones

elementales <I>i(00)=0 , viene dada por

¢A(OO>:

byf2)=0 o

En lo que sigue se llamara problema A al problema de campo cuya solucion es ¢y

problema B al problema de campo cuya solucion es ¢g. El problema 4 corresponde

a un cambio de referencias de potencial.

A continuacion se va a analizar en qué modo afecta este cambio de referencia de
potencial a los calculos con las matrices de coeficientes de potencial, de

coeficientes de carga y de capacidades.

Sea o; la funcion densidad de carga sobre la superficie del electrodo j en el
problema original y o; la funcion densidad de carga en el electrodo j

correspondiente a la funcién de potencial ¢; correspondiente al problema (2.37).
En el problema original se tiene:

1 aq) a n n
O N pyo=V]|=—
80 an 80 anj ; 1¢1 ; il € anj p i

0.\ &
! i):Z V.o,  (343)

Para los problemas 4 y B se obtienen las siguientes funciones de densidad de carga

09a
OJAZSI_O% Elai(ZVqHV) ZV(Ela—q’) ZVo._o (3.44)

i=1

_100s_1 o

n 1 aq) 1 aq) n n
Sofass o(eoan) O

i=1

(3.45)

De donde se deduce que la carga del electrodo j para el problema A4 coincide con
su carga en el problema original, Qja=0;, mientras que para el problema B la carga
del electrodo j no coincide con la carga del problema original.

A continuacién se va a analizar como cambian respecto del problema original las
matrices de coeficientes de carga.
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Para el problema A se tiene:

Oa 0, 91 412 an ||V,
QzA = Q2 = q21 q.22 QZn V2 =
QnA Qn qnl Qn2 an Vn
911 4912 dn ||V, 1 1
Qg1 ng an v, +V, 1 -V, -
in qn2 qnn Vn 1 1
i [
Z 7, (3.46)
9,1 4912 9in || Via ’:1
R Y DA
. N . . i=1
qnl qn2 qnn VnA n :
Z qm
i=1
1 Y
91 9 Gun ||V 1A ch
q?l ng Don ||V o4 — V| €22
qnl qn2 qnn VnA Cnn

Como se ve en las formulas anteriores en el problema ¢4 no se tiene una relacion

lineal entre cargas y potenciales.

Para el problema B se tiene:

n n
GjB:Z Vi0j1+ Voz 0=
i=1 i=1

de donde

D VAV o= Vo, (3.47)
i=1

i=1



Capitulo 3 Capacidades en sistemas de conductores Pagina 50

O 9u 912 0 9 ||V
Q_ZB — ‘]'21 q?z q?n V.ZB (3.48)
QnB 9 92 7 Y9m VnB

Y se tiene la misma relacion entre cargas y potenciales que en el problema
original. En el problema A las densidades de carga en los conductores, y por lo
tanto las intensidades de campo, se mantienen respecto del problema original,
mientras que en el problema B, cambian las densidades de carga e intensidades de
campo en los conductores respecto del problema original.

En cuanto a las matrices de capacidades se obtienen los siguientes resultados.

Para el problema A

QjA:Qj:Z q;V= Z q;;
i=1 i=1

Vj_z qji(Vj_Vi):
oy

Vj"'Vo_Vo)_Z qji(Vj+VO_(Vi+VO))=
i=1

(g%‘i (

) i (3.49)
(qui (Via o)_z ‘]ji(VjA_ViA):
i=1 i=1
i#j
Cji (VJA_ Vo)_z qji(VjA_ Vs
i=1
i#j

Que difiere de la expresion para el problema original Uinicamente en el término
constante c¢; Vo, por lo que no afectaria al cdlculo de corrientes, por ser un término

constante.
Para el problema B se obtiene directamente, al igual que para el problema original
Op=c;Vip Z 4V ig=Vis (3.50)
i#j

Y el calculo de corrientes tampoco se ve afectado.
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Por lo que al célculo de las energias se refiere (y en su caso el céalculo de fuerzas
que de éste derivase), se tiene, tanto para el problema A como para el problema B

i VJ') (3.51)

Por lo que varian todos los términos afectados por las autocapacidades en la
expresion (3.29), y por lo tanto no se pueden realizar cambios de referencias de
potencial para el calculo de energias o fuerzas a menos que se puedan despreciar
las autocapacidades de los electrodos.
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4.1 Introduccidn

El calculo de las capacidades en una configuracion de electrodos y aisladores es un
problema intimamente relacionado con el problema del calculo de campos y
potenciales electrostaticos, y resulta ciertamente complejo, incluso para las
configuraciones relativamente sencillas.

Son muy pocas las configuraciones realizables fisicamente en las que es posible
obtener una expresion analitica simple de la capacidad. Entre ellos se encuentran
la capacidad de un condensador esférico y la de un disco circular o eliptico a un
potencial constante [9][Durand-1]. Incluso en el caso en el que los electrodos
coinciden con superficies equipotenciales de sistemas coordenados las expresiones

que se obtienen para las capacidades son complicados desarrollos en serie.

Muchas de las formulas que aparecen en las referencias provienen de calculos en
dos dimensiones, lo que resulta de por si ya una aproximacion, al considerar una
extension infinita de los electrodos en una de las direcciones del espacio. Aqui se
incluyen las féormulas de capacidad para un condensador de placas planas o de

electrodos cilindricos concéntricos .

Todos los métodos de calculos de capacidades se reducen en esencia al mismo
principio: determinar la distribuciéon de carga en los electrodos, para la
distribucion de potenciales deseada, y calcular a partir de ella la carga total de los

electrodos para obtener asi la matriz de coeficientes de carga y de ella la matriz de
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capacidades. Las diferencias entre los métodos estriban en la forma de determinar
o aproximar la distribucion de carga sobre los electrodos. Cuando se utilizan
métodos numéricos integrales para la determinacion del campo eléctrico, las
cargas representan las incognitas del problema, y una vez resuelto el problema de
calculo de campos, la suma o integracion de las cargas permite realizar el calculo
de las capacidades. Cuando la resolucion del problema de campo proporciona
unicamente la distribucion de potencial electrostatico, como seria el caso del
método de los elementos finitos, la carga sobre la superficie de los electrodos
puede determinarse a partir de la intensidad de campo superficial que se obtiene
derivando la funcion de potencial.

Cuando se utiliza la aproximacion de dos dimensiones es posible encontrar
formulas de aproximacion analitica por medio de métodos especiales, como puede
ser la transformacion conforme. También es posible un calculo aproximado de
capacidades a partir de diagramas de lineas de campo y equipotenciales.

Una excelente tabla de formulas de capacidades, incluyendo para cada formula la
referencia bibliografica correspondiente, se puede encontrar en el libro de Kaiser
[22][Kaiser-1]. En este capitulo se va a presentar una vision general de los
distintos procedimientos usados por los diferentes autores en la bibliografia para el
calculo de capacidades. En algunos casos se compararan los resultados obtenidos
por esos autores con los que proporcionan el método y el programa desarrollados
para este trabajo, cuya descripcion detallada empero se deja para el capitulo

siguiente.

4.2 Calculo de capacidades mediante

aproximaciones analiticas

4.2.1 Calculo con cargas imagenes

Existen configuraciones de electrodos para las que resulta posible aproximar la
carga de los electrodos mediante desarrollos en serie. En los calculos practicos se
toman s6lo los primeros términos de estos desarrollos en serie para determinar los
valores de la capacidad.
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Una configuracion de cierta importancia técnica es la capacidad entre dos
electrodos esféricos separados por una cierta distancia (corresponde a la geometria
de un explosor de esferas usado en la técnica de alta tension). El céalculo de esta

capacidad se puede realizar mediante la técnica de cargas imagenes [27][Maxwell-

1.

En la figura 4.1 se representa una configuracion formada por dos cargas puntuales
de distinto signo, e, y e, ( |€2|<|€1| ), separadas por una cierta distancia d,

situadas sobre dos puntos 4 y B en el espacio libre . La superficie esférica de radio

ee e

_ 162 . . . 1
x=d *—— con centro en C, punto situado a una distancia f=——a de

62—61 eZ

ey, resulta ser una superficie equipotencial con potencial cero. Las cargas e, y e;
sobre 4 y B se llaman entonces cargas imagenes respecto a la superficie de la

esfera de radio « con centro en C.

€

Figura 4.1: Cargas imdgenes

Considérese ahora la configuracion de la figura 4.2, formada por dos esferas 4 y
B, de radios a y b respectivamente, separadas por una distancia c. Si se considera
la esfera 4 a potencial unidad y la esfera B a potencial cero, y se calcula la carga
total de ambas esferas en estas condiciones se obtienen los coeficientes g y
qs4=q4p de la matriz de cargas. Resolviendo después el problema inverso (la esfera
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B a potencial unidad y la esfera 4 a potencial cero) , se obtiene el coeficiente
restante ¢zs de la matriz de cargas. A partir de estos coeficientes pueden calcularse

las capacidades de la configuracion.

/ ,

Figura 4.2: Datos geométricos de la configuracion de dos esferas para el cdlculo de

capacidades

La resolucion del problema de campo cuando una esfera, por ejemplo la esfera A4,
se encuentra a potencial unidad y la otra a potencial cero, puede realizarse
situando una carga unidad en el centro de la esfera A, obteniendo su imagen
respecto de la esfera B, (esta carga estara situada en el interior de la esfera B)
posteriormente la imagen de esta carga respecto de la esfera A (situada ahora en el
interior de la esfera 4), y asi sucesivamente formando dos series infinitas de cargas
que resultan situadas en el interior de ambas esferas. La suma de estas series
infinitas de cargas representan los coeficientes ¢4 y ¢4s. Utilizando los primeros
términos de estos desarrollos en serie se obtienen las siguientes formulas para los
coeficientes de carga [27][Maxwell-1], a partir de los cuales, mediante las

formulas (3.4) , se pueden calcular las capacidades de la configuracion.

_ . ab ab
qua=at 2_p? T(cz—b2+ac)(cz—b2—ac) e
:_%_ azbz — a3b3 +oe (4 1)
T~ c(*—a*~b*) c(—a*~b*+ab)(*~b*~a’—ab) '
ab’ a’b’

qp=b+ 7 2t e

¢ —a (cz—a2+bc) (cz—az—bc)
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Si se calcula mediante estas formulas la matriz de capacidades para una
configuracion en la que las dos esferas presentan el mismo didmetro con una
longitud de 40 cm y sus centros estdn separados una distancia de 70 cm se

obtienen los siguientes valores:

¢,,=¢,,=17,386323 pF

¢,=¢,,=7,03939 pF (42)

Como comparacion, el calculo realizado con el programa desarrollado en este
trabajo utilizando cargas superficiales y 40 puntos de contorno para cada una de

las esferas proporciona el siguiente resultado:

¢, =5, =17,3768 pF

¢,=¢,,=7,0368 pF (43)

4.2.2 Calculo mediante transformacion conforme

Cuando en una configuracion tridimensional existe una direccion del espacio tal
que las secciones perpendiculares a esa direccidon no presentan variacion a lo largo
de una distancia suficientemente grande, en relacion con el tamafio de la seccion,
el problema puede aproximarse mediante un céalculo bidimensional sobre

cualquiera de las secciones iguales referidas.

Existe una serie de problemas bidimensionales para los que resulta posible
encontrar una solucion analitica al problema de calculo de campos mediante el
método de la llamada transformacion conforme [37][Prinz-1]. En lo que sigue se
va a explicar el fundamento de esta técnica y su aplicacion al calculo de

capacidades.
Considérense dos planos complejos denominados mediante las variables

z=x+]y

w=u+jv “@4)

Sea una funcion compleja z=f(w). Una funcion f se dice conforme en un cierto
dominio abierto U si es holomorfa (tiene derivada compleja en todo punto del
dominio) y su derivada es distinta de cero en todo el dominio.
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Una transformacion o funcion conforme tiene la propiedad de que los angulos
entre dos curvas son invariantes con la transformacion. El hecho de que las
funciones conformes sean derivables en el plano complejo implica que se cumplan

las condiciones de Cauchy-Riemann

u_ov . av__ou
ox 0y > ox dy
(4.5)
dw _ow__ ow .OW

demas W =9W_ 9w _ .0W
M 47 Tox a(iy) oy

De las anteriores condiciones se deducen las siguientes propiedades:

« Si ¢(xy) es una funcibn que cumple la ecuaciéon de Laplace

2 2
(%+%:0) en el plano (x,y), entonces la funcion @(u,v) cumple la
X y
iy ¢ 0 _
ecuacion de Laplace en el plano (u,v) F+F_O
u v

« Las familias de curvas u(x,y)=cte, v(x,y)=cte, son ortogonales.

Para ver la aplicacion de la transformaciéon conforme en calculos electrostaticos,
considérese una funcion compleja conforme z=f(w) y que en el plano (u,v) las

lineas v=cte son lineas equipotenciales, correspondientes a una cierta funcion
d=k-v+d, (4.6)

por lo que las lineas u=cte representaran lineas de campo (figura 4.3). El campo

eléctrico en el plano (x,y), sera

EO_(_a_q) _a_q)):( ¢ ov ¢ Q):

T\ ox’ oy) | ovox ov 47

En donde
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- ov O0v ov Ou
E=|-— - F-= - 4.8
: ( 0x ay) ( ox ax) 48
”y Uy
Vi ¢

V11 ¢II V. ¢H

\f]¢[

x u

Figura 4.3: Sistemas de coordenadas en una transformacion conforme

Dadas dos lineas equipotenciales ¢; y ¢n correspondientes a los valores v; y vy la

constante & puede determinarse a partir de (4.6) como (figura 4.3):

q)l_q)ll
=2 49
ViIT™ Vi (+9)

Ademas, con las ecuaciones de Cauchy-Riemann se puede escribir en el plano

complejo:

E*_—ﬂ+ @— a_V+ ﬂ - a_u+ ﬂ —
= -] oy J@x — 0x Jax B

0x J@y
dw 1. 1 (4.10)
dz Ydaz ox, oy

dw ov J@v

Por lo general las superficies de la configuracion real se modelan en el plano (x,y)
y las variables x, e y tienen dimensiones de longitud, mientras que las variables u y

v, como argumentos de funciones matematicas utilizadas en la composicion de la
funcion f, son magnitudes adimensionales. De aqui que el vector E_ , de

acuerdo con la formula (4.10), tiene dimensiones de [L]". Para obtener valores de
campo con dimensiones de campo eléctrico, p. ej. kV/cm, se precisa una constante

dimensional con dimensiones de potencial, como la constante &, . La constante k&
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puede calcularse en el plano (#,v) como

k= % (4.11)
De donde, en este plano se obtendria para el campo eléctrico la expresion
EW:(—%,—%):(O,—H (4.12)
Por lo que se puede escribir:
|k|:|EW| (4.13)

|EZ=|E }|E ]

Calculos analogos a estos se pueden realizar utilizando las lineas u=cte como

lineas equipotenciales.

Para el calculo de capacidades es importante considerar una propiedad de la
transformacion conforme que se puede formular como la invarianza de la carga
sobre la superficie de un electrodo (v=cte) entre dos coordenadas dadas de campo
(u1 y u2), lo que implica la invarianza de las capacidades parciales. Como este
enunciado no se ha encontrado en la bibliografia, se presenta una demostracion del

mismo en el apéndice A.

Para explicar la aplicacion y limitaciones de la transformacién conforme se va a

usar el ejemplo de la figura 4.4, donde se representa la transformacioén conforme
z=c-cotw (4.14)

En donde ¢ es una constante con dimensiones de longitud. Para las curvas

representadas en la figura se tienen las relaciones

D=2-c-coth(2v,)
c (4.15)
R=—F
sinh(2v,)
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WA
R u=20
A p;f Yo
u=-m/2
<)
X
=2
z=c-cotw =0 v
j v
| J
VA: vﬂ
v =1
u=-n2 u= /2
| u
v=-1
VB: -V,

Figura 4.4: Transformacion conforme z=c cot w

Los célculos de las variables del plano (x,y) en funcién de las del plano (u,v), asi
como las formulas de las lineas equipotenciales y lineas de campo en el plano (x,y)

se muestran en el Apéndice A .
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Supongamos que se desean conocer las capacidades entre dos cables de longitud
infinita, de radio R, con una distancia D de separacion entre sus centros. A partir

de las relaciones (4.15) se puede despejar:

D 2-cosh(2v,) (4.16)
_1 D
vo—zcosh (2R) (4.17)

Considérese el caso en que el electrodo v, estd a potencial 1 y el electrodo -v, a

potencial -1, lo que corresponde a la funcion potencial en el plano (#,v) dada por
v
o=— (4.18)

Que es la solucion en el plano (u,v) de la ecuacion de Laplace y, seglin se ha dicho,
también representa la solucion de la ecuacion de Laplace en el espacio (x,y), dadas
las propiedades de la transformacion conforme.

La carga sobre el electrodo A (v=v,) en el plano (u,v) se puede calcular por la

formula:

aq’|(uz—ul):s0~l-n (4.19)

ql,u‘,uzzs0.|av v
0

La misma carga, pero con signo negativo, se encuentra sobre el electrodo B

(v=-w).

De acuerdo con la férmula (3.35) se obtiene

1 Ciy
=m-€. —=(—+ .2 .
O=mey =[5 +er) (4.20)
de donde
_(Cn g, e,
c=( 2 +en) 2v, (4.21)
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La transformacion conforme no puede usarse en este caso para calcular las
capacidades parciales, pues solo resuelve el problema cuando la distribucion de

potenciales es simétrica respecto al plano de tierra.

Puede observarse que la formula (4.21) se corresponde con la féormula de la
capacidad por unidad de longitud de un condensador plano idealizado donde
T (—\_

E‘(T)— Uy—U; representa la  longitud de las placas vy

2v,= VO—(—VO) representa la separacion entre las placas. Esta formula de

=

capacidad se puede encontrar en los libros [48][Weber-1], [S2][Zahn-1].

Ejemplos de utilizacion de la transformacion conforme al calculo de capacidades
pueden encontrarse en [34][Palmer-1](1937), [11][Frankel-1](1942).

4.3 Calculo de capacidades a partir de

diagramas de campo

Antes de desarrollarse los métodos numéricos de calculo de campo, era habitual
para el calculo de capacidades de configuraciones bidimensionales, o
configuraciones tridimensionales con simetria de rotacion, realizar calculos
aproximados de capacidades a partir de diagramas de lineas equipotenciales y
lineas de campo. Obviamente, para ello es preciso haber trazado previamente el
grafico de lineas equipotenciales y lineas de campo, para lo que se utilizaban
técnicas graficas aproximadas. Una descripcion de estas técnicas y algunos
ejemplos pueden encontrarse en [2][Attwood-1], [48][Weber-1]. Una vez obtenido
el diagrama de lineas equipotenciales y lineas de campo, el calculo aproximado de
las capacidades se realiza con los métodos que se describen en los apartados
siguientes.

4.3.1 Calculo grafico de capacidades en dos

dimensiones

Considérese un diagrama de lineas equipotenciales y lineas de campo para una
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configuracidon de electrodos bidimensional, que ha sido trazado de forma que se

cumplen las siguientes condiciones.
1. El flyjo eléctrico entre cada dos lineas de campo es constante.

2. La malla de lineas equipotenciales y lineas de campo forma una red de lo
que se denomina “cuadrados curvilineos”, lo que equivale a decir que en
una celda delimitada por dos lineas de campo y dos lineas equipotenciales
donde 3s es la distancia media entre las dos lineas de campo y o/ la
distancia entre media entre las dos lineas equipotenciales se cumple que
0s=0! (figura 4.5).

Para el calculo aproximado de la capacidad parcial ¢, entre dos electrodos por
unidad de longitud perpendicular a la seccion del dibujo, puede procederse como
sigue. Supongase que el diagrama se ha trazado partiendo de una distribucion de
potenciales dada para los electrodos ¢1, ¢», s, ..., etc. Entonces el flujo eléctrico
entre dos electrodos, p. ¢j. el / y el 2 viene dado por

Yp=c,(0,—0,) (4.22)

Figura 4.5: Paralelepipedo curvilineo delimitado por lineas de campo y lineas

equipotenciales.

Supdéngase ademas que entre los electrodos / y 2 hay n;, tubos de flujo, entonces, a
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cada uno de los tubos de flujo le corresponde un flujo eléctrico

wlzu:M:DészeoEél (4.23)

12
En donde se ha aplicado la condicidon ds=4/.

Si entre los electrodos / y 2 hay mi,—1 lineas equipotenciales, en cada celda del
diagrama se tendra una diferencia de potencial dada por

6¢=M:E 51 (4.24)

m,
Sustituyendo esta expresion en (4.23) se obtiene

Clz(¢1_¢2) =0,

=g, (4.25)
av; my,
De donde se puede despejar
1y,
C =€ — (4.26)
: m,

Por lo que para obtener una expresion aproximada de ¢, bastaria con contar el
numero de celdas que separa ambos electrodos, asi como el nimero de tubos de
flujo que van de un electrodo al otro. Esta expresion, como puede observarse, es
equivalente a considerar una conexién de m;, condensadores planos elementales en
serie y ni» en paralelo entre ambos electrodos (figura 4.6).
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Figura 4.6: Determinacion de la capacidad por unidad de longitud a partir de un

diagrama de lineas de campo y lineas equipotenciales

4.3.2 Calculo grafico de capacidades en sistemas con
simetria rotacional

Los tubos de flujo entre dos electrodos son en este caso cilindricos. El flujo total

entre dos electrodos / y 2 viene dado por

W12:012(¢1_¢2) (4.27)

Si entre estos electrodos hay un total de #y, cilindros de flujo, llevando cada uno el
mismo flujo, a cada cilindro le corresponde entones un flujo eléctrico (figura 4.7)
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_012(¢1_¢2)

12—
ny

=D2mnrds=¢, E2mrds (4.28)

Figura 4.7: Determinacion de la capacidad a partir de un diagrama lineas de campo

y lineas equipotenciales en un sistema con simetria rotacional

Si entre los electrodos / y 2 hay m,—1 lineas equipotenciales, en cada celda del
diagrama se tendra una diferencia de potencial dada por
o= p 5 (4.29)

m,
Sustituyendo el valor de £ en la expresion (4.28) se obtiene

ny, 2mards

Cn=% m, 51 (4.30)

En este caso el diagrama de lineas equipotenciales y lineas de campo debe trazarse

de modo que en cada celda se tenga en cuenta la distancia r al eje de simetria, y
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que se cumpla la relacion siguiente entre la distancia ds entre las lineas de campo

y la distancia &/ entre las lineas equipotenciales
2mrds=081 (4.31)

De este modo la capacidad parcial aproximada entre dos electrodos puede
calcularse igual que en el caso bidimensional contando el numero de celdas que
separa los dos electrodos y el nimero de tubos de flujo entre ambos mediante la

expresion

Cn=8%—— (4.32)

4.4 Calculo numérico de capacidades

En este apartado se va a hacer una revision de los distintos métodos de calculo

numérico de capacidades que se pueden encontrar en la bibliografia.

El primer uso de un método numérico para el calculo de capacidades se debe a
J. C. Maxwell, [28][Maxwell-2](1879) quien para calcular la capacidad de una
placa plana metalica cuadrada divide la placa en una red de 6x6 cuadrados, para
cada uno de estos cuadrados supone una densidad de carga constante, para
determinar la densidad de carga de cada cuadrado impone la condicion de que el
potencial en el centro de cada cuadrado asuma un valor unidad. Una vez
determinada la carga de cada cuadrado, la suma de las cargas de los cuadrados
proporciona la capacidad de la placa (teniendo en cuenta que esta a potencial
unidad). Esta puede entenderse como la primera vez que se utiliza el método de los
elementos de contorno, o de las cargas superficiales, si bien Maxwell no deja claro
como se calculan los coeficientes de potencial, y parece haber cometido algiin

error en los calculos [50][Wintel-1].

Un método sin justificacion tedrica aparente, pero que parece proporcionar unos
resultados aceptables fue presentado por G. W. O. Howe [19][Howe-1](1914).
Howe realiza el calculo de la capacidad de un conductor cilindrico de radio
pequeflo en comparacion con su distancia a un plano de tierra. Su esquema de

calculo es el siguiente. En la situacion real el potencial del conductor seria
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constante y la distribucién de carga sobre el conductor presentaria una densidad
creciente hacia los extremos del conductor. En el modelo se divide mentalmente el
conductor en un conjunto de segmentos supuestos aislados unos de otros y con
densidad de carga constante e igual para cada segmento. En esta situacion cada
segmento adquiriria un potencial distinto. Si ahora se interconectasen los
segmentos, la carga fluiria de los de mayor a los de menor potencial (la carta total
permaneceria constante) y el potencial tomaria el valor medio de la distribucion de
potenciales anteriores (esta es la hipétesis de trabajo que carece de justificacion
tedrica). El cociente entre este valor medio y el valor total de la carga es lo que se
tomaria como capacidad del conductor. El procedimiento lo aplica Howe también
para calcular la capacidad de un conjunto de cables paralelos, con la carga total
distribuida de manera uniforme entre los diferentes alambres. El mismo método de
Howe es empleado por Dwight [10][Dwight-1] (1936).

En los afios 1950 el método de las subareas de Maxwell es retomado por Higgins y
Reitan y usado para calcular la capacidad de un cubo, la de un disco circular hueco
y la de un condensador de placas planas [38][Reitan-1], [18][Higgins-1], [39]
[Reitan-2] . En estos articulos la superficie en cuestion se divide en una cantidad
determinada de subareas para cada una de las cuales se supone una carga constante
desconocida. Se fija el potencial en cada subarea igual al potencial del electrodo y
se construye un sistema de ecuaciones similar al del método de las cargas discretas
para el calculo de campos. Resolviendo el sistema de ecuaciones se determina la
cantidad de cada una de las cargas, se suman todas ellas, y se calcula la capacidad
como cociente entre el potencial del electrodo y la carga total del mismo. Se utiliza
la misma aproximacion de Maxwell para considerar la influencia de la carga de
una subarea en otra que no sea adyacente a ella, considerando la carga de la

subarea como si fuese una carga puntual situada en su centro.

Este método de las subareas es desarrollado por varios autores entre las décadas de
1960 y 1970. Sean citados por ejemplo [23][Kessler-1](1962), [4][Berle-1](1967),
[36][Pfliigel-1](1967), [35][Patel-1](1971) , [5][Birtles-1](1973). Aunque el
método de célculo de las capacidades es en esencia el mismo, cada autor incorpora
nuevas formulas para la determinacion de los coeficientes de potencial para

distintas geometrias.

El en su dia llamado método de las subdareas, coincide en su planteamiento teorico
con lo que hoy en dia se conoce como elementos de contorno (BEM) que se
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explicd en el capitulo segundo de este trabajo.

Mas modernamente [29][Nishiyama-1], [30][Nishiyama-2], [31][Nishiyama-3],
utiliza el método de las subareas para obtener foérmulas aproximadas para
configuraciones usuales como el condensador plano o el condensador cilindrico. Si
bien la definicion de capacidad que usa, no se corresponde con la proveniente del

uso de las matrices de capacidades sino con la comentada en la formula (3.36).

Cuando se utilizan en cada elemento de contorno densidades de carga constantes,
el método de los elementos de contorno, se denomina a veces como método de los
momentos. Un ejemplo del uso de este método para el calculo de capacidades sin
la consideracion de fronteras dieléctricas puede encontrarse en [32][Okon-1] (en
dos dimensiones), [47][Wang-1] (en tres dimensiones, sin uso de matrices de
capacidades) y en [17][Helmsen-1] (en tres dimensiones, con matrices de

capacidades).

Davies [6][Davies-1] lo llama ya método de los elementos de contorno y lo utiliza
para el céalculo de capacidades en tres dimensiones, usando el planteamiento de las
matrices de capacidades. Sin embargo su planteamiento continia usando
elementos con densidad superficial de carga constante, lo que simplifica
grandemente la resolucion de las ecuaciones, y aunque incluye la posibilidad de
calcular en la presencia de dieléctricos, éstos no pueden estar pegados a la
superficie de los electrodos. Troscher [46][Troscher-1] calcula capacidades en tres
dimensiones con elementos de contorno utilizando densidades de carga con
distribucion lineal sobre cada elemento de contorno (utiliza elementos triangulares

o rectangulares) pero no contempla la presencia de fronteras dieléctricas.

Tausch [45][Tausch-1] calcula capacidades en tres dimensiones por el método de
los elementos de contorno y con la presencia de fronteras dieléctricas, formulando
una condicidon de contorno especial para el caso de fronteras dieléctricas con
grandes diferencias de permitividad relativa, descomponiendo la funcion de
potencial en dos componentes asociadas a dos problemas de campo distintos cuya
superposicion permite el calculo de las densidades de carga del problema real.
Diferencia también entre cargas libres y cargas de polarizacion en los dieléctricos,
pero utiliza densidades de carga constantes sobre cada uno de los elementos de
contorno y no considera el caso de electrodos a potencial indeterminado ni de

electrodos abiertos de espesor reducido.



Capitulo 4 Calculo de capacidades Pagina 71

Algunos autores [3][Bai-1], [20][Hwang-1], [51][Wintel-2] han puesto a prueba el
método de montecarlo para el calculo de campos electrostaticos en el célculo de
capacidades, centrandose en la solucion del célculo de la capacidad de un cubo

unitario ya abordado por Reitan [38][Reitan-1].

Finalmente algunos autores ([15][Gyiemesi-1], [8][Dias-1]) que utilizan el método
de los elementos finitos para el calculo de campos, (lo que resulta mas apropiado
para la solucion de problemas cerrados), han llevado a cabo el calculo de
capacidades a partir del calculo de la funcién de energia (3.25), ya que esta
aproximacion resulta especialmente adecuada para el calculo con elementos

finitos.



Capitulo 5 Aplicaciéon de las
soluciones elementales al calculo de

capacidades

5.1 Introduccion

En el apartado 2.7 se ha descrito el fundamento tedrico del método de las
soluciones elementales para el calculo de campos electrostaticos. Este método
permite realizar de forma mas rapida calculos de campos para una misma

configuracion cuando se cambian tinicamente los potenciales de los electrodos.

En el planteamiento concreto de este método cuando se utilizan métodos de
calculo de campos en los que la solucion del problema pasa por el planteamiento

de un sistema de ecuaciones de la forma
[A]o=]V] (5.1)

en donde [A] es una matriz de coeficientes de potencial o de campo, [G] es un
vector incognita de cargas o densidades de carga y [ V] es un vector de potenciales
( o ceros cuando la condicion de contorno representada por una fila de la matriz
corresponde a una frontera dieléctrica), es posible agrupar los electrodos de la
configuracion en grupos de N elementos. Dentro de cada grupo todos los
electrodos tienen los mismos potenciales y fases en el caso de calculos

correspondientes a corriente alterna.
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El sistema de ecuaciones (5.1) puede reescribirse de la forma:
[A][O]:Vl'[1]1+V2'[1]2+"'+VN'[1]N (5.2)

en donde V; representa el potencial del grupo de electrodos i, y [1]; representa un
vector que contiene unos en las filas del sistema de ecuaciones correspondientes a
la formulacion de las condiciones de contorno para puntos situados sobre los
electrodos a potencial V;y ceros en el resto de las filas.

El principio de superposicion permite escribir la solucion del sistema para un
conjunto dado de potenciales como:

[0]:V1'[0]1+V2'[0]2+"'+VN'[O]N (5.3)

Donde [G]; es la solucion del problema
[4][o],=[1]; (5.4)

Y el conjunto {[0]1,[0]2,"-,[0 ]N} representa el conjunto de soluciones

elementales del problema de campo considerado.

5.2 Calculo de la matriz de capacidades con el

meétodo de las soluciones elementales

Para el célculo de la matriz de capacidades mediante las formulas (3.4) es preciso
determinar previamente la matriz de cargas o matriz de coeficientes de induccion
del problema considerado, dada por la ecuacion (3.2), que se reescribe aqui para
los grupos de electrodos seleccionados para el calculo de capacidades.

0, 90 9 " ||V,
0, |= o1 92 " Yon Vs, (5.5)
Oy Iyt 9va 7 9w ||V

La cantidad total de carga en cada uno de los N electrodos agrupados puede

calcularse por integracion. Las subrutinas de integracion de cargas estan presentes
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en la mayoria de los programas de calculo de campos electrostaticos. Se utilizan
para calcular la carga de los electrodos a potencial flotante, que suele fijarse como
nula. Esta condicion es necesaria para resolver problemas con electrodos a

potencial flotante (véase el apartado 2.5).

La relacion entre la carga total de los electrodos y sus potenciales viene dada por
la ecuacion (5.5). La columna j de la matriz de cargas en esta ecuacion puede
determinarse directamente calculando la cantidad de carga total en el electrodo j
cuando se realiza el calculo de la solucion elemental correspondiente a V; :

n |
0,
g 91 412 " YN 0
q q 4»n " Yy !
i2 |= 21
pE G g 56)
: : : : o
q iy dvi 49n2 9w '/:”
0y
n [

Una vez que la matriz de cargas ha sido completamente determinada, es decir,
cuando todos los problemas elementales han sido resueltos, la matriz de
capacidades parciales puede calcularse usando las formulas (3.4), que se

reproducen aqui para mejor legibilidad.

n
Ci— L. 9
Jj=l1

—g;

(5.7)
¢

Usando estos coeficientes de capacidad, la ecuacioén (5.5) puede reescribirse en

funcion de los coeficientes de capacidad como:

0,=cy V1+012(V1_ V2)+"'+01N<V1_ VN)

Q2:CZI(VZ_V1)+022.V2+'“+CIN(VZ_VN) (5.8)

QN:ch(VN_V1>+cN2(VN_ V2>+"'+CNN Vy
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5.3 Comparacion con otros métodos

Nishiyama [29][Nishiyama-1], [30][Nishiyama-2], [31][Nishiyama-3], usando una
técnica de elementos de contorno adaptados ha determinado expresiones
“empiricas” para las capacidades de condensadores de placas paralelas planas de
diferentes formas.

Utilizando el método descrito en esta tesis con el programa de calculo WEFCUB,
se han obtenido resultados completamente concordantes con los presentados por
Nishiyama. Pero para realizar la comparacion entre ambos resultados se hace
necesario revisar la definicién de capacidad usada en los célculos.

Aqui van a mostrarse las diferencias en el caso de un condensador de placas
circulares planas paralelas, como el que se muestra en la figura 5.1.

|

\

\

T —— %V

— %V

|
| R
|

Figura 5.1: Condensador de placas circulares planas paralelas

La capacidades calculadas para el condensador de placas circulares planas
paralelas se dan como funcion de la relacion entre el diametro de las placas y la
distancia entre ellas:

b= (5.9)

4
R

y se normalizan después refiriendo sus valores a la capacidad de un condensador
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con con la misma geometria y densidad de carga constante sobre sus placas:

2
:m:R :snR (5.10)

d b

Cy

en donde € [F/m] es la constante dieléctrica. Si se denota por Cp la capacidad
calculada para una disposicion dada de las placas, la capacidad normalizada Cy se

define como

C _5 5.11
N_CO ( )

Nishiy amn

10 {

T Kirchoff

e

Capacidad Normalizada
™,

ot
.

J'—-__,,.AF""FJ
1
0,01 0,1 1 10

Figura 5.2: Comparacion de distintos métodos de calculo de la capacidad

normalizada de un condensador de placas circulares planas paralelas

En la figura 5.2 se muestran los valores del coeficiente de capacidad c» entre los
dos electrodos calculado con el programa WEFCUB wusando el método
desarrollado en esta tesis junto con los valores obtenidos por Nishiyama [30]
[Nishiyama-2] y los obtenidos por Kirchhoff [24][Kirchhoff-1]. Con el programa
WEFCUB se obtuvieron resultados practicamente indistinguibles usando tanto

elementos de contorno como cargas superficiales.

Las aparentes diferencias de entre los resultados de Nishiyama y los nuestros que
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son evidentes en la figura 5.2 se deben a que tanto Nishiyama como Kirchhoff
calculan la capacidad entre los electrodos como cociente entre la carga total de la
placa superior y la diferencia de potencial entre las placas cuando V= — V. Seglin
se ha explicado en el apartado 3.6 esto equivale a calcular como capacidad la
siguiente funcion de los coeficientes de capacidad:

_Cn
C=Stee, (5.12)

Si se calcula esta funcion a partir de los calculos de capacidades parciales
realizados con nuestro programa, los resultados que se obtienen se superponen
perfectamente con los obtenidos por Nishiyama y mostrados en la figura 5.2.

Se han realizado también calculos comparativos con las configuraciones
calculadas por Davies et al. [6][Davies-1] y obtenido resultados perfectamente
concordantes en todas las configuraciones. Pero el método utilizado por Davies no
resulta apropiado cuando el medio dieléctrico que rodea los electrodos tiene una
permitividad distinta de g,. La causa de esto radica en que las densidades de carga
calculadas a partir de la ecuacion (5.1), con el planteamiento usual de las
condiciones de contorno en los programas de calculo de campos formulados a
partir de métodos basados en ecuaciones integrales, como las cargas superficiales
o los elementos de contorno, son densidades de carga total, es decir, la suma de
densidades de carga libre en los electrodos y densidades de carga de polarizacion
en las superficies dieléctricas. Pero para el calculo de las capacidades es preciso
tomar en consideracion Ginicamente las densidades de carga libre de los electrodos.

En nuestro programa los electrodos deben dividirse en tantas partes como medios
dieléctricos distintos los rodean. Para cada parte del electrodo es preciso introducir
la constante dieléctrica del medio adyacente, como dato adicional para el calculo,
de forma que cuando se calcula la carga total en la superficie de un electrodo

puede obtenerse la integral del flujo eléctrico dada por:
0= D" ds=>e,[E-dS (5.13)
Su i=1 S:

donde Q. es la cantidad total de carga del electrodo e que esta dividido en n partes,

estando cada parte rodeada por un dieléctrico de permitividad ¢;
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Como ejemplo de esto se muestra en la figura 5.3 un condensador esférico con dos
medios dieléctricos diferentes.

40 cmn

[ |

grzf

80 em

i
Y

Figura 5.3: Condensador esférico con dos medios dieléctricos distintos

Nuestro programa calculé como valor de la capacidad 133,3311 pF, frente a un
valor tedrico de 132, 915 pF, empleandose para el calculo Ginicamente 10 cargas
superficiales para cada semiesfera y 10 cargas superficiales para la frontera
dieléctrica entre ambas semiesferas.

5.4 Calculos con cargas discretas

Algunos autores [17][Helmsen-1] utilizan el método de simulacién de cargas o
cargas discretas (véase el apartado 2.2) para el célculo de capacidades. Utilizando
nuestro programa de calculo, que incorpora también la posibilidad de utilizar
cargas discretas para el calculo de campos, se ha llevado a cabo una comparacion
del funcionamiento de este método en comparacion con el método de las cargas

superficiales.

Para este proposito se escogio la configuracion simple de un condensador esférico.
La geometria es la misma que la dibujada en la figura 5.3 pero sin la presencia del
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dieléctrico de la semiesfera superior. El valor tedrico del coeficiente de capacidad
c1» para esta configuracion es 44,5060 pF.

En la tabla siguiente se resumen los resultados obtenidos con diferentes nimeros
de cargas o densidades de carga utilizados en el calculo numérico para ambos
métodos.

Tabla 5.1: Comparacion entre valores de capacidad calculados por los métodos

de cargas discretas y cargas superficiales

Valor teérico
Valores calculados para la capacidad en pF
C12=44,506 pF P P P
Cargas Discretas Cargas Superficiales
Numero de cargas
Ciz Co Cu2 Co1
20 47,9218 61,3010 44,4438 44,4437
100 44,4161 46,5549 44,4443 44,4443
200 44,4340 45,4907 44,4444 44,4444
500 44,4430 44,8627 44,4444 44,4444

Las diferencias entre los dos valores de capacidad, teéricamente simétricos, y los
valores calculados muestran que 20 cargas superficiales permiten un calculo mas
preciso que incluso 500 cargas discretas.

Para estos calculos las coordenadas de las cargas discretas se calcularon utilizando

un factor de asignacion de 1,5 segun se describe en [44][Singer-5].

5.5 Calculos con electrodos a potencial

flotante

En el apartado 3.3 se trat6 el tema de la consideracion de los electrodos a potencial
flotante en el calculo de capacidades, estableciéndose una matriz de cargas o
coeficientes de induccion modificada, formula (3.11), para tener en cuenta la

presencia de electrodos a potencial flotante a la hora de calcular las capacidades
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mutuas entre los electrodos de la configuracion conectados al circuito de trabajo.

Se va a presentar aqui un ejemplo para ilustrar este procedimiento de calculo. La
figura 5.4 muestra una configuracion simple construida a partir de un condensador
de placas circulares planas paralelas en cuyo interior se han introducido dos
esferas a potencial flotante. La red de capacidades junto con la numeracion de los
electrodos para el calculo de la matriz de capacidades se muestra en la misma

figura.

10

12

—

Figura 5.4: Condensador de placas circulares paralelas planas con dos electrodos

esfericos a potencial flotante en el interior

Fijando el potencial de las esferas, asi como el de las placas del condensador, es
decir considerando cuatro electrodos independientes se obtiene la matriz de

capacidades mutuas dada por la ecuacion (5.14):

4,79539 3,110115 0,82362 1,62953
3,11015 4,79539 1,62953 0,82362
0,82373 1,62965 0,11672 1,17120
1,62966 0,82374 1,17120 0,11672

(5.14)

Utilizando las capacidades mutuas y resolviendo la capacidad equivalente entre los
electrodos / y 2 (las placas del condensador) mediante teoria de circuitos se
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calcula como capacidad equivalente entre las placas del condensador
Ceq12=4,26906 pF.

Usando la ecuacion (3.11) para calcular la matriz de capacidades entre las placas
del condensador, teniendo en cuenta la influencia de las esferas a potencial

indeterminado, se obtiene la matriz de capacidades siguiente:

l4,90679 4,21491] (5.15)

4,21491 4,90679

Observando la ecuacion (5.14) se puede apreciar que la precision minima del
calculo de los coeficientes de capacidad (que deberian dar una matriz simétrica) es
la tercera cifra decimal, mientras que la capacidad mutua entre las placas del
condensador que se obtiene en la matriz de la ecuacion (5.15), C1,=4,21491 pF,

difiere de la calculada mediante teoria de circuitos en la segunda cifra decimal.

Esta diferencia se debe a la autocapacidad de los electrodos, que no puede ser
tenida en cuenta cuando se realiza el calculo mediante teoria de circuitos. En la
matriz de la ecuacion (5.14), pueden eliminarse de forma artificial las
autocapacidades de los electrodos fijando los coeficientes de la diagonal de la
matriz de cargas correspondiente como la suma de los coeficientes no diagonales
cambiada de signo. Si se utiliza ahora la ecuacion (3.11) para el calculo de la

matriz de capacidades, se obtiene la matriz siguiente:

lo,ooooo 4,26900] 5.16)

4,26900 0,00000

Que se corresponde de forma muy precisa con la capacidad equivalente calculada

mediante teoria de circuitos.

Cuando se usa el método de las soluciones elementales para el calculo de la matriz
de capacidades, solo se calculan las soluciones elementales correspondientes a los
electrodos a potencial fijo, dejando el resto de electrodos a potencial flotante y sin
carga. Con este modo de proceder se obtiene directamente la matriz de
capacidades dada por la ecuacion (5.15), sin necesidad de calcular previamente la
matriz global de coeficientes de induccion dada por la formula (3.11). Si se desea
obtener esta matriz y la correspondiente matriz global de capacidades entre todos

los electrodos de la configuracion, es preciso fijar algin potencial para los
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electrodos a potencial flotante, para que el programa los considere como

electrodos normales.

5.6 Ejemplo de un calculo técnico complejo

Para poner a prueba las posibilidades del método de calculo de capacidades
desarrollado se escogi6 una configuracién técnica con bastante complejidad como
es un pasatapas de transformador. Se ha escogido el pasatapas
TRENCH-COTA-150-F027, por contar datos sobre ensayos del fabricante que
pudieran compararse con los resultados de los céalculos. Se trata de un pasatapas de
transformador de alta tension con control capacitivo del potencial mediante

laminas metalicas delgadas a potencial flotante.

Mediante el método desarrollado en esta tesis se calculd la capacidad entre el
terminal de alta tension y el terminal de medida, denominada C,. Se construyd un
modelo del pasatapas con simetria rotacional, considerando el terminal de medida
y la lamina metalica exterior de control de potencial como un unico electrodo (a

potencial de tierra).

El fabricante ([7][DeYong-1]), proporcioné un valor medio de capacidad de tres
unidades sometidas a ensayo de 1146 pF, obtenido mediante medidas en
laboratorio de alta tension utilizando el procedimiento de test UST-Doble con un
puente de medida con brazo de relacion de transformacion [25][Kusters-1].

El pasatapas se modeld con 2213 cargas superficiales. El programa calculé un
valor de 1086 pF para la capacidad C,. Para comparar con los resultados de la
medida hay que afiadir a este valor una capacidad de fugas de 17 pF, tal y como se
explico en el apartado 3.4, ya que se mide conjuntamente con C;, dando un valor
final de 1103 pF.

El modelo del pasatapas usado por el programa para el calculo se muestra en la
figura 5.5
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k
f
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Figura 5.5: Modelo con simetria rotacional del pasatapas TRENCH-COTA-150-F027

con control de potencial capacitivo para el calculo de la capacidad C,.

Puede realizarse una estimacion de la precision numérica de los célculos
comparando los valores de la matriz de capacidades, que tedricamente deberian ser

simétricos, obteniéndose un error estimado del 2%.
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Estos valores se obtuvieron utilizando en el modelo la posicion de la ldmina
metalica exterior obtenida por lectura de los planos disponibles. Dado que esta
lectura no representa un valor demasiado fiable, se realizaron célculos desplazando
esta lamina en un rango de +0,5 mm desde su posicion inicial. Los valores de la
capacidad C, mas la capacidad de fugas que se obtuvieron se mueven entre
1013 pF y 1215 pF.

Hay que tener en cuenta adicionalmente, que el terminal de medida del pasatapas

no se incluyo en el modelo para preservar la simetria rotacional del mismo.



Capitulo 6 Conclusiones

6.1 Resumen

A lo largo de este trabajo se ha estudiado el problema del calculo de capacidades
en configuraciones tridimensionales mediante la utilizacion de métodos numéricos

y programas informaticos.

Como punto de partida se disponia de un programa de calculo de campos
electrostaticos en tres dimensiones, realizado en el Departamento de Electrotecnia
Teoérica de la Universidad de Hamburgo-Harburgo. Y se trataba de incorporar al
programa la posibilidad de realizar calculos de capacidades para configuraciones
tridimensionales. En el capitulo 2 de esta tesis, se presentd un resumen de los
métodos de calculo de campos utilizados en este programa, que incluye la
posibilidad de realizacion de calculos para distintas distribuciones de potencial de

una misma configuracion mediante el método de las soluciones elementales.

Se ha realizado un estudio tedrico exhaustivo del problema del calculo de
capacidades (capitulo 3), tratando de hacer especial hincapié¢ en la clarificacion y
precision de conceptos usados a menudo de forma no rigurosa en el ambito
técnico, presentando los presentando los métodos utilizados hasta la fecha para el

calculo de capacidades en el capitulo 4.

En el capitulo 5 se presenta el método desarrollado en el marco de este trabajo
para el célculo de capacidades en tres dimensiones ilustrandolo mediante calculos

comparativos con resultados obtenidos por otros autores, asi como resultados
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teoricos, y mediante la realizacion de un célculo técnico complejo de una

configuracion tipica real de la técnica de alta tension.

6.2 Aportaciones originales del presente

trabajo

Se ha desarrollado un método de calculo de capacidades en tres dimensiones
utilizando el método de las soluciones elementales para la realizacion de los

calculos de campos electrostaticos.

Este método se ha implementado en un programa informatico de calculo de
campos electrostaticos.

Se han definido los coeficientes de capacidad efectivos en las configuraciones que
presentan electrodos a potencial indeterminado, y se han incorporado en el
programa de calculo desarrollado para el calculo de capacidades.

Se ha incluido una condicion de contorno especial para el calculo de electrodos de
poco espesor rodeados por diferentes medios dieléctricos, y se ha incluido la
posibilidad de utilizar estos electrodos en el calculo de capacidades.

Se ha realizado una demostracion original de un teorema de conservacion de la

carga entre dos lineas de campo determinadas en la transformacion conforme.

6.3 Indicios de calidad

Los resultados de esta tesis se han publicado en la revista IEEE Transactions On
Electrical Insulation:

Calculation of 3D-capacitances with surface charge method by means of the basis
set of solutions

Gomollon, J.A.; Santomé, E.; Palau, R.

IEEE Transactions on Dielectrics and Electrical Insulation, Vol 17, No. 1, 2010
Pages: 240 - 246, DOI: 10.1109/TDEL.2010.5412023
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6.4 Posibilidades de trabajos futuros

Entre las posibles lineas de trabajo que pueden desarrollarse a partir de los

desarrollos realizados en esta tesis se encuentran las siguientes.

Estudio del flujo de corrientes capacitivas a través de personas en las

proximidades de instalaciones de alta tension.

Incorporacion al programa de la posibilidad de realizar céalculos de campos que
tengan en cuenta las conductividades superficiales y de volumen de los aisladores,
y desarrollo de modelos de circuito equivalente resistivo-capacitivos para el

estudio simplificado de configuraciones.

Dentro del plano teérico, se ha encontrado en los calculos que la aproximacion
lineal de la distribuciéon de carga presenta una estabilidad numérica en las
proximidades de los bordes, que hace que el pentltimo valor de densidad de carga
presente un signo opuesto al resto de las cargas del entorno. El analisis de este
fendémeno, su significado tedrico y codmo evitarlo parece un estudio interesante.



Apéndice A Calculos relativos a la
transformacion conforme

A.l Relaciones entre du, dv, dx y dy

A.l.1 Ecuaciones de Cauchy Riemann

Ou_0v  0v__ Ou

oy 2v__ 2% Al
ox 0y  0x 0Oy -1

Ox_0y  Oy_ Ox

du ov ' ou  ov (A2)

A.1.2 Relaciones diferenciales

dx=%£du+§£dv
u v (A.3)

_0Y 4,+9Y
dy—audu+avdv

_Ou ou
du—axdx+aydy
_0v ov
dv_@xdx+8y dy

(A4)
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A.1.3 Relaciones diferenciales inversas

Invirtiendo (A.4)

v _ou ou  _ou

oy oy (du) ax oy (du)

ov o0v |\dv ov o0v |\dv

- = - A5
dx\_ ox Oy _ ox Oy (A-5)
dy) Oudv_0uov (%)Z(ﬂ)z

Ox 0y Oyox 0x 0x

Invirtiendo (A.3)

oy _ox ox  _ox

ov ov dx) ou ov |[du

_ 0y 9ox [\dy] |_9y 9y [dv
du)_ ou Ou _ ou 0Ov (A.6)
) SR SRL (D), dxy

oudv 0Ovou ou ov

A2 Invarianza de la carga en un electrodo entre
dos coordenadas dadas en la transformacion
conforme

Considérese una transformacion conforme w=f(z) como la que se representa en la
figura A.1, y considérese que la solucion de la ecuacion de Laplace en el plano

(u,v) viene dada por la funcion (4.6).

La densidad de carga (por unidad de longitud perpendicular al plano del dibujo) en
el plano (u,v), sobre una linea equipotencial (v, o 1,), entre dos lineas de campo,
correspondientes a las coordenadas adimensionales u; y u, viene dada por la

expresion:
9¢
o =erlEJ=ep |5 (A7)

Mientras que en el plano (x,y) entre los puntos correspondientes, sobre la misma
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linea equipotencial, la expresion de la densidad de carga por unidad de longitud es

ob, [ ou ov)
Ol:SOESZ80'|Ew|'|Ez|:80'|a—v|' (a) +(a) (A.8)

Va

v, (o =crel

Y (@ =crel

— 12 i
¥ 1 2

Figura A.1: Invarianza de la carga en una transformacion conforme

Con lo cual la carga por unidad de longitud entre esas dos lineas de campo es:

2 2 2
o ou ov
= A== —_— A9
=] 2ol G (52 +(57) a (9

di=yVdx*+d (A.10)

con

sobre una curva v=cte se cumple ademas

dng-du (A.11)
ou
_ov
dv=2"d4x+ 2V 4 y=0=d y=—2F dx (A.12)
ox 0Oy av

oy
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de donde
vl Jauy, vy
2 2_ 0x _ V' ox oy
Vdx +dy =1+ =—|-dx= dx (A.13)
ov Ou
oy 0x

En donde se han aplicado las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Ademas, igualando
(A.3) y (A.5) se obtiene la relacion

ou

ox _Ox
ou ,ov.> Ou
(=) +(=2)
0x oy

(A.14)

de donde

ou ,0v
(=) +(==)
0x oy 1 1

Ou ou\> ,0v Z'G_x

(A.15)

o Ouy (0v
Sustituyendo (A.11) y (A.15) en (A.13) se puede escribir

I
ox’ oy’ Ou

di=Vdx’+d y’=

Y sustituyendo finalmente en (A.9) resulta

2 2 2
oo ou ov 1 1 Ox
_ . eu Uvy . . —du=
T, !80 |5V| (aX) +<ax> \/(-au 2+ oy Ox Ou '

.0 0
J et SHau=ep 52 =)

Que es la misma carga que se tiene en el plano (u,v) entre u; y u,.
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A3 Calculos para la transformacion conforme
z=ccotw
A3.1 Calculo de x e y en funcion de u y v

cos(u+iv)  cosucosh—isinusinhv
cotw= = =

sin(u+iv) sinucoshv+icosusinhv

(cosucosh v—isin usinhv)(sinu coshv —icos usinhv)
) 2 2 . 2
sin“u cosh®v + cos’u sinh™v

. 2 . . 2 . 2 . . .
__sinucos ucosh’v—sinucos usinh® v—i(cos’usinhvcoshv + sin2 u sinh v cosh v )

s 2 . 2 2 . 2
sin’v(1+sinh*v)+cos’ usinh’v

sin(2u) " sinh (2v)

_sinucosu — isinhvcoshy _ 2 2 _sin(2u)—isinh (2v)
sinh’v + sin’u cosh(2v)_1+1_cos(2u) cosh(2v)—cos(2u)
(A.18)

siendo z=x+iy=c cot w se obtiene para x € y

= csin(2u)
~ cosh(2v)—cos(2u)
(A.19)
_ —csinh(2v)
Y= Cosh (2v)—cos(2u)
A3.2 Calculo de las superficies v=cte en el plano (x,y)
Las ecuaciones (A.19) se pueden escribir en la forma
__ csinucosu
sinh’v+sin’u
(A.20)

__ —csinhvcoshv

. 2 -2
sinh” v+sin“u



Apéndice A Calculos relativos a la transformacion conforme Pagina 96

De donde se puede despejar

) ) .
x+(sinh’v+sin’u)=csinu cosu

(A.21)
y+(sinh®v+sin’u)=—csinh v cosh v
despejando en la segunda de las ecuaciones anteriores
.2 _C . . 2
sin“u=—— sinh vcoshv—sinh”v (A.22)
y
y sustituyendo en la primera de las ecuaciones (A.21)
c . .

—x — sinhv coshv=csinucosu (A.23)

y

Elevando al cuadrado y operando, usando (A.22) para eliminar las funciones
trigonométricas, se obtiene

2
2/ C . 2 2 2 .2 2 2 .2 .2
X (—2)51nh vcosh” v=c sin"u cos'u=c" sin"u (1—-sin‘u) =
2 . 2 2 21—C . . 2 Cc . . 2
x* sinh®v cosh® v=y*(—= sinhv cosh v—sinh’v)(1+— sinhv coshv+sinh’*v)=
y y

2
2r—C . C . 2 2 Cc . 3 . 2 Cc . 3 . 4
y" [— sinhv coshv—— sinh*v cosh®v—— sinh’ v coshv—sinh®v——sinh™ coshv—sinh"v]=
y y
2( . 2 . 4 . . 3 2 - 2 2
—[y*(sinh®v +sinh*v)+c y(sinhv coshv+2sinh’ v cosh v)+¢” sinh® v cosh’*v]=

—[y* sinh®v( 1+sinh*v)+¢” sinh®v cosh®v+c y sinhv coshv(1+2 sinh’v)]=

142 sinh®v |,

2 . 2 2 2 . 2 2 . 2 2
—[y” sinh® v cosh™ v+c¢” sinh” v cosh”v+c¢ y sinh™v cosh” v(————)]=
sinh v coshv

142 sinh’ v

. 2 2 2 2
—sinh®v cosh’v [y +c’+c y (=
sinhv cosh v

1+2 sinh’v

2 2 2
=—|[y +c '+ =
o [y +ee y (sinhv coshv

(A.24)
La funcién hiperbdlica del segundo miembro puede desarrollarse como

142 sinh®v _ 1+sinh’ v+sinh®v _ cosh’ v+sinh’v _ cosh(2v)
sinhv coshv sinhv cosh v sinhv coshv ~ sinh(2v)/2

=2cothv  (A.25)
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Sustituyendo esta expresion en (A.24) y operando se obtiene finalmente
x’=—c’—y*=2 ¢ y coth(2v)=
—c*—y*=2 ¢ y coth(2v)+c* coth®(2v)—¢* coth®(2v)=

¢ (coth®(2v)—1)—(y+c coth(2v)) =

o (A.26)
X +(y+e coth(2v))2:c2(coth2(2v)—l)ZCZCOSh (2v)2—s1nh 2v)
sinh™(2v)
X +(y+e coth(2v))2=+2
sinh”(2v)

Que es la ecuacidon de una familia de circunferencias con el centro desplazado

sobre el eje y una cantidad c¢-coth(2v) y de radio igual a m

A3.3 Calculo de las superficies u=cte en el plano (x,y)

Si en lugar de despejar en (A.21) la funcion trigonométrica se despeja la funcioén
hiperbolica

. c . .
sinh®v==sinu cosu—sin’u (A.27)
X
y se sustituye en (A.21) se obtiene

-y € sinu cosu=c sinhv coshv (A.28)
X

Elevando al cuadrado y operando, usando (A.27) para eliminar las funciones
hiperbolicas, se obtiene
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2
2/C .2 2 2 . .2 2 2 .02 212
y (—2) sin” u cos”u=c" sinh v cosh v=c" sinh’v (1+sinh’v) =
x
2 .2 2 _.2C . s 2 C . -2\
y?sin*u cos’u=x*(= sinu cos u—sin’u)(1+= sinu cos u—sin’u )=
x x
2
21 C . c .2 2 c .3 22 c .3 s 4
x* [< sinu cosu+—= sin”u cos’u—= sin’u cos u—sin’ u—=sin’u cos u+sin" u|=
x x x x
2( . 4 s 2 . =3 2 2 2
[x*(sin*u—sin’u )+ c x(sinu cos u—2sin’u cosu)+c” sin’u cos’u]=

[xsin’u (sin’u—1)+c” sin’u cos*u+c x sinu cosu(1—2 sin*u)]= (A.29)
2 .2 2 2 .2 2 .2 2 1—2sin2u_
[x” sin"u cos’u+c” sin"u cos u+c x sin"u cos u(——)]=
sinu cosu
1-2sin’u
—sin’u cos’u [¢*—x*+c x ((———)] =
sinu cosu
.2

2_ 2 2 142 sin"u

y'=c"—x+c x (—————

Smmu Cosu

La funcién trigonométrica del segundo miembro puede desarrollarse como

1-2sin’u _ cos’u+sin’u—2sin’u__ cos’u—sin’u _ cos(2u)
- = . =— =— =2cot(2u) (A.30)
sinu cos u sinu cosu sinu cosu  sin(2u)/2
Sustituyendo esta expresion en (A.29) y operando se obtiene finalmente
y'=c*—x+2 ¢ x cot(2u)=

—x*=2 ¢ x cot(2u)+c” cot’(2u)—c* cot’ (2u)=

¢ (1+cot’(2u))—(x—c cot2u)]’ =

5 o, (A.31)
(x—c cot(2u)f+y"=c* (1+cot*(2u))=c* == (iii!?iii ol
2
(x—c cot(2u))2+y2:sin207(2u)

Que es la ecuacion de una familia de circunferencias con el centro desplazado

sobre el eje x una cantidad c¢-cot (2 u) y de radio igual a L
sin (2u)
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