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Resumen

El objeto de este trabajo es la resolucion numérica de las ecuaciones de
aguas someras en dos dimensiones, tomando en consideracion los esfuerzos
debidos a la turbulencia.

Para lograr lo anterior se ha elaborado un modelo constituido por un
modulo hidrodindmico y otro de turbulencia que trabajan conjuntamente.
Para la discretizacion se ha utilizando el método de volumenes finitos, obte-
nidos a partir de una malla triangular. El modelo de turbulencia elegido ha
sido el k — ¢ promediado en la vertical.

En el capitulo 1, con el fin de centrar el problema planteado, se pasa bre-
vemente revista a diversos posibles enfoques del estudio del movimiento de un
fluido y al nimero de dimensiones que interesa considerar en distintos casos;
se consideran las técnicas de discretizacién espacial mas frecuentes, haciendo
hincapié en la sencillez y utilidad del método de volimenes finitos, que es el
empleado en este trabajo; se introducen luego los sistemas hiperbélicos, uno
de los cuales es el sistema de ecuaciones de aguas someras, cuyo estudio ha
despertado un creciente interés en las tultimos anos por el gran nimero de
aplicaciones que posee.

A continuacién (capitulo 2), con objeto de introducir la terminologia ha-
bitual y algunas de las técnicas que se emplearan, se repasan algunos térmi-
nos de uso frecuente en este tipo de modelos: variables conservativas, formas
conservativa y no conservativa de las leyes de conservacion, esquemas descen-
trados y difusiéon numérica, etc. Se definen también algunos términos de uso
habitual en hidraulica de canales que se utilizan en los capitulos dedicados a
la validacién de los modelos.

En el capitulo siguiente se deducen con detalle las ecuaciones bidimen-
sionales de aguas someras con término turbulento. Para ello se parte de las
ecuaciones de Navier-Stokes, obteniendo a partir de ellas, mediante un prome-
dio temporal, las ecuaciones de Reynolds. Aplicando a éstas una integracién
en la vertical y admitiendo diversas hipotesis simplificativas, se llega a las
ecuaciones de aguas someras en 2D, con tres posibles expresiones para el
término turbulento.



2 RESUMEN

El capitulo 4 describe la aplicacion del método de voliimenes finitos para
la obtencién del modelo hidrodindmico; en una primera aproximacién no se
tiene en cuenta el sumando turbulento del término fuente, lo que da lugar al
modelo hidrodindmico que se denomina simplificado.

El modelo simplificado se valida en el capitulo 5, aplicandolo a la reso-
lucién de distintos problemas. Antes de mostrar los resultados obtenidos se
describen las condiciones de contorno que se van a utilizar. Los problemas
resueltos son uni y bidimensionales. En dos de estos tltimos -decantador con
salida multiple y escala de peces- se realiza una comparaciéon con medidas
experimentales.

El sumando derivada temporal de las ecuaciones de aguas someras se ha
discretizado en el capitulo 4 por el método de Euler hacia adelante. En el
capitulo 6 se describe con mas detalle esta discretizacion, asi como otras dos
discretizaciones alternativas, en las que se emplean los métodos de Adams-
Moulton y Runge-Kutta. Se aplican las tres al mismo problema y se comparan
resultados y tiempos de céalculo.

En la resoluciéon numérica de las ecuaciones de aguas someras, habitual-
mente no se tiene en cuenta el sumando turbulento, modelando en cambio
la pérdida de energia producida por él a través de formulas empiricas. Uno
de los puntos en que se ha centrado el presente estudio es el efecto de la
introduccién del término turbulento en el modelo, con el fin de reproducir
con mas precision las pérdidas locales de energia debidas a la turbulencia. El
capitulo 7, esta dedicado a la discretizacién de este término. Se emplean dos
métodos distintos en las celdas interiores y solo uno en las frontera.

Para generar adecuadamente los valores de la viscosidad de remolino en
cada punto se requiere un modelo de turbulencia. El capitulo 8 comienza con
una breve descripcion de los principales modelos existentes. Luego se describe
con mas detalle el elegido para este trabajo, que es el k — ¢ promediado
en la vertical. Tras discretizar las ecuaciones se analizan las condiciones de
contorno empleadas, con mas detenimiento las relativas al caso de pared
solida.

El capitulo 9 tiene tres partes y en él se muestran los resultados obteni-
dos con el modelo completo, formado por los médulos hidrodindamico y de
turbulencia.

En la primera parte, se comprueba la necesidad de reducir la difusion
numérica introducida por el tipo de discretizacion empleado y se propone
la utilizacion de un coeficiente de descentrado en el término de flujo. Una
vez logrado este objetivo, se comparan dos de las formulaciones del término
turbulento, obtenidas en el capitulo 3, y los dos métodos de discretizacion
del mismo, descritos en el capitulo 7. Se estudia también la conveniencia del
descentrado de este término y la aceleracion del proceso lograda con el uso



de los métodos de Adams-Moulton y Runge-Kutta (introducidos en el capitu-
lo 6). En esta parte se emplea para las comparaciones el problema conocido
como cavity flow.

En la segunda parte, los resultados del modelo de turbulencia obtenidos
en la escala de peces se comparan con medidas experimentales. Para ello
se calcula primero el campo de velocidades en tres supuestos de caudal. A
continuacion se muestran las medidas experimentales de energia cinética tur-
bulenta obtenidas a distintas distancias de la solera, constatando la elevada
dispersion de los resultados. Esto aconseja utilizar los valores promedio de
los obtenidos a distintas profundidades, para la comparacién con los resul-
tados numéricos. Se muestra la influencia de un coeficiente de descentrado,
similar al utilizado en la primera parte del capitulo. Por 1ltimo se exponen
los valores calculados por el modelo de turbulencia para la energia cinética
turbulenta, la tasa de disipacion turbulenta y la viscosidad de remolino, para
los tres caudales considerados.

Para terminar el capitulo 9, se presenta el funcionamiento del modelo
completo por ciclos, cada uno de ellos compuesto de dos fases, hidraulica y
k — . Se utiliza para ello un canal con cambio brusco en la seccién (cono-
cido en la literatura como backward step). Tras realizar una comparacién de
condiciones de contorno en pared sélida, se estudia la manera de acelerar
la convergencia del proceso y se muestran los resultados de velocidades y
viscosidades obtenidos para tres valores del coeficiente de rozamiento.

En el capitulo 10 se exponen las conclusiones y los futuros desarrollos.






Capitulo 1

Planteamiento del trabajo
realizado

1.1. Estudio del movimiento de un fluido

El movimiento de un fluido viscoso en tres dimensiones viene descrito por
las ecuaciones de Navier-Stokes, que constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales sin solucién analitica. A la hora de resolver
numéricamente estas ecuaciones caben distintos enfoques [27, 68].

El primero y mas ambicioso consiste en la simulacion numérica directa
(Direct Numerical Simulation) que resuelve todos los movimientos del fluido.
Esto obliga al empleo de un tamano de malla tan fino al menos como los
menores remolinos presentes, lo que puede llevar, en un problema de tamano
medio, a un ntimero de nodos de célculo del orden de 10°. Por otra parte
la frecuencia de los sucesos més rapidos puede ser de unos 10 kHz. lo que
impone un paso temporal no mayor de 100 us para tratarlo adecuadamente.
Estas exigencias hacen de hecho inabordable la aplicacién del DNS en los
casos de interés practico.

Un segundo enfoque, menos costoso, consiste en simular tinicamente los
remolinos grandes (Large Eddy Simulation) modelizando el efecto de los de
menor dimension, que no pueden ser resueltos con una determinada malla.
El proceso puede describirse como un “filtrado” de las ecuaciones, tras el
cual el campo de velocidades contiene solo las componentes de mayor ta-
mano. Este proceso introduce unos términos de tensién que representan la
interaccién entre ambas escalas de movimiento y tienen un efecto disipativo.
Para calcular el efecto de estas tensiones existen distintos modelos conocidos
en la literatura como SGS (subgrid scale models). E1 LES esté basado en los
trabajos de Smagorinsky [73].
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En las aplicaciones ingenieriles, normalmente no hay necesidad de cono-
cer todos los detalles de un flujo, sino solo algunas propiedades: el caudal
que circula por un canal, la distribucién de velocidades en una seccién o la
concentracion de una sustancia en un determinado volumen.

Para estos casos existe una tercera aproximacion mucho menos costosa
que las anteriores y que produce resultados suficientemente ajustados a los
requerimientos de precision: son las ecuaciones de Reynolds, que se obtienen
mediante el promedio temporal de las de Navier-Stokes (Reynolds Averaged
Navier-Stokes). La aproximacion RANS ha sido la elegida para el presente
trabajo. Las ecuaciones de Reynolds se presentan en el capitulo 3.

El promedio temporal de las variables produce -de modo similar al caso
LES- unos términos de tensiéon, conocidos como tensiones de Reynolds. El
calculo de estas tensiones puede realizarse mediante la estimacién de una
viscosidad turbulenta, para lo que se necesita un modelo de turbulencia. Los
modelos de turbulencia propuestos para este tipo de problemas se presentan
en el capitulo 8.

1.2. Numero de dimensiones del modelo

Los modelos citados en el apartado anterior tienen en cuenta el movi-
miento de las particulas del fluido en las tres direcciones espaciales. En el
caso de fluidos en superficie libre, por ejemplo rios o canales, esta superficie
representa una frontera mas junto con el fondo y el contorno lateral.

Este planteamiento es adecuado para la representacién de la realidad
tridimensional, pero el grado de complejidad de los modelos 3D puede resultar
inabordable incluso para dominios relativamente sencillos.

En el extremo opuesto se encuentran los modelos en una dimensién. Pa-
ra determinados fenémenos, como el movimiento del fluido en una tuberia,
resultan suficientes. La superficie libre, si la hay, estarda determinada por el
valor de la variable calado (h). Las ecuaciones aplicadas a estos casos se sim-
plifican enormemente, lo que conlleva un gran ahorro en tiempo de célculo y
almacenamiento de informacién. El problema radica ahora en que, en la ma-
yor parte de los casos, estos modelos se separan mucho de la realidad que se
trata de representar pues no permiten tomar en consideracion, por ejemplo,
el efecto de un cambio de direccién o una seccién asimétrica.

Sin embargo, existe un gran nuimero de fendémenos en los que el movi-
miento del fluido ocurre fundamentalmente en dos dimensiones, por ejemplo
cuando el desplazamiento de las particulas es practicamente paralelo al fondo.
Esto hace de los modelos 2D una opcién interesante pues suponen un ahorro
muy considerable, en comparacion con los 3D, y permiten una aproximacion



1.3. TECNICAS DE DISCRETIZACION 7

a la realidad mucho mayor que la conseguida con los modelos 1D. En 3.5 se
obtienen las ecuaciones para el modelo bidimensional desarrollado, a partir
de las de Reynolds en tres dimensiones.

1.3. Técnicas de discretizacion

En lo que se refiere a la discretizacion espacial, la mayor parte de los
modelos empleados en fluidos siguen una de estas tres técnicas: diferencias
finitas, volimenes finitos o elementos finitos.

El método de diferencias finitas es el de mas antigua utilizacién, aun-
que su popularidad ha decaido, debido quizd a su poca flexibilidad desde
el punto de vista geométrico. Suele aplicarse a mallas estructuradas. Su im-
plementacién es sencilla, por lo que permite desarrollar con facilidad nuevos
esquemas numéricos (especialmente en 1D) que pueden ser generalizados a
varias dimensiones y utilizados en las formulaciones de volimenes finitos.

La formulacién en volimenes finitos es hoy dia ampliamente utilizada en
dindamica de fluidos computacional, siendo su uso mayoritario en el campo
de las ecuaciones de aguas someras [3], asi como en modelos 3D [90]. Se
aplica tanto a mallas estructuradas como no estructuradas y la forma de
los volimenes elementales puede ser muy variada. Su flexibilidad y sencillez
conceptual explican la aceptacion que posee. Ha sido utilizado en programas
comerciales [22]. En una dimension es equivalente al método de diferencias
finitas y, dependiendo de la malla usada y del tipo de discretizacién, puede
serlo también en mayor nimero de dimensiones. En 4.1 se profundiza algo
mas en las caracteristicas de este método y se describen distintos tipos de
volimenes finitos, ademas de los empleados en el presente trabajo.

La ventaja principal del método de los elementos finitos proviene de su
riguroso fundamento matematico que permite una estimacién del error a
posteriori. Conceptualmente resulta mas dificil que el de volimenes finitos y
se aprecia con menor facilidad que en éste el sentido fisico del proceso seguido,
aunque su flexibilidad para adaptarse a cualquier geometria es similar. Es
utilizado por distintos autores [20, 23, 61] y aplicado a diversos programas
comerciales [9, 64].

Existen trabajos [39, 92] dedicados a comparar ambos métodos, en los
que se pone de manifiesto que el de volumenes finitos comparte las bases
tedricas del de elementos finitos, ya que se trata de un caso particular de
la formulacion de residuos ponderados. Sin embargo, el tipo de ponderacién
utilizado por el primero (constante en los volimenes) permite sacar partido de
algunas propiedades de conservacién, al tiempo que se plantean los algoritmos
de resolucion de forma muy ventajosa.
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1.4. Sistemas de ecuaciones hiperbdlicas

Los sistemas de ecuaciones hiperbdlicas, de los que se habla en 2.7, han
sido estudiados por un gran numero de autores a lo largo de las ultimas
décadas. En una primera fase, los estudios se centraron en el caso de sistemas
homogéneos y desde los anos 80 se ha puesto mas interés en los problemas
con término fuente, de mayor aplicacién practica.

Las aplicaciones se han orientado inicialmente a los fluidos compresi-
bles, consiguiendo notables resultados en aerodindmica. Pueden citarse -entre
otros muchos- los trabajos de Harten, Lax y Van Leer [33], Hughes y Tez-
duyar [37], Lohner, Morgan y Zienkiewicz [45] y Godlewski y Raviart [32],
asi como los de Roe [70] y LeVeque y Yee [43].

La fuerte analogia existente entre las ecuaciones de los flujos compresible e
incompresible ha permitido aplicar a las ecuaciones de aguas someras técnicas
andlogas, por ejemplo Glaister [31], utilizando diferencias finitas, o Alcrudo
y Garcfa-Navarro [2], con volimenes finitos. Donea y Huerta [23] aplican el
método de los elementos finitos, en problemas permanentes y no permanentes,
tanto a fluidos compresibles como incompresibles.

Una importante contribucion en este campo -entre los autores que traba-
jan con volimenes finitos- es la de Vézquez Cendén [83] de cuyo trabajo es
deudor el presente en bastantes aspectos. Vazquez analiza la discretizacién
del término fuente e introduce un método general de discretizacién descen-
trada -descrito brevemente en 4.4.5-, que aplica al término fuente geométrico
de las ecuaciones de aguas someras uni y bidimensionales.

1.5. Las ecuaciones de aguas someras

El comportamiento de un fluido viscoso esta gobernado por las Ecuaciones
de Navier Stokes. Estas ecuaciones fueron deducidas en 1821 por Claude
Navier y anos mas tarde, de modo independiente, por George Stokes en 1845.

Las ecuaciones de Navier Stokes forman un sistema hiperbdlico de leyes
de conservacion no lineales y, debido a su complejidad, no poseen solucién
analitica. Esto ha hecho recomendable la obtencién a partir de ellas, impo-
niendo diversas hipdtesis simplificativas, del sistema de ecuaciones en dos
dimensiones conocido como ecuaciones de aguas someras o de Saint Venant.

Estas ecuaciones describen el comportamiento de un fluido en zonas poco
profundas. A pesar de las fuertes hipdtesis empleadas en su obtencion, al
resolverlas se obtienen resultados muy proximos a la realidad, incluso en casos
en que no se cumplen algunas de esas hipétesis. En particular, la versién para
flujos unidimensionales de estas ecuaciones simplificadas es de uso habitual
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en el estudio del flujo en canales abiertos.
Entre los muchos problemas a los que se aplican se pueden mencionar:

= Flujo en canales y rios.
= Flujos de marea.
= Corrientes marinas.

» Avance de un frente de onda.

Pese a su notable simplificacién respecto a las de Navier Stokes, ni siquie-
ra las ecuaciones unidimensionales de Saint Venant tienen solucion analitica
sino que han de resolverse por métodos aproximados. Isaacson et al. [38] men-
cionan el método empleado por Massau en 1889 para la integraciéon grafica de
ecuaciones en derivadas parciales, como medio de calculo del flujo en canales
abiertos; citan asimismo el trabajo pionero de Thomas (1937), que utilizé las
diferencias finitas para el estudio de la propagacién de avenidas.

El aumento, en las dltimas décadas, de la potencia de las herramientas
de calculo ha permitido una creciente utilizacion de las ecuaciones de aguas
someras bidimensionales. También para estas ecuaciones se utilizan las dife-
rencias finitas [48], si bien, como ya se ha mencionado, de modo decreciente.

A partir de los anos 70 del pasado siglo se ha comenzado a aplicar el méto-
do de los elementos finitos a las ecuaciones de aguas someras: Zienkiewicz y
Heinrich [91], Peraire [60], Paillere et al. [56] y Quecedo y Pastor [63] son
algunos de los autores que han trabajado en esta linea.

En paralelo al auge de este método, ha crecido la utilizacién del de voliime-
nes finitos, que ha sido aplicado por Alcrudo y Garcia-Navarro [2], Anastasiou
y Chan [4], Minghan y Causon [51] y Brufau et al. [11] entre muchos otros.

Ademas de su utilidad en si mismo, el calculo del campo de velocidades
en un determinado dominio permite plantearse problemas de gran interés
practico, como son

» Arrastre de sedimentos [57, 58].
» Evolucién de la concentracién salina en una ria [53].

» Dispersién de contaminantes [8].

1.6. El problema planteado

Asi pues, el objeto de este trabajo es la resolucion numérica de las ecua-
ciones de aguas someras en dos dimensiones, tomando en consideracion el
término turbulento.
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Para lograr lo anterior se ha elaborado un modelo constituido por un
modulo hidrodinamico y otro de turbulencia que trabajan conjuntamente.
Para la discretizacién se ha utilizando el método de voltimenes finitos, obte-
nidos a partir de una malla triangular. El modelo de turbulencia elegido ha
sido el k — ¢ promediado en la vertical.









Capitulo 2

Consideraciones previas

2.1. Introduccion

En la literatura técnica sobre la resolucién numérica de las ecuaciones
de aguas someras es frecuente comenzar desarrollando un modelo 1D. Este
modelo se puede validar aplicandolo a problemas para los que existe solucién
analitica. Posteriormente las técnicas utilizadas se extienden y adaptan al
caso 2D.

Los modelos 1D han sido ampliamente estudiados. Pueden consultarse [1,
60, 81, 83] entre muchos otros trabajos. En nuestro caso se ha visto preferible
comenzar a trabajar directamente con un modelo 2D. Se da primero un breve
repaso -no exhaustivo- a algunos conceptos con el inico objeto de introducir
la terminologia habitual y algunas de las técnicas que se van a emplear. Se
utilizan para ello ecuaciones sencillas en 1D, como la ecuacion del transporte.
Al final del capitulo se definen algunos términos de uso habitual en hidraulica
de canales.

2.2. El problema de Riemann

Para comenzar se analiza el problema de Riemann por la importancia que
tiene en el método de Godunov (ver 2.6), del que deriva el utilizado en este
trabajo para la integracion de las ecuaciones de aguas someras.

La siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales es conocida como
la ecuacién del transporte (o ecuacién de conveccién lineal)

0 0
D a0 u= u(zx,t), a = constante. (2.1)

ot ox

El problema de Cauchy o del valor inicial consiste en resolver (2.1) con

13
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la condicion inicial
u(z,0) = u’(z). (2.2)

Como puede facilmente comprobarse, la solucion de esta ecuacién viene
dada por

u(z,t) = u’(z —at), VYo € R, Vt >0, (2.3)

lo cual se puede interpretar diciendo que la funcion u se traslada en el tiempo,
a lo largo del eje x, a velocidad a sin deformarse.

Los puntos del plano z,t en los que ocurre lo anterior se llaman curvas
caracteristicas. Su ecuacion viene dada por

dx
—=a 2.4
” (2.4)
y en ellas la solucién u de la ecuacion permanece constante. En efecto, si u
es solucion de la ecuacion, su derivada total cumple

du B ou Oudx Ou ou B

—=—+——=—=—+a-—=0. 2.5
TR TR T TR TR (2:5)
El problema de Riemann es un caso particular del anterior caracterizado
por la condicién inicial

u(z,0) = u’(z) = { ur, sta <0, (2.6)

ur sixz > 0.

La discontinuidad inicial en = 0 se propaga a una distancia d = at
en el tiempo t. La curva caracteristica x = at separa, -en el plano x,t- los
puntos en los que la solucién vale uy, de aquellos en que vale ug. El problema
de Riemann -que puede expresarse abreviadamente como RP(Up, Ug)- tiene
como soluciéon

u(z,t) = u’(x — at) = { g, sta—at <0, (2.7)

ur sixz—at>0.

Si, por ejemplo, a > 0, la onda se trasladara hacia la derecha. La solucion
de la ecuacién es uy, en todos los puntos que ya han sido alcanzados por la on-
da, que son los que estan a la izquierda del punto = = at al cabo de un tiempo
t. La curva caracteristica representa, pues, los pares (x,t) correspondientes
al avance de la onda.
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2.3. Variables conservativas y leyes de con-
servacion

Variables conservativas. Existe cierta libertad al elegir las variables
que han de describir el flujo en estudio. Una posible eleccion consiste en to-
mar las variables “primitivas” o “fisicas”: la densidad p, la presion p y las tres
componentes de la velocidad, u, v, w. Pueden también utilizarse las variables
llamadas “conservativas”, que resultan de aplicar las leyes fundamentales de
conservacion (de la masa, del momento lineal o cantidad de movimiento, de
la energia). Estas variables son, por ejemplo: la densidad p, las tres compo-
nentes de la cantidad de movimiento por unidad de volumen pu, pv, pw y la
energia total por unidad de volumen. Para ecuaciones que gobiernan el flujo
en superficie libre en una o dos dimensiones, como las de aguas someras, las
variables conservativas mas usadas son h, hu y hv, siendo h el calado y u y v
las componentes de la velocidad.

Leyes de conservacion. Son sistemas de ecuaciones en derivadas par-
ciales que expresan la conservacién de m cantidades wuy, . . . u,,. Si se obtienen
a partir de un volumen de control fijo en el espacio, que es atravesado por
el fluido en movimiento, se dice que estdn escritas en forma conservativa;
esta es la forma que maés se asemeja a un balance de flujos de masa y cantidad
de movimiento [10, pg. 19]. Si el volumen de control se desplaza con el fluido,
de manera que contiene siempre las mismas particulas, se obtiene la forma
no conservativa [5, pg. 16]. Una ley de conservacién en forma conservativa
se escribe

U,+F,=0, U=U(zst), F=FU). (2.8)

U se denomina vector de variables y F(U) vector de funciones de flujo. Al
expresar las leyes de conservacién en forma diferencial, se asume que las so-
luciones satisfacen los correspondientes requisitos necesarios de regularidad.

Un ejemplo de leyes de conservacién son las ecuaciones de aguas someras,

en las que
h hu
u-{ .} F(U>—{ hu2+%gh2} (2.9

o, denotando a hu por g,

h q
U:{q}, F(U):{q_;+%gh2}. (2.10)

Forma integral. Estas leyes de conservacion pueden expresarse también
en forma integral, como se ve con mas detalle en el punto 2.6. Una razén a
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favor de la utilizacion de la forma integral es que la obtencion de las ecua-
ciones se basa en principios fisicos de conservacion, expresados generalmente
como relaciones integrales. Por otro lado la formulacién integral requiere me-
nos condiciones de derivabilidad en las soluciones, lo que permite obtener
soluciones discontinuas. Las soluciones de la forma integral son conocidas
como soluciones débiles.

Forma no conservativa. Aplicando la regla de la cadena a un sistema
de leyes de conservacién se obtiene la siguiente expresion:

oU dFOU _oU , 0U _

ot tavar ~ar A O (2.11)
donde A es la matriz jacobiana
U1l Um,
A:%: ST (2.12)
Ofm ... Ofm
Ouy Oy,

La formulacién no conservativa (2.11) es equivalente a la conservativa
(2.8), y tiene la misma solucién, siempre que esta solucién sea suficientemente
regular. De lo contrario la derivacién realizada que ha conducido a (2.11) no
sera valida. Por ejemplo, si la solucién es discontinua -caso de una onda de
choque-, se obtienen resultados erroneos.

Considérese como ejemplo el sistema de ecuaciones dado por (2.8)-(2.9).
Derivando se obtiene

hi + hyu + hu, = 0,

hyw + huy + hyu® 4+ 2huug, + ghhy, = 0. (2.13)

Introduciendo la primera ecuacién en la segunda y simplificando queda

h; + hyu + hu, = 0,

Uy + utly, + ghy = 0, (2.14)

que se puede escribir en la forma

h hu
(u)t+<%u2+gh> =0. (2.15)

La expresion anterior representa un sistema de leyes de conservacion en
forma conservativa que establece la conservacion de las variables h y u, en
lugar de las iniciales h y hu. Sin embargo se demuestra [79, pg. 112] que,
aplicando (2.15) al avance de una onda de choque, se obtiene una solucién
distinta a la obtenida a partir de (2.8)-(2.9). La formulacién (2.15), a la que
se ha llegado suponiendo ciertas condiciones, no es valida para soluciones
discontinuas.
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2.4. Esquemas descentrados

Se considera de nuevo la ecuacién del transporte (2.1)

ou ou

a—i—a% =0, u=u(x,t).

A partir del desarrollo en serie de Taylor pueden obtenerse distintas dis-
cretizaciones para esta ecuacion. Por ejemplo, si 7 es el indice espacial y n el
temporal,

n+1l __

au 182
St 5 ST e

y la derivada temporal se puede aproximar como

At2 O(At?) (2.16)

nt+l _ gn 1 2410
w10 L o), (2.17)

Ou 1
At 2 Ot? |

que es una discretizacion de primer orden hacia delante. Asimismo

ou |n 1 O*u 19%u
= — A 2 .
uiny = U +8x 28:1:' v +68x (B, (2.18)
n ou|n 1 82 1 83

y restando estas dos ecuaciones se obtiene una discretizacion centrada en el
espacio de segundo orden

a_un
ox li

n n 3

A 6o, (Ax?). (2.20)

Entonces la ecuacion (2.1) discretizada se puede escribir como

utt — ul,, —u
o ta Hlmxl L=0 (2.21)
resultando el siguiente algoritmo numérico
" . lalt n
upth = — N (U —uity). (2.22)

Este esquema, de primer orden en el tiempo y de segundo en el espacio,
se conoce como esquema explicito de Euler y se puede demostrar que es
incondicionalmente inestable [79, pg. 163].



18 CAPITULO 2. CONSIDERACIONES PREVIAS

Con objeto de remediar la falta de estabilidad observada en el esquema
anterior, se discretiza espacialmente de modo descentrado, obteniendo dos
opciones

du|r  w —
il I e e § 293
oz li VAV A ( )
ou|n  ugq —uy
| = At 224
oz li AV ( )

de las que s6lo una da buenos resultados, dependiendo del signo de la veloci-
dad de propagacion de la onda a. Si a > 0, la opcién (2.23) junto con (2.17)
arroja como resultado

up ™t =l — pe(uf =l ), (2.25)
siendo A
VAN

= ——, 2.26

He =~ (2.26)

El esquema (2.25) es estable [79, pg. 164] con la condicién
0<p <1 (2.27)

El parametro p. se denomina niimero de Courant, nimero de Courant-
Friedrichs-Lewy o nimero CFL. Puede considerarse como el cociente de dos
longitudes: la recorrida por la onda en un tiempo At y el tamano de malla
Az. Como a es dato y Ax viene normalmente fijado por el grado de precision
deseado, sélo se puede variar At para satisfacer la condicién de estabilidad.

El esquema (2.25) es conocido como esquema upwind de primer orden.
Se debe a Courant, Isaacson y Rees, por lo que se llama también esquema
CIR. El nombre upwind hace referencia a que en la discretizacién espacial
se usan puntos de la malla del lado del que viene la informacién. El CIR
tiene la desventaja -comtun a todos los métodos de primer orden- de ser muy
difusivo, por lo que las discontinuidades en la solucién tienden a extenderse
y los valores extremos a recortarse.

Si para a > 0 se introducen (2.17) y (2.24) en la ecuacién del transporte
(2.1), el esquema downwind resultante

n+1

u =y — pe(ug, —uy), (2.28)

es incondicionalmente inestable. Es decir, para obtener un esquema descen-
trado 1util debe tenerse en cuenta el signo de a en la discretizacion espacial.
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Otro esquema de primer orden es el de Lax-Friedrichs, que se caracteriza
por sustituir el término u de (2.22) por

1 n n
é(ui—l +uiy), (2.29)

es decir, la media de los valores en los dos nodos vecinos. El esquema resul-
tante

1 1
W = S ey + 5 (1 el (230)

es estable con la condicién (2.27) [79, pg. 168].
Como ultimo ejemplo se deduce el esquema de Lax-Wendroff. Para ellos
se despeja en (2.1) la derivada temporal

o
ot a@x'

Derivando respecto de t, suponiendo que se cumplen las condiciones de la
propiedad de Schwarz, y aplicando dos veces (2.31), resulta

(2.31)

Pu 0 ou 0 [0u ,0%u
Z =" g )= —ag— | =) =a*=—. 2.32
o2 ot ( “ax) “ox (875) “ 0 (2:32)
Entonces, a partir del desarrollo de Taylor (2.16),
ou 1 0%u
ul ™t =ul + < a@x) At + 5 <a 0x2> A+ O(AE). (2.33)

La derivada primera espacial se discretiza como en (2.20)

@
ox

no Uiy — Uy 2
T T aAn + O(Az?). (2.34)

Para la derivada segunda se observa que, sumando (2.18) y (2.19) en vez de
restarlas, se obtiene una discretizacién de la derivada segunda, centrada en
el espacio y de segundo orden

9%u
ox?

n (R VAR
= Y TS T (A, (2.35)
i Ax

Introduciendo ambas discretizaciones en (2.33) resulta el esquema de segundo
orden en el tiempo y en el espacio

2
uftt =l — % (u?+1 — u?_l) + % (u?ﬂ — 2u + U?—l) =
n He

n n /’LC
Uiy ?(,Uc + 1)+l (1—pd) +ufyy E(uc —1). (2.36)
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Toro [79, pg. 169] hace una deduccién menos convencional de este esque-
ma. Lo obtiene discretizando hacia adelante la derivada temporal y tomando,
para la derivada espacial, una media ponderada de las aproximaciones upwind
y downwind de (2.23) y (2.24), es decir

Oup _ (L pul =iy (L= po) wiyy —

ozrli 2 Ax 2 Ax (2.37)

Este esquema -de segundo orden en espacio y tiempo- resulta estable con la
condicién (2.27), a pesar de ser de primer orden las aproximaciones efectuadas
para llegar a ¢él y ser incondicionalmente inestable uno de los términos de la
discretizacion de la derivada espacial utilizados. Lo anterior sirve al autor
citado como ejemplo de que la precisién de un esquema no siempre se deduce
de la precisién de las aproximaciones en diferencias finitas de las derivadas
parciales implicadas.

2.5. Difusién o viscosidad numérica

En el apartado anterior se ha mencionado la difusion numérica, término
que se aclara brevemente a continuacion. Para ello se considera la ecuacién

ou
— = ) 2.
as 0, a>0 (2.38)

Si se le aplica la discretizacion descentrada (2.23), en la que se prescinde del
indice temporal, resulta

a}@
oz

Uy U
=a— = +0(La). (2.39)

Por otra parte, a partir del desarrollo de Taylor (2.19)

10° ,
re+ Y Az L o(nad), (2.40)
i 20x° i

@
ox

Uj—1 = U; —

de donde, multiplicando por a y reagrupando, se obtiene

Uj — Ui ou 1 9u 5
—— =a—| —-alr—5 O(Ax?). 2.41
A a@xi 2 ¢ $8m21+ (A7) ( )
Es decir, la expresion
am, (2.42)
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que representa una discretizaciéon de primer orden de (2.38), es al mismo
tiempo una discretizacion de segundo orden de la ecuacion

ou  al\xd*u

du abzdu _ 2.4
Yor T T2 02 (2.43)

que contiene un término difusivo de coeficiente aAx /2.

Asi pues al discretizar upwind la ecuacion (2.38) se esta introduciendo una
difusion denominada numérica. El coeficiente que cuantifica esta difusién
(también llamada viscosidad numeérica) depende del tamano de malla, por
lo que si Az es suficientemente pequeno, con el consiguiente incremento del
tiempo de célculo, el efecto difusivo tiende a desaparecer. Puede verse un
estudio mas completo de este fendmeno en [5, pg. 200]

2.6. Esquemas conservativos

Se considera la ecuacién de conservacion escalar

Qu0f o w=uwn, f=f) (2.44)

ot Ox
que coincide con (2.1) si f(u) = au, siendo a constante. Una forma de dis-
cretizarla, para tener en cuenta soluciones débiles, consiste en integrarla en
x y en t, transformandola en una forma integral. Se toman como dominios
espacial y temporal los intervalos

Iz:[z 17xz+:|:|:xi AQZ.; 1,+A2x:|

I, = [tn, ths1] = [nAL, (n+ 1) At].

(2.45)

Entonces, la integral de la ecuacién (2.44)

/RH/ lau ]d dt = 0, (2.46)

resulta
[ e tn) = e )] d

+/tn+1 [f(u(lerl,t)) = flulz;_1,1))| dt = 0. (2.47)
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Se puede expresar (2.47) diciendo que la “cantidad” de w contenida en el
intervalo (o celda) I;, s6lo cambia en el tiempo At debido al valor del flujo
f en los extremos del mismo (bordes de la celda).

Se define u}" como el valor promedio de la funcién u(x,t) en el intervalo
I;, en el instante de tiempo t,, = n/\t, es decir

u

1 [Tl
P = A_x/ 7 (e, ty)dr, (2.48)

T, 1
2

quedando (2.47) convertida en

,t))] dt=0. (2.49)

1
2

lnt1
(=) sat [ [Flatog g 0) - fluta,
tn
Si en (2.49) se aproxima el término integral por medio de los valores f7.

1 tn+1

mg [ Sy o) (2.50)

in

se puede escribir

upth = + % (fl-”;% - f;%) : (2.51)

" |, que se conocen como flujos numéricos, representan sendas

Los valores " |,
15

aproximaciones del promedio temporal del flujo fisico en los bordes de la cel-
da. Segun el modo de obtencién de estos valores resultan distintos esquemas.
Los flujos numéricos se calculan en la practica en funcién de las variables en
las celdas contiguas a la I;, mediente una expresion del tipo

n

Z:% = o(ui Ui ppt15 - - - 7U?+1)7 (2.52)

siendo m y [ dos enteros no negativos.
Un esquema conservativo para la ley de conservacion escalar (2.44) es
un método numérico de la forma (2.51) tal que cumple (2.52) [79, pg. 171].
Para que el esquema sea consistente (represente fielmente la ecuacién
diferencial cuando At — 0y Az — 0), ¢ debe cumplir [44, pg. 126]

o(v,v,...,v) = f(v); (2.53)

es decir, el flujo numérico, que trata de aproximar el flujo fisico en un cierto
estado, a partir de los valores del flujo en estados préximos, debe ser exacta-
mente igual a f(v) cuando los estados préximos coinciden con v. Se denomina
estado a un determinado valor del conjunto de las variables.
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Los esquemas conservativos son la base de los métodos en volimenes
finitos, que parten de las ecuaciones de conservacion en forma integral para
obtener algoritmos numéricos. El interés de estos esquemas se encuentra en
que, segtin el Teorema de Lax-Wendroff [32, pg. 168], si un esquema
conservativo consistente converge, el resultado es una solucion débil de la
ecuacion. En cambio, como ha sido mostrado recientemente por Hou y Le
Floch [79, pg. 170], los esquemas no conservativos pueden no converger a la
solucion correcta si en ella estd presente una onda de choque.

Algunos ejemplos de esquemas conservativos son los de Godunov, Lax-
Friedrichs y Lax-Wendroff.

Godunov realizo con éxito la primera extension conservativa del esque-
ma CIR a sistemas no lineales de leyes de conservacién. El método upwind de
primer orden de Godunov es un esquema conservativo de la forma (2.51), e
el que los flujos numeéricos en las fronteras de las celdas f; +1 8¢ calculan ut1h—
zando soluciones de problemas de Riemann locales. Se expone a continuaciéon
una interpretacién del método de Godunov [79, pg. 175].

Se asume que, en cada escalén de tiempo t,, la variable u es constante a
trozos, tomando en cada celda I; el valor dado por (2.48) . En cada frontera de
I; hay, pues, un par de estados constantes: (u;_1,u;) en la frontera izquierda y
(u;, uiy1) en la frontera derecha, cada uno de los cuales puede ser considerado
como un problema de Riemann local, con origen en x = 0, t = 0. Asi, en la
frontera izquierda, x,_ 1, se tiene

du  Of _
ot T oz =V
w(z,0) = ug(x) = ur ;. x <0, (2.54)
N |l ur x>0,
y en la frontera derecha, x, +1
ou , Of _
o tTor= 0,
u(z,0) = () = up  x <0, (2.55)
— tod) = ul,, x>0,

Sea 1(x,t) la solucién combinada de RP(uj i, u}) y RP(u},u}, ;) en I;.
Puesto que @(z,t) es la solucién exacta de la ley de Conservacién (2.44)
se introduce en la forma integral (2.47), con dominios espacial y temporal
respectivamente

il Lo=0,00), (2.56)
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obteniendo

Tird T
/ u(x, At)dx :/ u(z,0)dz

1
=5 i—

Nl

_ /0 fGr,, s 0)dt+ | fe, o 0)dt=0. (257)

0 2

Definiendo ahora, como en (2.48)

e[

(2.58)
ultt = 1 / v (z, At)d
X x
i3
queda el esquema conservativo (2.51)
At
n+1 — _fmn
donde
1ot
fi:l:% N ; f(u('ri:i:%vt))dt' (2.60)

El integrando de (2.60) depende de la solucién exacta del problema de
Riemann, en cada extremo del intervalo, a lo largo del eje de tiempos (en
coordenadas locales). Esto se representa como

con lo que
froy = Flay (0)) (2.62)
En el caso de que f(u) = au, a > 0, resulta
ficy =auiy,  fi=auf (2.63)

(si se hubiera tomado a < 0 el resultado serfa au]” para la frontera izquierda
y au},, para la derecha). Al sustituir en (2.59), se llega a

At At
ultt = ul + ——(au} | — aul) = u — a—(u" —ul ), (2.64)

' Az

es decir el esquema CIR (2.25).
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Asi pues, el método de Godunov consiste en considerar el problema que
hay que resolver como una sucesion de estados, constantes en cada volumen
finito. En cada escalon de tiempo se resuelve un problema de Riemann en la
frontera de cada celda, tomando como flujos en dichas fronteras las soluciones
exactas de cada problema local. Estas soluciones exactas deben ser calculadas
en funcién de la ecuacién de que se trate, si esta no es lineal; en [79, pg. 176]
pueden verse, por ejemplo, las soluciones exactas del problema de Riemann
en el caso de la ecuacion cuasi-lineal de Burger. Por ultimo se realiza el
promediado espacial de las variables dependientes en cada celda.

Con el fin de simplificar el proceso, disminuyendo asi el tiempo de calculo,
distintos autores [33, 69, 82| han recurrido a esquemas denominados resol-
ventes aproximados de Riemann, de los que puede consultarse una amplia
relacién en [79]. Estos esquemas han sido extendidos més tarde |2, 31, 81, 83]
al caso de flujos en superficie libre con muy buenos resultados. Si bien es
cierto que en estos esquemas se reemplaza la solucion exacta del problema
de Riemann por una aproximada, la informacién proporcionada por la so-
lucién exacta se pierde parcialmente, en todo caso, debido al promediado
espacial en cada celda, lo que hace poco significativo el error cometido en la
aproximacién [14].

En el esquema conservativo de Lax-Friedrichs se toman, para los flujos
en los extremos, los valores

(2.65)

donde p. toma el valor dado por (2.26). haciendo f(u) = au y sustituyendo
(2.65) en la ecuacion conservativa (2.51) se obtiene el esquema en diferencias
de Lax-Friedrichs (2.30).

Por tultimo, el esquema conservativo de Lax-Wendroff utiliza, para f;, 1,
. 2
las expresiones

1_/'Lc

Lt b pup) + 25k f(ur, ),

fiy = ke
' (2.66)

fioy = T te pup )+ Tbe pup),

que, al ser sustituidas en (2.51) con f(u) = au, dan como resultado el esque-
ma en diferencias de Lax-Wendroff (2.36).
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2.7. Sistemas lineales hiperbdlicos

Se considera ahora un sistema lineal de ecuaciones en derivadas parciales
de la forma

U +AU, =0, U={u}, j=12..m, (2.67)

siendo U el vector de variables y A,,«,, una matriz constante.

El sistema se llama hiperbdlico si A es diagonalizable, es decir si tie-
ne m autovalores reales )\; y m autovectores linealmente independientes k'.
Serd estrictamente hiperbdlico si los m autovalores son distintos [79, pg. 45].
Llamando A a la matriz diagonal de los autovalores y X a la matriz cuyas
columnas son los autovectores k?, se cumple

A =XAX (2.68)
La existencia de X! permite definir un nuevo vector de variables
V = {vj}jm12.m = XU, (2.69)

que se llaman variables caracteristicas. Utilizando la relacién (2.68) y hacien-
do el cambio
U =XV (2.70)

resulta, de (2.67),
XV, + XAX XV, = XV, + XAV, =X (V, + AV,) =0,  (2.71)

de donde
V,+AV,=0. (2.72)

Se ha obtenido asi la forma canodnica o caracteristica del sistema, que
resulta ser un sistema desacoplado, cada una de cuyas ecuaciones involucra
sélo a una variable,

% j%:(), j=12...m. (2.73)
Con lo anterior se ha hecho un cambio de base a la de autovectores k'. Las
{v;} son las nuevas componentes del vector de variables en dicha base. La
ventaja del cambio realizado es que el sistema de ecuaciones (2.67) se ha
convertido en uno desacoplado en que cada ecuacién adopta la forma de la
ecuacion 1D del transporte.

Una vez resuelto el sistema (2.73) pueden obtenerse los valores U sin més
que usar (2.70).
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2.8. Esquemas descentrados para sistemas li-
neales

Como se acaba de ver, el sistema lineal hiperbdlico (2.67)

puede desacoplarse, convirtiéndose en m ecuaciones (2.73), cada una de las
cuales involucra a una sola variable. Ahora bien, el esquema conservativo
descentrado estudiado para el caso escalar (2.44) sélo puede ser aplicado
a este sistema si todos los autovalores tienen el mismo signo. En un caso
general, con autovalores de ambos signos, al elegir el sentido hacia el que
hay que descentrar, se harda upwind para los positivos y downwind para los
negativos. El modo préctico de llevar esto a cabo es descomponer la matriz A
en dos, una de ellas con autovalores positivos o nulos y la otra con autovalores
negativos o nulos.
Esquema CIR. Llamando

Aj st >0

+ _ J g =Y
A= { 0 si) <0, (2.74)

- >‘j si )\j§07
A= { 0 si) >0, (2.75)

el esquema CIR (2.25), aplicado a un sistema lineal hiperbélico desacoplado
(en forma candnica) queda

{037 = {u? = RENS () — o)) — 20 ({ogh — fu}s) .
j=1,2...m.
(2.76)
Sea A la matriz diagonal de los autovalores \;, AT la de los )\j, A~ lade
los A; vy [A] la de los valores absolutos |A;|. Se cumple

A = AT+A, (2.77)

IA| = AT —A". (2.78)
Si se define

At = XATX (2.79)

A- = XA X (2.80)

Al = X|AIX, (2.81)
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resulta
AT+A = A, (2.82)
AT — A" = X|A|IX = |Al. (2.83)
Se puede entonces escribir el esquema CIR en forma vectorial, bien en térmi-

nos de las variables caracteristicas
ANt At

Vit =V ANV -V )~ — A (V] - V! 2.84
i % Ar ( 7 z—l) N ( i+1 z)’ ( )
o bien en términos de las variables de partida
At At
Ul =uUr - —AN (U -U" ) - —A (U, - UY). 2.
7 7 A[L’ ( 1 z—l) AZL’ ( i+1 z) ( 85)
Las técnicas de descomposicion de flujo utilizan expresiones del tipo de

(2.85).
Método de Godunov. Se considera de nuevo el sistema lineal hiperboli-
co (2.67), escrito ahora en forma conservativa,

U,+F,=0, F(U)=AU. (2.86)

El esquema de Godunov de primer orden descentrado utiliza la formula con-
servativa, andloga a la (2.59),

urtt —yugr 4+ /-
K3 1 +Al’

donde, anédlogamente a (2.62), los términos de flujo en las fronteras de la
celda son

At (F?;; _ " ) : (2.87)

-1
2 +3

F.y=F(U.0). (2.88)
siendo U,_ %(O) y U, +%(O) las soluciones de los Problemas de Riemann
RP(U} ,U?}) y RP(U}, U, ) respectivamente.

Los flujos numéricos en los extremos del intervalo se calculan a partir

de los valores de F y U en los puntos anterior y posterior obteniéndose las
expresiones [79, pg. 185]

1 1
Fipr = B} (F7 +F}y) — 5 Al (U7, - U7), (2.89)
Foy = 5 (Pl +F) — 3 |A(UF - UL, (2.90)

donde |A| toma el valor dado por (2.81).

Es decir, el valor resultante para los vectores flujo en las fronteras es la
semisuma de los valores en los puntos ¢ — 1, 7, ¢ + 1, con un término de
descentrado.

Los @-esquemas, que se introducen en 4.4, utilizan expresiones del tipo
de (2.89) y (2.90).
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2.9. Definicion de términos hidraulicos en 1D

A continuacion se definen algunos términos hidraulicos. No se pretende en
absoluto hacer un resumen de hidraulica de canales, sino tan soélo facilitar la
comprension, a quién no esté familiarizado con el tema, de algunos términos
de los que se hace uso en el capitulo 5. Estas cuestiones estan tratadas con
detenimiento en diversos textos [17, 18, 62]. Algunos de los conceptos se
refieren al caso particular de canales rectangulares.

Se dice que un fluido se mueve en régimen permanente si los parame-
tros que lo describen son independientes del tiempo en cada punto. El régi-
men es no permanente o variable en caso contrario. Si dichos pardmetros
no dependen de la posicién, el flujo es uniforme y si lo hacen se llama no
uniforme o variado.

Un parametro adimensional de importancia en el estudio de canales es el
nuimero de Froude. Este nimero se obtiene como cociente entre la veloci-
dad del fluido y la de las ondas de perturbacién gravitatoria que se transmiten
por él

Fr=-. (2.91)

¢ = \/9Ym, (2.92)

siendo y,, el calado medio, que se obtiene dividiendo el drea de la seccién
mojada entre el ancho de la misma

= —. 2.93
Ym = 3 (2.93)
En el caso de canales rectangulares se puede definir el caudal por unidad de
ancho o caudal unitario

_ W 2.94
9= % (2.94)

que, teniendo en cuenta la relacion () = vA, puede expresarse también como
producto de la velocidad por el calado medio

q= vd U Y- (2.95)

Si F'r < 1, la velocidad de las particulas del fluido es inferior a la de
transmision por él de una onda, por lo que una perturbacién que tenga lugar
en un punto P del canal influye en los puntos que se encuentran aguas arriba
de P. El régimen del flujo en este caso se denomina lento o subcritico.
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Si Fr > 1, al ser v > ¢, la perturbacion no se transmitird hacia aguas
arriba. El régimen se conoce como rapido o supercritico.

En el caso limite Fr = 1, se tiene un régimen critico. En este caso, a
partir de (2.91)-(2.93), se cumple

_ Alye) _ Qlye)
ctve \ IBlye) ~ Alye)’ (2.96)

de donde puede obtenerse el calado critico ..
Para un canal rectangular de caudal unitario ¢, la expresiéon (2.96) se
simplifica y el calado critico es el cociente entre ¢ y la celeridad, con lo que

q q2 1/3
Ye = — Y= | — . 2.97
V' 9Yc (9) ( )

Calado normal es el que se forma en un canal cuando se alcanza el régimen
permanente y uniforme. Depende de diversas caracteristicas del canal, como
son el caudal, la pendiente y el rozamiento. Se obtiene este calado a partir
de la relacién

So = Sy, (2.98)

donde Sy es la pendiente geométrica y Sy la de friccién. Utilizando la expre-
sién de Manning [87, pg. 666] para la pendiente de friccién, resulta

2,2
n-v
So = —7=» (2.99)
R)?
siendo n el coeficiente de Manning y Ry, el radio hidraulico (ver 5.1.2). En
un canal rectangular y suficientemente ancho como para despreciar el efecto
de sus paredes, el radio hidraulico es aproximadamente igual al calado y, a

partir de (2.99), se puede escribir
(2.100)

Tipos de pendientes. Dado un canal por el que circula un determinado
caudal, segin la relacion entre los valores del calado normal y el critico, la
pendiente se denomina:

- Moderada (M), si el calado normal es superior al critico, y, > ye.
- Pronunciada (S), si el calado normal es inferior al critico, ¥, < ..

- Critica (C), si ambos calados son iguales, ¥, = y..
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En los tres tipos anteriores se asume que la pendiente geométrica es positiva
(la cota del fondo decrece). Los dos tipos restantes se denominan

- Horizontal (H), si la pendiente geométrica es nula, Sy = 0.

- Adversa (A), si la pendiente geométrica es negativa, Sy < 0 (la cota
del fondo crece).

Para cada tipo de pendiente, si se fija el calado en una determinada sec-
cion, a partir de ese punto la superficie del fluido adopta un determinado
perfil llamado curva de remanso. El flujo en las curvas de remanso se de-
nomina permanente gradualmente variado. La ecuacién que rige estas curvas
(siempre que el flujo se mantenga en régimen lento o répido) es

de  1— Fr*
Si la pendiente es moderada (y. < yn), segin la posicién relativa que
ocupa el valor del calado fijado y.. , se obtienen tres tipos de curvas:

(2.101)

Tipo M1 : v, < ¥n < Yees (2.102)
Tipo M2 y. < Yee < Yn, (2.103)
Tipo M3 Yee < Ye < Yn- (2.104)

En el caso de régimen rapido las condiciones de contorno sélo afectan al
flujo aguas abajo del punto donde se imponen, por lo que suelen imponerse
en la primera seccién del canal. Segtn los valores relativos de y., ¥, € Y se
obtienen las curvas de remanso

Tipo S1:  Yn < Ye < Yees (2.105)
Tipo S2:  yn < Yee < Yes (2.106)
Tipo S3 1 Yee < Yn < Ye- (2.107)

Si la pendiente del fondo es nula, el calado normal -que resulta de (2.99)-
no esta definido. Las posibles curvas son:

Tipo H2: 40 < Yoo, (2.108)
Tipo H3 ' Yee < ¥e. (2.109)

En el caso de pendiente adversa, el calado normal tampoco esta definido
y las posibles curvas son:

Tipo A2 4o < Yoo, (2.110)
Tipo A3 :  Yee < ¥e. (2.111)

En la figura 2.1 reproducida de [17, pg. 159] se muestran las distintas
curvas mencionadas.
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Region 1 Region 2 Region 3

Mild slope
S<S:

Steep slope
$> 8

=S,

Critical slope
N

§=0-

Horizontal slope

Adverse slope

Figura 2.1: Tipos de curvas de remanso (de Chadwick et al. [17]).
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Cambios de régimen. En todas las curvas de remanso descritas se pro-
duce una variacién gradual del flujo. El calado en todos los puntos de la
curva toma un valor que es, o bien mayor, o bien menor que y.. Un cambio
de régimen es el fenémeno que se produce cuando el flujo cambia de lento a
rapido o viceversa.

El primer caso puede deberse a que la pendiente pasa de moderada a
pronunciada, lo que influye en el flujo, que cambia de lento a répido. El
calado normal producido por la pendiente moderada es superior al critico,
mientras el producido por la pronunciada es inferior. Se producen entonces
unas curvas del tipo M2 y S2, con un paso de la una a la otra en el punto de
cambio de pendiente, en el que el calado serd critico.

El segundo caso, cambio de régimen rapido a lento, se da cuando un
fluido en régimen rapido se encuentra bruscamente con un calado superior al
critico, correspondiente por lo tanto a un régimen lento. Se produce entonces
un cambio de régimen con gran pérdida de energia, que se denomina resalto
hidraulico. Una vez que las variables del movimiento se estabilizan en el
tiempo, el flujo en un resalto se considera permanente rapidamente variado.






Capitulo 3

Ecuaciones del flujo turbulento

3.1. Flujo turbulento

La importancia de las fuerzas de inercia con respecto a las viscosas en un
determinado flujo viene dada por el niimero adimensional de Reynolds, que
se calcula como cociente entre ambas fuerzas.

Como se ve en 3.4, las tensiones viscosas dependen de la variacién res-
pecto al tiempo de la deformacién angular de los elementos de fluido, lo cual
se expresa en su forma més elemental como

ou

T = 9y’ (3.1)

siendo u la velocidad del fluido, y la distancia en la direccién perpendicular

a la del movimiento y p la viscosidad dindmica, constante para cada fluido
a una determinada temperatura.

Para un volumen unidad, la resultante de las fuerzas de friccién debidas a

la viscosidad vale O7/dy [74, pg. 6], lo que, junto con (3.1), da como resultado

9*u
[
8y2
Por otro lado las fuerzas de inercia en una dimensién valen

Ju
pua]j?

(3.2)

(3.3)

de modo que el nimero de Reynolds puede calcularse como
ou
PU%
Re = —2=. 3.4
‘ 0*u (34)
H 0

35
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En la féormula anterior, las derivadas espaciales de w en numerador y
denominador tienen dimensiones de V/L y V/L? respectivamente, de donde
se obtiene la expresion habitual de Re

_ VL _VE

Re = = .
¢ uV/L? v

(3.5)

V' y L son la velocidad y longitud caracteristicas del flujo en cuestién y v,
cociente entre la viscosidad dinamica y la densidad, se conoce como viscosi-
dad cinematica. Se observa experimentalmente que para valores inferiores al
llamado nimero de Reynolds critico las capas adyacentes de fluido deslizan
unas sobre otras de modo ordenado, lo cual constituye el régimen lami-
nar. En un régimen laminar, si las condiciones de contorno no varian con el
tiempo, el flujo es permanente (ver 2.9).

Para valores de Re superiores al critico el comportamiento del flujo cam-
bia, tornandose aleatorio y cadtico. El movimiento se vuelve no permanente,
incluso con condiciones de contorno constantes. Es lo que se denomina régi-
men turbulento.

El ntimero de Reynolds critico no estd exactamente determinado. Rey-
nolds obtuvo los nimeros 2000 y 12000 como valores inferior y superior res-
pectivamente en el caso de tubos, tomando como L el didmetro y como V
la velocidad media. Para tubos suele considerarse que el flujo es laminar
por debajo de 2000, con una zona de transicion entre 2000 y 4000 [77, pg.
223]. Para flujos en superficie libre, se utiliza el radio hidraulico (ver 5.1.2)
como longitud caracteristica por lo que los valores criticos resultan menores:
laminar por debajo de 500 y turbulento por encima de 2000 [71, pg. 7].

La naturaleza aleatoria del flujo turbulento y la elevada frecuencia con
la que varian las diversas magnitudes dificulta enormemente en la practica
los calculos basados en una descripcion completa del movimiento de todas
las particulas del fluido. Sean u,v,w las componentes de la velocidad y p
la presién. Se puede descomponer una magnitud (por ejemplo la primera
componente de la velocidad u) en la suma de su valor promedio turbulento (@)
y su fluctuacién turbulenta (u'). Se caracteriza entonces un flujo turbulento
por los valores promedio (u,v,w,p) y las propiedades estadisticas de sus
fluctuaciones (v/,v',w’, p').

Incluso en flujos donde las velocidades y presiones promedio varian solo
en una o dos dimensiones espaciales, las fluctuaciones turbulentas tienen
siempre un caracter tridimensional. Si se logra visualizar un flujo turbulento
se encuentran porciones de fluido en rotacién, que se llaman remolinos tur-
bulentos. Estos presentan un amplio espectro de tamanos siendo el de los
remolinos mayores comparable a las dimensiones del dominio. Las fuerzas
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de inercia predominan en los remolinos de mayor tamano, mientras que su
efecto es despreciable frente al de las fuerzas viscosas en los mas pequenos.

La energia necesaria para mantener el movimiento de los remolinos de
mayor tamano procede del flujo medio. Por otra parte, los remolinos menores
obtienen energia principalmente de otros mayores y mas débilmente del flujo
medio. De esta manera la energia cinética se va transmitiendo a remolinos
cada vez mas pequenos, a través de un proceso en cascada, hasta que es
disipada por las fuerzas viscosas. Esta disipacion produce las pérdidas de
energia adicionales relacionadas con los flujos turbulentos.

Los remolinos de mayor tamano tienen un comportamiento altamente
anisétropo y dependiente del flujo medio, debido a su fuerte interacciéon con
éste. Sin embargo, durante el proceso en cascada, la accion difusiva de la
viscosidad va disminuyendo esta direccionalidad por lo que, para ntmeros
de Reynolds suficientemente altos, el comportamiento de los remolinos mas
pequenos puede considerarse isotropo.

3.2. Valor promedio y fluctuaciéon

Como se ha mencionado en el apartado anterior, una magnitud ¢, que en
general depende del tiempo, se descompone en la suma de su valor promedio
turbulento méas una componente de fluctuacién en torno a dicho valor

p(t) = o(t) + ¢'(2). (3.6)

Aunque no aparezca explicitamente en la expresion de las magnitudes ¢ y @,
ambas son funcién de las coordenadas del punto considerado (z,y, 2).

El promedio temporal de ¢(t), para un punto dado, se puede definir de
diversos modos. Para flujos permanentes Ferziger y Peric [27, pg. 266] utilizan
la expresion

I
sO—Tlgrolof/o p(t)dt, (3.7)

mientras que, para flujos no permanentes,

_ 1

p(t) = lim > (1), (3.8)
n=1

En el segundo caso el promedio se calcula a partir de los valores obtenidos

en un nimero N de mediciones del fenémeno, en las que todas las variables

controladas sean idénticas. N debe ser suficientemente alto para eliminar los

efectos de las fluctuaciones.
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Para los casos que se van a estudiar, de flujo no permanente, parece mas
adecuada la expresion [46, pg. 278]

0= [ L e, (3.9)

At
=5

donde el At tomado debe ser superior a la escala temporal de la turbulencia
e inferior a la escala temporal del flujo promedio. Por ejemplo, en un estuario
se puede considerar que el periodo de oscilacion turbulenta de la velocidad
es inferior a un segundo, mientras que el de la marea es de unas 12 horas.
Tras realizar el promedio temporal (3.9), el flujo medio seguird oscilando
bajo los efectos de la marea. En lo sucesivo no se indicara explicitamente la
dependencia del tiempo para estas magnitudes.

Teniendo en cuenta que la operacion promedio temporal es una integra-
cion, resulta

¢'=(-p)=p—-(p) =0 (3.10)
También se pueden hallar facilmente las siguientes relaciones [86, pg. 50]

0 0 _
gg:gg, [ pds = [ads,

(3.11)
pHU=0+9, =0+
En el caso de una magnitud escalar ¢ = ¥ + ¢’ y otra vectorial a = a + a/,

se tiene
pa=pa+ pa, (3.12)

y, considerando que las operaciones divergencia y gradiente se reducen a la
derivacion y que el operador laplaciano equivale a la divergencia del gradiente

A=V’=V.V, (3.13)

se obtiene

V-
V-pa=V-pa=V -pa+V- ya, (3.14)
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3.3. Ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones que se van integrar en este trabajo son las de aguas some-
ras, teniendo en cuenta el efecto del término turbulento. Para su deduccién se
parte de las ecuaciones de Navier-Stokes, que gobiernan el comportamiento
de un fluido viscoso en 3 dimensiones.

Los fluidos que se van a estudiar son incompresibles, es decir su densi-
dad es independiente de la presién. En estos fluidos la masa por unidad de
volumen puede variar, por ejemplo por efecto de la temperatura, pero se
considera constante respecto a la posicion y el tiempo.

Sea un sistema cartesiano x,y, 2z, con z positivo hacia arriba. Llaman-
do u,v y w a las componentes del vector velocidad u, segin las direcciones
x,y, 2, estas ecuaciones se expresan como:

Ecuacién de continuidad

ou Ov Ow

%‘Fa—yﬁ“g:()- (3‘15)

Ecuacién dindmica (conservacién de la cantidad de movimiento)

du ou ou ou ou 10p

- = = - - — =F,——-== Au, 3.16

dt 8t+u8x+vay+w62 p8I+V " (3.16)

dv ov ov ov ov 10p

- = = - - — =F, - = A 3.17

dt 8t+u8x+vﬁy+waz Y p8y+y o (8:17)

dw ow ow ow ow 10p

— = = -~ - —=F - = Aw. 3.18

dt (‘3t+u8x+v8y+w02 p02+y v (3.18)
El vector F = (F,, F,, F,)" es la fuerza por unidad de masa; p es la presion;
p es la densidad; v = % es la viscosidad cinemdtica; p es la viscosidad
dinamica.

Sumando a cada una de las tres ecuaciones dindmicas la ecuacién de con-
tinuidad multiplicada por u,v y w respectivamente y utilizando el operador
V para la divergencia y V2 para el laplaciano, el sistema toma la forma

V.u = 0, (3.19)
ou _ 19dp 2
i V.ouu = F, o + vV-u, (3.20)
ov B 19p 2
E +V-vu = Fy ;a—y + vV*u, (321)
ow +V-wu = F, — Lo + vV2w. (3.22)

ot p Oz
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3.4. Ecuaciones de Reynolds en 3D

Se van a obtener ahora las ecuaciones que gobiernan el movimiento en
régimen turbulento de un fluido incompresible.

En las ecuaciones de Navier-Stokes los valores de las componentes de la
velocidad (u,v,w) y los de la presién p dependen del tiempo. Se sustituye
en (3.19)-(3.22) la velocidad y la presién por sus valores promedio mas los
términos de fluctuacion

u=u+u, u=u+uv, v=v+v, w=w+w, p=p+p (3.23)

y se calcula el promedio temporal de cada ecuacién, aplicando las relaciones
(3.11)-(3.14). Se obtiene

Vi =0 (3.24)
%-Fv-ﬂﬁ—i-V'W - Fx—%%ﬂwvﬁ (3.25)
GAvornevew - B P g
%—f+v-wﬁ+v-m = Fz—%%+uv2w. (3.27)

Se observa que las ecuaciones resultantes poseen los mismos términos que
las de partida (3.19)-(3.22) con la adicién de unos nuevos, que se sitdan
en el segundo miembro y se desarrollan, obteniendo asi las ecuaciones de
Reynolds en 3D:

V.u - o B (3.28)
%—Fv-ﬂﬁ = Fw—%%+uv2—— langrangag],(&w)
%Jrv-m — Fy—%g—z+uv2@—[ag+a§+ag], (3.30)
%—?-I—V-@ﬁ - Fz—%ngV%— [a?+8?+8g] ((3.31)

Las ecuaciones (3.29)-(3.31) se pueden escribir abreviadamente, utilizando el
convenio de Einstein:
Ju; 1 0p Quiu;

Gu=Fy— - T —
ot +V-uu paxi+yvu 0z

i,j=1,2,3.  (3.32)
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Los productos cruzados de las fluctuaciones turbulentas de la velocidad
multiplicados por la densidad tienen dimensiones de fuerza/superficie y se
denominan Tensiones de Reynolds:

Tyx = _pma Tyy = _IOW7 Tzz = _pma
(3.33)

— — Iay/ J— _ 1544/ — — 1oy
Toy = Tye = —PUV, Ty = Top = —pUW, Ty = Ty = —pU/w'.

La ley de viscosidad de Newton establece que las tensiones viscosas son pro-
porcionales a la tasa o velocidad de deformacion angular de los elementos
de fluido lo que, para un fluido incompresible, se expresa en notacién de
subindices como

Ou;  Ou; .
= 0 =1,2,3. 3.34

Boussinesq propuso en 1877 una relacion analoga entre los promedios tem-

porales de las velocidades de deformacién y las tensiones de Reynolds:

ou; 0uj
_|_

8xj (‘)ZEZ

_ 2
—puuy = i ( ) — gpkéij; i,7=1,2,3. (3.35)
El coeficiente de proporcionalidad ji; se denomina viscosidad dinamica tur-
bulenta o de remolino y k es la energia cinética turbulenta por unidad de
masa [86, pg. 67]
1 - - -

k= §(u’2 + 0" + w'?). (3.36)

Por otra parte la energia cinética media serd

1
K= 5(# + 0% 4+ w?). (3.37)

Si se calcula el promedio temporal k; de la energia cinética instantanea se
obtiene, teniendo en cuenta (3.10),

1 1
ki = §(u2 + v+ w?) = 5 <(ﬂ +u')?2+ (T4+v)?+ (W + w’)Q) =
1
3 <ﬂ2 +u? 4 2uu’ + 02+ v'? + 200 + W+ w' + %w’) =

1 l /— — —5
3 (W +v* + ) + 3 <u’2 + 0% + w’2> =K+k (338
es decir, la suma de las energias cinéticas media y turbulenta.

Es conveniente notar que el coeficiente u; empleado en (3.35) puede en
general depender de la direccion considerada, siendo realmente un tensor
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de viscosidad turbulenta. En este estudio se supondra del mismo valor para
todas las direcciones del espacio.

El término —%pkdij es una tension normal y hace que la féormula sea
valida para las tensiones 7,,, 7,,, 7... En efecto, aplicando (3.35) a los casos
1 =7 y llamando v, = % a la viscosidad cinemaética turbulenta se obtiene

— au 2
—u? = 9727 - Z
Y Vt( 81:) 3k’
ov 2
=y, (23_2) - 2k, (3.39)
ow 2
—w'? = —— )=z
w A (2 82) 3k,

por lo que, sumando las tres expresiones y teniendo en cuenta la ecuacion
de continuidad (3.28), se comprueba que se verifica (3.36). De no incluir en
(3.35) el término —%pk‘é,-j la k resultaria nula siendo, como es, la suma de
tres términos positivos. Se ha asignado asi, a cada una de las tres tensiones
normales de Reynolds, una tercera parte de la cantidad 2pk. Esto supone
asumir una distribuciéon isotrépica para estas tensiones normales, lo que no
se corresponde con la realidad en bastantes tipos de flujos [86, pg. 64].

Se sustituye ahora la expresién de las tensiones de Reynolds (3.35) en las
ecuaciones (3.29)-(3.31). La primera de ellas toma la forma

ou . 10p o O ou Ou 2
E—{—v'uu_Fx_paxdl_yvu—i_ax [yt (8x+6:€) _3k]

N AN S BT YR
oy | "\ay " oz oz |""\oz "oz )| T

Reordenando y agrupando los términos del segundo miembro se obtiene

ou . 10p 20k o _ ou
at+V~uu_F:D v Sax—i—l/Vu—l—V v ,Vu+V ytax. (3.41)

Operando analogamente, las otras dos ecuaciones se convierten en

v o 10p 20k o _ ou
—_— . :F _———— = = — . . e .42
8t+v Tu VT oy 38y+1/VU+V Vv +V l/tay, (3.42)
ow _ 10p 20k . _ ou
E—’—V'MU—FZ 002 gg—i-l/Vw—FV-Vti—i-V-yt&. (3.43)

Al ser constante v para cada fluido se puede escribir ¥V?%; como V - vV, y
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agrupar la viscosidad molecular con la turbulenta. Resulta

o - 105 20k 5 o
v - 10p 20k . o
E‘FV'UU—Fy ;a—y ga—y‘i‘V'(V—FVt)VU"‘V'Vta—y, (345)
ow . 10p 20k _ ou
§+V~wu—Fz—paz—382+V~(V—|—1/t)Vw+V-l/taZ. (3.46)

Con el fin de simplificar las expresiones se tiene en cuenta lo siguiente:

a) Los términos que contienen las derivadas parciales de k respecto a x, y, z
proceden de la derivacién de las tensiones normales de Reynolds. Estas
tensiones actuan, como la presién, perpendicularmente a las caras del
volumen de control, por lo que se incluyen en los términos que contienen
las derivadas de la presién [66, pg. 11].

b) El valor de la viscosidad turbulenta v; es normalmente muy superior
al de v, por lo que se considera despreciable a la segunda frente a la
primera.

Tras realizar en (3.44)-(3.46) las simplificaciones mencionadas y anadien-
do la ecuacién de continuidad (3.28) se obtiene:

Voo - o (3.47)
%+V.ﬂﬁ = Fm—%%+V'VtVﬂ+V'Vtg_j7 (3.48)
%ij,@ﬁ _ Fy_%%JFV-VtV@jLV-VtZ—Z, (3.49)
%—?+V-wa = FZ—%%+V-%V@+VM§—3 (3.50)

Estas expresiones son muy similares a las ecuaciones de Navier Stokes (3.19)-
(3.22) con la diferencia de que los valores instantdneos de la velocidad y
la presién han sido sustituidos por sus promedios temporales, la viscosidad
por la viscosidad turbulenta y se ha anadido un nuevo sumando al término
fuente de las tres ultimas ecuaciones. Dicho sumando desaparece haciendo la

hipdtesis adicional de suponer que la variacién espacial de v, es muy pequena.
En efecto, en (3.48),

- - 92— 2 2
ou ou (8u 0°v (’9w)’ (3.51)

oz ~uV- or ox* + 0x0y + 0x0z
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que, aplicando la propiedad de Schwarz de las derivadas segundas cruzadas
y teniendo en cuenta la ecuacion de continuidad, se convierte en

2 2 2 _ _ -
Vt<8u+av+8w> 8(0u+81}+8w>:07 (3.52)

oz?  Oydxr 020w " 9r \or dy | 0z

y lo mismo sucede en las otras dos ecuaciones. En la integracién que sigue
no se despreciara este término.

3.5. Ecuaciones de Reynolds en 2D

3.5.1. Campo de aplicacién e hipdétesis realizadas

En muchos flujos existentes en la naturaleza las dimensiones horizontales
son claramente predominantes. Si ademas la variacién en la vertical de las
componentes horizontales de la velocidad es pequena y apenas existen ace-
leraciones verticales, con frecuencia puede describirse satisfactoriamente el
flujo por medio de unas ecuaciones en dos dimensiones, resultado de integrar
en la vertical las ecuaciones 3D.

Se van entonces a deducir las ecuaciones de Reynolds para dos dimen-
siones a partir de (3.47)-(3.50). Se toma el plano z,y horizontal y el sentido
ascendente del eje z como positivo. Se estudiaran flujos en superficie libre,
turbulentos y no permanentes en los que la profundidad del fluido es pe-
quena en relacion a las dimensiones horizontales. Para ello se realizan algunas
hipétesis:

a) La pendiente del fondo es pequena; esto significa que el valor del calado
medido en la direccién vertical y en la direccién perpendicular al fondo
es practicamente el mismo.

b) La curvatura de las lineas de corriente es pequenia, por lo que la distri-
bucién de presiones puede considerarse hidrostatica.

c¢) El movimiento principal de las particulas ocurre en planos horizontales.

d) La distribucién en la vertical de las componentes en x e y de la veloci-
dad, (@, ), es practicamente uniforme. Esto permite, al integrar en la
vertical, sustituir w y ¥ por sus valores medios.

e) Las fuerzas de masa que actian son la gravedad en direccién verti-
cal y la fuerza de Coriolis, en el plano horizontal, por lo que F =
(fv,—fu,—g)", siendo

f = 2Qsen ¢, (3.53)
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donde €2 es velocidad angular de la Tierra y ¢ la latitud.

f) La aceleracion vertical de las particulas se considera despreciable frente
a g.

g) La pérdida de energfa por friccién en los contornos, en flujo no perma-
nente, puede evaluarse mediante féormulas empiricas validas para flujo
permanente, como las de Chezy o Manning.

h) Se considera despreciable la variacién de v; con la profundidad.

3.5.2. Ecuacién de continuidad
La ecuacion de continuidad (3.47) se expresa como
Jdu Ov Ow
LT = 3.54
ox * Jy * 0z (3:54)

Integrandola en z entre el fondo (z = z;) y la superficie libre (z = z5) queda

Zs a— Zs a_
/Z b a—Zdz + / b a—;dz L W(z,) — W(z) = 0. (3.55)
Se aplica la regla de Leibnitz a los dos primeros sumandos de (3.55)
= ou a [* 0zs _, 0z
dy = — udz — u(zg) — —, 3.56
e z ax/zb udz u(z)ax+u(zb)8$ (3.56)

8,25

9 / “ods — () 2 4 o) . (3.57)
2 Y

dy

El tercer sumando w(z), velocidad en la direcciéon z de los puntos de la
superficie, es la derivada total de z4(x,y,t)

o dzy Oz, _, 0z  _, 0z
Anélogamente, teniendo en cuenta que % =0, w(z) vale
ooy dw 0z 0%
W(zp) = e u(zb)% + v(zb)a—y. (3.59)

Los promedios verticales de u y v se denotan por u y v

R 1 Zs R 1 Zs
u= —/ udz, U= E/ vdz, (3.60)

Zb Zb

>
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siendo h = z, — 2, el calado. Como la cota del fondo no varia con respecto a
t, se puede escribir

Oz, Oz +h)  Oh

ot ot ot
Por fin, sustituyendo (3.56)-(3.59) en (3.55), teniendo en cuenta (3.60) y
(3.61) y simplificando, se obtiene el promedio en la vertical de la ecua-
cion de continuidad.

(3.61)

oh Ohu Ohv

— —_— —_— . .2
8t+8:v+6y 0 (3.62)

3.5.3. Ecuacion dinamica

Teniendo en cuenta de nuevo (3.54) y aplicando la hipétesis e), las ecua-
ciones (3.48)-(3.50) se escriben en la siguiente forma:

ou ou ou ou 10p oua

§+u8_x+vﬁ_y+w%: fv—;%—l—thVujLV-I/ta—x, (3.63)
v _oJdv  _Ov oo, 10p _ ou
E+“%+”a_y+w£__f“_pay+v Vo +V Vtay’ (3.64)
oo _ow _dw 0w 19p _ ou

El primer miembro de (3.65) representa la aceleracién vertical del fluido,
%—?, que las hipétesis ¢) y f) permiten considerar despreciable. Por el mismo
motivo, en el segundo miembro se desprecia el gradiente de la componente
vertical de la velocidad Vw, asi como la derivada respecto a z del vector
velocidad (?TE’ de modo que (3.65) se convierte en

10p

Se integra la ecuacién anterior en z, entre la superficie libre z; y un z genérico.
Tomando como nula la presiéon atmosférica, resulta

P = pg(zs — 2), (3.67)
expresion que, derivada respecto a x e y, da
10p 0z,

_-F 3.68

Pr TR (3.68)
10p 0z

I (3.69)

poy ~ oy
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Ahora, multiplicando la ecuacién de continuidad (3.54) por u, suméndola a
(3.63) y teniendo en cuenta (3.68), resulta
ou ouw  O@v) O(uw) o) ou

— ZS —
R = V=95 +V VitV v (370)

Andélogamente multiplicando (3.54) por 7, sumandola a (3.64) y teniendo
en cuenta (3.69), resulta
oo O(uv) = Ov N o(vw) Dz, ou

= = fu— U+ V- y—. (3.71
8t+ e +8y P fu gay+V Vo +V Vt&y (3.71)

Se integra ahora la ecuacién (3.70) en la vertical. Para ello, se aplica la
regla de Leibnitz a su primer miembro, obteniendo

/ZS <au N ou* N 8(@;) N 8(@@)) 5

ot ox 9 0z
o [* 0zs _ . .0z o [* _ . 0zs _ 0z
5 /Zb udz — ﬂ(zs)a + u(zb)a—tb + o /Zb w’dz — UQ(ZS)% + u2(2b)0—;+

o [* o Ozs ., ., 0= ., o
3_y/ uvdz—u(zs)v(zs)a—y—l—u(zb)v(zb)a—y+u(zs)w(zs)—u(zb)w(zb),
(3.72)

2p
donde el término ﬂ(zb)% es nulo. Sustituyendo (3.58) y (3.59) en (3.72) y

simplificando, esta ecuacion se convierte en

/ du N ou? N o(uw) N o(uw) 0
. \Ot Oz dy 0z B

a Zs _ 8 Zs o a Zs L

5 : udz + E 5 udz + a—y/zb uvdz. (3.73)

Para integrar u* y uv se tiene en cuenta la hipétesis d) y se sustituye (u, v)
por sus valores promedio (%, ) definidos en (3.60). Como la distribucién de
estas variables no es exactamente uniforme, los valores promedio temporal
(u,v), se estan descomponiendo en

T=u+u, T=047, (3.74)

lo que da lugar a la apariciéon de unos términos adicionales que se pueden
considerar tensiones efectivas de un tipo distinto a las de Reynolds (3.33)
[60, pg. 6.14], pero con un significado fisico similar [52]. En algunos casos su
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contribucién puede llegar a ser considerable [1, pg. 12]. En el presente trabajo
no se consideran estos términos. Una aproximacion a su estudio puede verse
en el anejo 11.2.

Asi pues se toma

A~~~

/ wWdz =T h, / uvdz = uvh, (3.75)

con lo que (3.73) queda como

/b (8@ N ou’ N o(uv) N a(ﬂw)) 5 —

ot ox dy 0z

o(Th) . AT h) . O(@oh)
ot Ox oy

(3.76)

Se integran ahora en z los dos primeros sumandos del segundo miembro
de (3.70). La cota de la superficie libre no varia respecto a z, con lo que

/ ! (ﬁ— gaZS) ds = foh— g — Fon— gn (% + @) . (3.77)
Zb ox ox

ox ox

Para integrar los dos sumandos restantes de (3.70) se desarrollan y rea-
grupan en tres términos, obteniendo

& ou =0 (. ou
/2;7 (VVtVﬂ‘f‘VVt%) dz = \/Zb % (2Vt%> dZ+

D,

0 ou Ov 0 ou Ow
[l G @)le [ 5 (5 5)) = om

D2 53

Los términos D; y Dy se calculan aplicando la regla de Leibnitz

0 ([, Ou ou] 0z dul 0z
D, = %/ 2Vt%dz -2 {Vt%] . % + 2 {Vta—x} . %7 (3'79>

Zb

a [* Jv  Ou
Dg—a—y/Zb Vt(%‘i‘a_y)dz

v Ou 0z, ov Ou 0z
- {”t (% * a—y)} oy T {”t (% ¥ a—y)] oy 880
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Se supone que v, no varfa con la profundidad (hipétesis h)) y se aproxima
a u y v por sus valores promedio u y 7. De este modo las expresiones entre
corchetes de (3.79) coinciden, asi como las de (3.80). Teniendo en cuenta que
la lamina de agua es aproximadamente paralela al fondo, por lo que

9% 9% 0% 0%
oxr — dxr’ Oy Oy’

(3.81)

se puede escribir

) ou
D1 = % <2Vth %) s (382)

d o o
Dy = — h|—+ — ) )
2= (,,t (81’ + ay>> (3.83)
Se calcula ahora Ds

ow Oou Jow Ou
Ds = {”t (% * %)} L {”t (% * aﬂ ..

donde se desprecia el primer sumando de cada término (hipdtesis c)). Escri-
biendo la viscosidad cinematica en funcién de la dindmica se obtiene

_m (O dw N L
D, =" ( o (2) az(zb)> = (= m) (3.85)

Los términos 75, v 75, son las componentes en la direccion x de la tension
tangencial que actia sobre la superficie libre y el fondo respectivamente.

Asi pues, la integral de los sumandos en derivadas segundas de (3.70) se
puede expresar como

) ou 0 ov  ou 1
~ovh=—| + = =4 “1e, — 7., 3.86
5 ( vih 83:) + 3y (l/th (83: + 8y>> + p(Tz Th,) ( )

y la ecuacién (3.70), integrada en z, se convierte en

a(@h) O@h) O@Th) .~ 9z  Oh
+ + L e
ot ox oy or Ox

) ou 0 ov  ou 1
~|oh=—| + = — 4= “(r. — 7). (3.
+ 5 ( vih 8x> + 3y (Vth (8:1: + 83/)) + p(Tm Tp,)- (3.87)
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Procediendo de la misma manera con (3.71) resulta:

~ ~ ~2
d(vh)  O(uwh) O@Wh) — ~ 0z, Oh
ot * Ox * oy Juh = gh oy - dy

) ov  ou ) oo 1
-+ % (Vth <% + a—y>> + 6_y (QVth a—y) + ;(Tsy — Tby). (388)

Se realizan ahora las siguientes modificaciones a (3.87) y (3.88):

a) Se eliminan los simbolos =, con lo que las variables u y v representan
en lo sucesivo el promedio en la vertical de la media temporal de las
componentes de la velocidad.

b) Las tensiones tangenciales en la superficie 7,, 7,,, debidas al viento,
se suelen despreciar a no ser que el tamano de la superficie sometida a
la accion del viento sea muy grande. Para estos casos existen diversas
expresiones [9, pg. 118] que suelen tomar la forma

e — kW2 cos 0, T — kW2 cos 6, (3.89)
p p

siendo W la velocidad del viento, k un coeficiente empirico y (6,,6,)
los angulos que la direccién del viento forma con los ejes. En algun caso
el exponente de W es distinto de 2 y se obtiene de forma experimental.

¢) Se denomina pendiente geométrica Sy segun x o y a la derivada cam-
biada de signo de la cota del fondo respecto a x o y; es decir, positiva
si el fondo desciende en el sentido de las x,y crecientes y negativa en
caso contrario

0z 0z

S[)x = —%, SOy - . (390)

d) Las tensiones en el fondo 7, y 7, se evalian por medio de la férmula
de Chezy que da, para las tensiones segin x e y [18, pg. 353]

uvVu?2 + v? vV u? + v?

o T, = P9 (3.91)

To, = PY

El coeficiente C' de Chezy depende del coeficiente de Manning n segin
la relacién [87, pg. 665]
R/

= — .92
=t (3.92)
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con lo que se obtiene

n*uvu2 + v2 n2vvu? + 12

R}lz/g I Tby = pg R;L/g (393)

To, = PY

Ry, es el radio hidraulico, que suele tomarse igual a h (ver 5.1.2).

e) Se define la pendiente de friccién segin = o y como

B n2uvu? + v2 B n2ovu? 4 v?

Ste = 173 : Sty = i (3.94)
f) Se engloba bajo el nombre de término turbulento S; a las siguientes
expresiones
0 ou 0 v Ou
= — (2ph=— ) + = —+ :

0 ov  Ou 0 ov
Spp=—vh|—+ — — | 2vsh— | . 3.96
"o <Vt {056 i ayD "oy < . 33/) (3.96)

g) Se pasan al primer miembro los términos que contienen las derivadas
parciales de h.

Tras aplicar estas modificaciones en (3.87) y (3.88) se obtiene el promedio
en la vertical de las ecuaciones dindmicas:

d(hu) 0 s 1 J(huv)

BT +8$<hu +29h + oy
= fUh/ + Toa
P

-+ gh(ng — Sfx) + Stl, (397)

d(hv)  O(huv) 0 s 1
— | h —gh
o " or oy \" Y

— —fuh+ % + gh(Soy — Sy,) + Sea. (3.98)

3.6. El sistema de ecuaciones de aguas some-
ras

Si se anade a las ecuaciones anteriores la ecuacién de continuidad (3.62)
y se disponen en forma matricial se obtiene

ou JF, O0F,

E—Fa—xﬁ-a—y:G, (3.99)
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siendo el vector de variables

h
U=| hu |, (3.100)
hv
los términos Fy y Fao
hu hv
F,= | 2+ %ghz . Fy= huv , (3.101)
hu hv? + %gh2
y el término fuente
0
G=| foh+Ze+gh(So.—Su)+ 5 |. (3.102)

—fuh + 2 + gh(So, — Sy,) + Sex

La variable h representa el calado medido verticalmente, u y v son los pro-
medios en la vertical de las medias temporales de las componentes horizon-
tales de la velocidad, f es el coeficiente de Coriolis (3.53) y los valores de
s, S0, Sy vy Si se encuentran en (3.89)-(3.96).

Las expresiones (3.99)-(3.102) se conocen como ecuaciones de aguas some-
ras en forma conservativa. Con frecuencia no se tienen en cuenta los términos
de Coriolis y tension de viento, ni el término turbulento. Cuando aparece es-
te dltimo, toma formas distintas segun los autores. Asi, en [61] se emplean
las expresiones (3.95)-(3.96) que se acaban de obtener y en [25] unas muy
similares a estas.

La formulacién utilizada en [4, 64] es

0 ou 0 ou
S = I (Vth%) + oy (Vtha_y) ) (3.103)

0 ov 0 ov
_ )+ = h— .104
Se2 ox (Vth(?x) oy (Vt 8y) ’ (3.104)

que resulta de no considerar el ultimo sumando en (3.48)-(3.50). Haciendo la
simplificacién adicional de considerar despreciable la variacién de v;h respecto
a x e y, se obtiene la formulacién de [9, 85]

Pu O

Sy = vh (a_:; n a—;j) , (3.105)
v B

S = vih (a_:; + 8—;;) . (3.106)

En el capitulo 9 se comparan los resultados obtenidos con dos expresiones
distintas: las (3.95)-(3.96) y las (3.103)-(3.104).









Capitulo 4

El modelo simplificado

4.1. El método de volimenes finitos

El empleo del método de volimenes finitos en la dindmica de fluidos
computacional es relativamente reciente. Segtin Hirsch [35, pg. 237] fue in-
troducido por McDonald en 1971 e independientemente por Mc Cormack y
Paullay en 1972 para la resolucion de las ecuaciones de Euler en 2D. En 1973
Rizzi e Inouye lo extendieron a flujos tridimensionales. Eymard et al. [24]
atribuyen su introduccion, diez anos antes, a Tichonov y Samarskii para la
resolucion de las ecuaciones de conveccion difusion. En [24, pg. 9] se menciona
una amplia lista de trabajos dedicados al analisis mateméatico del método.

En este método se suele partir de una discretizacion previa del dominio
de calculo en elementos, normalmente tridngulos o cuadrilateros, a partir de
los cuales se construye la nueva malla de celdas o volimenes finitos. En cada
uno de estos volumenes se realiza la discretizacion de la forma integral de las
ecuaciones, que expresan leyes de conservacion y que, mediante la aplicacion
del teorema de la divergencia se simplifican notablemente. Las expresiones
resultantes establecen la exacta conservacion de propiedades relevantes del
flujo en cada celda. Los términos de las ecuaciones se sustituyen por aproxi-
maciones del tipo diferencias finitas, obteniendo ecuaciones algebraicas que
se resuelven por un proceso iterativo. Se describen brevemente a continua-
cion algunos de los tipos de volumenes finitos méas cominmente empleados

[5, 32].
4.1.1. Volumen finito de tipo celda

Los volimenes finitos de tipo celda (cell centered) [32, pg. 366] coinciden
con las celdas de la malla inicial y los valores de las variables dependientes se
almacenan en los centros de celda (centros de los cuadrildteros o baricentros

95
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de los tridngulos). Este método tiene la ventaja de utilizar la malla previa y
el inconveniente de que los nodos a los que se asignan los valores medios o
representativos de las variables en las celdas no coinciden con los nodos de
la malla original.

4.1.2. Volumen finito de tipo vértice

En el caso de los volumenes de tipo vértice (cell vertex) [32, pg. 368] los
nodos de la malla de volimenes finitos son los vértices de la malla inicial y
en torno a cada uno de ellos, se construyen las nuevas celdas. Al revés que en
el caso anterior, en éste se utilizan los vértices de la primera malla, a los que
se asignan los valores de las variables en cada celda. En este método resulta
mas sencilla la aplicacién de condiciones de contorno, pues se conoce el valor
de las variables en los nodos frontera. El inconveniente estriba en que se ha
de construir una malla nueva (malla dual).

4.1.3. Volumen finito de tipo arista

Como se describe en [83, pg. 87], se parte de una malla formada por
tridngulos, cada uno de los cuales se divide en tres, uniendo cada vértice
con el baricentro. A continuaciéon se unen estos subtriangulos por pares de
modo que cada volumen finito esta formado por los dos subtriangulos que
poseen en comun una arista de la malla inicial. El centro del volumen finito
es el punto medio de la arista. Este método tiene la ventaja de que evita los
problemas derivados del calculo de la perpendicular a las aristas frontera en
los puntos angulosos del contorno, en donde habria dos perpendiculares, pues
dichos puntos nunca son nodos de la malla. Pero no se utilizan los nodos ni
las celdas iniciales.

4.2. Descripcion de los volimenes finitos em-
pleados

Se parte de una malla previa formada por triangulos que, por su sencillez
y flexibilidad, son los més utilizados para este tipo de problemas y se procede
como sigue. Dado el nodo I, se toman los baricentros de los triangulos que
tienen a I como vértice comun y los puntos medios de las aristas que confluyen
en él. La frontera del volumen finito C; se obtiene uniendo un baricentro de
tridngulo con los puntos medios de las aristas de ese triangulo que coinciden
en [; estos, con el siguiente baricentro de tridngulo y asi sucesivamente hasta
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cerrar el poligono. Asi pues, la frontera de C;, que se denota por I';, se
compone de medianas de triangulos, como puede apreciarse en la figura 4.1.

Una variante de este método consiste en unir directamente centros de
tridngulo (sin pasar por el punto medio de la arista comun); otra en trazar
la perpendicular por cada punto medio de arista, hasta que se corte con la
perpendicular por el punto medio de la arista siguiente.

Una vez construida la nueva malla de volimenes finitos, se prescinde de
la primitiva, por lo que, en lo sucesivo, al hablar de celdas se hace mencion
de los volimenes finitos construidos, no de los tridangulos iniciales.

Figura 4.1: Construccién de los volimenes finitos.

Dadas dos celdas C; y C}, se llama I';; a la parte de frontera comun
a ambas. I';; es la unién de los segmentos AM y M B, siendo A y B los
baricentros de los tridngulos de lado comin IJ y M el punto medio de dicho
lado. El conjunto de todos los nodos vecinos al I se denota por ;.

n;; es el vector normal a I';;, dirigido hacia el exterior de la celda C;.
Tiene distinto valor en AM y en M B.

n, = { v, en el segmento AM,
ij =

vy en el segmento MB. (4.1)

El médulo de n;; coincide con la longitud de la arista correspondiente. El
vector 7),; es el unitario de la misma direccién y sentido, cuyas componentes
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se representan por a 'y 5

"7@']' = Hni = (&, E)T (4-2)

"71;'“

Se denomina subcelda T;; a la unién de los dos subtridngulos de lados
AM y M B y vértice comin I. Cada uno de estos subtriangulos tiene como
area
i = ||V1||dijAJ\4r7 A

2

donde d;; representa la altura de cada uno.

o ||V2||dijMB (43)

ijo Ta

A

4.3. Descripcion del problema

A continuacién se aplica el método de volimenes finitos a las ecuaciones
de aguas someras, cuya expresion general en forma conservativa se ha deduci-
do en el capitulo anterior. Cuando estas ecuaciones se aplican a dominios no
muy extensos no tiene apenas importancia el término de Coriolis. También
suele despreciarse la influencia del viento, aunque en algunos casos, como
estuarios de cierta magnitud, puede ser aconsejable su uso. Por iltimo, no
suele tomarse en consideracion el término turbulento, cuyo efecto entonces
se evalia mediante el término de friccion con el fondo.

Eliminando del término fuente los sumandos mencionados, las ecuaciones
(3.99)-(3.102) se reducen a

ou 0F, O0F,

—t+—4+—=G 4.4
ot + Ox * dy ’ (44)
siendo
h hu hv
U=|hu |, Fo=| m2+ign |, Fa= huv . (4.5)
hov huv hv2+%gh2
0

gh(SOy - Sfy)

Las pendientes geométricas, definidas en funcion de la cota geométrica z, por
(3.90), se van a expresar en funcién de H, que representa la distancia al fondo
desde un nivel de referencia fijo, con sentido positivo hacia abajo. De esta
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zZ * Superficie del agua

h(x,y,t)

Hey)

Superficie del fondo
\ /
T

v

Figura 4.2: Representacion de las variables H y h.

manera las pendientes resultan positivas si el fondo desciende y negativas en
caso contrario.

OH OH
Soe = 85y, = 28 47
0 ox 0y dy (47)
Las pendientes de friccién son
n*uvu? + v? n*vvu? 4 v2
Spp = ———7— Spy=—"""77" (4.8)

h4/3 ’ h4/3 ’

siendo n el coeficiente de Manning, h el calado y u y v las componentes
horizontales de la velocidad. La variables conservativas hu, hv representan los
caudales unitarios, o caudales por unidad de ancho, en un canal rectangular.
En la figura 4.2 se representa una secciéon del dominio por un plano vertical

Y = Yo-

4.4. Integracion y discretizacion de las ecua-
ciones

Utilizando la notacién simbodlica
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el sistema de ecuaciones (4.4) se puede escribir en forma méas compacta

oU
- TV F=G, (4.10)

siendo V el operador <%, g—y) y V - F la divergencia de F.

El dominio de céalculo se considera dividido en un conjunto de volimenes
finitos C}, del tipo definido en 4.2 y se calcula la integral de superficie en
cada uno de ellos, obteniendo

// —dA+//C_v.fdA:/C_GdA. (4.11)

Se aplica el teorema de la divergencia al segundo sumando (término de flujo),
convirtiendo la integral de superficie en otra de linea sobre I';, frontera de la

celda C;
// —dA+/.7-'-ﬁdl:/ G dA, (4.12)
r; o

Si se pasa el segundo sumando al otro lado y se introduce el signo menos en
la integral, queda

// a7 A= /F_f'(—v“ﬂ dl+/c_GdA. (4.13)

Puede interpretarse esta ecuacion diciendo que en un dominio arbitrario, en
particular en cada uno de los volimenes finitos, la tasa de variacién de las
variables conservativas contenidas en U viene dada por la forma integral
del flujo del vector F normal a la frontera del dominio (cambiado de signo)
méas la “cantidad” de U generada en el dominio [60, pg. 6.20]. Es decir, la
variacion de U en el tiempo se debe al flujo neto de F hacia dentro de la
celda mas la variacién producida debido al término fuente.

4.4.1. Discretizacién de la derivada temporal

La solucién de la ecuacién (4.4) se aproxima por medio de unos valores
U?, constantes para cada celda C; y cada instante de tiempo t,, que se
asignan al nodo I correspondiente a la celda.

La derivada temporal se discretiza mediante el método de Euler hacia
adelante

oul Ut -uy

~ 4.14
ot Citn At ( )
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Entonces la ecuacién (4.12) se convierte en

Un+l n
/ ’dA+/ .F-v”;dl:/ GdA. (4.15)
ry; C;

En el primer sumando, tanto U™ y U? como At toman valores constantes
en la celda, por lo que pueden salir de la integral, resultando

U =g U =00, (4.16)

/ Un—l—l n Un—&—l Un
At

4.4.2. Integracion del término de flujo y el término
fuente

En el segundo sumando de (4.15) se descompone la integral sobre el con-
torno de la celda en un sumatorio de integrales a lo largo de cada una de las

aristas I';;, j € K;
/ F-ndl =
r;

La integral de superficie del término fuente se descompone a su vez en una
suma de integrales sobre las subceldas Tj;, j € K;

// GdA=>" // GdA. (4.18)

JEK;

/ F-qdl. (4.17)

JEK;

Asi, (4.15) se convierte en

A+Z / Fomd=>" // GdA. (4.19)

JEK; JEK;

Un+1 ur

4.4.3. Definicién del flujo discreto

Se va a expresar ahora el sumatorio (4.17) en funcién de los valores de las
variables en el nodo I y los Nj, j € K;, utilizando un esquema descentrado
para asegurar la estabilidad (ver 2.4).

El producto escalar de F por 7 se llama flujo en 2D a través de un
segmento de longitud unidad y vale

7 =F -7 = aFy + fF,, (4.20)
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siendo (@, 3) las componentes del vector unitario normal a la arista definido
n (4.2).

Para discretizar el flujo existen propuestas de diferentes autores, algunas
de las cuales estén recogidas en [33] y en [44, pg. 124]. En este caso se utiliza
el @-esquema de Van Leer [82], en la forma propuesta en [7, 83].

Los @-esquemas son una familia de esquemas descentrados upwind, en los
que el flujo numérico se obtiene de la siguiente forma

Z(Uz 7"7@]) + Z(Ug 7”’13)
2

-5 \Q o) | (U =07,
(4.21)

donde U}" y U’ representan los valores del vector de variables en los puntos
I v J; Q es la matriz jacobiana del flujo

¢(Un U] 7177,]) -

(V/ dF1 ~dF,

Q===+ (4.22)

la matriz |Q| se obtiene como
Q| =X |A|X7, (4.23)

siendo |A| la matriz diagonal de los valores absolutos de los autovalores de
Q v X la matriz cuyas columnas son los autovectores de Q; en el (J-esquema
de Van Leer, |Q| se evalia en el estado intermedio

our+un
Up=—5— (4.24)

Entonces, la expresion (4.21) que discretiza el flujo en 2D en un punto inter-
medio entre I y J se obtiene como la semisuma de los flujos en ambos puntos
mas un término de descentrado.

Obsérvese que, en (4.22), las derivadas de F; y F5 respecto al vector de
variables U son los factores que aparecen al escribir la ecuacién (4.4) en la
forma no conservativa

oU OF, OF, OU dF,0U dF,0U
9t T or T oy ot T dUar Tau gy & (4.25)

Es importante observar que las ecuaciones de aguas someras constituyen
un sistema estrictamente hiperbdlico (ver 2.7); es decir, que la matriz jaco-
biana del flujo tiene tres autovalores distintos y tres autovectores linealmente
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independientes, por lo que siempre existird X~!. En efecto

0 1 0
dF
d—U1 = —w*+gh 20 0 |, (4.26)
—uv v
dF, 0 0 1
10 = —uw v ou |, (4.27)
—v?i4+gh 0 2v
por lo que, aplicando (4.22), resulta
1z 0o a B
10 - a(—u? + gh) + B(—uv) 2au+ fv Bu . (4.28)

a(—uv) + B(=v? + gh) av au + 26v
Llamando ¢ a la celeridad de la onda
c=+/gh, (4.29)
los autovalores de la matriz jacobiana son

>\1 = au+ BU,
)\2 = )\1 + c, (430)
A3 = A -

con lo que se pueden calcular las matrices

M 00

A= o o o | (431)
0 0 [X
0 1 1

X=| —fc utac u—ac |, (4.32)

ac v+ Ec v— 50

2Bu—2av  —23 2@

c—oau—pv a F |- (4.33)
c+au+pv —a —f

1

Xt =_—
2c

Asi pues, el segundo miembro de (4.17) se discretiza como

S [ FRasy n,ls (430

JEK;: JEK:
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siendo ¢;; el flujo unitario discreto

aFy + OF,)" + (0F; 4+ 0F)" 1
¢?j: (Oé 1 ﬁ 2) > (CY 1 ﬁ 2)] —§(X|A|X_1)U5(U?—U?) (435)

4.4.4. Regularizacién de autovalores

Si alguno de los autovalores (4.30) de Q se anula, el término de descen-
trado, que es el que garantiza que no se produzcan oscilaciones, disminuye
considerablemente. Para evitar este problema se utiliza para los valores ab-
solutos de los autovalores la regularizaciéon parabélica de Harten [34]

2
AL = %((Mg') +5), si [\ < e,
ol si A > e,

(4.36)

donde € es un pequeno parametro, que puede elegirse en cada caso. Con esta
regularizacion, si el valor de || es superior a € no se modifica. De lo contrario
|A| alcanza un valor minimo |A|, = /2. Puede verse una comparacién de
resultados, usando o no la regularizacién, en [83, pg. 62].

4.4.5. Definicion de la fuente discreta

La conveniencia del descentrado del término fuente ha sido analizada por
Vézquez Cendén [83]. En el trabajo citado se estudia la discretizacién del
término fuente en las ecuaciones de aguas someras en 1D, en problemas con
secci6én transversal constante (rectangular) y profundidad variable, conclu-
yendo con claridad a favor del descentrado de la parte del término fuente
que contiene la pendiente geométrica. La autora propone, para el caso 2D,
una extension de la expresion descentrada 1D, comprobando que da buenos
resultados. En un trabajo posterior [84] se descentra, en el caso 1D, tam-
bién la parte de friccién del término fuente. Por otra parte, en [10] se trata
la friccién de modo centrado. En el presente trabajo se han probado ambas
opciones, obteniendo resultados muy similares, por lo que se ha optado por
descentrar la parte del término fuente que contiene la pendiente geométrica
y calcular la pendiente de friccién en el centro de cada celda.

De acuerdo con lo anterior, la fuente discreta bidimensional en cada sub-
celda T;; se define como

Y =X(I-|A|AHX G + G, (4.37)
donde X, X~ [A| y A~! dependen de (Ug,7;;),
"/):"/)(NiavaU?7Unaﬁij)a (438>

J
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GO = éo(Ni7Nj7U?7U7‘l7ﬁij) (439)

J

y J
Gy = Ge(UD). (4.40)

Las matrices |A|, X y X! vienen dadas respectivamente por (4.31), (4.32)
y (4.33). A1 vale

/A 0 0
Al = 0 1/x O : (4.41)
0 0 1/A3

éo aproxima la parte del término fuente que contiene la pendiente geométrica

0

Wi+ H; — H, -
) (67

hi +h} H; — H,
97—

5

ij
y G¢ aproxima la parte del término fuente que contiene la friccién, evaluada

en el centro de cada celda

0

~

Gr = | ghi(=Sp)i |- (4.43)

gh?(_sfy)?

(o, B) y d;j toman los valores definidos por las expresiones (4.2) y (4.3) y las
pendientes de friccién vienen dadas por (4.8). El sumatorio de la expresién
(4.18) se expresa entonces en funcién de la fuente discreta como

> // GdA~ Y A, (4.44)
jek; 77T jEK

donde A;; toma las expresiones dadas en (4.3) para cada uno de los sub-
tridngulos que componen la subcelda Ti; y 97; se calcula a partir de (4.37).

4.4.6. Discretizacion de las condiciones de contorno

Tanto para la discretizacién del término de flujo en el borde de la celda
como para la del término fuente en cada subcelda, se utilizan los valores de
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las variables en el nodo I y en el nodo vecino J. En el caso de los nodos que
forman parte de la frontera, de cada uno de los cuales parten dos aristas, no
existen nodos vecinos al otro lado de la arista (figura 4.1). El sistema que
se sigue es suponer -para estas aristas- que el nodo vecino es el mismo nodo
I, lo cual equivale a no descentrar el flujo (pues el término de descentrado
se anula). Por otro lado, uno de los factores de cada sumando de la fuente
discreta es el area del subtridangulo correspondiente. Como las aristas tienen
area nula, parece légico no considerar aportaciones de la fuente en las aristas
frontera.

4.4.7. Obtencion del paso temporal

Existen distintas expresiones para el calculo del paso temporal que asegure
la estabilidad.

Para el caso unidimensional, tomando un nimero de Courant (CFL) igual
a 1, la condicién utilizada en [36, pg. 283] es

Ap < D (Ax);

< m, (4.45)

siendo (Ax); el ancho de celda, u la velocidad y ¢ la celeridad.
Para el caso 2D y una malla cuadrangular estructurada, en [1, pg. 233]
se propone

) D;;
At < min <2(\/m n C)@j) ; (4.46)
siendo D;; las distancias entre el nodo I y sus cuatro vecinos.

En el presente trabajo se utiliza la expresién (4.46), donde el subindice j
representa a todos los nodos vecinos al nodo I. En casos de fuerte pendiente se
producen inestabilidades, lo que ha obligado al uso de un coeficiente corrector
de 0.8, obtenido por tanteo.

4.5. Algoritmo

Se ha obtenido, pues, una discretizacién hacia adelante de la derivada
temporal y otras dos de los términos flujo y fuente, que se evalian en el
instante t,,. De esta manera (4.19) pasa a tomar la forma

U;H_l B ’er n n
TAi + Z HWUH(ISU = Z Aij¢ij7 (4-47>

JEK; JEK;:



4.5. ALGORITMO 67

de donde

At n n
urtt = Ur + R (Z Aii; — Z ||nz]||¢z]> ' (4.48)

b \jeK; JEK;

La expresion anterior proporciona un método iterativo explicito en tiempo
que permite calcular el valor del vector de variables U en cada nodo [ y en
cada instante, a partir de los valores de las variables en el instante anterior,
en el mismo nodo I y en los N;, j € K; que lo circundan.






Capitulo 5

Validacion del modelo
simplificado

5.1. Planteamiento general

Existen gran cantidad de problemas unidimensionales que poseen solu-
cion exacta y han sido objeto de multiples comparaciones. Por ello se realiza
la validacién del modelo hidrodinamico simplificado en dos fases. En primer
lugar se analizan los resultados obtenidos en algunos casos en los que, por
la simetria del dominio y de las condiciones de contorno impuestas, el com-
portamiento del fluido pueda considerarse casi unidimensional. En segundo
lugar se describen diversos ejemplos en 2D, algunos de los cuales se comparan
con resultados experimentales.

5.1.1. Tipos de condiciones de contorno

Las condiciones de contorno generales que se emplean habitualmente para
el flujo en un canal son de tipo Dirichlet, es decir se fijan los valores de algunas
de las variables en ciertos puntos.

= Seccién aguas arriba.

e En régimen lento: caudales.

e En régimen rapido: caudales y calado.
= Seccién aguas abajo.
e En régimen lento: calado.

e En régimen rapido: ninguna.

69
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= Paredes laterales: En los canales donde se trata de simular un flujo uni-
dimensional se impone la condicién de deslizamiento (slip condition),
es decir, se anula la componente de la velocidad perpendicular a la pa-
red, impidiendo asi que el fluido la atraviese. Esto significa considerar
la seccion suficientemente ancha como para despreciar la friccién en las
paredes. La condicion de contorno en flujos bidimensionales se trata en
el apartado siguiente.

5.1.2. Condicién de contorno en la pared de un canal

En flujos bidimensionales el efecto de las paredes del canal no es despre-
ciable. Para tenerlo en cuenta se va a utilizar, para las celdas del contorno,
un valor del radio hidraulico distinto del empleado para las celdas interiores.

En un flujo unidimensional, la pendiente de friccién se calcula, en funcién
de la velocidad v, por la férmula de Manning

n?v?

Sp=—7. (5.1)
R)®
El radio hidraulico R;, se obtiene como cociente entre el area de la seccién
transversal del canal y el perimetro mojado. Si la seccién transversal es rec-
tangular resulta

A
- B+2n
siendo A la seccion, B el ancho del canal y h el calado. Si se desprecia la
friccién en las paredes o se considera el valor del calado muy inferior a la
anchura del canal, R, vale aproximadamente h.

En un problema bidimensional se debe considerar el valor de R;, elemento
a elemento [8, pg. 52]. Descomponiendo la seccién en n elementos (figura 5.1),
resulta

Ry (5.2)

A
Ry = o= h; (5.3)
para los elementos interiores y
Ay A,
fm =g fm=p (5:4)

para los de los extremos.

En el modelo que se esta considerando las celdas son irregulares, lo que
dificulta la eleccién del ancho B;. Se toma entonces, como valor de R;, en
cada una, el cociente entre volumen de fluido y area mojada. Para celdas
rectangulares, con dos lados paralelos a los cajeros del canal, el valor de R,
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obtenido por ambos métodos coincide, tanto en celdas interiores (5.3) como
en las de pared (5.4). Con celdas irregulares (figura 5.2), el volumen de fluido
es el del prisma de base la celda y el area mojada es la suma de la de la celda
y la lateral (rayada). De este modo, en las celdas interiores el radio hidraulico
vale h y, en las situadas en la pared,

Sph h

Sp

Ry, (5.5)

siendo Sp el area de la celda y Sy, la lateral. Se disminuye asi el radio hidrauli-
co segun la importancia relativa de la superficie lateral respecto a la de la
celda, incrementando de este modo el término de fricciéon Sy. En las ante-
riores consideraciones se ha supuesto que el coeficiente de rozamiento es el
mismo para fondo y paredes. En [10, pg. 141] se tiene en cuenta el efecto de
las paredes utilizando para ellas un coeficiente de rozamiento distinto, si el
caso lo requiere.

A\ —
h Ai Ax A
v
< 2>X——> <—>
b b2 b
~ B 7

Figura 5.1: Secciéon de un canal rectangular de paredes verticales.
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Figura 5.2: Superficie mojada lateral en una celda de pared.
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5.2. Problemas unidimensionales

En todos ellos se ha elegido como dominio un canal recto de seccion
rectangular con una malla simétrica. Las condiciones de contorno impuestas
son también simétricas respecto al eje del canal. Se representan los calados
a lo largo de una seccion longitudinal.

5.2.1. Fondo irregular con liquido en reposo

El objetivo de este caso es comprobar la eficacia de la discretizacién des-
centrada de la pendiente geométrica (4.4.5) que se ha realizado. El dominio
de calculo es un recinto rectangular de 1 x 7 m? y profundidad variable. Las
secciones transversales de la superficie del fondo son rectas horizontales. Du-
rante el proceso no entra ni sale fluido del recinto. Se considera un coeficiente
de rozamiento nulo.

Considerando el dominio de calculo como un tramo de canal, las condi-
ciones de contorno son:

» Aguas arriba (izquierda): caudales unitarios nulos, hu = hv = 0.
= Aguas abajo: calado constante h.. = 4 m.
» Paredes laterales: condicién de deslizamiento.
Como condiciones iniciales se toma:
» Velocidad nula en todos los puntos (fluido en reposo).
» Calado mas cota del fondo igual a 4 m. (superficie libre horizontal).

Las figuras 5.3 y 5.4 corresponden a una discretizacion del término fuente
con descentrado de la pendiente geométrica. Se observa que las condiciones
iniciales se mantienen inalteradas. En cambio, en las figuras 5.5 y 5.6, de-
bido al inadecuado tratamiento de la pendiente la superficie no se mantiene
horizontal ni en reposo.

Se ha resuelto este caso también con una unica condicion de contorno
de deslizamiento en todo el perimetro del recinto, sin fijar el calado en la
seccién aguas abajo (condicién de contorno insuficiente para un canal). Los
resultados que se obtienen son los mismos de las figuras 5.3 y 5.4, siempre y
cuando se descentre la pendiente geométrica del modo indicado.
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—e— Superficie libre —— Cotas solera
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Figura 5.3: Fondo irregular. Calados.
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Figura 5.4: Fondo irregular. Velocidades.
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Figura 5.5: Calados sin descentrado de la pendiente.
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Figura 5.6: Velocidades sin descentrado de la pendiente.
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5.2.2. Canal recto con pendiente y rozamiento

Se pretende a continuacién comprobar que el modelo interpreta adecua-
damente la friccion del fondo, dada por la férmula de Manning, en el caso
de canales rectos de pendiente constante. Los céalculos se realizan para un
canal de 3 m de anchura por 1000 m de longitud. La malla esté formada por
tridngulos rectangulos cuyos catetos tienen 1 m de longitud, con un total de
3003 nodos. El caudal unitario de entrada es ¢ = 4 m?/s, con lo que el calado

critico vale:

2y 1/3

Yo = <q—) = 118 m. (5.6)
g

En las paredes del canal se ha aplicado la condicién de deslizamiento. Se
simula un régimen lento y otro rapido.

a) Régimen lento: La pendiente vale Sy = 0.001 y el coeficiente de Man-
ning n = 0.015, correspondiente a hormigén [19, pg. 109]. El calado
normal es

=L —147m, (5.7)

que resulta mayor que 7.. Al tratarse de un régimen lento se impone el
caudal en la seccién de entrada y el calado en la de salida. Se resuelven
dos casos: el primero con un calado impuesto de 1.75 m, superior a y,;
en el segundo el calado impuesto ha sido 1.20 m, inferior a y,,. En ambos
casos las condiciones iniciales son caudal nulo y calado constante igual
al fijado por la condiciéon de contorno. Resultan dos curvas de remanso
tipo M1 y M2 que pueden verse en las figuras 5.7 y 5.8. En ambos casos
el calado se acerca gradualmente hasta su valor normal.

b) Régimen rapido: Los valores elegidos son Sy = 0.002 y n = 0.01 que
corresponde a vidrio. En este caso, el calado normal resulta

n0.6q0.6

yn =
valor menor que el critico. Todas las condiciones de contorno se im-
ponen en la secciéon de entrada; en el primer caso se fija un calado de
1.15 m, superior a y,, y en el segundo de 0.70 m, inferior. Las condicio-
nes iniciales son caudal en todos los puntos igual al fijado en la entrada
y calado constante igual al fijado por la condicién de contorno. Las dos
curvas de remanso obtenidas son del tipo S2 y S3 (figuras 5.9 y 5.10).
También en estos dos casos el calado se acerca gradualmente hasta su
valor normal.
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5.2.3. Canal con obstaculo en el fondo. Cambio de régi-
men

Se pretende ahora mostrar el funcionamiento del modelo cuando las con-
diciones producen un cambio de régimen. Para ello se estudia el flujo sobre
un obstaculo en régimen permanente. Se considera un canal de 25 m de largo
por 1 m de ancho, con un obsticulo de seccién parabdlica en el fondo. La
malla esta formada por tridangulos rectangulos de catetos de longitud 0.25 m,
lo que arroja un total de 505 nodos. Las cotas del fondo vienen dadas por

- { 0.2 —0.05(x — 10)? si8 <z <12,
z2(x) =

0 en el resto del dominio.

(5.9)

El coeficiente de Manning considerado vale n = 0.01. En las paredes del canal
se aplica la condicién de deslizamiento.
Se analizan tres casos:

» Flujo subcritico. El caudal unitario vale ¢ = 4.42 m?/s y el calado
fijado aguas abajo 2 m. El régimen es lento en todo el canal. En conse-
cuencia debe producirse una disminucién de calados al pasar el fluido
por encima del obstaculo [18, pg. 35]. El resultado se representa en la
figura 5.11.

= Flujo transcritico con resalto hidraulico. El caudal unitario vale ¢ =
0.18 m?/s y el calado aguas abajo 0.33 m. Debido al obstéculo se pro-
duce un cambio de régimen -de lento a rapido- sobre éste; a continua-
cion, debido al calado -superior al critico- impuesto aguas abajo, se
produce un segundo cambio de régimen, de rapido a lento, por medio
de un resalto hidraulico. El resultado puede verse en la figura 5.12.

s Flujo transcritico sin resalto hidraulico. El caudal unitario vale ¢ =
1.53 m?/s y el calado aguas abajo se fija en 0.66 m, sélo mientras el
régimen es lento. Como en el caso anterior, el movimiento del fluido
comienza en régimen lento. En un determinado momento cambia el
régimen al pasar por encima del obstéculo. Al eliminarse la condicién de
calado aguas abajo el fluido no recupera el régimen lento. El resultado
se muestra en la figura 5.13.

Las condiciones iniciales son las mismas en los tres casos: caudal nulo y
superficie libre horizontal correspondiente al calado fijado aguas abajo.

Los resultados obtenidos en los dos primeros casos coinciden con los de
[84]. En el tercero, en cambio, la superficie libre tras el paso del obstéculo no
resulta horizontal debido a que se ha tomado para el coeficiente de Manning
un valor no nulo. Por ello la curva de remanso que se obtiene es del tipo H3,
con calados crecientes [17, pg. 159].
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Figura 5.13: Cambio de régimen sin resalto hidraulico.

5.2.4. Rotura de presa

En esta seccion se muestra la capacidad del modelo de simular el avance
de un frente de onda por medio del llamado test de rotura de presa. Este
es un ejemplo de aplicacion muy frecuente en la literatura. Se parte de un
fluido en reposo con dos calados distintos a ambos lados de una compuerta
imaginaria. En el instante ¢ = 0 se elimina la compuerta y se permite al fluido
evolucionar libremente, observando el avance del frente de onda producido.
Se impone la condicién de deslizamiento en todo el contorno.

El recinto elegido es un canal de 4 x 200 m?2. Los tridngulos rectdngulos
que forman la malla tienen los catetos de 1 m de longitud con un total de 1005
nodos. El fondo es plano y el rozamiento se considera nulo. La compuerta se
encuentra en el punto medio del canal. El célculo se realiza con fondo mojado
y seco, es decir, con las condiciones iniciales siguientes:
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= Fondo mojado

e Calado aguas arriba de la presa: H; =1 m.

e Calado aguas abajo de la presa: Hy = 0.1 m.
= Fondo seco

e (Calado aguas arriba de la presa: H; =1 m.

e (Calado aguas abajo de la presa: Hy = 0.0 m.

En el primer caso se representan los calados en el instante ¢ = 25 s. Se observa
en la figura 5.14 la “captura” por parte del modelo de la discontinuidad que
supone el frente. En el segundo problema, con fondo seco, se representan en
la figura 5.15 los calados en el instante ¢t = 15 s.

En ambos casos el resultado se aproxima bastante bien a la solucién exacta
para 1D, obtenida de [80]. Las soluciones analiticas pueden verse en [83,
pg. 60] y la obtencién de las mismas en [76, pgs. 308 y 333]. Existe una
comparacién de resultados del problema con fondo mojado en [13].

5.2.5. Rotura de presa con reflexién

Para terminar con los problemas unidimensionales, se estudia otro caso
de rotura de presa en un tramo de canal de 1 x 50 m?, también con fondo
plano y rozamiento nulo. Los catetos de los triangulos de la malla miden
0.25 m con un total de 1005 nodos. Se trata, pues, de un recinto a escala
1/4 del anterior y, como en ese caso, la compuerta se encuentra en el punto
medio del canal. Las condiciones de contorno aplicadas son: de deslizamiento
en las paredes laterales y de caudal unitario nulo en las secciones inicial y
final del canal.

Una vez eliminada la compuerta, la onda comienza a desplazarse sobre
fondo seco, pero ahora se le permite evolucionar indefinidamente. Tras al-
canzar el limite del recinto tiene lugar una reflexion y el frente comienza a
trasladarse en sentido contrario, ahora sobre fondo mojado. Este vaivén se
repite una y otra vez disminuyendo en cada ciclo la altura del frente. Se
considera que numéricamente se ha alcanzado el estado estacionario cuando
la diferencia en valor absoluto entre los valores de las variables h,u y v en
todo el dominio, en dos iteraciones consecutivas, no excede de 107¢. Esta
condicién no se cumple hasta los 7477 segundos, si bien a partir de los 3140
segundos la representacion de la superficie libre es una recta horizontal, con
la escala utilizada en la figura 5.17.
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5.3. Problemas bidimensionales

5.3.1. Decantador con salida multiple

El ejemplo resuelto simula un canal de 0.5 m de ancho por unos 3.5 m de
largo que, tras una curva, se divide en tres ramas con el fin de suministrar
agua a tres decantadores, que se numeran 1, 2 y 3 en sentido horario. En
cada una de las tres salidas existe un escalén en el suelo de 0.123 m de alto.
Este canal se construyo en el laboratorio de Hidraulica de la Escuela Técnica
Superior de Ingenieros de Caminos, Canales y Puertos de A Coruna para
obtener resultados experimentales y constituye una reproduccién a escala del
que se encuentra en la central térmica de As Pontes. La malla de triangulos
utilizada, generada por un mallador comercial [9], posee 3423 nodos. Los
triangulos tienen unos 3 ¢m de lado por término medio.

Los datos del problema son un caudal de entrada de 42.4 [/s y un calado
fijado en las tres salidas de 0.1 m. Las condiciones iniciales en todos los puntos
son liquido en reposo y calado inicial fijado por la condiciéon de contorno aguas
abajo (es decir, 0.223 m para los puntos situados antes del escalén y 0.10 m
para los puntos situados después). El régimen permanente se alcanza para
t =40 s.

Con el fin de validar la expresién propuesta en 5.1.2 para el radio hidrauli-
co, que tiene en cuenta la friccién en las paredes del canal, se consideran tres
condiciones de contorno en las paredes laterales:

a) No deslizamiento: Velocidad nula en los nodos del contorno.

b) Deslizamiento: Se anula la componente de la velocidad perpendicular
al contorno.

¢) Rozamiento: Velocidad perpendicular al contorno nula y cdlculo del
radio hidraulico en los nodos del contorno segun la expresion (5.5).

Con respecto a la condicién a) hay que decir que responde estrictamente a
la realidad fisica del problema, pues las particulas en contacto con la pared
son detenidas por ésta, transmitiendo el efecto de frenado a las particulas
contiguas. Sin embargo, para que esta condicién de velocidad nula en la pared
no distorsione excesivamente el campo de velocidades, se deberia disponer de
una malla muy fina, lo que haria muy costoso el problema desde el punto de
vista computacional.

Una vez obtenido el campo de velocidades y calados en las tres condi-
ciones de pared mencionadas, se calculan los caudales que salen por cada
decantador. Los resultados, junto con las medidas de laboratorio, se exponen
en la Tabla 5.1. También se reflejan -para cada caso- la suma de los caudales
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Tabla 5.1: Comparacién de condiciones de pared. Caudales en [/s.

Caudales Caudales calculados
medidos | No deslizam. | Deslizamiento | Rozamiento
Decant. 1 13.27 16.24 13.51 13.66
Decant. 2 14.84 15.14 14.98 15.08
Decant. 3 14.24 10.83 13.25 13.69
Suma Q); 42.35 42.21 41.74 42.43
o 0.0 2.616 0.594 0.413

de los tres decantadores y la desviacién o de los valores calculados respecto
a los experimentales

3 2
(Qci - Qei)
o= —_ 5.10
; g (5.10)
Se puede apreciar que los valores obtenidos con la hipédtesis ¢) son los que
mejor se ajustan a los experimentales.

1

05F

] l I I l l ]
2 2.5 3 3.5

Figura 5.18: Canal de As Pontes. Malla utilizada.

En la figura 5.18 puede verse la malla de tridngulos utilizada (eliminan-
do parte de la zona recta del canal) y en la 5.19 el campo de velocidades
resultante. En la figura 5.20 se amplia una parte del dominio.
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Figura 5.19: Canal de As Pontes. Campo de velocidades.
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Figura 5.20: Canal de As Pontes. Ampliacién del campo de velocidades.
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La figura 5.21 representa las velocidades en m/s en una seccién transver-
sal, a 0.51 m de la entrada. Como consecuencia de la condicién impuesta, la
velocidad adopta un perfil aparentemente parabdlico, si bien los valores en
los bordes son sélo ligeramente inferiores a los del centro de la seccién. Por
ultimo, en la figura 5.22 se muestran los calados en la seccién longitudinal
central del decantador 1. Se observa que el calado sobre el escaléon queda bien
resuelto, a pesar de lo brusco del salto.
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Figura 5.21: Canal de As Pontes. Velocidades en la seccién z = 0.51 m.
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Figura 5.22: Canal de As Pontes. Calados sobre el escalén. Decantador 1.



90 CAPITULO 5. VALIDACION DEL MODELO SIMPLIFICADO

5.3.2. Rotura de presa parcial asimétrica

Se considera de nuevo el caso de rotura de presa, esta vez con un problema
marcadamente bidimensional. El recinto es ahora cuadrado, dividido en dos
partes por medio de una pared. Como en el caso resuelto en [18, pg. 370] la
brecha en la pared es parcial y asimétrica. El dominio tiene unas dimensiones
de 200 x 200 m? con nodos cada 5 m, con un total de 1656 nodos de célculo.
El rozamiento en el suelo se considera nulo y la condicién en todo el contorno
es de deslizamiento.

Se resuelven dos casos con las siguientes condiciones iniciales de calado:

= Calado aguas arriba H; = 10 m y aguas abajo Hy = 5 m.
» Calado aguas arriba H; = 5 m y aguas abajo Hy = 0 m.

En las dos hipdtesis consideradas se obtienen buenos resultados. En la figura
5.23 se aprecia un frente de onda que, tras un tiempo de t = 7.1 s alcanza
el borde derecho del contorno. En la figura 5.24 se representa el campo de
velocidades. El frente de onda de la figura 5.25 es claramente distinto del
anterior, debido a la condicién de suelo seco. Por dltimo (figura 5.26) se
muestra la malla utilizada en ambos casos.
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Figura 5.23: Rotura de presa. Hy/Hy=2. t =7.1s.



91

5.3. PROBLEMAS BIDIMENSIONALES

7.1 s.

200

150
2. Velocidades en ¢t

ZAVE)
XS

N
o2

X

100

50

,,,,_,,,,_,,,,_,,,,O

w o w0 o
N~ w N

Figura 5.24: Rotura de presa. Hy/Hy

Figura 5.25: Rotura de presa. Hy=0. t=7.1 s.
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Figura 5.26: Rotura de presa. Malla utilizada.

0.8

0.6

0.4

0.2

N
=

0

:\\\\|\\\\|\\\\|\\\\'\\\\'\\\\'\\\\'\\\\'
0.8 1 12 14 16 138 2 22 24

Figura 5.27: Escala de peces. Malla utilizada.
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5.3.3. Escala de peces

Una presa, por pequena que sea, representa una barrera para el libre
movimiento de los peces por el cauce de un rio, lo cual tiene particular im-
portancia en el caso de las especies que necesitan remontar la corriente para
desovar. Para solucionar este problema suelen disponerse escalas de peces
lateralmente en los azudes. La pendiente de estas escalas suele ser muy su-
perior a la del cauce natural, lo que produciria una excesiva velocidad del
agua. Una manera de reducir esta velocidad es por medio de deflectores que
obligan al liquido a realizar cambios bruscos de direccién. Se genera asi una
gran disipacion de energia y se crean zonas de muy pequena velocidad, en
las que los peces pueden descansar durante la subida.

En el Centro de Innovaciéon Tecnoléxica en Edificacion e Enxeneria Civil
(CITEEC), de la Universidad de A Coruna, se han realizado medidas de
calados y velocidades con dos disenos de escala para distintos caudales y
pendientes [78]. La instalaciéon experimental consta de 9 piscinas, cuatro de
cada tipo con una intermedia de transicion, y se describe en 9.2.2. En todos
los casos, actuando sobre el nivel del agua en la salida, se ha conseguido un
flujo practicamente igual en todas las piscinas del mismo tipo. Las medidas
experimentales, para los distintos caudales y pendientes analizados, se han
realizado en la piscina n° 7, la tercera empezando por el final. Debido a ello
se toma como dominio de calculo un conjunto de tres piscinas, numeradas de
la 1 ala 3 en el sentido de la corriente, con el fin de comparar los valores de
las variables en la niimero 1 con los resultados experimentales.

Los céalculos se realizan para una pendiente del 5.7% y un caudal de
24.6 1/s. Se toma un coeficiente de Manning de 0.015. A pesar de la fuerte
pendiente y debido a la acciéon de los deflectores, el régimen es lento. La
condicién de contorno de calado se impone en la seccion de salida de la piscina
3, fijando en cada punto de la seccién el calado obtenido de las mediciones.
La condicién de contorno en las paredes es la descrita en 5.1.2.

En la figura 5.27 puede verse la malla utilizada. En las figuras 5.28 a
5.30 se representan los vectores velocidad, los médulos de la velocidad y los
calados, respectivamente. En las seis figuras siguientes se realiza una com-
paracion entre los valores obtenidos para la primera de las piscinas y los
valores medidos. En la figura 5.31 se observa que el remolino superior obteni-
do coincide con el que resulta de las medidas, mientras que el inferior queda
algo desplazado hacia arriba y hacia la izquierda respecto del medido. Los
moédulos de las velocidades calculadas en la corriente principal (figura 5.33)
se aproximan bastante bien a los de las medidas, si bien en los remolinos
resultan algo inferiores. Por tltimo, los calados calculados (figura 5.35) son
satisfactorios en la zona central y ligeramente distintos en los extremos.
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Figura 5.28: Escala de peces. Campo de velocidades.
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Figura 5.29: Escala de peces. Médulo de la velocidad.
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Figura 5.30: Escala de peces. Calados.
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Figura 5.31: Escala de peces, piscina 1. Campo de velocidades calculado.
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Figura 5.32: Escala de peces, piscina 1. Campo de velocidades medido.
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Figura 5.33: Escala de peces, piscina 1. Médulo de la velocidad calculado.
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Figura 5.34: Escala de peces, piscina 1. Médulo de la velocidad medido.
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Figura 5.35: Escala de peces, piscina 1. Calado calculado.
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Figura 5.36: Escala de peces, piscina 1. Calado medido.






Capitulo 6

Discretizaciones de la derivada
temporal

El método utilizado en la resolucion numérica de las ecuaciones de aguas
someras -descrito en el capitulo 4- es de primer orden en el espacio y en el
tiempo y en él la derivada temporal se ha discretizado por el método de Eu-
ler hacia adelante. Se han realizado ademas otras dos discretizaciones de la
derivada temporal, de mayor orden de precisién, con el fin de comprobar si se
produce alguna variaciéon en los resultados o se obtienen menores tiempos de
calculo. En el presente capitulo se describen brevemente las tres discretiza-
ciones de la derivada temporal analizadas, asi como los resultados obtenidos
al aplicarlas a un mismo problema. Como se ve méas adelante (9.1.5), si se
reduce la difusion numérica se obtienen unas conclusiones muy distintas a
las de este capitulo.

Las cuestiones a las que aqui se hace referencia estan tratados con dete-
nimiento en distintos textos, por ejemplo [15, 75].

6.1. Meétodo de Euler hacia adelante

El sistema formado por las ecuaciones de aguas someras, escrito en la
forma abreviada (4.4) queda

ouU 0F; O0F,
—+—+ ——=G. 6.1
ot + ox + oy (6.1)

Si se despeja la derivada temporal y se denomina ¢ al conjunto de los
términos restantes, queda

ou

oy _ 2
5 — P (6.2)

99
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donde la funcién ¢ depende de las variables x, y y t.
En la discretizacion realizada en 4.4.1, la derivada temporal del vector
de variables U se aproxima como

ou Uttt -—u

=~ 6.3
ot At (6:3)

Sea " el valor de ¢ en el instante t,,, obtenido a partir de U"
@" = (", U"). (6.4)

Entonces, a partir de (6.2) y (6.3) se puede despejar U en funcién de U",
obteniendo
U™ = U™ + Aty (6.5)

Este método se conoce como de Euler hacia adelante y es de primer orden en
tiempo. Esto significa que, al aproximar la derivada temporal en el instante
t, por su expresion discretizada, se comete un error de truncamiento ¢, que
es funcién del paso temporal At utilizado.

ou Uttt _un
5 N + 0(At). (6.6)
El método de Euler es muy sencillo de programar y da en general buenos
resultados, como se comprueba en el capitulo 5, siempre que el valor del paso
temporal utilizado sea lo suficientemente pequeno. De lo contrario, ademas
de la falta de precision introducida, aparecen inestabilidades que obligan a
detener el proceso.

6.2. Método predictor-corrector de Adams-
Moulton

6.2.1. Descripcion

Los métodos predictor-corrector buscan mejorar la aproximacién utilizan-
do valores en un ntimero mayor de instantes que el inmediatamente anterior.
Se aplican en dos fases.

En la primera (fase predictora) se realiza una estimacién del valor de
U™t a partir de los valores de ¢ en los instantes anteriores

Ut =U"+ At f(e" 9" .0, (6.7)

En la segunda (fase correctora), se calcula "' a partir de U;LH y se

introduce en una expresion en la que intervienen también valores de ¢ en
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instantes de tiempo anteriores, de la que resulta el valor corregido U™t
Frecuentemente en la fase correctora se realiza una iteracién para mejorar la
calidad de la aproximacién obtenida.

El método elegido en este caso ha sido el de Adams-Moulton de 4° orden.
La férmula predictora es

At
Un+1 = Un + 5(55(Pn - 59(pn71 + 37(pn72 - 9(pn73>7 (68)

y la correctora

§ At
8) = Un + Z(gtpnqtl + lg(pn - 5(pn71 + <pnf2>‘ (69)

6.2.2. Obtencién de los primeros valores de ¢

En la fase predictora se utilizan en cada paso los valores de ¢ en los
tres instantes anteriores. Ello obliga a disponer de los valores de ¢ en tres
instantes sucesivos, ademas del inicial, antes de poder aplicar la expresién
predictora por primera vez. Para solucionar el problema se puede recurrir al
método de Euler en las tres primeras iteraciones, hasta obtener los cuatro
valores necesarios. Con el fin de introducir el minimo error en los calculos,
se ha descompuesto cada uno de estos tres pasos en 100 escalones de paso
temporal At/100 s.

6.3. Meétodo de Runge-Kutta

Los métodos predictor-corrector hacen intervenir en el calculo los valores
de ¢ en distintos instantes de tiempo, por lo que se conocen como métodos de
intervalo multiple. Los métodos de Runge-Kutta utilizan un tnico intervalo
temporal, por lo que forman parte de los métodos de intervalo simple. La
mejora en la calidad de la aproximacion se obtiene obteniendo varios valores
de ¢ en puntos intermedios del intervalo temporal, cada uno a partir de los
anteriores y calculando luego una media ponderada de todos ellos.

También aqui el método elegido ha sido de 4° orden. Su férmula es

Ut = U™ + At @(t", U"), (6.10)

siendo

ko + 2k; + 2k; + k
B(1", U") = 0 1J6r 2T (6.11)
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y
ko = (", U™, (6.12)
At At
At At

Es decir, a partir del valor de U en un instante ¢,, se calcula una primera
estimacién del valor de ¢ que se denota por ky. Con kj y un paso temporal

de valor At/2, se obtiene U} = U™ + koéjt y, a partir de él, kq, que es una
aproximacién de ¢ en el punto medio del intervalo temporal [t,,, ;1]

Con ki, y de nuevo con un paso temporal At/2, se obtiene U} y con él
el tercer valor de ¢, ko.

La tercera aproximacién de U y -a partir de ella- la de ¢, se calculan en
t =t

A partir de los cuatro valores estimados para ¢ se calcula una media
ponderada ®, con la que se obtiene el valor definitivo para U™*!,

6.4. Comparacion de los resultados obtenidos

Con el fin de apreciar las ventajas de discretizar la derivada temporal por
los métodos descritos, se aplican los tres al mismo problema. El caso elegido
es un recinto en forma de “doble T” de 4 x 3 m?2. El liquido describe un
recorrido sinuoso, produciéndose recirculacion en dos cavidades, asi como un
despegue de las lineas de corriente respecto de la pared en dos puntos. Los
tridngulos de la malla tienen los catetos de 5 em de longitud (figura 6.1). La
condicién de contorno en la pared sélida ha sido la de rozamiento (ver 5.3.1)
y el coeficiente de Manning utilizado n = 0.014.

Con los tres métodos se ha iterado hasta alcanzar regimen permanen-
te, obteniéndose practicamente el mismo campo de velocidades con los tres
métodos: las diferencias entre los valores de u,v en los distintos casos son
del orden de 107°m/s. En la figura 6.2 se representan lineas de corriente.
Para poder apreciar mejor las posibles diferencias se muestran también dos
secciones: la primera, realizada por la abscisa x = 2.3 m (figura 6.3) y la
segunda por la ordenada y = 2.5 m (figura 6.4). Se aprecia una coincidencia
total de resultados en ambas figuras.

En cuanto al nimero de iteraciones necesarias para alcanzar régimen per-
manente y el tiempo de calculo empleado, si se han apreciado diferencias, que
no han supuesto ahorro respecto del método de Euler.
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Figura 6.3: Seccién x = 2.3 m. Componente u en abscisas.
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Para considerar que se ha alcanzado régimen permanente el programa
mide el valor de los incrementos de las distintas variables en todos los nodos,
en cada escalén de tiempo, y lo compara con una cierta tolerancia e. Se consi-
dera que se ha alcanzado régimen permanente cuando todos los incrementos
medidos son menores que . Al utilizar el método de Euler se toma un valor
e =105,

El incremento de tiempo admisible con el método de Adams-Moulton ha
resultado ser 1.8 veces el del método de Euler y con el de Runge-Kutta 2.2
veces. De esta manera la variacion de las variables con estos métodos en cada
escalon de tiempo es superior a la que resulta del método de Euler. Por ello,
si la relacion entre el At admisible para estos métodos y el de Euler es k, el
valor que se emplears para la tolerancia en ellos serd k- 1075, Asi, al detener
el proceso, la variacion por unidad de tiempo de las variables con respecto al
valor en el escaléon anterior serd aproximadamente la misma.

Con ambos métodos se alcanza el régimen permanente en un numero
de iteraciones menor. Por otra parte, cada paso temporal por el método de
Runge-Kutta dura, en tiempo de cédlculo, aproximadamente cuatro veces el
de Euler. Por el método de Adams-Moulton la relacion es mas variable pues
depende del nuimero de iteraciones de la fase correctora. En este caso el
numero de iteraciones de esta fase ha oscilado generalmente entre 6 y 8 y el
cociente de duraciones ha sido de 6.5.

Asi pues, la comparacion arroja los resultados siguientes:

= [teraciones por el método de Euler: 10331.
= [teraciones por el método de Adams-Moulton: 5127.
= [teraciones por el método de Runge-Kutta: 4194.
Los porcentajes aproximados de tiempo de calculo resultan:

» Runge-Kutta/Euler: %T, = é1%%%34#100 =162 %.
= Adams-Moulton/Euler: %T, = 9120:8-5100 = 323 %.

» Runge-Kutta/Adams-Moulton: %T,. = 5%%100 = 50 %.

lo cual significa que no se ha observado mejoria con ninguno de los dos
métodos. En 9.1.5 se ve un caso en que, en otras condiciones, si se obtiene
con ambos un ahorro computacional.






Capitulo 7

El término fuente turbulento

7.1. Sumando turbulento del término fuente

En el capitulo 3, se deducen las ecuaciones de aguas someras haciendo
notar que habitualmente no se toman en consideracion los términos que con-
tienen derivadas segundas de u,v respecto a x,y, incorporandose su efecto
al de la pendiente de friccion. Como se indica en la introduccién a esta me-
moria, al resolver estas ecuaciones se obtienen resultados muy préoximos a la
realidad, siempre que se cumplan determinadas hipotesis. No debe olvidarse,
sin embargo, que prescindir de los sumandos en los que aparece la viscosidad
cineméatica turbulenta, supone ignorar unas pérdidas de energia localizadas,
funcién de las variaciones de u y v, que pueden tener importancia en la des-
cripcién de fendmenos de naturaleza bidimensional.

En este capitulo se discretizan dichos términos con el fin de incluirlos en
el modelo hidrodinamico.

7.2. Las ecuaciones de aguas someras con término
turbulento

Se reproducen las ecuaciones (3.99)-(3.102), en las que se eliminan los
términos debidos a la aceleracion de Coriolis y la friccion del viento

ou JF, O0F,

W+6_x+8_y:G’ (7'1)
siendo
h hu hv
U= hu |, Fi=| h?+3gh* |, Fa= huv . (7.2)
I huo ho® + L g’
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0
gh(SOy - Sfy) + Sz

donde h representa el calado medido verticalmente, v y v son los promedios
en la vertical de las medias temporales de las componentes horizontales de
la velocidad, los valores de Sy y Sy se encuentran en (3.90) y (3.94) y los de
S;, que se reproducen a continuacion, son

0 ou 0 ov  Ou
Stl = % (211,5]1&) + a—y (I/th |:% + 8—y:|> N (74)

0 ov Ou 0 ov
o= (0[50 3)) <oy (o) )

A la hora de tomar en consideracion el término turbulento es logico plan-
tearse cual es su lugar mas adecuado en las ecuaciones. Existen dos opciones:
la primera es anadirlo al término convectivo, agrupando el primer sumando
con la derivada de F; respecto a = y el segundo con la de F5 respecto a y;
la segunda, situarlo en el término fuente. Se ha optado por ésta tltima por
dos motivos:

1. Su significado fisico es el de un consumo de energia debido a las tensio-
nes turbulentas. Su naturaleza es disipativa, no convectiva, por lo que
parece mas adecuado anadirlo al término fuente, donde estd situado el
término que evalia las pérdidas de energia por friccién con el fondo y
las paredes, que al término convectivo.

2. El sistema de ecuaciones es hiperbélico, es decir, la matriz jacobiana
del flujo (4.4.3) posee tres autovalores reales. De anadir a F; y Fa
unos términos en derivadas, no pueden obtenerse los autovalores en su
expresion general, lo que complica el analisis del caracter hiperbdlico
del sistema.

7.3. Discretizacion en las celdas interiores

Se utilizan los volimenes finitos ya conocidos que, para mayor claridad,
se representan de nuevo en la figura 7.1.

Se trata ahora de discretizar la integral de superficie, extendida a cada
celda Cj, de los sumandos turbulentos (7.4) y (7.5) del término fuente. Estas
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109
l\“.J
Figura 7.1: Voltimenes finitos utilizados.
integrales pueden expresarse como
( 0 3\ ( 0 3\
ou ov  Ou
Sy dA |\ 2vsh—,v;h | — + —| | dA
//c = //CV ( oz [ax+ayD (7.6)

\

[ Saas
Cy Y,

ov  Ou

} ,zytha”> dA
J

dy

Se aplica el teorema de la divergencia a cada celda, como en (4.12), y se
descomponen las integrales sobre la frontera I'; en un sumatorio de integrales
a lo largo de cada una de las aristas I';;, j € K;. Se obtiene asi

(

JEK;

\ jEK;

0

)

ou
Z /rij (QI/th%,l/

ov  Ou
> [ al 5,

ov  Ou IS
%—Fa—y}) '(Oé,ﬁ)dl

|

ov
s 2Vtha—y

)

)

(7.7)
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En la expresién (7.7) aparecen las derivadas parciales de las variables u y
v respecto a x e y, cuyos valores hay que calcular en las aristas de las celdas.
Estas derivadas se pueden obtener de dos maneras: a partir de las derivadas
direccionales de u y v respecto a la direccién perpendicular a la arista o bien
a partir de los valores promedio de Vu y Vv en las celdas contiguas. En
los dos proximos apartados se obtiene la discretizacién del término fuente
turbulento en ambos supuestos.

7.3.1. A partir de las derivadas direccionales

Sean dos direcciones cualesquiera s y t, perpendiculares entre si, de vec-
tores unitarios s y t. Calculando las derivadas de u segun las direcciones s y ¢
a partir de las derivadas parciales respecto a x e y resulta

ou ou ou

— =Vu-s=— — 59, 7.8
P u-s (%sl—i-aysQ (7.8)
ou ou ou
— =Vu-t=—t; + —ts. 7.9
ot “ oz " * dy 2 (7.9)
Las ecuaciones (7.8) y (7.9) pueden escribirse matricialmente como
ou Ju
s S1 S o
= , (7.10)
Ju ot Ju
m 1 2 Fy
de donde, despejando las derivadas parciales,
Ju -1 ( Ou
oxr S1 S2 Os
5 = : (7.11)
u t ot Ou
Ty 1 2 8t
Los vectores s y t son unitarios y perpendiculares entre si, por lo que
S1 89 - S1 —Sy
= . (7.12)
tl tz S92 S1

Ahora se toma como direccién s la perpendicular a la arista, dada por el
vector unitario 7 = (@, 3)7. Admitiendo que u no varfa en la direccién de la
arista, se considera nula la derivada direccional segun t. Asi pues

ou - ~ ~0u
Jx a -0\ [ 3 “on

- - : (7.13)
ou 5~

ou 0u
Jy poa 0 35
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y analogamente

v ~Jv
or “on
= . (7.14)
Jv B@
Jy an
Estas derivadas direccionales se discretizan como
ou  uj — uy
— = 7.15
v v —v;
— = ) 7.16

siendo 2d;; la longitud de la proyeccién del segmento 1.J sobre la direccién .

En 4.4.5 se define una fuente discreta, que multiplicada por el area
de cada subcelda, aproxima la integral de superficie de los términos fuen-
te geométrico y de friccion (4.44). Aqui se procede andlogamente, teniendo
en cuenta que la integral es de linea. Por tanto, la integral discretizada del
término fuente turbulento por unidad de longitud de arista, en el instante t,,,
toma la forma

4 0 )
R R P e T O
_ > 7 e L 7
Gt ==
Vi + g i R o) —of w0 —
2 o, &t ey 0Ty

\ J

(7.17)
donde se ha supuesto que los valores de 1, son distintos en general en cada
punto, pero constantes a lo largo del tiempo.

7.3.2. A partir de los valores promedio en las celdas

Las derivadas parciales de u y v, en cada arista I';; pueden también obte-
nerse como componentes del gradiente de estas magnitudes en dicha arista.
Para ello se procede de la forma siguiente.

Para aproximar el valor del gradiente de una magnitud escalar m en I';; se
toma la semisuma de sus valores promedio en cada una de las celdas C; y C},
de arista comun I';;. Por su parte, el promedio del gradiente de m en una
celda C; se calcula como

Ai C;
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A su vez, la integral de superficie de Vm en la celda C; resulta de la siguiente
relacion, que se demuestra en el anejo 11.3.

// deA:/ mndl, (7.19)
C; T,

siendo n el vector normal unitario a cada arista.
Teniendo en cuenta que

n=5=ai+j3j (7.20)

_ am\ . [(om)\ .

3
donde i es el unitario en la direcciéon del eje x e i el indice de la celda, se
pueden obtener directamente los promedios de las derivadas parciales de m

GDCZ'
(@) _i/ madi=—+ 3 / madl (7.22)
or ), A Jr, Aj el
om 1/ ~ 1 ~
I 2 mBdl = — /m,edz. 7.23
(ay)i Ai Jr, Aljezcz Lij 72

Es decir, para cada arista I';;, se estiman primero los valores de u y v en
ella como semisuma de los valores en los nodos [ y J. Luego se obtienen los
promedios de las derivadas parciales de u y v en cada celda, a partir de los
valores en las aristas, mediante las expresiones

am 1 m; +m;
or ), T AL T 2 M = 24
( ox ) . Az Z 2 a”ﬂzy H7 m u,v, (7 )
' JEK;
W 1 m; + m;~
oy ), T AL 2 UM = 2
(8y)z Az g’; 2 5”,”7,]”7 m u,v, (7 5)

siendo K; el conjunto de todos los nodos que rodean al I. Una vez obtenidos
los valores en C; y C}, se calcula su semisuma en I';;.

Expresando abreviadamente los promedios de las derivadas parciales de
u en las celdas C; y C}, en el instante t,,, como

. (o . (%
um- == <%)i’tn ) um] - <%)J’tn ) (726>

ou ou
Uy (ay)i,tn y o Uy <ay>j,tn ) ( )
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y haciendo lo mismo para v, la integral discretizada del término fuente tur-
bulento por unidad de longitud de arista, en el instante t,, es ahora

( 0 )

v v hi R (u gy U Uy s Uy

5 5 gL Q Q- 2 3

\

(7.28)
donde se ha supuesto que los valores de 1, son distintos en general en cada
punto, pero constantes a lo largo del tiempo.

Por fin, la integral de superficie en C; del sumando turbulento del término
fuente (7.6) se aproxima como

> //T GdAr Y |yl (7.29)

JEK; JEK;

siendo 9y, la fuente turbulenta discretizada que toma una de las dos expre-

siones (7.17) o (7.28).

7.4. Discretizacion en las celdas frontera

En la figura 7.1 se aprecia que los nodos frontera dan lugar a volime-
nes finitos en los que dos de los lados forman parte de la frontera; en esas
aristas no se pueden discretizar las derivadas de u y v respecto a la direc-
cién 7 perpendicular a la arista, como en las demds (7.17), por no disponer
del nodo vecino. Por ello, en las celdas correspondientes a nodos frontera
el término fuente turbulento se calcula a partir de los valores promedio de
las derivadas parciales en las celdas (sin la alternativa de hacerlo a partir
de las derivadas direccionales). En el calculo de los valores promedio de las
derivadas en cada celda, por medio de los sumatorios (7.24) y (7.25), en el
sumando correspondiente a la arista frontera se repite el valor de la variable
en el nodo 1.

7.5. Descentrado del término turbulento

En (4.21) se utiliza el descentrado upwind de Van Leer para el término
de flujo, pues ello contribuye a la estabilidad. En (4.37) se aplica también
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un descentrado al término fuente geométrico pero no al término de friccién.
En el caso del sumando turbulento que se estd analizando deben tenerse en
cuenta algunas consideraciones.

En un término convectivo, como es el de flujo, parece logico conceder
mayor importancia a la informacién que nos llega en el sentido de la corriente.
En un término difusivo, que gobierna un fenémeno de distinta naturaleza, el
descentrado parece tener menos sentido.

Por otra parte, el efecto del término fuente turbulento es de disipacién de
energfa, de muy distinto tipo al del término geométrico (que se descentra) y
més parecido al del término de friccién (que no se descentra).

No obstante los anteriores razonamientos, se ha probado la opcion de
aplicar en ,,; un factor de descentrado, utilizando para éste la misma forma
de (4.37) y resultando entonces para la fuente turbulenta discretizada la
expresion

¥, = XTI~ [A|ATHX Gy (7.30)

Los resultados, que se muestran en 9.1.4, confirman la conveniencia de
no descentrar.

7.6. Algoritmo

El algoritmo (4.48), con la inclusién del sumando turbulento, se convierte
en

At
urtt = Ut + T (Z (Az‘j"/)?j + ||nij||¢1;ij) - Z ||’72j||¢7j) - (7.31)

b o\jek; JEK;









Capitulo 8

Obtencion de la viscosidad
turbulenta

8.1. Modelos de turbulencia

La relacién de Boussinesq (3.35), utilizada en 3.4 para la deduccién de las
ecuaciones de Reynolds, hace necesario el calculo de la viscosidad cinematica
de remolino v; para poder estimar el efecto de las tensiones de Reynolds. Para
ello, a lo largo del pasado siglo se han desarrollado distintos modelos, de los
que puede verse una amplia relacion en [89], que se pueden agrupar en las
categorias siguientes, segtin el nimero de ecuaciones diferenciales necesarias
para caracterizar el estado de turbulencia.

8.1.1. Modelos de 0 ecuaciones

En estos modelos no se toma en consideracién el transporte que realiza el
flujo de las magnitudes que caracterizan la turbulencia, asumiendo que ésta
se disipa donde se genera. La viscosidad de remolino se obtiene experimen-
talmente, mediante férmulas empiricas o relacionandola con la distribucién
de la velocidad media [66, pg. 12].

Viscosidad de remolino constante

Una primera opcién consiste en fijar un valor constante para v; en todo
el dominio. Este valor se obtiene de distintos modos, por ejemplo por medio
de experimentos de inyeccién de trazador, o empleando el método de prueba-
error, ajustando los resultados del modelo numérico al campo de velocidades,
cuando se dispone de medidas experimentales.

117
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No puede propiamente considerarse un modelo de turbulencia, pues es de-
masiado grosero para describir apropiadamente el comportamiento del flujo.
Se utiliza a veces para grandes masas de agua, donde los términos turbulen-
tos tienen poca importancia, con excepcion de la turbulencia generada por
el fondo (que puede tenerse en cuenta a través de la férmula de Manning).
En algunos modelos se utiliza exclusivamente para mejorar la estabilidad
numérica.

Modelos basados en la longitud de mezcla

El primer modelo que describe la distribuciéon de v;, por tanto el primer
modelo de turbulencia propiamente dicho, se debe a Prandtl y utiliza el con-
cepto de longitud de mezcla. Esta magnitud pretende representar la distancia
media recorrida por las particulas del fluido, sin que se modifique su cantidad
de movimiento [74, pg. 537], en una clara analogia a la teoria de gases.

Prandtl asume que la viscosidad turbulenta es proporcional al producto
de la escala de longitudes por la de velocidades

Tomando para L la longitud de mezcla [,,, para V la fluctuacién media de
la velocidad supuesta isétropa y estimando la fluctuacién media como el
producto de [,,, por el gradiente de velocidad, resulta

oU
dy
siendo U el moédulo de la velocidad paralela a la superficie rugosa e y la
distancia a la misma. Para calcular la longitud de mezcla [,, existen diversas
férmulas algebraicas [86, pg. 66].

Existen otros modelos basados en el mismo principio, como los de Balwin-
Lomax y Cebeci-Smith, que consideran la existencia de dos capas, con dis-
tinta expresion para v; en cada una de ellas [89, pg. 74]. Estos modelos son
ampliamente utilizados para cédlculos aerodindmicos en la industria aeroes-
pacial.

Los modelos de este tipo son validos en los casos en que se pueda describir
la distribucién de la longitud de mezcla por medio de férmulas empiricas.
Resultan muy poco adecuados para flujos con separacion de la pared y zonas
de recirculacion.

2

Vt:lm

, (8.2)

8.1.2. Modelos de 1 ecuaciéon

Para subsanar las limitaciones mencionadas, se desarrollaron modelos que
tienen en cuenta el transporte de las magnitudes turbulentas. Estos modelos
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se basan en la férmula de Kolmogorov-Prandtl
v = chl/QL, (8.3)

donde L es la escala de longitud v vk la de velocidad. La energia cinética
turbulenta £, definida en 3.4 como

1 - - -
k= §(u’2 + 0" + w'?), (8.4)

se obtiene de una ecuacion diferencial, donde también aparece el término L,
que debe ser determinado empiricamente.

Una de las limitaciones del método es la falta de capacidad para adaptar
la escala L cuando el flujo cambia bruscamente, debido a una variacion de
las condiciones geométricas. Recientemente han aparecido algunos, como el
de Spalart-Almaras [89, pg. 111}, en los que la viscosidad de remolino es
la variable de la tinica ecuacion diferencial. En ella aparece como escala de
longitud la distancia a la pared. Este modelo ha sido utilizado con éxito en
aplicaciones aeroespaciales.

8.1.3. Modelos de 2 ecuaciones

En la busqueda de un modelo de aplicaciéon méas universal, deben tenerse
en cuenta los efectos de transporte para las escalas de velocidad y longitud
por separado. Para ello distintos autores, de alguno de los cuales se hara una
breve mencién, han propuesto la utilizaciéon de una ecuacién de transporte
para otra magnitud turbulenta relacionada con L.

El modelo k£ — w

Kolmogorov (1942) senald la necesidad de calcular la que denominé “tasa
de disipacion de energia por unidad de volumen y tiempo” w. Las unidades
de w son 571, por lo que esta tasa de disipacién especifica se relaciona con L

por medio de la expresion
k1/2

que, junto con (8.1), permite obtener

k
~ =, 8.6
Vg w ( )

A partir de esta idea se han desarrollado distintos modelos k —w: Saffman
(1970), Spalding (1972), Wilcox (1988), Speziale (1990), etc.
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El modelo £ — ¢

Chou (1945) propuso calcular la tasa de disipacién de energia cinética
turbulenta por unidad de tiempo (o tasa de disipacién turbulenta) e

k,3/2

e~ (8.7)

Con numeros altos de Re la tasa de disipacion turbulenta ¢ viene dada por

o \*
E=1 o) i,j=1,2,3, (8.8)
j

cuya deduccién a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes puede verse en
[16]. El anélisis dimensional muestra que la relacién de esta variable con la
escala de longitud L es

k_3/2
~ — 8.9
€ L ) ( )
lo que, aplicando de nuevo (8.1), permite obtener
k,2
~—. 8.10
Me ( )

De los diversos modelos k —¢e desarrollados ocupa un lugar central el debi-
do a Jones y Launder (1972), conocido como k —e standard cuyos coeficientes
fueron ajustados poco después por Launder y Sharma (1974).

El modelo k — € es el mas extendido y se utiliza en practicamente todos
los programas comerciales para estudio de fluidos [68].

Otros modelos de 2 ecuaciones

Rotta (1951) sugiri6 el uso de una ecuacién para la propia escala de
longitud y, més adelante (1968), para el producto de la escala de longitud por
k. Zeierman y Wolfshtein (1986) introdujeron una ecuacién para el producto
de k por el “tiempo de disipacién turbulenta” 7 (equivalente al inverso de w)
y Speziale, Abid y Anderson (1990) han propuesto una ecuacién para 7.

Los modelos resultantes de estas propuestas han tenido menos aceptacion
que los k — w y k — ¢ mencionados anteriormente.

8.1.4. Modelos de tensiones de Reynolds

Para terminar esta breve clasificacién se menciona otro tipo de modelos
(Reynolds Stress Models), en los que no se hace uso del concepto de viscosidad
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turbulenta, sino que se resuelven unas ecuaciones de transporte para obtener
las tensiones de Reynolds directamente.

Estos modelos son mas adecuados para campos de tensiones complejos,
asi como para la simulacion del transporte de la turbulencia y la toma en
consideracién de los estados anteriores (efectos histéricos) y de la anisotropia
de la turbulencia. La resoluciéon numérica de las ecuaciones es dificil y puede
causar problemas de convergencia. Los modelos son mas exigentes en lo que
se refiere a las condiciones de contorno.

Uno de los primeros modelos de tensiones de Reynolds es el de Launder,
Reece y Rodi (1975). Aunque existen propuestas de distintos autores, la
complejidad de estos modelos, con un numero de ecuaciones mucho mas
elevado, ha dado lugar a un nimero muy inferior de aplicaciones practicas
que los de 0, 1 y 2 ecuaciones.

Con ciertas hipétesis simplificativas referentes a los términos de transpor-
te convectivo y difusivo se ha intentado reducir las ecuaciones diferenciales
de estos modelos a ecuaciones algebraicas, dando lugar a los modelos ASM
(Algebraic Stress Models), que tienen puntos en comun con los modelos de 1
y 2 ecuaciones [68].

8.2. El modelo k—¢ promediado en la vertical

Las ecuaciones de aguas someras con inclusién de los términos turbulentos
han sido obtenidas en 3. integrando en la vertical las ecuaciones de Reynolds
3D sin tomar en consideracién la variacién de la viscosidad turbulenta con
la profundidad.

En estas ecuaciones aparece un valor de 1, para cada punto, que repre-
senta por tanto la viscosidad turbulenta de toda una columna vertical. Para
la determinacién de esta viscosidad se necesita un modelo de turbulencia.
Teniendo en cuenta que el modelo k — ¢ standard mencionado en la seccién
anterior es tridimensional, se ha visto preferible el empleo del & — ¢ prome-
diado en la vertical.

El modelo k — ¢ promediado en la vertical es una adaptacion, obtenida
en los anos 70 por Rastogi y Rodi [65], a partir del modelo tridimensional
de Launder y Spalding [41]. Ha sido utilizado también por [49, 67|, si bien
las ecuaciones empleadas por ellos difieren ligeramente de las presentadas en
[65].

Mas recientemente ha sido aplicado por [26, 8, 64, 52]. En estos tltimos
casos se considera en las ecuaciones el sumando con la derivada temporal
de las variables turbulentas el cual, una vez discretizado, permite conocer la
evolucion de estas variables en el tiempo.
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El modelo se obtiene integrando segtn el eje z las ecuaciones que definen
los parametros k y €, energia cinética turbulenta y tasa de disipacién tur-
bulenta respectivamente. Sus autores asumen que el estado de turbulencia
promediado en la vertical puede caracterizarse por los parametros k y € que
se relacionan con el promedio en la vertical de las tensiones turbulentas a
través de las siguientes expresiones, la primera de ellas debida a Boussinesq,

72;']' ~ 8ul an 2~ ..
iy — Zkd;in 0,5 =1,2, 8.11
P v (8JIJ + 8%) 3 J b ( )
R
V= (8.12)

Las variables hidréulicas u; y us, que corresponden a u y v, representan
promedios en z de la media temporal de las componentes horizontales de la
velocidad y se obtienen en 3.5.3. Las dimensiones de las magnitudes turbu-
lentas v, ky € son

] = L*T7,
m — T2 (8.13)
[E] = LT3

La viscosidad cinematica v; no es exactamente una magnitud promediada
en la vertical, en el sentido de la definicién matematica (3.60). Mas bien se
entiende como una viscosidad que, multiplicada por las derivadas espaciales
de u y v en (8.11), da como resultado las tensiones turbulentas promediadas
en altura. Los valores de k y € se determinan a partir de las ecuaciones de
transporte siguientes

ok Ok Ok_ o (vok). 0 7ok ~

~ ~ ~ ~ o~ ~ o~ ~ ~2
o° —i—u%—l—v%:g nOEN | O (1 0e o= Pyt Py — oo =, (8.15)
ot ox Oy Ox \o.0x dy \ 0.y k ~~ k

~~ ~ /. ~ ~—— (V) S~
(1) (I1) (II1) (IV) (V1)

donde ) ) ,
- ou ov ov Ou

es la produccion de k debida a la interaccién de las tensiones turbulentas
con los gradientes de las componentes horizontales de la velocidad u y v.
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Los términos fuente Py y P.y son las producciones de k y € debidas a los
gradientes verticales de la velocidad y contienen todos los sumandos que se
originan en la integracién por la no uniformidad de los perfiles verticales. La
contribucion principal a Py y P.y proviene de los significativos gradientes
de la velocidad cerca del fondo que, por interaccién con las tensiones tur-
bulentas tangenciales, relativamente grandes en esta region, produce energia
turbulenta. Esta energia se anade a la produccion Py, debida a los gradientes
horizontales, y depende fuertemente de la rugosidad del fondo.

En el modelo bidimensional que se esta analizando la velocidad varia
solo en horizontal, por lo que los sumandos I — VI pueden interpretarse
fisicamente del siguiente modo

1 11 111
Variacion Transporte Transporte
temporal * por - por
de k6 Conveccion difusién
1V \% VI
Generacion Generacion Destruccion
. ) , , (8.17)
por gradiente por tensiones de energia
de velocidades del fondo turbulenta

observando que la suma de I y II, derivada parcial temporal + transporte
por conveccién, representa la derivada total temporal.

Rastogi y Rodi [65] relacionan Py y Py con la tensién en el fondo por
medio de la velocidad de fricciéon U* por medio de las expresiones

*3

ka == CkUT, (818)
U*4

PsV - CEF' (819)

Esta velocidad de friccién puede obtenerse por diversos métodos, como se
describe en [55]. Si se calcula a partir del médulo de la tensién tangencial en
el fondo, en régimen permanente, utilizando la expresién de Manning para
dicha tension y llamando U al médulo de la componente horizontal de la
velocidad, U = vu? + v?2, se obtiene

. /75| gn2U? VanU
U — 7: h1/3 — h1/6 . (820)
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Los valores de las constantes empiricas ¢ y ¢. se determinaron [65] a partir
de la tasa de disipacion de energia y la inyeccion de trazador, resultando

1
o = ——, (8.21)
Ve
Coe
¢ = carcg—u,/—cu. (8.22)
f

El coeficiente de friccién ¢y puede obtenerse a partir de U* y U. Si se utiliza
para U* la expresion (8.20), se obtiene

U*2 B gn2

Para el coeficiente c.r, en [65] se toma el valor 3.6 para el caso de canales
anchos de laboratorio. En general, este coeficiente vale [52, 54, 67]

(8.24)

siendo o; el nimero de Prandtl-Schmidt y e* la difusividad adimensional

t

T Uho,

*

(&

(8.25)

Para o, Nezu y Nakagawa [54, pg. 139] proponen tomar un valor comprendido
entre 0.5 y 0.7 mientras que e* ha de ser determinado a partir de experimen-
tos de inyeccion de trazador.
Segun Fischer et al. [29, pg. 112] en canales rectos y de seccién rectangular
e* toma valores entre 0.1 y 0.2; en corrientes naturales, con curvas suaves y
paredes laterales con irregularidades moderadas, aumenta hasta 0.4 — 0.8; si
las curvas son fuertes o los cambios de geometria bruscos se han obtenido
valores muy superiores: en el rio Missouri, con curvas de hasta 180°, se han
observado valores de e* de hasta 10. En la estimacién de estos valores de la
difusividad se asume que el error cometido puede ser de +50 %, lo cual da idea
de la dificultad para elegir adecuadamente este parametro. Para cuantificar lo
que se entiende por curvas suaves, Fischer et al. sugieren utilizar la condicién
BU
o= FTiE <2, (8.26)
siendo B la anchura del rio, R el radio de la curva, U la velocidad media
de la corriente y U* la de friccion. El valor mencionado e* = 10, para el rio
Missouri, se obtuvo con un valor de « igual a 5. En los casos presentados en
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esta memoria, con cambios bruscos de direccion, pero con superficies lisas, se
han utilizado valores de e* = 0.3 — 0.6.

Otra utilidad practica del adecuado ajuste de la difusividad adimensional
e* es la siguiente, mencionada por Minh et al. [52]. En las ecuaciones de
aguas someras que estos autores utilizan, figuran en el término fuente unos
sumandos Dy,, Dy, Dy, v Dy, denominados términos de dispersion. Estos
términos aparecen al descomponer las variables en su valor promediado en
altura mas la desviacion y luego integrar en la vertical las ecuaciones y, como
se dice en 3.5.3, no han sido tomados en consideracién en este trabajo.

Sin embargo, afirman Minh et al. citando a [30], los términos de dispersién
pueden ser cuantitativamente de la misma importancia que las tensiones
turbulentas cuando existen flujos secundarios. Una forma de tener en cuenta
el efecto de estos flujos en un modelo 2D es aumentar la viscosidad turbulenta,
lo cual se consigue incrementando el valor del coeficiente e*. El valor que debe
darsele depende del problema y no dan méas informacién al respecto.

Los restantes coeficientes, que se recogen en la tabla 8.1, tienen valor
constante [66, pg. 29].

Tabla &8.1: Coeficientes constantes. Modelo k& — .

Cp Cle Coe Ok O¢
0.09 1.44 1.92 1.0 1.3

Por otra parte, segtin [54, pg. 138], los valores de oy, y 0. fueron obtenidos
inicialmente por [41] tomando para la constante universal de Von Karman el
valor k = 0.435. Por ello proponen para ambas constantes el valor 1.2, si se
toma para x su valor habitual de 0.41, propuesta que se ha tenido en cuenta
en este trabajo. B

Por ultimo cabe senalar que para el cdlculo iterativo de las variables k y &
se supone conocido el campo de velocidades y calados y que en lo sucesivo,
al referirse a 14, k y &, se omiten los simbolos .
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8.3. Las ecuaciones k£ — ¢ en forma conserva-
tiva

Se reproducen a continuacion, con la simplificacién de notacion introdu-
cida, las ecuaciones (8.14)-(8.15)

Ok Ok Ok 9 (v, 0k o (v Ok
EJru@_ervay oz <028x>+8y (U_ta_y>+Ph+PW_€ (8:27)

Oz 0e 05 9 (1,0e\ . D (v 0e 2 e’
o —i—u% —|—va—y— Iz <a€7) + dy < y>+015EPh + Py — C2E?7 (8.28)

que se van a expresar en forma conservativa. Para ello se usa la ecuacién de
continuidad en 2D (3.62).

oh N J(hu) N J(hv)
ot ox Jy

— 0. (8.29)

Multiplicando (8.27) por h y suméndole (8.29) multiplicada por k resulta

O(hk) | (k) | O(hkv)

5 5 5~ St (8.30)

donde se ha agrupado el término fuente de (8.27) bajo el nombre S. Proce-
diendo de igual modo con (8.28) se obtiene
o(h d(h d(h
(he) | Bhew) | Olhew)
ot ox dy

— hS, (8.31)

Las ecuaciones (8.30)-(8.31) forman un sistema de leyes de conservacién
con término fuente, en forma conservativa, que puede escribirse matricial-

mente como 9 OH OH
_’)’ 1 2
ot " or oy

hk hku hkv
’Y:(he)’ Hl:(hsu)’ Hz:(hav)’ (8.33)
(S [ RS
s=(£)-(13) -

Durante el proceso iterativo en que se va a calcular el valor de 1, se supo-
nen fijas las variables hidraulicas h,u y v. Por ello se hace una modificacion
en el término P, del término fuente con el fin de separar la viscosidad de
remolino, que varia en cada iteracion, de las derivadas espaciales de u y v,

=S, (8.32)

siendo
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que permanecen constantes durante todo el proceso. Para ello se define un

nuevo coeficiente
ou 2 ov\ 2 ou  Ov\?
2 (%> +2 (a—y> + (8_y + @) ] : (8.35)

Ph = VtPhs- (836)

Teniendo en cuenta ahora la relacién (8.12), el término fuente desarrollado
queda

Phs:

de modo que

. 0 123 ok 0 123 ok

Sl =h |:8[L’ (O'k a,’ﬂ) + ay (O’k ay) + VtPhs + Pk‘V 5:| ) (837)
B 0 (v Oe 0 (v Oe g2

SQ - [% (Z%) + a_y <a_€0_y) + Clec,u,kphs + PsV - C2€E:| . (838)

8.4. Las ecuaciones ¢ — r en forma conserva-
tiva

Tanto la energia cinética turbulenta como su disipacién por unidad de
tiempo son magnitudes no negativas. Si las ecuaciones (8.27)-(8.28) se dis-
cretizan directamente puede ocurrir que al principio del proceso, o en un
momento dado del mismo, k£ o € tomen un valor menor que cero, lo cual
podria producir problemas numéricos, aparte de representar un valor no fisi-
co para estas variables. Una manera de evitar estos problemas es realizar el
cambio de variable propuesto por [28]

k= ¢, (8.39)
e=r" (8.40)

Se efectia este cambio en (8.27) y se repiten las operaciones realizadas en
8.3. Primero se deriva la variable ¢? en el miembro de la izquierda y operando

se obtiene 3 3 3
q q q '

de donde 5 5 5 g
q q q 1

“4 k] = _ 42

ot "or Ty T 2 (842)

Si se multiplica (8.42) por h y se le suma (8.29) multiplicada por ¢, resulta

d(hq) N J(hqu) N d(hqu)  hSi
ot ox dy  2q°

(8.43)
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Procediendo de igual modo con (8.28) se llega a

d(hr) N d(hru) N d(hrv)  hSy
ot Ox oy 2’

(8.44)

n (8.43) y (8.44), S y S, tienen el mismo valor que en 8.3 y, teniendo en
cuenta (8.35), el sistema de ecuaciones mantiene la forma (8.32)

8’)’ 8H1 8H2
E+ ox + dy

([ g _( hqu [ hqu
7_(hr)’ Hl_(hru)’ H2_(hrv)’ (8.45)

y las componentes del término fuente son

:S’

pero ahora

_h [0 (u 0¢* 0 (v, 0¢®
1=, {% (a%) "oy (ak oy ) + Vit P =) (8:40)
h [0 (v or? d (v Or rt
- | = 2= — ’p P, — 4
SQ o [ax (O’E 83:) + ay ( ay) + C1eCuq L'hs + Loy — Coe qg ) (8 7)

analogas a las anteriores (8.37)-(8.38), sustituyendo k y € por ¢* y r* y mul-
tiplicando las componentes del término fuente por 2—1q y %, respectivamente.

8.5. Discretizacion

Las ecuaciones k — £ en forma conservativa se discretizan con el mismo
método utilizado con las de aguas someras en el capitulo 4.4. La ecuacion
matricial (8.32) puede expresarse, utilizando el operador V, como

oy

o +V H=S, (8.48)
siendo

H = (Hy{,Hy). (8.49)

Integrando (8.48) en cada celda C; y aplicando el teorema de la divergen-
cia al segundo sumando, resulta

// dA+/ H - Fdl = //CVSdA. (8.50)

A continuacién se analizan los distintos términos de (8.50).



8.5. DISCRETIZACION 129

8.5.1. Derivada temporal

La derivada temporal se discretiza mediante el método de Euler hacia
adelante "
n JR—

o g
At

ot

Ciatn

con lo que el primer sumando de la ecuacién (8.50) se convierte en

/ / g 7@ Yi —Yiga (8.52)

Tanto 47 y 4% como /At son constantes en el volumen finito, por lo que
salen de la integral, resultando

n+1

7 =
Z—zA,‘ .
At ’ (8.53)

8.5.2. Término de flujo

En el segundo sumando de (8.50) la integral de linea se descompone en
un sumatorio de integrales a lo largo de cada una de las aristas I';;, 7 € K,

/'H-ﬁdl / H -7 dl. (8.54)
I

Cada arista del contorno I';; de la celda se representa por el vector normal

JEK;

;= |l = ;i@ 8)", (8.55)
por lo que el flujo de H a través de una arista de longitud unidad sera
Z, = (GH, + fH,). (8.56)

El flujo se descentra upwind, como en 4.4.3.

&, (v; 77]""1']') = ’ 5 — -5 |QV(UQ’nij)’ ('Yj i), (8.57)

donde v y 7} representan los valores del vector de variables en los puntos
Iy Jy Q, esla matriz jacobiana del flujo

Az, _ _dHy  =dH, _
Q= dy ~ " dy 5 dy

~(u 0 (v 0\ &u—l—ﬁv 0
o(30)03(3 )= (7 05 e
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ay 5 son valores geométricos fijos y v y v dependen de la hidraulica, que es
fija durante el proceso k — €. Para simplificar la notacién, se denota por A al
producto escalar del vector velocidad por el unitario 7

A= du+ [ (8.59)

El valor A representa entonces la componente del vector velocidad perpendi-
cular a la arista. Sera positivo si el fluido sale de la celda, negativo si entra y
nulo si el vector velocidad es paralelo a la arista. Con este cambio de notacion,
las matrices Q, y |Q|, quedan

Q = (3 3) (8.60)

a, = (B8 (5.61)

La matriz |Q],, que depende exclusivamente de las componentes de la velo-
cidad y de (a, ), se evalia -como en (4.24)- en el estado intermedio

_U+ty

U
@ 2

(8.62)

Se observa que, al ser Q,, diagonal, coincide con su matriz diagonal de auto-
valores y no es preciso utilizar la descomposicién (4.23).
El segundo término de (8.50) se discretiza como en (4.34)

> [ Heda=3 nlen, (5.63)
jer; T jeK;
siendo ¢ el flujo unitario discreto

1Z%]

. (@Hy + BHy)! + (aH; + fHy)] 1 0 om
vij = 5 L — 2 |Q’uUQ (’Yj —77)- (8.64)

Se ha planteado el descentrado del flujo de esta manera para actuar en
consonancia con el método seguido en 4.4.3 y porque de este modo resulta
mas sencilla la modificacién del sumando de descentrado, que se analiza en
9.1.2. No obstante, es interesante observar lo siguiente.

Se esta calculando el flujo de H a través de la arista situada entre [ y J, a
partir de los valores del flujo en los nodos I y J. En las expresiones del flujo
aparecen tanto las variables turbulentas k y € como las hidraulicas h, vy wv.
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Si se da a estas ultimas, tanto al calcular el flujo en I como en J, su valor
en el estado intermedio Ug

(hu)i + (hu);

~ (h); + (hv);

resulta, prescindiendo del indice temporal para las variables turbulentas,

N = hk@u+Bu)g | (hk)iro
Z,; = (aH; + fHy); = { he(au + BU)Q }Z B { (he)idg } . (8:67)
N ~ | hk@u+pBv)e | [ (hk);Ao
Z,; = (aH; + fHy); = { he(@u +BU)Q }j = { (hg)j)\Q }, (8.68)
de donde
_ L[ (hk)idg + (hk)jAg | 1 (hk); — (hk);
bui; =5 { (he)irg + (he)iAg } 3 1l { (he), — (he); } - (8:69)
Ahora, si
)\Q >0 = |>\Q| = )\Q, (870)
entonces
_ [ (hk)irg | _
¢, = { (he)ido } =@, (8.71)
mientras que si
)\Q <0= |)\Q’ = —)\Q, (872)
entonces
_J (hk)jAg | _
¢m‘j - { (hg)])\Q } - ¢1/j' (873)
En el caso de que
AN =0=¢,,=0. (8.74)

Este resultado permite una interpretacion muy grafica del descentrado
upwind que se esta describiendo. Si el fluido entra en la celda, el valor de
las variables (hk,he) en la arista es el valor en el nodo J del que viene la
corriente. Si el fluido sale resulta el valor en el nodo I de la propia celda.
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8.5.3. Término fuente

Se procede ahora a discretizar el término fuente de (8.50). Previamente,
de modo andlogo a lo hecho en el apartado anterior, se define el estado
intermedio 7yg para las variables turbulentas como el promedio de sus valores
en los puntos I y J

n ki A+ hGE]

=L JJ 8.75
@ hi+h; (8.75)
hiel + hje’
0=—FT"-7"" 8.76
Vi + V[
Vi = — 5 4. (8.77)

Teniendo en cuenta la diversidad de sumandos que componen S, se proce-
de a descomponerlo en dos partes Sy, y Sg, que se van a integrar y discretizar
por separado

S, = , (8.78)
0 (v 0 0 (v 0
o8 (45 1 (45)
h(VtPhs+PkV_€) }

Sp = 2 8.79
f { h <Clacukphs + PEV - CZ&%) ( )

a) Término S,

Para discretizar la integral de Sy, el calado h se aproxima en C; por su
valor en el nodo I, con lo que puede salir de la integral. Se aplica el teorema
de la divergencia y se descomponen las integrales sobre I'; en una suma de
integrales a lo largo de cada una de las aristas I';;, j € K;. Abreviando la
expresion de Sy por medio del operador V se obtiene

h; / / v-(ﬁw) dA
// SpdA = G 0% =
Ci h; / / v'<—tva) dA
Ci 0-5
Dy

Vi —~
hi | AWk -fdl hi) / o VE-ndl
r. Ok - jek, YT OF
o = v . (8.80)
hi | —Ve-7dl hiy Ve -qjdl
Ty 0-5 F~O-€

JEK; ij
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Para calcular las derivadas parciales de k y ¢ respecto a = e y en las aristas
de las celdas que aparecen en (8.80) se puede proceder de dos maneras, como
en 7.3: a partir de las derivadas direccionales de k y ¢ respecto a la direccién
perpendicular a la arista o bien a partir de los valores promedio de Vk y Ve
en las celdas contiguas.

a.l) A partir de las derivadas direccionales

Los productos escalares de los gradientes de k y € por el vector unitario
7] se convierten en derivadas direccionales

Vi -9 = g—s, (8.81)

Ve - g_;, (8.82)
que se discretizan como en (7.15)-(7.16)

g—ﬁ - % (8.83)

g—; - % (8.84)

siendo 2d;; la longitud de la proyeccién, sobre la direccién 7, del segmento
que une los nodos Iy J. Los valores de v se particularizan en 7.

Entonces, llamando S7;; a la integral discretizada, del término fuente
difusivo por unidad de longitud de arista, correspondiente a I';; y al instante
t,, se concluye

an 2 (% 2dz
g 2 O¢ 2d2]

a.2) A partir de los valores promedio en las celdas

Las derivadas parciales de k£ y ¢ en la arista se obtienen como semisuma
de los valores promedio de esas derivadas parciales en las celdas contiguas
(ver 7.3.2). Estas derivadas parciales promediadas se obtienen a partir de
las expresiones (7.24) y (7.25). Llamando

ok ok
o (ax)z’,tn 7 mj <8I>j,tn ’ (8.86)

ok Ok
kK= — ko= — 8.87
v (ay>z’,tn , W <ay>j,tn 7 ( )
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y haciendo lo mismo para ¢, la integral discretizada del término difusivo por
unidad de longitud de arista, correspondiente a I';;, se escribe ahora como

IRV Y L R S
h.Vtz_FVt](m—; x]a+ y2+ )

yj
i~ 9, g P
Lij = . (8.88)
Vi YU (eni teni | €T ey
hi—55- ( g+

~

b) Término Sg

Se analiza ahora la integral del término Sg, descomponiéndola en un
sumatorio de integrales en las distintas subceldas que forman C;.

Z // h(l/tphs—i-ka—é“)dA
P Tij
/ / SpdA ={ 7 2 . (8.89)
C; Z //T” h (Clac,ukphs + ng - 025?) dA

JEK;
Cada sumando correspondiente a una subcelda T;; consta de tres partes, que
se tratan como sigue:

= La primera contiene el producto de 14 o k por el término Py, cuya
expresion viene dada por (8.35). Los valores de las derivadas parciales
de u y v respecto a x e y son los calculados en 7.3.1. Durante el proceso
k — ¢ el valor de Py, en cada subcelda no varia, por lo que en cada
iteracion se actualizan sélo los valores de v; v k, asignandoles su valor

en g (8.77).

» Los términos Pyy y P.y, dados por (8.18) y (8.19), dependen sélo de
U* y h por lo que se calculan en el estado Ug para cada subcelda y se
mantienen constantes durante todo el proceso k — ¢.

= Para discretizar los términos de destruccion de energia turbulenta, que
se actualizan en cada iteracién, se toman los valores de las variables
n
turbulentas en v¢,.

Como se ha hecho con Sy, se aproxima h en C; por su valor en el nodo I.
Entonces, llamando Sf;; a la integral discretizada del término Sg por unidad
de superficie, correspondiente a la subcelda T;; y al instante t,,, resulta la
expresion siguiente

hi (V?Q(Phs)ij + (PkV)Q - 6?]@)
VNS (8.90)
hi (Cucu%(f’hs)m + (Pev)ug — C2e <?>Q)

Rij
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Por fin, la integral de superficie en C; del término fuente de (8.50) se
aproxima como

// SdA ~ Z (”"71; ’SLU + AZ] RU) ) (891)

JEK;

donde /S\’Llw toma una de las dos expresiones (8.85) o (8.88).

8.5.4. Algoritmo

Asi pues se ha obtenido una discretizacién hacia adelante de la derivada
temporal y otras dos, de los términos flujo y fuente, que se evaltian en el
instante t,,. De esta manera la ecuacion (8.50) discretizada toma la forma

,yn+1 _ ,y
LA+ Y limglety = Y (ImglISy +4iSh,) . (3:92)
JEK; JEK;
de donde
n+l _ _n At
Yi =% + X Z <||”’ij||SL2] + Al] R’L]> Z ||I'7’L]||¢VZ] . (893)
v JEK; JEK;

La expresion anterior proporciona un método iterativo explicito en tiempo
que permite calcular el valor del vector de variables 9 en cada nodo N; y en
cada instante, a partir de los valores de las variables en el instante anterior,
en el mismo nodo N; y en los N;, j € K; que lo circundan.

8.6. Condiciones de contorno

8.6.1. Pared

Antes de describir las distintas condiciones de contorno que se utilizan en
el modelo de turbulencia, se analiza brevemente el comportamiento del flujo
en las proximidades de una pared. Un estudio completo puede verse en [74].

Fluidos reales y capa limite

Si el dominio que contiene a un fluido esta limitado por un contorno sélido,
en las proximidades del mismo la viscosidad juega un papel importante. En
esta zona se produce un fuerte descenso de la velocidad de las particulas,
hasta alcanzar el valor nulo en aquellas que se encuentran en contacto con
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la pared. Prandtl, en 1904, denominé a esta zona capa limite o capa de
friccién. El concepto de capa limite implica que, en un flujo con alto ntimero
de Reynolds, se pueden distinguir dos partes: una exterior, donde el efecto
de la viscosidad es despreciable y una delgada capa, donde la viscosidad
s debe ser tenida en cuenta. El espesor de esta capa, menor cuanto mayor es
Re, no esta claramente definido, pues la velocidad varia de forma continua.
Suele definirse, un tanto arbitrariamente, como espesor § de la capa limite,
la distancia a la que la velocidad alcanza el 99 % del valor en la zona exterior

Ul,_s = 0.99 Upnaa, (8.94)

siendo U el médulo de la velocidad paralela a la pared e y la distancia per-
pendicular a ella.

La capa limite posee caracteristicas distintas en fluidos en régimen lami-
nar y turbulento. Se analiza este segundo caso.

La capa limite turbulenta

Si se observa el movimiento de un fluido en un canal, en la zona proxima
al centro el nimero de Reynolds serd alto (con U = L = 1y v = 1079,
viscosidad cinemdtica del agua, resulta Re = 10°) y el régimen, turbulento.
Esto significa que las fuerzas de inercia son en esa zona muy superiores a las
viscosas. Sin embargo, debido a la viscosidad del fluido y a la rugosidad del
contorno solido, las particulas en contacto directo con éste estaran en reposo,
con lo que el nimero de Reynolds en la pared sera nulo.

Tomando como escala de longitudes la distancia y perpendicular a la
pared, para valores de y muy pequenos el nimero de Reynolds también lo
serd, lo que indica la mayor importancia relativa de las fuerzas viscosas.
Existe una zona pues, proxima a la pared, en la que la velocidad del fluido
depende fundamentalmente de la distancia y a la misma, la densidad p, la
viscosidad p y la friccion en la pared 7,. Al irse alejando de la pared, ésta
sigue ejerciendo un efecto de frenado, pero la viscosidad va tomando un papel
menos importante.

La tension cortante en el fluido va disminuyendo al aumentar la distancia.
Su valor en la pared se conoce como tension de friccion 7,

ou

o=y (8.95)

y=0
Muy cerca de la pared, se pueden considerar como escalas de velocidad y
longitud las magnitudes U* y §, [6]. La primera es la velocidad de friccién y
se define como

U=, [ (8.96)
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La escala de longitudes viscosa 4, es

v

0y = —.
U*

(8.97)
El nimero de Reynolds que resulta de estas magnitudes, U*d, /v, tiene valor
unidad. A partir de U* y 6§, se pueden definir la velocidad y distancia a la
pared adimensionales

U
y _yU”

yT puede considerarse un nimero de Reynolds local. Su valor determinard la
importancia relativa de la viscosidad y la turbulencia.

En la figura 8.1 se representa aproximadamente la relacion tipica entre
las magnitudes adimensionales ¥ y U* en una capa limite turbulenta. Para
valores pequenos de y*, puede considerarse lineal.

400
300
y+

200

100

0 5 10 u+ 15 20 25

Figura 8.1: Relacion entre distancia y velocidad adimensionales.

En la capa limite se distinguen dos regiones [86, pg. 59]:
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1. Regién interior

Su espesor esta entre 0.10 — 0.20 y en ella la velocidad crece hasta
un valor de aproximadamente 0.8 U., mientras que la tension cortante se
mantiene casi constante. En esta regién pueden considerarse tres subcapas:

1.1 Subcapa laminar o lineal. Es muy delgada (y™ < 5) y dominada to-
talmente por las tensiones viscosas, por lo que la tension se considera
constante e igual a la friccién en la pared 7,,. A partir de esta igualdad
se obtiene una relacién lineal entre la velocidad y la distancia adimen-
sionales

Ut =y (8.100)

1.2 Subcapa intermedia (5 < y* < 30). En ella las tensiones viscosas y las
turbulentas son de similar magnitud.

1.3 Subcapa logaritmica (y™ > 30). Predominan las tensiones turbulentas
sobre las viscosas. La tensién cortante disminuye lentamente al aumen-
tar la distancia. A partir de consideraciones dimensionales y medidas
experimentales se obtiene un perfil de velocidades logaritmico, valido
para cualquier flujo [89, pg. 15],

1
Ut = Eln(yﬂ + B, (8.101)

o bien, introduciendo la constante en el logaritmo,

1
Ut = Eln(Eer), (8.102)

siendo la constante de Von Karman x = 0.41. B varia entre 5.0 y 5.5
segun los autores [54, 86].

Tanto la expresion (8.100) como las (8.101) o (8.102) se conocen como
ley de la pared.

2. Region exterior

Esta regién esta libre de esfuerzos viscosos y dominada por las fuerzas de
inercia. La escala de longitudes adecuada en ella es § y el perfil de velocidades
se aleja ligeramente de la ley logaritmica, particularmente en presencia de
gradientes de presién [6].

La diferencia entre la velocidad adimensional en esta zona y la que se
obtendria de la ley logaritmica se puede expresar por medio de una funcién
f, que depende de y/9,

Ut -t = f (%) . (8.103)
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Una de las formas més conocidas para f es la debida a Coles [89, pg. 18]

/(8) - B (32) 0

en la que II es el pardmetro de estela de Coles. En el caso de flujo en canales,
con un gradiente de presién nulo, I = 0, por lo que U = U," ; teniendo en

log?
cuenta (8.99)
L your

=2 8.105
y 5 v ) ( )

resulta U U )

maxr y

— = ——InZ+ A 8.106

siendo A una constante, que se anula si se admite que para y = § se alcanza
la maxima velocidad. La expresion (8.106) se conoce como ley de defecto de
velocidad.

La ley logaritmica (8.101) permite conectar las leyes lineal (8.100) y de
defecto de velocidad (8.106) y de hecho es vélida hasta una distancia de la
pared de y = 0.3, més alld del final de la regién interior [6].

60 1 leHlT] LI ITHHI LI lllllll 1 | BRARAAR
rC Viscous ] Log Defect .

ut F Sublayer Layer Layer 4
40 -

20 +
| ut =gt . -
ut = —tnyt +C

p -

=]

0 T g pov vl ool BRIt

1 10 102 108yt 104

Figura 8.2: Velocidad en la capa limite. Ley de la pared (de Wilcox [89]).

En la figura 8.2, reproducida de [89, pg. 15], se representa un perfil tipico
de velocidad en una capa limite turbulenta, con las abscisas en escala lo-
garitmica. Se aprecian las regiones en que se divide la capa limite, con las
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leyes que gobiernan el flujo en cada una. Puede observarse que las velocidades
corresponden muy exactamente con la ley de la pared hasta y™ = 5 y desde
y+ = 30 hasta y™ = 500.

Existe, por otra parte, una férmula unica para toda la regién interior,
debida a Spalding [88, pg. 415], que se ajusta muy bien a las expresiones
(8.100) y (8.101) en sus respectivos intervalos de validez. Su expresién es

(sU")"  (sU")"
2 6

yt=UT+e "B eV —1— kU — (8.107)

En los cédlculos realizados con el modelo de turbulencia que se muestran en
el capitulo 9 se ha utilizado esta ley.

Planteamiento de las condiciones de contorno en paredes

Las condiciones de contorno que se van a adoptar son bastante comunes
en la literatura [8, 21, 54, 66, 86.

Como se acaba de ver, la presencia de una frontera sélida produce una
condicién de contorno de no deslizamiento, es decir, la velocidad del fluido
se anula en los puntos de la pared. Inmediatamente a continuacién de ella
existe una zona en el flujo denominada subcapa laminar. Si las condiciones de
contorno se especifican en la misma pared debe realizarse la integracion de las
ecuaciones k — ¢ en dicha subcapa, lo cual ofrece dificultades: por una parte,
debido a los fuertes gradientes de velocidad existentes en esa zona, deberian
situarse en ella un nimero considerable de nodos, con el correspondiente
coste de calculo; por otro lado, el modelo k — € es un modelo de turbulencia
para nimeros de Reynolds altos, inadecuado para una zona dominada por
esfuerzos viscosos. Por ello suele recurrirse a situar los nodos frontera fuera
de la subcapa laminar, imponiendo una condiciéon de contorno tipo Dirichlet
para k y €.

En la regién interior las tensiones de Reynolds son casi constantes; en
esta zona la produccion y disipacion de turbulencia estan practicamente en
equilibrio. Lo anterior, unido a que la tension cortante es practicamente igual
a la friccién en la pared y a las relaciones (8.18) y (8.19), conduce a [66, pg.
45]

U*2

b=, (8.108)
Veu
U*S

Puede verse una deduccién de las anteriores expresiones en [16].
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Los nodos frontera en los que se aplican estos valores de k y ¢ deben
encontrarse a una distancia de la pared tal que las hipotesis realizadas sean
correctas. El rango admitido varfa notablemente segin los autores [40, 46, 54].
Se ha optado por utilizar los valores propuestos en [86, pg. 73], que parecen
estar mas de acuerdo con la figura 8.2. Asi pues, se toma

30 < y* < 500. (8.110)

Calculo de la velocidad de friccién

Se describe a continuacion el modo con el que se ha estimado el valor de
U* en cada punto de la frontera.

Usando para y™ y U™ las expresiones (8.98) y (8.99), la ley logaritmica
(8.102) se escribe como

U 1 EyU*

— =1 A11

U =k n( v ) (8.111)
0, lo que es lo mismo,

L (8.112)

hl
14

La ecuacién (8.112) proporciona un modo de obtener U* iterativamente, una
vez fijados la distancia y y la velocidad U del fluido a esa distancia. Estos
valores de y y U deben elegirse adecuadamente para que la y* resultante a
partir de U* esté comprendida en el intervalo de validez de la ley logaritmica,
lo cual influye en la calidad de los resultados, de lo que puede verse un ejemplo
en [21].

En los casos que se exponen en 9.2 se ha tomado para U el valor del
modulo de la velocidad en el contorno y estimado en cada caso el valor de
y, obteniendo valores entre 0.45 A y 0.7 A, siendo A el tamano medio de la
malla en la frontera. A titulo de ejemplo, Falconer [26] utiliza 0.5 A.

En el caso de utilizar la férmula de Spalding (8.107) para la ley de la
pared, se sigue el mismo procedimiento.

Calculada la U*, pueden obtenerse los valores de k y ¢ en la pared (8.108)
y (8.109). También puede utilizarse para el calculo del rozamiento en los
nodos frontera debido al efecto de la pared, segin la expresion de [21]

T =—pU*t, (8.113)

siendo T la tensién en la pared y t el vector unitario tangente al contorno. Esta
condicién de contorno se utiliza en 9.3.3 comparandola con las empleadas
en 5.3.1.
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8.6.2. Entrada de flujo

La cantidad de turbulencia del flujo que entra en el dominio dependera de
los procesos a que haya estado sometido el fluido antes de entrar: canal recto
o sinuoso, estrechamientos o ensanchamientos bruscos, etc. La condicion de
contorno més adecuada para una entrada es de tipo Dirichlet, es decir valores
de k y € en el contorno.

Debido a la fuerte dependencia que estos valores tienen del tipo de entrada
lo mas adecuado seria la obtencién experimental de los de £k y la estimacion
de los de € a partir de las medidas de otras cantidades turbulentas. Esto
no siempre es posible, aunque afortunadamente la influencia de estos valores
en los resultados es pequena [42], particularmente en canales sinuosos en los
que se genera gran cantidad de turbulencia en el interior del dominio. En
canales rectos, donde la turbulencia procede inicamente de la friccion con el
contorno, los valores que se prescriban pueden tener mayor influencia.

Nezu y Nakagawa [54, pg. 54 y 77] proponen unas expresiones para la
distribucién vertical de k£ y € en puntos de un canal suficientemente lejos de
las paredes

_2z
k(z) =4.78U*%e I, (8.114)
U*3 h _372

donde E; toma un valor de 9.8, para Re comprendido entre 10* — 10°. Pro-
mediando en la vertical la primera de las expresiones se llega a
1 e —1

h
k= —/ k(z)dz = 4.78 U™ ——— = 2.06655 U**. (8.116)
h Jo 2e

La integral de e, que no tiene primitiva y debe obtenerse numéricamente, da
como resultado

1 h E U*3 h e—3z/h E U*3
€= —/ e(2)dz = — / dz = 1.008687 1h . (8.117)
0 0

h hJo ha/z/h

Estas expresiones pueden usarse también para calcular el valor de las varia-
bles turbulentas al inicio del proceso, a menos que se disponga de otros mas
adecuados, o de resultados de un calculo anterior.

8.6.3. Salida de flujo

En las partes del contorno en que se produce la salida del flujo, siem-
pre que no exista una gran generaciéon de turbulencia en una zona cercana,
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se considera que predomina el transporte por conveccion, por lo que puede
aplicarse una condicién de contorno tipo Neumann, es decir

ok
X k=0 (8.118)
Oe
a—n —V5~n—0, (8119)

siendo n la direccién normal exterior a la frontera y n su vector unitario.

8.6.4. Resumen

Como recapitulacion de lo anterior, en el calculo de la viscosidad de re-
molino con el modelo de turbulencia se aplican las siguientes condiciones de
contorno:

s Pared sélida: Condiciéon de contorno tipo Dirichlet

*2 *3
= (8.120)
Veu kY
= Entrada de flujo: Condicién de contorno tipo Dirichlet
E U*S
k = 2.06655 U*2, & =1.008687 1h . (8.121)
» Salida de flujo: Condiciéon de contorno tipo Neumann
Ok  Oe
—=—=0. 8.122
on  On ( )

8.7. Calculo del paso temporal

En el proceso hidraulico el At se calcula en cada paso, pues la condicién
para obtenerlo depende de los valores de v y v que varian en cada iteracién.
En el proceso k — ¢ la hidraulica es fija, por lo que se calcula una sola vez.

Para la estimacién del paso temporal se utiliza la misma expresion que
en el proceso hidraulico (4.46), multiplicada por un coeficiente «

At < i D (8.123)
« - min , .
- 2(Vu? +v% + ¢5)
siendo D;; las distancias entre el nodo I y sus vecinos N; j € K;. El valor de
« varia segun los casos. Por ejemplo, en el cédlculo de la escala de peces, que
se analiza en 9.2, su valor ha sido de 0.8.






Capitulo 9

Validacion de ambos modelos

El presente capitulo tiene tres partes. La primera se dedica fundamental-
mente al analisis de la introduccién del término turbulento en las ecuaciones.
A continuacion se comparan los resultados del modelo de turbulencia con me-
didas experimentales. Por tltimo se muestra el funcionamiento del modelo
completo, con sus modulos hidrodinamico y de turbulencia.

9.1. El modelo hidrodinamico

Como se indica en 3.6, al utilizar las ecuaciones de aguas someras para
predecir un flujo es frecuente prescindir del sumando turbulento. Se admite en
este caso que las pérdidas de energia por turbulencia quedan suficientemente
cuantificadas gracias al efecto de la pendiente de friccién Sy, evaluada de
modo habitual por la férmula de Manning.

El primero de los objetivos del capitulo se centra en el modelo hidro-
dindmico con término turbulento. El modelo simplificado, sin término tur-
bulento, se ha validado en el capitulo 5, por lo que ahora se comprueba la
utilidad de incorporar este término a las ecuaciones, siempre y cuando se
reduzca la viscosidad numérica introducida por el descentrado. Se comparan
luego dos expresiones para dicho término y dos discretizaciones del mismo.
Para terminar se realiza un estudio de los tiempos de célculo resultantes del
empleo de distintas discretizaciones de la derivada temporal.

9.1.1. Flujo en una cavidad. Primeros resultados

Se utiliza el problema conocido como flujo en una cavidad (cavity flow).
El cavity flow es banco habitual de pruebas de las ecuaciones de Navier
Stokes con nimero de Reynolds no superior a 10000, valor por encima del

145
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cual la solucién estacionaria deja de ser estable [85]. No se han encontrado en
la bibliografia resultados experimentales pero existen abundantes resultados
numéricos y numerosas comparaciones entre ellos. Se toman como referencia
los trabajos de Donnea y Huerta (2003) [23] y Sahin y Owens (2003) [72].

Las ecuaciones de aguas someras proceden de las de Navier Stokes, pero
tienen diferencias respecto a ellas: la integracion en la vertical, la ausencia de
la variable presion, sustituida por el calado h, y las hipdtesis simplificativas
enumeradas en 3.5.1. Pese a ello -como se veré- el andlisis de los resultados
de este test va a ser de utilidad para conseguir el objetivo propuesto.

El problema consiste en determinar el campo de velocidades en un recinto
cuadrado de dimensiones 1 x 1 m?. Se emplea una malla de célculo de 81 x
81 nodos. Los elementos son tridngulos rectdangulos isosceles, cuyos catetos
miden 1.25 ¢m. La parte central de la malla se representa en la figura 9.1.

0.7

0.6

0.5

0.4

0'%.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Figura 9.1: Flujo en una cavidad. Malla utilizada.

Las condiciones de contorno, de tipo Dirichlet, son: velocidad en el lado
superior (incluidos los extremos) tangente al contorno y de valor unidad,;
velocidad nula en los otros tres lados (condicién de no-deslizamiento). Suelen
representarse los valores de la componente de la velocidad segtn el eje =z,
por la seccion x = 0.5 m. Las variables conservativas que se utilizan en
este modelo son el calado h y los productos hu y hv. Por ello, para poder
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imponer una condicién de contorno u = 1 m/s, se fijan, en el lado superior
del cuadrado, la variable hu =1 m?/s y el calado h = 1 m.

Los resultados dependeran del nimero de Reynolds Re utilizado. Toman-
do para las escalas de velocidad y longitud los valores V =1y L =1, resulta

para Re el valor
VL 1
Re = — = —| (9.1)

v v
lo que va a permitir, variando el valor de la viscosidad impuesta, simular los
diferentes niimeros de Reynolds para los que se desea probar el modelo.

Se resuelve en primer lugar un ejemplo sin viscosidad y otros dos con
valores de v de 0.0025 y 0.01 m?/s, que corresponderfan a nimeros de Rey-
nolds de 400 y 100 respectivamente. En las figuras 9.2 a 9.4 pueden verse la
representacion de las lineas de corriente y en la 9.5 la comparacién de las
componentes u de la velocidad en z = 0.5.

Se observa que la diferencia entre los tres casos es muy inferior a la espe-
rada. La causa de este resultado se encuentra sin duda en la elevada difusion
numérica inherente a los métodos de primer orden, que hace poco relevante
la imposicién de una viscosidad de 0.01.

9.1.2. Reduccion de la viscosidad numeérica

Para el céalculo en 4.4.3 de los valores del flujo discreto en el contorno de
cada celda, se ha recurrido a los @-esquemas de Van Leer. Como es sabido
y se analiza en 2.5, el descentrado upwind estabiliza el esquema a costa de
introducir una cierta cantidad de difusiéon numérica.

Una manera [12] de hacer menos difusivo el esquema es reducir todo lo
posible el término de descentrado, siempre que se mantenga la estabilidad.
Esto puede hacerse por medio de un coeficiente de descentrado ¢4, de modo
que la expresién (4.21) se convierte en

. LU} m,;) + Z(U7, 75) 1 0t
bi; = 9 _Cd§|Q|U5 (U7 —U7), 0<ca<1l (9.2
Sicg = 0 se trata de un esquema centrado. Si ¢g = 1 la reduccién del

descentrado es nula.

Lin et al. [47] (citados por [12]) han utilizado con éxito valores de ¢4 = 0.1
en célculos acisticos. En el modelo LES descrito en [12], se han necesitado
valores menores (0.03-0.05), para obtener buenos resultados. Esto tiene un
coste computacional pues, como afirma este autor y se comprueba al final de
este apartado, el minimo valor de ¢,y necesario para la estabilidad disminuye
con el tamano de malla.
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Figura 9.3: Lineas de corriente con v = 0.0025.
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Figura 9.5: Seccion central para distintas viscosidades.
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Obtencion del valor 6ptimo de ¢,.

Para hallarlo se prueban tres valores distintos del coeficiente (0.01, 0.03,
0.05) en el calculo del campo de velocidades, para unos valores de la visco-
sidad de 0.01, 0.0025 y 0.001, correspondientes a unos niimeros de Reynolds
de 100, 400 y 1000 respectivamente.

Para cada valor de la viscosidad, se obtienen unas lineas de corriente
muy similares para los tres valores c;, pero completamente distintas de las
representadas en las figuras 9.3 y 9.4. En las figuras 9.6-9.8 se representan
las secciones centrales, para cada valor de la viscosidad y cuatro valores de
cq: 0.01, 0.03, 0.05 y 1. En el caso de v = 0.001 no se representa el menor
de los valores del coeficiente pues se producen inestabilidades que obligan a
detener el proceso.

Para apreciar mejor las inestabilidades que -sin impedir alcanzar régimen
permanente- aparecen con el valor ¢; = 0.01, se amplia una zona de la seccién:
figuras 9.9 y 9.10.

De las comparaciones anteriores se concluye que el valor méas adecuado
de ¢4, con la malla de 81 x 81 nodos, es 0.03. Para este valor se muestran las
velocidades en la seccién central, con los tres valores de v (figura 9.11) y las
lineas de corriente en cada caso (figuras 9.12-9.14).

Comparacién de las posiciones de los centros.

Las tablas que vienen a continuacién se han obtenido de [23] y [72]. En la
primera de ellas (9.1) se comparan las coordenadas del centro del remolino
principal con las obtenidas por distintos autores.

s Para Re = 100 los resultados del presente modelo quedan en posicion
intermedia entre los demaés.

» Para Re = 400 el centro del remolino se desplaza ligeramente hacia arri-
ba y a la derecha, en comparacion con la mayor parte de los resultados
de referencia.

= Para Re = 1000 el centro del remolino se encuentra encima y a la
derecha de los demas resultados, aunque muy ligeramente.

Por otro lado, observando las figuras 9.12-9.14 se ve que al aumentar la
viscosidad el centro del remolino se desplaza hacia arriba y hacia la derecha.
Esto ayuda a interpretar el hecho mencionado de que el centro del remolino se
desplace hacia arriba y a la derecha con respecto a los valores de comparacién
al disminuir v: la viscosidad numérica introducida por el descentrado (aunque
muy reducida por el uso de ¢;) es fija, por lo que su importancia relativa va
aumentando al disminuir la v impuesta; es decir, el comportamiento va siendo
mas difusivo.
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En la tabla 9.2 figuran las coordenadas de los centros de los remolinos
secundarios, que se comparan con los resultados de [72], obtenidos con una
malla de 257 x 257 nodos, progresivamente mas fina al acercarse a los bordes.
Teniendo en cuenta que la malla que se estd utilizando es regular y mas
gruesa, la aproximacién se considera muy satisfactoria.

Se ha realizado el calculo también para el valor v = 0.0001, correspon-
diente a Re = 10000. El centro del remolino principal se encuentra aceptable-
mente préximo al valor de referencia (tabla 9.3) pero las lineas de corriente y
la ubicacion de los centros de los remolinos secundarios estdn méas proximos
a los valores obtenidos por [72] para Re = 5000 por el motivo ya expues-
to de la viscosidad numérica remanente. En la representacion de las lineas
de corriente (figura 9.15) se aprecia que comienza a formarse, sin llegar a
hacerlo del todo, el remolino superior izquierdo propio de estos nimeros de
Reynolds. En la siguiente figura (9.16) pueden verse los valores de u en la
seccién central para valores de v = 0.01,0.001 y 0.0001.

Por 1ltimo, se comprueba en un caso practico la afirmacién hecha al
principio de este apartado: el minimo valor de ¢4 necesario para la estabilidad
disminuye con el tamano de malla. En la figura 9.17 se representan las lineas
de corriente obtenidas en una malla de 41 x 41 nodos con un ¢4 = 0.015 y
una v = 0.025. En la siguiente (figura 9.18) la malla utilizada ha sido de
81 x 81 nodos con un ¢4 = 0.01 y la misma viscosidad. Se aprecia a simple
vista que en el segundo caso los tres remolinos se forman mejor y las lineas
de corriente practicamente no sufren las inestabilidades del primero, a pesar
de haber sido calculadas con un valor menor del coeficiente.
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Figura 9.6: v = 0.01. Seccién central para distintos cg.
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Tabla 9.1: Coordenadas del centro del remolino principal.

N° Reynolds | Referencia Te Ye
Burggraff (1966) 0.62 0.74
Re =100 | Tuann & Olson (1978) 0.61 0.722
(v =0.01) | Donnea & Huerta (2002) 0.62 0.74
Sahin & Owens (2003) 0.6189 0.7400
Actual 0.615  0.737
Burggraff (1966) 0.560  0.620
Ozawa (1975) 0.559  0.614
Re =400 | Tuann & Olson (1978) 0.506  0.583
(v = 0.0025) | Donnea & Huerta (2002) 0.568  0.606
Sahin & Owens (2003) 0.5536 0.6075
Actual 0.569  0.615
Ozawa (1975) 0533 0.569
Re = 1000 | Goda (1979) 0.538  0.575
(v =0.001) | Donnea & Huerta (2002) 0.540  0.573
Sahin & Owens (2003) 0.5335 0.5639
Actual 0.541  0.577

Tabla 9.2: Coordenadas del centro de los remolinos secundarios.

Izquierdo Derecho
N°¢ Reynolds | Referencia Te Ye Te Ye
Re =100 | Sahin & Owens (2003) | 0.0332 0.0352 | 0.9424 0.0610
(v =0.01) | Actual 0.032  0.037 | 0.948 0.057
Re =400 | Sahin & Owens (2003) | 0.0508 0.0461 | 0.8835 0.1203
(v = 0.0025) | Actual 0.045 0.042 | 0.892 0.122
Re = 1000 | Sahin & Owens (2003) | 0.0826 0.0776 | 0.8658 0.1119
(v =0.001) | Actual 0.075 0.064 | 0.868 0.118

Tabla 9.3: Coordenadas de centros para Re = 5000 — 10000.

N° Reynolds

Referencia

Central

Izquierdo

Derecho

Le Ye

Le Ye

Le Ye

Re = 5000

Sahin & O.

0.5134 0.5376

0.0720 0.1382

0.8081 0.0741

Re = 10000
(v = 0.0001)

Sahin & O.
Actual

0.5134 0.5289
0.523  0.5325

0.0598 0.1624
0.082  0.132

0.7796 0.0610
0.809  0.080
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9.1.3. Comparacion de formulaciones y discretizacio-
nes del término turbulento

En el punto anterior se ha demostrado que la incorporacién del término
turbulento a las ecuaciones de aguas someras permite obtener campos de
velocidades muy similares a los que producen las ecuaciones de Navier Sto-
kes para distribuciones uniformes de la viscosidad. Haciendo uso de ello se
comparan a continuacion dos formulaciones del término turbulento y dos
discretizaciones de cada una de ellas.

La primera de las formulaciones consideradas es la mas completa, en el
sentido de que para su obtencién se emplean menos hipétesis simplificativas.
Se ha deducido en 3.5.3 y viene dada por

0 ou 0 ov  Ou
= — | 2v;h— — — + — )
Somgp () oy (|3 v gy)) 09
0 v  Ou 0 ov
% = o (Vth Ll”c " 8yD "oy ( Vthﬁy) 84)
La segunda formulacion, presentada en 3.6, toma la forma
0 ou 0 ou
Sﬂ = % (Vth%) + a_y (Vtha_y> s (95)
0 ov 0 ov
Stg = % (V,JL@) + a—y (Vtha_y) . (96)

De las dos discretizaciones, la primera -obtenida por medio de las deri-
vadas direccionales- se describe en 7.3.1 y la segunda -utilizando los valores
promedio en cada celda- en 7.3.2.

Asi pues, combinando estas opciones, se han probado 4 casos:

a) LCI1: Expresion mas completa del término turbulento, discretizada uti-
lizando los valores promedio en cada celda. Con esta combinacion se
han obtenido los resultados que se muestran en las figuras (9.2) a (9.18).

b) LC2: La expresién anterior, discretizada por medio de las derivadas
direccionales.

c) LA1: Expresién simplificada del término turbulento, discretizada utili-
zando los valores promedio en cada celda.

d) LA2: La expresion anterior, discretizada por medio de las derivadas
direccionales.



160 CAPITULO 9. VALIDACION DE AMBOS MODELOS

Para la comparacién se utilizan los valores de viscosidad v = 0.001 y
coeficiente de descentrado ¢; = 0.03. El caso LC1 ha sido calculado ya y
se representa en la figura 9.14. Las lineas de corriente en el caso LA1 no se
representan pues las ligeras diferencias numéricas con el caso LC1 existentes
no se aprecian a simple vista. Los casos LA2 y LC2 pueden verse en las
figuras 9.19 y 9.20. Se representan también (figura 9.21) los valores de la
componente u de la velocidad en la seccion central del dominio.

Analizando estas figuras se observa lo siguiente:

s LCI-LAT1: Si se discretiza utilizando los valores promedio apenas hay
diferencia entre los resultados de las dos formulaciones del término
turbulento.

s LC2-LA2: Si la discretizacién se realiza por medio de las derivadas
direccionales existen diferencias apreciables a simple vista. En el caso
LC2 el centro del remolino principal se encuentra ligeramente encima
y a la derecha del de LA2.

» LA1-LA2: Para la formulacién simplificada las diferencias entre las dos
discretizaciones son pequenas.

s LC1-LC2: Para la expresiéon mas completa las diferencias entre las dos
discretizaciones son bastante mas apreciables. El centro del remolino
principal en el caso LC2 se encuentra encima y a la derecha de la
posicién en el caso LCI.

s Perfil de velocidades: se deduce de la figura 9.21 que el mas correcto
se da en los casos LC1-LA1 y con LA2 se obtiene la velocidad maxima
negativa. LC2 presenta el perfil de peor calidad.

Con el fin de cuantificar las pequenas diferencias observadas y utilizar
también los remolinos secundarios para la comparacion, se representan gra-
ficamente los valores obtenidos por [72] de las posiciones de los centros de
los remolinos, para distintos valores del nimero de Reynolds Re. Han sido
obtenidos, como ya se ha indicado, con una malla de 257 x 257 nodos, mas
fina cerca de los bordes. En la tabla 9.4 se encuentran las coordenadas de
los tres remolinos para siete valores de Re. En las figuras 9.22-9.24 se apre-
cia graficamente la evolucién de las coordenadas = e y de los centros con el
nimero de Reynolds en escala logaritmica.

En la figura 9.22 se observa que al crecer Re disminuyen tanto x como
y; es decir, con menos viscosidad el centro del remolino principal se desplaza
hacia abajo y a la izquierda.
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En la siguiente figura (9.23) se aprecia que la coordenada y crece con Re,
mientras que x no sigue una tendencia clara: posee un méaximo aproxima-
damente en Re = 1000. Puede afirmarse que, con valores crecientes de Re,
el centro del remolino izquierdo sube o que un aumento de la coordenada y
manifiesta un comportamiento menos difusivo.

En la figura 9.24 se observa que la z sigue una tendencia decreciente,
mientras que la y muestra una tendencia decreciente a partir de Re = 400.
Se puede afirmar que, con valores crecientes de Re, el centro del remolino
derecho se aleja de ese borde y que, a partir de Re = 400, desciende.

En la tabla 9.5 se representan las coordenadas de los centros de los re-
molinos en los 4 casos que se estan comparando, todos ellos para Re = 1000,
junto con el valor de referencia [72]. El estudio de los centros de los tres
remolinos muestra que

1. Los mejores resultados se obtienen en los casos LC1 y LA1 pues, en
estos casos

a) Las dos coordenadas del remolino principal alcanzan el valor me-
nor y mas cercano al valor de referencia

b) En el remolino izquierdo la coordenada y es mayor y ambas coor-
denadas se aproximan maés al valor de referencia.

¢) En el remolino derecho la coordenada y es menor y ambas coor-
denadas estan mas cerca del valor de referencia.

2. Se obtienen mejores resultados con LA1 que con LA2 por los mismos
razonamientos que en 1.

3. Se obtienen mejores resultados con LC1 que con LC2 por los mismos
razonamientos que en 1.

4. Se obtienen mejores resultados con LA2 que con LC2 por los mismos
razonamientos que en 1.

Se concluye que la discretizacion realizada utilizando los valores prome-
dio parece mas adecuada que la otra por obtenerse valores més préximos al
de referencia y ser algo menos difusiva. Con ella, ademds, no existe apenas
diferencia -en el ejemplo resuelto- entre los resultados de utilizar las dos for-
mulaciones del término fuente turbulento. Se observa también que el uso del
término turbulento en su formulaciéon mas completa, no mejora los resultados
-en el ejemplo analizado- respecto a la formulacién simplificada; los iguala si
se utiliza la discretizacién por valores promedio.
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Figura 9.19: Caso LA2. Lineas de corriente.
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Figura 9.20: Caso LC2. Lineas de corriente.
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Figura 9.21: Secciéon central. Comparacion de formulas y discretizaciones.

Tabla 9.4: Posicién de centros segiin Re (de Sahin & Owens [72]).

Figura 9.22: Remolino principal. Evolucién de la posiciéon del centro.

Central Izquierdo Derecho
N° Reynolds T Ye T Ye T Ye
Re =100 0.6189 0.7400 | 0.0332 0.0352 | 0.9424 0.0610
Re =400 0.5536  0.6075 | 0.0508 0.0461 | 0.8835 0.1203
Re = 1000 0.5335 0.5639 | 0.0826 0.0776 | 0.8658 0.1119
Re = 3200 0.5201 0.5376 | 0.0799 0.1203 | 0.8259 0.0847
Re = 5000 0.5134 0.5376 | 0.0720 0.1382 | 0.8081 0.0741
Re = 7500 0.5134 0.5289 | 0.0645 0.1525 | 0.7894 0.0642
Re =10000 | 0.5134 0.5289 | 0.0598 0.1624 | 0.7796 0.0610
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Figura 9.23: Remolino izquierdo. Evolucion de la posicion del centro.
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Figura 9.24: Remolino derecho. Evolucién de la posicién del centro.

Tabla 9.5: Coordenadas de centros en los 4 casos. Re = 1000.

Central Izquierdo Derecho
Te Ye Le Ye T Ye
Sahin & Owens | 0.5335 0.5639 | 0.0826 0.0776 | 0.8658 0.1119
LC1/LA1 0.541  0.577 | 0.075 0.064 | 0.868 0.118
LA2 0.547  0.585 | 0.072 0.062 | 0.859 0.122
LC2 0.556  0.597 | 0.063 0.056 | 0.859  0.127
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9.1.4. Descentrado del término turbulento

Como se adelanta en 7.5, se comprueba ahora la no conveniencia de
descentrar el término turbulento. Se han resuelto dos casos. En el primero,
con un valor de v = 0.01, se producen inestabilidades que obligan a detener el
calculo. Con un valor menor para la viscosidad, v = 0.001, se obtienen unas
lineas de corriente (figura 9.25) que pueden compararse con las obtenidas sin
descentrar (figura 9.14).
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Figura 9.25: ¥ = 0.001. Lineas de c. con descentrado del término turbulento.

9.1.5. Meétodos de Runge-Kutta y Adams-Moulton.

En el capitulo 6 se describen dos modos de discretizar la derivada tempo-
ral alternativos al de Euler, los métodos de Adams-Moulton y Runge-Kutta.
En dicho capitulo se ha realizado una comparacion concluyendo que arrojan
los mismos resultados, sin suponer ningiin ahorro computacional.

Sin embargo, al disminuir la viscosidad numérica por medio del coefi-
ciente de descentrado, si se aprecian diferencias en tiempo de céalculo. Estas
diferencias dependen del método empleado (mayor ahorro con el de Runge-
Kutta), de la viscosidad impuesta (a menor viscosidad, mayor ahorro) y del
coeficiente de descentrado (con menor ¢q4, menor viscosidad numérica).
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Como se dice en 6.4, se considera que se ha alcanzado régimen permanente
cuando el incremento de las distintas variables en todos los nodos, en un
determinado escalén de tiempo, es menor que una cierta tolerancia e. Al
utilizar el método de Euler se toma para e el valor 1076.

El paso temporal admisible con el método de Adams-Moulton ha resulta-
do ser unas 9 veces el del método de Euler y con el de Runge-Kutta unas 25
veces. Por ello, para la tolerancia € en cada uno de estos métodos se emplea
el valor k- 1079, siendo k la relacién entre los At admisibles.

Con ambos métodos se alcanza el régimen permanente en un nimero de
iteraciones considerablemente menor que con el método de Euler. Por otra
parte, cada paso temporal por el método de Runge-Kutta dura, en tiempo
de calculo, unas cuatro veces el de Euler. En el método de Adams-Moulton
este tiempo depende del nimero de iteraciones de la fase correctora, que en
este caso ha sido generalmente sélo una, con lo que la relaciéon de duraciones
de cada iteraciéon ha resultado aproximadamente 2.

A continuacion se muestran dos ejemplos del ahorro de tiempo logrado,
calculados con una malla de 41 x 41 nodos y distintos valores para la visco-
sidad y el coeficiente de descentrado. Los valores admisibles del incremento
de t han sido para este caso

ANtpy ~6-1071s,
Atay ~5.4-1073s,
AtRK ~15- 10728.
Se observa que el ahorro conseguido por ambos métodos respecto al de

Euler difiere apreciablemente en los dos casos, pero el porcentaje de tiempo
de calculo de un método respecto al otro se mantiene constante.

1) v =0.01, ¢4 = 0.05.

e [teraciones por el método de Euler: 12965.
e [teraciones por el método de Runge-Kutta: 518.

e Iteraciones por el método de Adams-Moulton: 1439.
Los porcentajes aproximados de tiempo de calculo resultan:

e Runge-Kutta/Euler: %7, = 5Tl%é—gll()O =15.98%.

e Adams-Moulton/Euler: %7, = %100 = 22.20 %.

e Runge-Kutta/Adams-Moulton: %7, = %1389—'_42100 =71.99 %.
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2) v =0.0001, cq = 0.06.

e [teraciones por el método de Euler: 81755.
e [teraciones por el método de Runge-Kutta: 2172.

e Iteraciones por el método de Adams-Moulton: 6033.
Los porcentajes aproximados de tiempo de calculo resultan:

e Runge-Kutta/Euler: %T,. = 2811725'54100 = 10.62 %.

e Adams-Moulton/Euler: %7, = %’;—5‘%100 = 14.76 %.

o Runge-Kutta/Adams-Moulton: %T. = 22-2100 = 72.00%.

Por 1ltimo es interesante notar algo relativo al método de Adams-Moulton
que refuerza la idea de que su rendimiento mejora con la disminucién de la
viscosidad numérica. En la aplicacion del método descrita en 6.4 el ntimero de
iteraciones de la fase correctora era no inferior a 6, lo que lo hacia mas costoso
computacionalmente que el de Euler. Ahora, con una viscosidad numérica
muy inferior, es suficiente una iteracién correctora en la mayor parte de los
pasos temporales.

9.1.6. Fondo no horizontal

En los apartados anteriores se ha aplicado un método para reducir la
viscosidad numérica que ha permitido realizar comparaciones entre distintas
formulaciones y discretizaciones del término turbulento. Estas comparaciones
se han realizado con fondo horizontal. Al intentar aplicar el mismo método
con fondo no horizontal, se producen oscilaciones que arruinan completamen-
te los calculos. Se considera que la causa es la que se expone a continuacién.

La discretizacién que utilizada en 4.4.5 para el término fuente geométri-
co, tomada de Vazquez [83, pg. 100], verifica de forma exacta la propiedad
de conservacion, condicion propuesta por dicha autora para evitar la propa-
gacién de ondas espureas. El cumplimiento de esta propiedad exige que el
esquema calcule exactamente la solucién estacionaria de las ecuaciones que
puede denominarse “fluido en reposo”, es decir
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En este caso, de velocidad nula y superficie libre horizontal, el sistema de
ecuaciones se reduce a

o (1 OH
o (1 ,\  0H

La discretizacion del término de flujo y el término fuente debe ser hecha de
forma que verifique exactamente el estado estacionario, cosa que se consigue
con la discretizacion empleada. Al introducir un coeficiente de descentrado
se modifica el término de flujo, lo que evita que se cumpla la propiedad de
conservacion. Por el motivo apuntado sélo ha sido posible reducir la viscosi-
dad numérica, por la aplicacion del coeficiente de descentrado, en el caso de
fondo horizontal.
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9.2. El modelo de turbulencia

9.2.1. Medida de las magnitudes turbulentas

Las magnitudes hidrdulicas (velocidades y calados) resultan faciles de
medir y pueden estimarse aproximadamente a simple vista. Mayor dificultad
se encuentra con las turbulentas, en particular con la tasa de disipacién
turbulenta ¢ y la viscosidad turbulenta 1;. La primera de ellas se define
por medio de una expresiéon nada intuitiva (8.8) y la segunda a partir del
coeficiente de proporcionalidad p; de (3.35).

Se presentan en 5.3.3 algunos resultados obtenidos con el modelo hi-
drodinamico simplificado en una escala de peces y su comparacién con las
medidas realizadas [78] en el Centro de Innovacién Tecnoléxica e Enxeneria
Civil (CITEEC) de la Universidad de A Corufia. Posteriormente al trabajo
mencionado se ha desarrollado, también en el CITEEC, otra tesis doctoral
[59] dedicada en parte a la evaluacién experimental de la energia cinética
turbulenta en escalas de peces. Se emplea este segundo trabajo para validar
los resultados obtenidos con el modelo de turbulencia.

Las medidas experimentales que se van a utilizar han sido obtenidas
con velocimetros MicroADV (Micro Acoustic Doppler Velocimeter) de SON-
TEK, basados en el efecto Doppler, que producen una escasa distorsién del
campo de velocidades. Estos aparatos poseen una alta precision de medida
(1073 m/s) y realizan entre 80 y 250 mediciones por segundo. Los valores
de salida tienen una frecuencia maxima de 50 Hz, por lo que cada valor de
salida se obtiene como promedio entre varias mediciones [59, pg. 3.13]. El
sistema proporciona las tres velocidades medias u, v, w y las tres desviacio-
nes tipicas o0,,0,,0, cuyos cuadrados (varianza) son los valores utilizados
para los promedios temporales de los cuadrados de los términos de fluctua-
cién w2, v'%, w'. De este modo la medida experimental de la energfa cinética,
turbulenta se obtiene como [59, pg. 4.40].

1
k= 5(%2 +0,° + 0.%), (9.11)

si se tienen en cuenta las tres dimensiones, o

1
k= 5(agc2 +0,%), (9.12)

si se consideran so6lo dos.

El modelo que se trata de validar es bidimensional, por lo que ha parecido
mas coherente con las hipdtesis realizadas en su obtencién tener en cuenta,
para el calculo de la k experimental, s6lo las componentes en z y en y de la
fluctuacion de la velocidad.
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9.2.2. Descripcion del dominio

La instalacion experimental consta de 8 piscinas de dos tipos distintos
(figuras 9.26 y 9.27) dispuestas una a continuacién de otra, primero las cuatro
del tipo I y luego las cuatro del tipo I. Entre ambos grupos hay una piscina de
transicion, que comparte elementos de ambos. Existen también, al principio
y al final, unas zona de entrada y salida.

En la comparacion a que se hace referencia en el apartado anterior, ha
sido suficiente el uso de un dominio de calculo formado por tres piscinas para
lograr una buena aproximacion pues, como se dice en 5.3.3, las caracteristi-
cas del flujo en las distintas piscinas del mismo tipo son préacticamente las
mismas.

En el caso que se va a tratar a continuacion, tras unos tanteos previos se ha
observado que los niveles de energia cinética turbulenta varian notablemente,
no solo entre piscinas de distinto tipo sino también entre distintas piscinas del
mismo. Esto no es de extranar pues es conocido que en el nivel de turbulencia
existente en un punto influyen, no sélo las caracteristicas del flujo en ese
punto, sino también el transporte de turbulencia por el fluido.

En definitiva, aunque las medidas de que se dispone se refieren sélo a
una de las piscinas, se ha optado por crear una malla de toda la instalacion,
aunque reduciendo la zona de entrada y eliminando la de salida para poder
imponer con mas facilidad las condiciones de contorno.

Las medidas se han realizado en la piscina n® 7, la tercera empezando por
el final. En las figuras 9.28 puede verse una parte de la malla utilizada, que
consta de 14340 nodos de calculo y 27304 elementos triangulares, de unos
3 ¢cm de lado. En la figura 9.29 se muestra la localizacion de los puntos de
medida de las velocidades. Las cifras indican distancias al extremo superior
izquierdo de la piscina.

9.2.3. Campo de velocidades

El primer paso ha sido obtener el campo de velocidades en tres supuestos
de caudal: 34.1, 45.8 y 54 [/s. Se ha utilizado para ello el modelo hidro-
dindmico simplificado, esto es sin término turbulento y sin reduccion de la
viscosidad numérica. En 5.3.3 se han comparado los resultados numéricos
con los medidos para un caudal de 24.6 I/s obteniendo una buena aproxima-
cion. Por ello se aceptan los valores calculados por el modelo para estos tres
nuevos caudales. Las condiciones de contorno de caudal y calado, al tratarse
de régimen lento, se han impuesto en ambos extremos del dominio: las de
caudal en el extremo aguas arriba y la de calado en el extremo aguas abajo.
Esta tdltima se ha obtenido de las medidas experimentales.
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Figura 9.26: Escala de peces. Diseno tipo I. Cotas en mm.
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Figura 9.27: Escala de peces. Diseno tipo II. Cotas en mm.
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Figura 9.28: Escala de peces. Malla utilizada.
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Figura 9.29: Puntos de medida de velocidades. Distancias en c¢m.
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Estas condiciones de contorno son
» g=34.11/s.: he = 0.286 m.
w ¢ =14581/s.: hee = 0.409 m.
» ¢ =54.01/s.: he = 0.469 m.

En la pared se utiliza la condiciéon de rozamiento, que se describe en 5.1.2.

En la figura 9.30 se representan el moédulo de la velocidad y en la 9.31
las lineas de corriente, para el menor de los caudales. En las figuras 9.32-9.37
pueden verse, para cada hipdtesis de caudal, los médulos de las velocidades
y las lineas de corriente en la piscina n° 7.

Se aprecian en los resultados numéricos dos fenémenos observados expe-
rimentalmente [78, pg. 124]. Al aumentar el caudal aumenta ligeramente el
tamano del remolino inferior, asi como la curvatura de la linea de corriente
principal. Por otra parte, la posicién del centro del vértice superior se va
desplazando hacia la izquierda al aumentar el caudal, sin variar significati-
vamente en la direccion del eje y.
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Figura 9.30: @ = 34.1 [/s. Médulo de la velocidad. Conjunto.
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Figura 9.33: @ = 34.1 [/s. Lineas de corriente. Piscina 7.
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Figura 9.34: @ = 45.8 [/s. Médulo de la velocidad. Piscina 7.
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Figura 9.35: @ = 45.8 [/s. Lineas de corriente. Piscina 7.
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Figura 9.36: @ = 54.0 I/s. Mddulo de la velocidad. Piscina 7.
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Figura 9.37: Q = 54.0 I/s. Lineas de corriente. Piscina 7.
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9.2.4. Medicién de la energia cinética turbulenta

En el estudio experimental hidrodindmico realizado por [78] sobre estas
escalas de peces se concluye que la profundidad a la que se realizan las medi-
ciones tiene poca influencia sobre la velocidad y que la componente vertical
de ésta toma un valor despreciable: es practicamente nula en la linea de
corriente principal y solo en las zonas de recirculacion, donde los valores de
la velocidad son muy pequenos, alcanza una cierta importancia relativa. En
resumen, el fenémeno puede considerarse practicamente bidimensional.

Sin embargo, del estudio de [59] no puede concluirse lo mismo respecto de
la k. En efecto, dependiendo del punto de medida considerado, se encuentran
valores maximos de k cerca de la solera, a una profundidad intermedia o
cerca de la superficie, con predominio de estos ultimos. Para mostrar este
fenémeno se representan, en las figuras 9.38-9.47, los valores medidos de la
energia cinética turbulenta para los tres caudales y a las distintas distancias
a la solera que se relacionan a continuacion:

m g=34.11/s;5, 10y 16 cm.
w q=45.81/s; 7,17 y 27 cm.
» ¢ =54.01/s;5, 15,25y 31 cm.
De la observacién de estas figuras pueden deducirse algunas consecuencias:
= La complejidad que posee el fenémeno de la turbulencia.

= La notable variacion de la energia cinética turbulenta con la profundi-
dad y lo poco representativo que seria elegir una séla de esas medidas.

» La dificultad que entrana el modelado de estas magnitudes turbulentas,
de las que ni siquiera existe un unico valor experimental para cada
punto de medida.

En vista de esta dispersion de resultados, y puesto que el modelo que se
trata de validar es bidimensional, se ha optado por realizar la comparacion
de los resultados numéricos con los promedios verticales de estas medidas.
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Figura 9.38: @ = 34.1[/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 5 cm.
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Figura 9.39: Q = 34.1 l/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 10 c¢m.
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Figura 9.40: Q = 34.11/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 16 c¢m.
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Figura 9.41: Q = 45.8 I/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 7 c¢m.
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Figura 9.42: @ = 45.8 [/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 17 e¢m.
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Figura 9.43: Q = 45.8 [/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 27 e¢m.
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Figura 9.44: @Q = 54.0 [/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 5 cm.
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Figura 9.45: Q = 54.0 I/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 15 c¢m.
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Figura 9.46: @Q = 54.0 I/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 25 c¢m.
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Figura 9.47: @Q = 54.0 I/s. E. C. T. k. Valores medidos. z = 31 c¢m.
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9.2.5. El término difusivo k — ¢

Al principio de este capitulo (9.1.3) se han comparado los resultados
obtenidos con dos discretizaciones distintas del término difusivo de las ecua-
ciones de aguas someras, obteniéndose mayor calidad en aquellos en se que
utilizan los valores promedio de las derivadas en las celdas. Por ello, para el
sumando difusivo del término fuente del modelo k — ¢ se emplea este mismo
tipo de discretizacion.

9.2.6. Coeficiente de descentrado

En el modelo hidrodinamico ha dado buenos resultados, en presencia
de términos en derivadas de segundo orden, la disminucién de la viscosidad
numérica inherente al descentrado upwind (9.1.2). En la discretizacién de las
ecuaciones k—¢, en cuyo término fuente existen también derivadas segundas,
se ha utilizado este mismo tipo de descentrado (8.5.2), por lo que se aplica
también un coeficiente analogo cg4,, de valor comprendido entre 0y 1. Es
decir, la expresién del término de flujo turbulento (8.69) se convierte en

L[ (bh)ig + (k) U f )= (),
=31 iorg + e}~ vz Pl (0o, |+ @19

Como se observa en las figuras 9.48-9.51, correspondientes a un mismo
caudal y cuatro valores distintos de ¢y, los resultados varian obteniéndose
niveles de k£ mayores al disminuir el coeficiente. Para cada caudal se ha esti-
mado el minimo valor de ¢y, para el que el proceso de calculo no se vuelve
inestable. Estos valores -muy similares entre si- han sido:

» ¢g=34.11/s, ¢4, = 0.65.
= 45.8 l/S, Cay — 0.64.

» ¢q=054.01/s, ¢4 = 0.67.
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Figura 9.49: Q = 45.8 [/s. E. C. T. k. Coef. de descentrado ¢y, = 0.9.
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Figura 9.51: Q@ =45.8 [/s. E. C. T. k. Coef. de descentrado ¢4, = 0.7.
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9.2.7. Distancia de la malla a la pared

Para determinar el valor mas adecuado para la distancia y a la pared
(ver 8.6.1) se calcula, antes de iniciar el proceso, el nimero de nodos que
quedan dentro de rango con distintos valores de y, utilizando el valor que
produce un mayor nimero de ellos. Se ha observado que la eleccién de un
valor inadecuado para y puede, no sélo disminuir la calidad de los resultados
obtenidos, sino incluso influir negativamente en la estabilidad del proceso.

9.2.8. Comparacién de valores medidos y calculados

Las figuras 9.52 a 9.63 muestran, para cada uno de los caudales estudiados:
» Valores experimentales de k (promedios en la vertical).

= Valores de k y £ obtenidos numéricamente.

= Valores de v; calculados a partir de los valores numéricos de k y €.
De la observacion de estas figuras se puede concluir lo siguiente:

a) El modelo predice con aceptable aproximacién la distincién en zonas de
energfa cinética turbulenta baja y media/alta. En particular, la linea
que separa las zonas de £k < 0.04 y k > 0.04 esta situada con mucha
exactitud. Se observa una ligera difusién en los resultados.

b) En el caso @ = 34.1 /s los valores numéricos son claramente superiores
a los experimentales (unos 0.02 m?/s?). Se identifican las dos zonas
de turbulencia media/alta y alta, cerca del chorro de entrada, de las
medidas experimentales, pero desplazadas hacia aguas abajo.

c) Para Q = 45.8 [/s se obtienen los mejores resultados. Se predicen muy
adecuadamente los niveles y con bastante aproximacion la posiciéon de
los mismos.

d) Con el caudal Q = 54 [/s los resultados estan algo por debajo de los
experimentales (unos 0.01 m?/s?). También aqui se aprecian dos zonas
de nivel més alto de k si bien la posicién no es del todo correcta.

En conjunto, y teniendo en cuenta lo apuntado en 9.2.4 los resultados se
consideran satisfactorios.
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Figura 9.52: Q = 34.11/s. E. C. T. k medida (promedio en la vertical).

Figura 9.53: Q@ = 34.1 l/s. E. C. T. k calculada.
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Figura 9.55: Q = 34.1 [/s. Viscosidad ;.
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Figura 9.56: @Q = 45.8 I/s. E. C. T. k medida (promedio en la vertical).

Figura 9.57: Q = 45.8 [/s. E. C. T. k calculada.
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Figura 9.59: Q = 45.8 [/s. Viscosidad ;.
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Figura 9.60: @ = 54.0 I/s. E. C. T. k medida (promedio en la vertical).

Figura 9.61: Q@ = 54.0 [/s. E. C. T. k calculada.
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Figura 9.63: Q = 54.0 [/s. Viscosidad v;.



9.3. FUNCIONAMIENTO CONJUNTO 195

9.3. Funcionamiento conjunto

La validacién del modelo descrito en esta memoria se ha realizado por
fases. En el capitulo 5 se ha validado el modelo simplificado. En la primera
parte de este capitulo (9.1) se han analizado los resultados de la introduc-
cion del término turbulento en las ecuaciones de aguas someras, utilizando
el mismo valor de la viscosidad cinematica en todo el dominio y comparando
los resultados con los esperados para los correspondientes nimeros de Rey-
nolds. A continuacién (9.2) se ha aplicado el modelo de turbulencia a un
campo de velocidades obtenido con el modelo simplificado para obtener los
valores de la energia cinética turbulenta k, que se han comparado con valores
experimentales.

La reduccion de la viscosidad numérica es necesaria para poder apreciar el
efecto de la viscosidad turbulenta. Como se explica en 9.1.6, esta reduccion
se ha logrado solo para el caso de fondo horizontal. Por ello, al no disponer
de medidas en instalaciones con fondo horizontal, en esta seccion se muestra
el funcionamiento del modelo completo con sus modulos hidrodindamico y de
turbulencia, pero sin comparacién con medidas experimentales.

9.3.1. Separacion de los dos procesos

Tanto las ecuaciones de aguas someras como el sistema de ecuaciones
k — e promediado en la vertical estan formados por ecuaciones de transporte,
por lo que tienen la misma estructura, pero difieren notablemente entre si.
Se trata de distintos fenémenos, con distintas escalas de tiempo y diferentes
variables. Ademas las ecuaciones k —e poseen un buen niimero de coeficientes
empiricos, alguno de ellos dependiente del problema considerado.

Por estos motivos se ha optado por desacoplar el calculo, procediendo
por ciclos, como se sugiere en [27, pg. 269]: Con unos valores iniciales de la
viscosidad se calcula el campo de velocidades y calados (proceso hidraulico).
Luego, a partir de los valores de u,v y h en cada punto, se obtiene la distri-
bucién de valores de v; por medio de las ecuaciones k — € (proceso k — ¢).
A continuacion, se vuelve a calcular el campo de velocidades y calados y
asi sucesivamente. Cada uno de los procesos se detiene cuando la diferencia
entre las variables en todos los puntos es menor que una cierta tolerancia.
Esta tolerancia es menor en el proceso k — ¢ por serlo los valores de las varia-
bles involucradas en él. Se ha tomado 1075 para el proceso hidraulico y 1078
para el k — e. Se llama ciclo a cada par de procesos (k — ¢/hidraulico). El
primer ciclo esta constituido sélo por el proceso hidraulico pues los valores
de la viscosidad en cada punto serdn dados (normalmente iguales en todo el
dominio).
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9.3.2. Descripcion del problema

Para la realizacién de estos calculos se ha elegido un canal con un cambio
brusco en la anchura de la seccién, conocido en la literatura como backward
step. La relacion de anchos es de 1:1.94, con unas dimensiones para el primer
tramo de 3.29 x 1 m? [85]. La longitud total es de 30 m. El dominio est4 for-
mado por 3889 nodos y 7264 elementos. En la figura 9.64 se observa la malla
en el primer tercio del canal.

Como condiciéon de contorno se ha impuesto, en la secciéon de entrada,
una velocidad de médulo unidad, normal al contorno. Con el fin de asegurar
dicho valor para la velocidad, se han tomado en la seccién de entrada los
valores h = 1, hu = 1, hv = 0. En la seccién de salida se ha fijado un calado
h =1 m. Se utiliza un coeficiente de rozamiento de n = 0.015. En el primer
ciclo, se toma un valor v; = 0.001 m?/s para todo el dominio.

21
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Figura 9.64: Ensanchamiento lateral. Malla utilizada.

9.3.3. Condicion de contorno en la pared

Se caracterizan por un indice de pared I, las distintas condiciones de
contorno en pared que se han ido mencionando hasta el momento.

La condicién de no deslizamiento (1, = 0) es la empleada habitualmente
en el estudio del flujo en una cavidad (9.1.1).

La condicién de deslizamiento (I, = 1), descrita en 5.1.1, se demuestra
util para el estudio de problemas de caracter unidimensional.

La condicién de rozamiento (I, = 2) ha dado mejores resultados que las
dos primeras en flujos en 2D como se muestra en 5.3.1.

Un cuarto tipo de condicién (I, = 3), mencionado en 8.6.1, se va ahora
a comparar con las anteriores.

En el estudio del decantador con salida multiple (5.3.1) se observa que la
distribucion de caudales por los tres decantadores varia segun la condicién de
contorno empleada en la pared, obteniéndose resultados mas proximos a los
experimentales con la condicién I, = 2. En la tabla 9.6 se reproduce la tabla
5.1, anadiéndole los valores calculados con la nueva condicion. Se aprecia una
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clara mejoria en la distribucion de caudales, con la consiguiente disminuciéon
del valor de o (5.10), si se utiliza la condicién I, = 3.

Por otro lado, en el canal con ensanchamiento lateral, se ha calculado el
campo de velocidades con las dos condiciones de pared, I, = 2 e I, = 3, en
dos supuestos de coeficiente de descentrado, ¢y = 1 y ¢4 = 0.15. En las figuras
9.65 y 9.66 se muestran los valores de la componente u de la velocidad (en
m/s) en los nodos de la seccién x = 2.025 m. Se aprecia en ambas, aunque
mucho més marcadamente en el caso de cq = 0.15, que la condicién I, = 3
produce un perfil de velocidades mas parecido al parabdlico.

En las figuras 9.67 y 9.68 puede verse la representacién del médulo de la
velocidad en todo el dominio en el caso ¢y = 0.15. También aqui parece mas
adecuado el resultado obtenido con el valor de I, = 3, que produce menores
valores del médulo de la velocidad en el contorno.

En lo que sigue se utilizan los valores de I, = 3 y de ¢4 = 0.15.

Tabla 9.6: Comparacién de condiciones de pared. Caudales en [/s.

Caudales Caudales calculados
medidos | [, =0 | I, =1 | I,=2 | I,=3
Decant. 1 13.27 16.24 13.51 13.66 13.68
Decant. 2 14.84 15.14 14.98 15.08 14.77
Decant. 3 14.24 10.83 13.25 13.69 13.90
Suma Q); 42.35 42.21 41.74 42.43 42.35
o 0.0 2.616 0.594 0.413 0.310

——|p=2 —=—|p=3
1.94 -\ 1
1.815 -\
1.69

o [
1.065 f T
0.94 T /

1 1.01 1.02 103 1.04 105 106 1.07 1.08 1.09 1.1

Figura 9.65: Valores de u en la seccion z = 2.025 m. ¢ = 1.
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Figura 9.66: Valores de u en la secciéon z = 2.025 m. ¢4 = 0.15.

VM: 0.10.20.304050.60.70.80.9 1 1.11.2

Figura 9.67: Médulo de la velocidad. ¢4 = 0.15. I, = 2.

VM: 0.10.20.304050.60.70809 1 1.11.2

Figura 9.68: Mdédulo de la velocidad. ¢4 = 0.15. I, = 3.



9.3. FUNCIONAMIENTO CONJUNTO 199

9.3.4. Disminucion del numero de ciclos necesario

Al proceder seguin lo dicho en 9.3.1 aparece una dificultad. Al fijar un va-
lor pequeno de v; para el calculo de la hidraulica en el ciclo 1, las velocidades
obtenidas resultan notablemente elevadas (figura 9.68). La viscosidad calcu-
lada en el ciclo 2 a partir de la hidraulica anterior es consiguientemente alta
(figura 9.69) por lo que las velocidades de este ciclo disminuyen notablemente
(figura 9.70). Debido a ello, en el ciclo 3 la viscosidad calculada alcanza un
valor muy pequeno (figura 9.71), lo que permite que las velocidades en ese
ciclo vuelvan a aumentar y asi sucesivamente.

En definitiva, se producen unas oscilaciones en los niveles de viscosidad
y velocidad que s6lo muy lentamente van evolucionando hacia una situacion
final de equilibrio.

En las figuras 9.72 a 9.75 se pueden ver las distribuciones de viscosidad y
del modulo de la velocidad en los ciclos 18 y 19. Se observa que la convergencia
del proceso hacia el régimen permanente es muy lenta.

Se ha probado a aumentar la viscosidad fijada inicialmente pero no es facil
acertar con un valor uniforme adecuado; si se impone un valor excesivo las
velocidades obtenidas son pequenas e igualmente se producen oscilaciones.

Para solucionar el problema ha dado muy buen resultado limitar el niime-
ro de iteraciones de la fase k —e. En los primeros ciclos no se llega a alcanzar
régimen permanente en el proceso k — ¢ y los valores de viscosidad alcan-
zados son mucho menores que si no se limita el nimero, pero distribuidos
adecuadamente. De este modo el campo de velocidades resultante se acerca
mas al resultado final.

En las figuras 9.76 a 9.81 se aprecia la rapida convergencia del proceso
en los cuatro primeros ciclos. Tras el ciclo seis no se aprecian diferencias a
simple vista en los niveles de 14, ni en el campo de velocidades.

En la tabla 9.7 se muestra la evolucién del niimero de iteraciones, asi como
la de la maxima variacién de las variables al acabar cada fase k — ¢, cuando
se aplica esta limitacién del nimero de iteraciones.

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

Figura 9.69: Proceso oscilatorio. Ciclo 2. Valores de v;.



200 CAPITULO 9. VALIDACION DE AMBOS MODELOS
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Figura 9.70: Proceso oscilatorio. Ciclo 2. Médulo de la velocidad.
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RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012
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Figura 9.71: Proceso oscilatorio. Ciclo 3. Valores de v;.

B | ] [ [ [ .

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

30

Figura 9.72: Proceso oscilatorio. Ciclo 18. Valores de v;.

BN | ] [ [ [ .

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

Figura 9.73: Proceso oscilatorio. Ciclo 19. Valores de 1.
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VM: 0.10.20.30.405060.70.809 1 1.11.2

Figura 9.74: Proceso oscilatorio. Ciclo 18. Mdédulo de la velocidad.

VM: 0.10.20.30.405060.70.809 1 1112

Figura 9.75: Proceso oscilatorio. Ciclo 19. Médulo de la velocidad.

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012
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Figura 9.76: Proceso convergente. Ciclo 2. Valores de .

S BN ] [ [ [ .

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

Figura 9.77: Proceso convergente. Ciclo 3. Valores de 1.
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RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

Figura 9.78: Proceso convergente. Ciclo 4. Valores de 1.

VM: 0.10.20.30405060.70.809 1 1.11.2
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Figura 9.79: Proceso convergente. Ciclo 2. Médulo de la velocidad.

VM: 0.10.20.30.405060.70.809 1 1.11.2

Figura 9.80: Proceso convergente. Ciclo 3. Médulo de la velocidad.

VM: 0.10.20.30.405060.70809 1 1.11.2

Figura 9.81: Proceso convergente. Ciclo 4. Mdédulo de la velocidad.
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Tabla 9.7: Evolucién por ciclos.

Ciclo Fase Ne¢ iteraciones | Reg. Perm. | A variable
1 Hidraulica 1854 Si

2 k—¢ 2000 No 9.55-107°
Hidraulica 967 Si

3 k—e 2000 No 1.61-107°
Hidraulica 790 Si

4 k—e¢ 2000 No 3.43-1077
Hidraulica 313 Si

5 k—e 2000 No 7.09-107%
Hidraulica 83 Si

6 k—e 2000 No 1.05-1078
Hidraulica 12 Si
7 k—e 778 Si
Hidraulica 14 Si
8 k—e 658 Si
Hidraulica 14 Si
9 k—e 484 Si
Hidraulica 15 Si

9.3.5. Resultados obtenidos

203

Para terminar, se han obtenido las viscosidades y campos de velocidades
en los tres siguientes supuestos de coeficiente de rozamiento:

= = 0.015.
s = 0.020.
n = 0.025.

Se representan en las figuras 9.82 a 9.87 los valores de la viscosidad y
modulo de la velocidad tras el ciclo 6, a partir del cual no se aprecian diferen-
cias a simple vista. Se observa un incremento con n de los niveles alcanzados
de viscosidad, asi como un légico descenso del nivel de velocidad.
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RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

20

Figura 9.82: Valores finales de 14. Ciclo 6. n = 0.015.

EN | [ [ [ [ [ e
RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012
0 10 20 30
Figura 9.83: Valores finales de 14. Ciclo 6. n = 0.020.
5

RNU: 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.01 0.011 0.012

0 10 20 30

Figura 9.84: Valores finales de 1. Ciclo 6. n = 0.025.
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VM: 0.10.20.30.405060.70.809 1 1.11.2

Figura 9.85: Valores finales del médulo de la velocidad. n = 0.015.
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Figura 9.86: Valores finales del médulo de la velocidad. n = 0.020.

VM: 0.10.20.30405060.70809 1 1.11.2

Figura 9.87: Valores finales del médulo de la velocidad. n = 0.025.






Capitulo 10

Conclusiones y futuros
desarrollos

10.1. Conclusiones

A lo largo del trabajo que se describe en la memoria se ha elaborado
un modelo numérico en volimenes finitos constituido por un médulo hidro-
dinamico y otro de turbulencia que trabajan conjuntamente.

El moédulo hidrodinamico resuelve numéricamente las ecuaciones bidi-
mensionales de aguas someras con término turbulento, de las que se realiza
una detallada deduccion en el capitulo 3, incluyendo la obtencion de tres de
las expresiones del término turbulento méas comunes en la literatura técnica.
Este moédulo realiza la discretizacién de la derivada temporal por tres po-
sibles métodos: Euler hacia adelante, Adams-Moulton y Runge-Kutta. Ad-
mite cuatro tipos de condicién de contorno en pared sélida: deslizamiento,
no-deslizamiento, rozamiento y velocidad de friccién en la pared. Admite asi-
mismo la condicion inicial de suelo seco en una parte del dominio. Para el
término fuente turbulento permite emplear dos expresiones distintas y dos
modos de discretizacion en cada caso. La viscosidad utilizada puede ser: cons-
tante para todo el dominio; distinta para cada punto, pero constante en el
tiempo, o con distintos valores en ciclos sucesivos, calculada por el médulo
de turbulencia.

El médulo de turbulencia ha sido elaborado a partir de la forma conserva-
tiva de las ecuaciones k — ¢ promediadas en la vertical. Se ha implementado
también usando las variables turbulentas ¢ — r, si bien no se muestran resul-
tados de ello en la memoria. La condicién de contorno de pared soélida admite
el uso de dos tipos de ley: la logaritmica y la debida a Spalding.

En los capitulos 5 y 9 se comprueba el buen funcionamiento de los dos

207
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modulos por separado, asi como su correcto funcionamiento conjunto.

Existen muchos y muy variados modelos hidrodinamicos de aguas someras
y diversos modelos de turbulencia en elementos finitos y diferencias finitas.
Sin embargo, la implementacion en un unico cédigo de un modelo hidro-
dinamico de aguas someras 2D junto con otro de turbulencia k — ¢, mediante
el uso de volimenes finitos, es muy poco frecuente en la literatura. El autor
conoce tan solo el modelo de Minh et al., citado en la bibliografia, y de cuyo
funcionamiento apenas dan referencias sus autores.

Pueden resaltarse las siguientes conclusiones:

a)

b)

d)

Se ha aplicado una nueva condicién de contorno para pared sélida (con-
dicién de rozamiento) en 5.1.2. Esta condicién utiliza la definicién del
radio hidraulico para evaluar el diferente efecto de friccién que los nodos
de la pared producen, respecto a los nodos interiores del dominio. La
condicion de rozamiento se ha comparado con las clasicas de desliza-
miento y no-deslizamiento, comprobando en 5.3.1 su mejor funciona-
miento en problemas bidimensionales.

La derivada temporal se ha discretizado de tres maneras distintas cu-
yos resultados y rendimiento computacional se han comparado en 6.4 y
9.1.5. Los resultados obtenidos han sido los mismos por los tres méto-
dos. El método que ha producido menores tiempos de calculo ha sido el
de Runge-Kutta, seguido por el predictor-corrector de Adams-Moulton
y con el de Euler en tercer lugar, siempre y cuando la viscosidad numéri-
ca introducida por el modelo sea pequena. De lo contrario no se aprecia
mejoria.

Para reducir la difusién numérica producida por la discretizacion des-
centrada upwind, se ha introducido un coeficiente de descentrado en
9.1.2, con el que se han obtenido buenos resultados en el caso de fondo
plano. Esta reduccion ha permitido realizar las comparaciones a las que
se alude en los puntos b) y d). Asimismo se ha mostrado que el tamano
de malla utilizado ejerce una considerable influencia en el minimo valor
de ¢4 necesario para la estabilidad.

De las formulaciones deducidas para el término turbulento, se han dis-
cretizado dos en el capitulo 7, de dos modos distintos cada una: utili-
zando valores promedio y por derivadas direccionales. Las cuatro op-
ciones resultantes se han comparado en 9.1.3, entre si y con valores
de referencia. Se concluye que la discretizacién realizada utilizando los
valores promedio parece méas adecuada que la otra por producir resul-
tados mas préximos a los de referencia y ser algo menos difusiva. Con
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esta discretizacion no hay apenas diferencia -en el caso resuelto- entre
los resultados de utilizar las dos formulaciones.

Otra conclusion alcanzada referente a este término, que se justifica en
9.1.4, es la conveniencia de no aplicarle el factor de descentrado que
se utiliza, con buenos resultados, para la pendiente geométrica.

e) Se ha mostrado, en 9.1.2 y 9.1.3, que las ecuaciones de aguas someras
con término turbulento son totalmente vélidas para la simulacién de
flujos con bajo nimero de Reynolds.

f) En el modelo de turbulencia se ha utilizado un coeficiente de descentra-
do para el término de flujo, andlogo al introducido en c), que ha dado
buenos resultados, si bien no se alcanzan valores tan pequenos como en
el modelo hidrodindmico. Por ello la reduccién de viscosidad numérica
obtenida es menor y el resultado algo difusivo. El funcionamiento del
modelo ha sido comprobado en 9.2 por comparaciéon con resultados
experimentales y puede considerarse satisfactorio.

g) En 9.3 se ha mostrado el buen funcionamiento conjunto de los dos
modelos, hidrodinamico y de turbulencia. En 9.3.3 se ha utilizado una
cuarta condiciéon de contorno, a partir de la velocidad de friccién en la
pared, que ha producido mejores resultados que las tres mencionadas
en a). Se expone también en 9.3.4 un modo practico de acelerar el
proceso.

h) Por dltimo se ha observado, a lo largo del capitulo 9, que el método
de volumenes finitos, aplicado a sistemas de ecuaciones con términos
viscosos da buenos resultados.

10.2. Futuros desarrollos

A la vista de los resultados obtenidos hasta el momento, se proponen los
siguientes:

a) El modelo se comporta bien en el caso, resuelto en 5.2.4, de avance
de un frente de onda sobre suelo seco horizontal. Un primer punto de
interés consiste en la aplicacién al modelo hidrodinamico de condiciones
de contorno tipo marea lo que esta relacionado con el avance sobre suelo
seco con pendiente adversa. Se pretende estudiar también la extension
a todo el dominio de condiciones de rozamiento en la que se tiene en
cuenta la ley logaritmica, cuya aplicacién a la frontera ha dado buen
resultado.
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b)

d)
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El modo en que se ha reducido la viscosidad numérica del modelo hidro-
dindmico disminuye notablemente su estabilidad. Se pretende continuar
la busqueda de férmulas que permitan esta reduccion. Se valorara tam-
bién la conveniencia de pasar a uno de orden superior, que eliminaria
los problemas causados por el descentrado upwind de primer orden, a
costa de un aumento en la complejidad del modelo.

La discretizacion en tridngulos tiene la ventaja de la adaptabilidad a
dominios irregulares, pero produce algunos problemas de discretizacion.
Por ello se estudiara la utilizacion de voltimenes finitos obtenidos a
partir de mallas formadas por cuadrilateros, asi como mallas mixtas,
con tridngulos y cuadrilateros.

Los resultados del médulo hidrodinamico son muy satisfactorios, ha-
bida cuenta de que se trata de un modelo de primer orden. Los del
modulo de turbulencia -considerando la complejidad del fenémeno es-
tudiado y la dispersion de los resultados experimentales- se consideran
satisfactorios, pero no poseen la misma calidad. Se propone continuar
el trabajo de mejora del modelo de turbulencia, analizando también en
este caso la conveniencia de pasar a uno de orden superior.









Capitulo 11

Anejos

11.1. Descripcién de los programas desarro-
llados

Para la realizacién de los célculos se han desarrollado distintos programas.
Los dos principales son Mallavolf.for y Calculo.for. El primero genera la malla
de volimenes finitos centrados en los vértices de la malla de triangulos previa.
El segundo realiza diversos calculos geométricos, tras lo cual lleva a cabo el
proceso iterativo con sus distintas fases.

Para generar la malla de volimenes finitos, Mallavolf.for utiliza el fichero
Datos.dat, que contiene las matrices de coordenadas de los puntos de la malla
de triangulos y las conectividades entre los mismos. Para dominios sencillos
compuestos por rectangulos se ha elaborado el mallador Preproceso.for. Para
dominios irregulares se utiliza un mallador comercial [9]. El resultado es el
archivo Mallas.dat.

Calculo.for necesita, ademas, el archivo Datoscal.dat, que es producido
por el programa Datoscal.for. Este programa utiliza el archivo Nodfron.dat
(que contiene los nodos frontera del dominio), generados por Mallavolf.for y
el DatosZg.dat (con las cotas del fondo), generado por Preproceso.for. Da-
toscal.for genera el archivo de datos de los distintos casos descritos en la
memoria:

Canal rectangular.

Cambio de régimen.

Canal de As Pontes.

Rotura de presa en 1D y 2D.
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Doble T.

Escala de peces.

Flujo en una cavidad.

Canal con ensanchamiento lateral

CAPITULO 11. ANEJOS

Se acompana un cuadro resumen para aclarar las conexiones entre los distin-
tos programas y archivos de datos.

Preproceso.for

| m—

.

DatosZo

Datoscal.for

Mallavolf.for

| e—d

Datoscal

Calculo.for
Resultados

Figura 11.1: Conexion entre los programas desarrollados
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11.2. Promedio en la vertical de términos en
(, )
Para integrar u> y U se tiene en cuenta (3.60) y se define

v =u-—u, v =v-7, (11.1)

/ w'dz = / udz — / udz = 0, (11.2)

2 zp zp

/ v'dz = / vdz — / odz = 0. (11.3)
2 2 2

Entonces, u? se convierte en (u + u”)?, con lo que

/‘ﬂ2dz:/v_zz2dz—|—2ﬁ/‘ﬂ"dz+/k(ﬂ")de:%h—i—/L(ﬂ")2dz.
Zb Zb Zb Zb Zb

(11.4)

con lo que se cumple

Asimismo
/ uvdz = / (@+a")(©+7")dz = Tvh + / 7' dz. (11.5)
Zp Zb Zb

Si la variacién en la vertical de @ y U es pequena, como se esta suponiendo,

los sumandos / @")*dz y / u'v"dz pueden despreciarse. Esta simplifi-

Zb Zb

cacion equivale a tomar el coeficiente de Boussinesq 3 = 1. Este coeficiente
se define como
/ V2dA
=4 11.6
o= (116)
siendo V' la velocidad en cada punto de la seccion y V,, la velocidad media
/ VdA
Vin = . 11.7
. (117

Para flujo turbulento en canales aproximadamente rectos de seccion trape-
zoidal su valor es préximo a la unidad [18, pg. 13].
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11.3. Integral de superficie del gradiente

Segun el teorema de Green [50, pg. 470]

oG  OF

donde G y F' son funciones de derivada continua y el recorrido de I'; se realiza
en sentido antihorario.
Si se sustituye G por m y F' por 0, se obtiene

// dxdy—/ mdy (11.9)

y, sustituyendo en cambio G por 0 y F' por m, se llega a

// — dzdy = — / mdx. (11.10)

Multiplicando (11.9) por el vector unitario i, (11.10) por j y sumando, resulta

// dexdy:/ m(dyi— dzj). (11.11)
C; I;

Si en el segundo miembro de (11.11) se multiplica y divide por el médulo del

vector dl = /dz? + dy?, se obtiene

// dexdy:/ mndl, (11.12)
C; T;

n— _dyi—dzj (11.13)

Vdx? + dy?

el unitario normal a la curva con sentido hacia afuera.

siendo el vector
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