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Capitulo 1

Introduccion

Llegara un dia en que la herramienta ejecutard por s{ misma y or-
denadamente el trabajo que le corresponda.

Aristételes.

Este trabajo se puede encuadrar en los dominios de la computacién alge-
braica! y la teoria de la prueba (deduccién automatica). La teoria de la prueba
es €] estudio de las demostraciones con la ayuda de herramientas matematicas.
Forma parte de las metamatematicas y de la ldgica, del estudio del lenguaje de
las matematicas y las leyes que permiten razonar sobre objetos matemaéticos.
La computacidn algebraica es un area reciente de la ciencia de la computacion
donde se desarrollan en comun herramientas matematicas y software de com-
putacién que las implementan. Los objetos bésicos del dlgebra computacional
son los nimeros y los polinomios. Nosotros nos interesaremos en este trabajo
por los polinomios y en concreto por los polinomios de varias variables sobre un
cuerpo.

1.1. Motivaciones y objetivos

La posibilidad de cometer errores en las demostraciones matematicas es muy
factible. De hecho ya en 1935 el libro de Maurice Lecat [78] recoge 135 péagi-
nas de errores cometidos, antes de 1900, por matemadaticos reconocidos. Aunque
en este mismo libro se reconoce con optimismo que la comunidad matematica
detectd tarde o temprano estos errores, en la época de los ordenadores parece
esencial que éstos deben jugar un papel importante en esta tarea. Desde hace
algunos afios, quizds decenas, las matematicas formen un conjunto qgue sobre-
pasa de lejos las capacidades de un solo ser humano. La produccidn anual de los
trabajos matemadticos representan varios miles de pAginas y es necesario tener la
seguridad que cada vez que se cita un teorema, estd bien aplicado y se verifican

LA este dominio se le suele deneminar también con los nombres de manipulacién algebraica,
calculo formal, computacidn simbdlica y algorilmos algebraicos.
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sus hipétesis. Este trabajo parece considerable. El intento mas importante de
mecanizacién de las matemaéticas es el del sistema Mizar? (creado por Trybulec
[L15] en el afio 1970), en el cual este era su tinico objetivo. El conjunto de ma-
tematicas formalizadas en Mizar representan 50.000 pAginas que consisten tanto
en lemas triviales, a la vista de un matematico, como teoremas muy complica-
dos. Todo esto durante unos 25 afios; pero como dice Trybulec, es menos que la
produccién de los mateméticos en el tdltimo afio.

El problema de la. mecanizacién de las matematicas, hoy en dia, es un pro-
blema de l6gicos e informdticos mas que un problema de las matematicas. A
pesar de todo, es necesario decir que ningin resultado de la légica ha conse-
guido, hasta ¢l momento, desanimar a los matemdticos. Incluso los resultados
de incompletitud de Godel no han permitido mostrar ejemplos de proposiciones
matematicas importantes e indemostrables.

Nuestro objetivo es estudiar los métodos formales de verificacién de la co-
rreccién de algoritmos. El ejemplo escogido, el estudio de las bases de Grobner
de ideales de anillos de polinomios, nos parece adecuado para demostrar la po-
tencia de un sistema de ayuda a la prueba. Por otra parte, los tipos de datos
que se precisan, polinomios en varias variables sobre un cuerpo, no son elemen-
tales ¥ requieren una definicién explicita, incluyendo las operaciones algebraicas
bésicas.

Esta tesis se inscribe dentro del marco de las interacciones entre los méto-
dos formales y la computacién algebraice. Podemos citar en esta direccién, por
ejemplo, los trabajos (23, 94, 107, 84, 63, 37, 52, 118, 51]. En particular, los
trabajos [9, 10, 86} implementan los polinomios en los sistemas Coq y ACLZ,
mientras que [42, 112, 103] utilizan la teoria de las bases de Grobner orientada
hacia la prueba en’ Coq del Algoritmo de Buchberger, presentando resultados
sobre el anillo de polinomios de forma axiomatica. Nosotros formalizamos total-
mente dicha teoria, utilizando cemo dnicos axiomas los de la formalizacién de
cuerpo.

Implementamos el conjunto de los polinomios como un Setoid”, tipo base que
parametriza todo nuestro desarrollo posterior. Para ello definimos los polinomios
con respecto a un cuerpo base, definiendo las operaciones y una relacién de
equivalencia que representa la igualdad matemdtica de polinomios. Respecto a
la formalizacién de polinomios elegimos dos niveles de aproximacion:

» Definimos polinomios como listas de monomios, posiblemente no ordena-
dos, implementande sus operaciones algebraicas. Con esto conseguimos
definiciones claras v sencillas, matematicamente hablando, aunque inefi-
cientes desde el punto de vista calculatorio.

= Mids tarde, formalizamos los polinomios candnicos, asi como nuevas ver-
siones de las operaciones sobre estos polinomios, mostrando que son ma-
tematicamente equivalentes a las anteriores. Por razones de eficiencia, las

2Este afia se celebra un workshop para recordar los 30 afios de existencia del sistema Mizar,
MKM 2004 “30 years of Mizar".

3Un Setoid es un triple compuesto de un tipo &, una relacién R sobre 5, y una prueba de
que R es una relacidn de equivalencia sobre S,
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pruebas constructivas se hacen exclusivamente sobre polinomios canéni-
COS.

Hace falta remarcar que cuando realizamos el cdleulo de una base de Grébner
con ayuda de alguno de los sistemas comerciales existentes (Maple, Mathemati-
ca, Axiom, Reduce, ... etc), jcémo podemos estar seguros de que este resultado
es correcto si un simple cambio de orden en la lista de las variables 6 en la
relacidn de orden elegida, produce cambios notables en el resultado? Ademaés,
51 lo hacemos con dos sistemas de Célculo Simbélico diferentes, probablemente
obtengamos un resultade distinto, aunque tedricamente equivalente.

La motivacién central en este trabajo ha sido la de formalizar en el siste-
ma Coq todos los conceptos necesarios, desde los mas bésicos (cuerpo, térmi-
nos, polinomios, ideales, etc), para demostrar el teorema de Buchberger picza
basica en el algeritmo para el cdlculo de las bases de Grébner., Asimismo, se
proporcionard una manera de extraer programas automdticamente a partir de
especificaciones. Esto sélo es posible en un contexto donde convivan tanto las
construcciones de nuevos objetos (parte conjuntista) como las propiedades de
estos objetos (parte proposicional).

Uno de estos contextos es Coq, una implementacién del Céleulo de Construc-
ciones inductivas (CIC} de Gérard Huet, hecha en el INRIA [73]. Este sistema
es un probador automatico de teoremas dirigido a objectivos (goal-directed) y
conducido por técticas (tactic-driven) en el estilo de LCF [61], que permite la
verificacion formal de programas y, asimismo, su generacién automética.

Mostraremos la potencia del extractor de programas en Coq, y su utilizacién
para definir programas directamente desde las especificaciones.

También esperamos que esta reflexion sobre la herramienta Coq sirva para
despertar el interés por los probadores automadticos y mostrar, con un ejemplo
no trivial, que es posible, con las tecnologias actuales, conjugar prueba y célcu-
lo formal. Asimismo, también pretendemos resaltar la importancia que tienen
en informdtica las pruebas constructivas y la conexitn (isomorfismo de Curry-
Howard) entre prueba y programa, como herramienta matematica de certifica-
cion de software.

1.2. La mecanizacion de las matematicas

La idea de la mecanizacion de las matemdticas existe desde mucho tiempo
atrds; reconocida su utilidad, sdlo desde hace unos veinte afios parece realizable.

Como un ejemplo de la importancia de las demostraciones en matem#ticas,
reproducimos a continuacién un extracto de la introduccidén de N hecha por
Bourbaki:

Despuis les Grees, qui dit mathématique dit démonstrations; certains dou-
tent méme qu'il se trouve, en dehors des mathématigues, des démonstrotions ou
sens précis et rigoureus gue ce mot a regu des Grecs ¢t qu’on entend lus donner
ici. On a le droit de dire que ce sens n'a pas varié, car ce qui était une démons-
tration por BEuclide en est toujours une 4 nos yeux; et, ouz épogues ot lo notion
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a menacé de s'en perdre et o de ce fait la mathématique s'est trouvée en dan-
ger, c’est chez les Grecs qu’on en a recherché les modéles. Mais & ce vénérable
héritoge sont venues s'gjouter depuis un siécle d’importanies conguétes.

Suele citarse a los légicos Boole, Frege y Peano como los pioneros en la
biisqueda de marcos formales correctos para hacer razonamientos matematicos.
La “teoria de conjuntos” de Zermelo y la “teoria de tipos” de Russell y Whi-
tehead nacieron del esfuerzo de hallar un sistema de notaciones riguroso para
fundamentar las matematicas. Hilbert va mas alld, con su deseo de conseguir el
razonamiento correcto como consecuencia del célculo. La llegada de los ordena-
dores dan un soplo de aire fresco a los proyectos de mecanizar el razonamiento
para ciertas partes de la matemdtica y efectuar su demostracién de manera
interactiva.

En 1954, aunque publicada en 1957, aparecid la primera prueba matematica
realizada en un programa de ordenador: escrita por M. Davis en el “Institute
of Advanced Studies”, USA, probaba un teorema de teoria de nimeros en la
aritmética de Presburger. A partir de aqui, se sucedieron los intentos de meca-
nizacién como se puede ver en [109].

En los afios 70, Wu Wenjun®, ddndose cuenta de la potencia de los orde-
nadores, consideraba a las matemadticas mecanizadas, combinacién de las ma-
tetndticas cldsicas y de la informatica, como una de las principales orientacio-
nes del futuro desarrollo de las matemdticas. Asf como la revolucidn industrial
habia instaurado la mecanizacién del trabajo manual, la mecanizacion de las
matematicas instauraria la mecanizacién del trabajo intelectual.

1.3. Demostracion automatica

Un programa de demostracidén automética es un programa que acepta como
entrada una proposicién y diversos axiomas y devuelve una demostracién de
dicha proposicién bajo los axiomas introducidos.

Los pioneros que concibieron los primeros programas de demostracion au-
tomatica [20, 25] a finales de los cincuenta, tenian proyectos muy ambiciosos.
Algunos de ellos preveian, que en diez afios como méximo, los programas de
demostracién automatica reemplazarian a los matemadticos v resolverian proble-
mas abiertos.

Estos proyectos estan hoy en dia abandonados, al menos de momento, Por
una parte, se ha visto que la inteligencia no se reduce a la capacidad de ragonar
formalmente. Por otra parte, si algunos programas de dermostracién automatica
son, en teoria, capaces de demostrar teoremas dificiles, el tiempo que requie-
ren para hacerlo es desorbitado con lo cual estos programas no tienen interés
practico.

Aunque la demostracién automatica no consiguié convertir los ordenadores
en inteligentes, ni resolver problemas mateméticos dificiles, si consigui6 desper-
tar el interés en otros campos y encontrar aplicaciones, rebajando sus preten-

4Matemdtico chino, presidente del Congreso Internacional de mateméticas 2002 y Premic
Nacional de Ciencia en &} afio 2000, cuando contaba 80 afos.
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siones iniciales. Y asi, los sistemas de demostracién automéatica derivaron en
sistemas interactivos de prueha, lo que hoy llamamos “sistemas de ayuda a la
demostracién” de los cuales el sistema Coq es un ejemplo. Hay que decir que
estos sistemas de ayuda a la demostracion utilizan médulos de demaostracion
automatica.

1.4. Ayuda a la demostraciéon

El estudio de los sistemas de ayuda a la demostracién [111], cada dia més
utilizados en numerosas dreas (cdlculo formal, validacién de programas, progra-
macidn 6gica, etc.), es un dominio aplicado de la informatica que emplea los
métodos algoritmicos de la l6gica para la resolucién de ciertos problemas ligados
a las relaciones de deduccion.

Ya hemos comentado que la demostracidn automatica nacid historicamente
de las tentativas de mecanizar las matematicas, y por consiguiente de auto-
matizar la “produccién” de teoremas. Los primeros trabajos, como tal drea de
la ciencia, se desarrollaron a partir del descubrimiento por Alan Robinson del
principio de resolucidn que es la base de los conceptos y herramiemtas de la
programacion ldgica y se ha convertido hoy en dia en uno de los principales
paradigmas de programacion. Los afios 80 consagraron la automatizacién del
razonamiento ecuacional, permitiendo la manipulacién mecdnica de las especi-
ficaciones algebraicas.

1.4.1. Correccién de los programas informaticos

Todo el aparato légico [77, 79, 92, 8, 89] destinado a estudiar el lenguaje for-
mal de las matemadticas, permite estudiar otras formalizaciones de lenguaje: los
lenguajes de programacion. As{ vemos que, en efecto, el problema de la demos-
tracidn automatica estd estrechamente ligado a la correccidn de programas. Es
este un problema cada dia mis importante debido a la aparicién de numerosos
sistemas criticos que tienen el riesgo de tener consecuencias trigicas, tales como
la aviacion, el frenado de los coches, el control de los reactores de una central
nuclear, aplicaciones en medicina, lanzamiente de satélites, seguridad de tarje-
tas bancarias, etc. La idea es traducir las propiedades de los programas en una
formula légica (formalizacién) de la cual se va a intentar buscar un prueba. Si
se puede encontrar una prueba de la férmula, entonces tenemos asegurado que
el programa posee la propiedad esperada, suponiendo que la propiedad fué co-
rrectamente codificada. El conjunto de estas propiedades forma lo que se llama
“especificacion del programa’.

En los afios 70, un modo de probar un programa era la utilizacién del méto-
do de Hoare [46, 59]. Para un lenguaje dado, las férmulas de Hoare son de la
forma {P}S{Q}, donde S es la especificacién del programa y P, y Q expresiones
que traducen las propiedades de las variables de §. A P se le denomina precondi-
cién y a € poscondicidn. El problema de esta aproximacién es que las férmulas
de Hoare no aportan més que la correccién parcial del programa. Para probar la
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correccidn total, debemos probar que termina. Otro problema afiadido es que el
usuario debe eligir las “buenas” férmulas P y ¢, pues no hay medio automatico
de derivarlas. Si se escribe la demostracién en un papel, se obtiene una prueba
con un grado de precisién parecido al de una demostracién matematica. Es en
esto donde los métodos formales son 1itiles permitiendo escribir las férmulas P
¥ () como términos de un lenguaje 16gico.

Asf, a partir de la utilizacién de la légica, aparecen un cierto nimero de
sistemas, denominados sistemas de ayuda a la prueba, destinados a probar pro-
piedades de los programas. Estos sisternas se pueden clasificar segin varios cri-
terios: la légica subyacente a cada sistema, el grado de automatizacién, el nivel
de seguridad intrinseca, el lenguaje de implementacion, la naturaleza imperativa
o funcional, etc. Claramente, estos sistemas aportan un plus con relacion a los
métodos como el de Hoare, entre otros: un nivel de seguridad superior, y sobre
todo, la capitalizacién de los errores y de la experiencia. En efecto, si se descubre
un error en unc de estos sistemas, todos los usuarios posteriores se beneficiaran
de ello, lo que contribuye a una mayor seguridad en aplicaciones posteriores.

1.4.2. Herramientas de verificaciéon formal

Hacer de la programacién una disciplina formal, con un método sistemético,
requiere integrar las actividades de programar, especificar y probar en el ciclo del
desarrolla ldgico. Los investigadores en informadtica tienen el desafio de proponer
herramientas légicas {adaptadas a las actividades de programacion, entornos
de prucba, nuevos lenguajes de programacién, etc.) que puedan ayudar a los
ingenieros informaticos a comprobar rigurosamente la correccion de su programa
respecto a la especificacion.

Varios demostradores automaticos y entornos interactivos de prueba se de-
sarrollaron en los dltimos tiempos. Entre los primeros se encuentra NQTHM
i24] v sistemas mads recientes como ACL2® [75] y PV'S [93], que combina poten-
tes herramientas antomdticas con entornos interactivos. Entre los asistententes
interactivos podemos citar AUTOMATH [28] vy LCF [38, 100] en los afios 70;
mas recientemente, Alf [82], Coq {73], Isabelle [101], HOL [60], Lego (81, 80].
En estos sistemas el usvario puede guiar la construccion de la prueba indicando
el lerma que se debe aplicar ¥ definir la estrategia {por casos, por recurrencia,
etc.) de prueba que se quiere aplicar.

Estos sistemas implementan diferentes formalismos légicos. El programa-
dor puede elegir entonces el cuadro ldgico donde razonar sobre los programas.
Hay una gran variedad; por ejemplo el célculo proposicional, la légica de primer
orden, de segundo orden, de orden superior, los sistemas de tipos, etc. Es impor-
tante resaltar que la mayoria de estos sistemas de prueba permiten definiciones
inductivas y aportan herramientas para razonar por casos y por recurrencia®.

Sin embargo, el desafio de conseguir sistemas de prueba facilmente utilizables
por la comunidad matematica estd adn lejos de ser conseguido. El objetivo de

5Sistema de razonamiento antomdtico que proviene de NQTHM, el demostrador de tecre-
mas de Boyer ¥ Moore,
SEl pioners en la automatizacion de la recurrencia fué el sistema NQTHM.
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formalizar se paga con el nivel de detalle con el cual el usuario debe modelizar
su demostracion en el sistemna de prueba. La formalizacién de una prueba exige
la justificacién de cada etapa del razonamiento, incluso las que son triviales {por
ejemplo, 0 = ~0). El usuario experimenta el fendmenc de que, demostraciones
sencillas con papel y lapiz, se corresponden, a menudo, con pruebas largas y con
mucho detalle en los sistemas de prueba.

Un buen sistema de prueba debe tener fundamentalmente las dos propieda-
des siguientes:

= Buenas propiedades de la teoria subyacente. Por ejemplo, en relacién con el
poder expresivo, poder escribir tantos algoritmos como sea posible asi co-
mo métodos de cdlculo.

= Herramientas de ayuda a la construccién de pruebas que sean faciles de
utilizar, tanto las que conciernen al lenguaje de especificacién del sistema
para definir objetos, como las téacticas automaticas para ayudar al usuario
a hacer la demostracion.

1.4.3. Estado del arte de los diversos sistemas de prueba

Después de haber comentado la necesidad de contar con herramientas para
mecanizar las mateméaticas y para probar gue los programas informéticos verifi-
can ciertas propiedades, intentamos presentar, sin pretender ser exhaustivos, la
pancoplia de los diferentes sistemas existentes asi como un pequefio comentario
y referencias histdricas sobre algunos de ellos.

NQTHM: Boyer v Moore [26] abordaron en 1971 la prueba de programas en
Lisp mediante una aproximacién recursiva primitiva. La primera versién del sis-
tema trataba con ecuaciones recursivas primitivas expresadas en lenguaje Lisp.
M4és tarde este sistema evoluciond. La introduccién de una nocién de tipos
inductives permitié en este sistema desarrollar pruebas inductivas uniformes,
procediendo por recurrencia sobre el tamanio de la estructura de los objetos
definidos. Mas adelante, el sistema fué enriquecido al poder manipular cuantifi-
cadores y el afiadido de un edleulo de predicados.

Este sistema se ha beneficiado de un desarrollo continuo durante 30 afios,
tanto como herramienta tedrica como en las pruebas; lo que contribuyé a la
elaboracion de bibliotecas (teorema fundamental de la aritmética, teorema de
Wilson, etc).

La particularidad de este sistema reside en el hecho de que es fundamental-
mente no tipado.

OTTER: (Organized Techniques for Theorem-proving and Effective Research)
es un demostrador automdatico de teoremas para la logica de primer orden con
igualdad, que utiliza el lenguaje de cldusulas, desarrollado por W. McCune [85]
en 1988.

Nuprl: Se gestd en los ahos 70 v se utilizé para formalizar, de forma construc-
tiva, las matemédticas utilizando la teorfa de tipos de Martin Lof. Su aplicacién
principal fué el desarrollo del andlisis constructivo de Max Forester [50]
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HOL: Este sistema es un descendiente directo de LCF” y su implementacién se
debe a Robin Milner [61]. En el asistente de prueba HOL (Higher-Order Logic},
los términos pertenecen a un A-cdlculo tipado “a lo Curry” con constantes y
polimorfismo. Hay dos tipos atémicos bool e ind que definen respectivamente
el conjunto de proposiciones y el de conjuntos (se corresponden con Prop y Set
en Coq). Las férmulas primitivas se construyen a partir de la implicacién, la
igualdad polimérfica y del operador de Hilbert. Los demas operadores légicos
se definen por igualdades.

A diferencia de Coq la induccidén no estd integrada en el sistema; las defi-
niciones inductivas estan antomatizadas con la ayuda de puntos fijos. En HOL
cstan disponibles un conjunto de herramientas para generar automaticamente
pruebas por recurrencia y por inversion.

Este sistema posee una amplia comunidad de usuarios de la cual surgen un
gran desarrolle de pruebas. Puede obtenerse por ftp en ted.cs.uidaho.edu en el
directorio ftp/pub/hol,

PVS: El sistema PVS (Prototipe Verification System) se compone de un lengua-
je de especificacidn y un sistema interactivo de ayuda a la prueba. El lenguaje
de especificacion se basa en la légica cldsica de orden superior, enriquecide por
una definicién de subtipado. Mas concretamente, un subtipo estd descrito por
un conjunto de elementos que verifican un cierto predicado: si T es un tipo y
P un predicado sobre T', P : T — bool, el tipo de todos los elementos de T que
verifican P es {z : T|P(z)}. Esta flexibilidad del sistema de tipos se hace en
detrimento de la decibilidad del tipado.

Este sistema estd mucho méds automatizade que Cogq o HOL, sin embargo
ofrece al usuario mas control sobre las pruebas que otros como NQTHM u
OTTER. Como dice el tutorial de PVS: una prueba debe ser un objeto que sea
humaenamente legible sin demasiado esfuerzo, pero tal gue esté subordinada a las
reglas de la comunidad motemdtica.

Isabelle: Fué desarrollado inicialmente por Larry Paulson en la Universidad de
Cambridge, v ahora codirigido también desde Munich por un equipo encabeza-
do por Tobias Nipkow. Su principal uso es la formalizacién de demostraciones
matematicas (incluye muchas teoria mateméticas formalmente verificadas) y la
verificacion de la correccion de software. Isabelle es un sistema de prueba al
estilo LCF utilizando come herramienta para demaostrar teoremas la unificacion
de orden superior; incorpora herramientas para antomatizar algunas partes del
proceso de prueba (por ejemplo, las propiedades aritméticas lineales se demues-
tran automaticamente).

A destacar su flexibilidad; de hecho es un probador genérico que permite
utilizar légicas diferentes. Mds informacién acerca de Isabelle, incluyendo tanto
software como un tutorial, se puede obtener en http : /fisabelle.in.tum.de/.

Alf: Agrega un mecanismo de filirado primitivo a la teoria de tipos, que imple-
menta por la unificacién de orden superior. La teoria resultante es mds potente
que la utilizada por la reglas de eliminacién de Coq. Esta poco extendido y no

7Logic for computable functions.
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es interactivo.

Automath: Es el mds antiguo de los sistemas de prueba que realizaba demos-
traciones matemdticas no triviales. Se implementd a partir de la tesis de Bruijn,
el cual afirmaba que “este lenguaje es suficiente para implementar gran parte
de las matematicas”. Fué poco utilizado.

Lego: Fué desarrcllade en Edimburgo por Rod Burstall y Randy Pollack. Se
utiliza para formalizar matemdaticas asi como para la especificacioén y verificacion
de programas. Utiliza la teorfa de tipos separando, al estilo de Coq, tipos de
datos y proposiciones logicas. Implementa tipos inductivos y predicados. Se
puede ver mds en hitp://uuny.des.ed.ac.uk/home/lego/.

ACL2: Son las siglas de A Computational Logic for Applicative Common Lisp.
El sistema ACL2 es, al mismo tiempo, un lenguaje de programacion, una légica
para razonar sobre los programas construidos en ese lenguaje y un demostrador
que automatiza, en cierta medida, el razonamiento en légica. Este sistema es un
descendiente directo, como muchos otros, del demostrador de Boyer y Moore,
NQTHM, del que hereda parte de su filosofia y su légica para poder razonar
sobre un subconjunto aplicativo de Common Lisp. Utiliza una légica de primer
orden con igualdad sin cuantificadores,

1.4.4. ;Por qué verificar en el sistema Coq?

Las principales razones por las que hemos elegido el sistema Coq para nues-
tras formalizaciones y pruebas, entre todos los sistemas citados anteriormente,
son las siguientes:

s El aspecto més atrayente del sistema Coq es la posibilidad de extraer
un programa ejecutable de las demostraciones constructivas. Es conocido
que las pruebas en l6gica intuicionista permiten, mediante el isomorfismo
de Curry-Howard, deducir algoritmos correspondientes a las propiedades
probadas. Se puede utilizar la informacidn calculatoria proveniente de las
pruebas efectuadas. En efecto, una funcidn, representada por un predicado
P, cuya proposicién ¥z 3y (P r y) se demuestra de manera intuicionista,
es calculable.

= Tiene una comunidad de usuarios muy extendida e implementa mejoras
constantes del sistema. En estos momentos estd en la version 8.1,

s Bstd adaptado para elaborar pruebas complicadas al estilo LCF. Basa-
do en una teoria matematica reciente y compleja, como es el Calculo de
Construcciones [40, 39], pone a nuestra disposicién herramientas abstrac-
tas muy potentes (por ejemplo, la implementacidn de tipos dependientes)
adaptadas a la manera de razonar en matematicas.

v Cog es un lenguaje mientras que otros, como HOL e Isabelle, pueden
considerarse como bibliotecas.
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s La sintaxis abstracta de Coq, mediante una funcién de normalizacién de
tipos, permite “pattern matching” sobre los tipos inductivos mediante los
constructores.

s Control sobre el tipado, no permitiendo el tipado incorrecto.

» Flexibilidad para formalizar y probar propiedades sobre los tipos definidos,
as{ como la posibilidad de trabajar sobre funciones totales.

No obstante, entre los problemés que hemos detectado en la utilizacién de
Coq destacamos los siguientes:

e Problemas con la utilizacién de la reescritura; por ejemplo el lenguaje de
tacticas de HOL estd mucho méas adaptado al uso de la reescritura de
manera intensiva.

o Falta de tacticas de automatizacién. Muchas veces, pruebas triviales ne-
cesitan pruebas interactivas muy largas y pesadas.

¢ Se echan en falta tacticas para el desdoblamiento automaético de constan-
tes.

e Limitaciones en el trabajo con los nimeros reales y racionales. No exis-
ten, exceptuando las técticas Ring® y Field®, tacticas especializadas que
simplifiquen las pruebas en este dominio; existen lineas de investigacién
abiertas sobre este tema, [23, 84], as{ como algunas implementaciones.

e El lenguaje (de alto nivel) de especificacién Gallina, mediante el cual el
sistema Coq representa las pruebas realizadas utilizando las téacticas, es
dificil y engorroso de leer.

o Los mensajes de error, ver manual [73], no son claros y por lo tanto no
siempre es facil detectar dichos errores.

1.5. Plan de la tesis

En el capitulo 2, abordamos, de forma ajustada a lo que vamos a necesitar,
las nociones més practicas del sistema Coq. Estas van a ser necesarias para com-
prender la formalizacién de la teoria matemadtica desarrollada en los capitulos
siguientes.

El capitulo 3 est4 dedicado a la formalizacién de los términos de n variables,
asi como las operaciones més usuales. Se implementa el orden lexicografico,
profundizando en la prueba de la noetherianidad de dicho orden.

En el capitulo 4 se describe la axiomatizacién de la estructura de cuerpo
abstracto y se verifican algunas de sus propiedades.

8Desarrollada en OCaml por S. Boutin y P. Loiseleur.
9Desarrollada por M. Mayero y D. Delahaye.
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Utilizando lo descrito en los capitulos 2 vy 3, se introduce en el capitulo § la
nocién de monomio, comprobando algunas de sus caracteristicas.

En los capitulos 6 y 7 nos adentramos en el corazén del trabajo, los po-
linomios; formalizamos la igualdad de polinomios, distinta de la del sistema;
describimos sus operaciones; terminamos implementando un orden de poline-
mios, definido a partir del orden lexicografico de términos, demostrande que es
noetheriano.

Después, en el capitulo 8, abordamos el concepto de ideal de polinomios, que
jugard un papel determinante en el desarrollo de los capitulos siguientes. Nos
interesamos por las propiedades més importantes de esta estructura relacionadas
con las operaciones de polinomios.

El objetivo del capitulo 9 es generalizar el algoritmo de la divisién de un po-
linomio en varias variables por una lista de polinomios en varias variables. Una
vez implementada dicha divisidn, que llamaremos reduccién, estudiamos la rela-
cién entre congruencia y reduccion asi como la noetherianidad de la reduceién,
Calculamos la forma normal mdéduloe un cenjunto de polinomios, terminando
con el estudio de las propiedades que relacionan los grados de los polinomios
iniciales y resultantes de dicha reduccién.

En el capitulo 10 introducimeos el concepto de Bases de Grébuer; estudiamos
y probamos su equivalencia con otras caracterizaciones alternativas que serdn
utiles para la construecién de dichas bases. En particular, la que utiliza el Algo-
ritmo de Bucheberger para resolver &l problema de las “situaciones criticas” y
que es el objetivo final de este trabajo. Para resolver estas equivalencias damos
una versién del Lema de Newman adaptada a nuestra formalizacién, asf come
la definicién y propiedades de la confluencia y confluencia local de la reduccién
de polinomios

En el primer apéndice comentamos de forma muy sucinta el procedimiento de
extraccion del sistenia Coq y mostramos el cédigo extraido, sin optimizaciones, a
partir de pruebas calculatorias realizadas a lo largo de este trabajo. Asimismo,
en el sepundo apéndice se adjuntan dos médulos, uno de ellos es de utilidad
general sobre listas y permite razonar por recurrencia sobre la longitud de una
lista; el segundo, contiene la prueba en Coq, de que la propiedad irreflexiva es
una propiedad inherente a cualquier relacidn bien fundada.

1.6. Como leer esta tesis

Esta tesis se ha escrito de manera secuencial, cada capitulo ligade sobre todo
al precedente. También se ha procurado que sea autocentenida; para elle, hemos
hecho una introduccidn al sistema utilizade v cada formalizacién se ha acom-
pafiado de la nocién matemditica que representa. Asimismo, la mayoria de las
pruebas realizadas estdn comentadas, intentando conjugar la prueba abstracta
con la seguida en el sistema de ayuda a la prueba.

Las pruebas que comentamos siguen el guidn realizado en Coq, lo que nos per-
mite abordar las matematicas bajo un dngulo de “métodos formales”. Algunas
de estas pruebas pueden parecer triviales desde un punto de vista matemaético,
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pero queremos presentar las pruebas de la manera mas “formal posible”. Decir
que muchas veces los problemas encontrados en las pruebas formales nos sugirie-
ron caminos matematicos distintos de los inicialmente pensados y otras muchas
veces nos obligaron a volver atras'® y probar resultados que no hablamos tenido
en cuenta.

Aunque algunas de las demostraciones realizadas en Coq podrian acortarse;
preferimos no hacerlo por razones de legibilidad y “acercamiento” a la metodo-
logia del sistema.

Los simbolos y tipos predefinidos en el sistema, por defecto, asi como los con-
ceptos matematicos los hemos escrito en negrita; las construcciones especificas
de la tesis se han puesto en cursiva.

La mayor parte del desarrollo hecho en Coq (versién V 7.3.1) esté presentado
en este trabajo y su funcionamiento disponible una vez cargado el sistema. Todas
las definiciones, lemas y teoremas que figuran en verbatim han sido probadas
formalmente en Coq y estan disponibles en un repositorio de cédigo {2]. Antes
de cada una de las formalizaciones y demostraciones hemos escrito su notacién
usual en matemadticas; nos parece mas accesible tanto a los no iniciados en Coq,
como a los no familiarizados con esta teoria matemadtica.

Los nombres de las definiciones y de los lemas se refieren normalmente a la
propiedades que representan; en casos concretos a las personas que los sugirieron
o a los nombres de las pruebas donde son utilizados.

10Por ejemplo, la mayorfa de los resultados de la seccién 6.8.




Capitulo 2

Una breve introduccion a la
utilizacion de Coq

The theory of recursive functions provides a notion of constructivity
within the framework of classical mathematics. Roughly speaking,
it is concerned with the constructive character of results rather than
proofs, while the latter are considered in intuitionistc mathematics.

Kreiset!

En este capitulo haremos una pequefia presentacion del sistema que vié la luz
en 1984 bajo el impulso de Gérard Huet y Thierry Coquand, Coq, describiendo
algunas de sus caracteristicas. El objetivo no es presentar el sistema en todos sus
detalles. Nos ceiiiremos a dar una descripcion que sea suficiente para facilitar
la comprension de los fragmemtos de ¢ddigo que presentamos en los capitulos
siguientes. Comenzando por esbozar la logica de este sistema, describiremos
brevemente las nociones mas basicas del mismo asi como los mecanismos de
definicién, prueba y axiomatizacidn de teorias que necesitamos para.nuestro
posterior desarrollo. Mas detalles de Coq se pueden ver en (73, 43, 94, 97, 18, 72].

2.1. La légica

Todo sistema de pruebas formales reposa sobre un sistema légico concreto.
El sistema Coq [1] utiliza la 1égica intuicionista; otros como PVS y HOL se
basan en la légica clasica.

La légica intuicionista, ver [83], es constructiva [16, 113, 114], es decir que
probar una proposicién de la forma existe x tal que ..., significa que se sabe
construir tal z. De este hecho se deduce que, a diferencia de la légica clasica,
el axioma del tercio excluso? no es vélido. Por ejemplo la interpretacién en

1G. Kreisel en Proceedings of the Colloquium on Constructivity in Mathematics at Ams-
terdam, 1957.
2Para toda proposicién P, la proposicién “P o no P es verdadera.
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matematicas intuicionistas de la connectiva (-] es la siguiente: =P es vilida sf,
y s6lo sf, tenemos un método en el cual, supuesta una pruebsa constructiva de P,
entonces al aplicar este método a P nos lleva a una contradiccién (P — False).

Cogq es un probador basado sobre la teoria de tipos e implementa ¢l Calculo
de Construcciones Inductivo (CCI) [41, 48, 97], una teoria de tipos que resulta de
la. combinacién de la teoria intuicionista de tipos de Martin-Léf y del A-caleulo
polimorfico de Girard F,.

El calculo de construcciones es un A-cdlculo tipado de orden superior con-
cebido por T. Coquand y G. Huet en 1.985. Formalmente, un A-céleulo tipado
[71, 7] define un lenguaje de términos y tipos, asi como un conjunto de reglas
que describen como se derivan sentencias de tipo de la forma I' - M : o (que
se lee “M es un término de tipo o en el contexto I'™). Referimos a [39] para un
estudio detallado de las reglas de inferencia del calculo de construcciones.

En este célculo, los tipos son también términos. Su gran potencia de expre-
sién permite definir tanto estructuras de datos como proposiciones logicas.

La légica constructiva, en la cual se apoya Coq, permite hacer una analogia
entre pruebas y programas llamada isomorfismo de Curry-Howard (o de
Curry-De Bruijn-Howard en [49]). Este resultado de 1969 [67], da sentido a
la utilizacién de la teoria de tipos en el dominio de la modelizacién, tanto en
informatica como en matematicas.

El isomorfismo de Curry-Howard permite, por la semdntica de Heyting-
Kolmogorov®, identificar el tipo de una prueba con la férmula que ella demues-
tra, identificando los principales conectores logicos con los operadores apropia-
dos del lenguaje de programacidn. Una proposicién se puede ver como el tipo de
su prueba?; las proposiciones no demostrables son tipos vacios. Gracias a esta
particularidad Coq poses un “principio de extraccién”, que no es posible con la
légica clésica y que nos permite aislar el contenido calculatorio de la formaliza-
cién de una prueba. El principio de extraccidén de Coq consiste en la obtencién
de un programa OCaml a partir del término de prueba; se puede ver més en
(95, 96].

El lenguaje de especificacion que utiliza Coq se denomina Gallina. Este
lenguaje es el que nos permite introducir objetos y probar propiedades. En par-
ticular permite definir: tipos de datos estructurados, funciones recursivas sobre
la estructura de los datos, férmulas del cilculo de predicados de orden supe-
rior, relaciones especificadas inductivamente por un conjunto de propiedades de
clausura, ete. Para profundizar en este lenguaje ver [41, 70].

2.1.1. Las Clases de Coq

Al tratarse de una légica de orden superior tipada, vamos a considerar los
objetos agrupados en lo que llamamos tipo. Estos ohjetos se representan por A-
términos. Por estar en una l6gica de orden superior, los tipes son ellos mismos

3E1 primer sistema formal de la matemética intuicionista fué presentado en 1.930 por
Heyting.

2Una prueba de ¥z P(x) es una funcidn que a cada término ¢ le asocia una prueba de P(¢).
Y una prueba de 3x. P{z) es un par formado por un término ¢ y una prueba de P(t).
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objetos de los que se puede hablar.

En el cdlculo de construcciones, se llama clase al tipo de un tipo (considerado
cotno término). Una clase es siempre una constante.

El formalismo intuicionista de Coq acompahado del principio de extraccién,
requiere la introducciéon de una clase particular, la clase Set.

La clase Set

La clase Set ha sido definida para ser el tipo de las especificaciones. Es-
to incluye los programas y conjuntos usuales tales como los booleanos (beool),
enteros (nat), listas (list) etc. Set es una clase impredicativa, es decir que
(A : Set)A — A es de tipo Set. Desde el punto de vista de la extraccién
de programas, Set es el tipo de las proposiciones con contenido constructivo.

La clase Set tiene eliminacidn fuerte, lo que significa que es posible recuperar
el testigo de un teorema de existencia definido con un valor en Set.

La clase Prop

La meta de una légica no es tnicamente definir objetos, sino sobre todo
enunciar propiedades de esos objetos. Es por esto por lo que existen objetos
que se asimilan de alguna manera a las frases de un lenguaje natural: son las
proposiciones. El tipo de las proposiciones es Prop.

Prop es el universo de las proposiciones légicas; esto incluye True y False.
Un objeto de tipo Prop se llama proposicién. Prop es igualmente impredicativo,
es decir que (P : Prop)P — P es de tipo Prop.

Al contrario que en Set, en Prop no hay eliminacién fuerte, es decir que no
se puede construir objetos Set a partir de una proposicién légica. En la practica,
eso significa que es imposible, por ejemplo, recuperar el testigo de un teorema
de existencia cuando se trata de una propiedad que no sea una proposicién con
contenido constructivo. Es decir que una propiedad que contenga informacién
calculatoria, tipo Set, no puede ser probada a partir de una proposicién de tipo
Prop.

Ejemplo 2.1.1.

P : Prop
H : P\/P
{P}+{*P}

s5 < Elim H.

Error: Cannct find the elimination combinator or_rec
The elimination of the inductive definition or on sort
Set is probably not allowed

Las clases anteriores son términos del cdlculo de construcciones y deben a
su vez poseer un tipo. Perc este tipo, todavia un término, va a tener un nuevo
tipo, etc.

La clase Type
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Puesto que decir “que un tipo A es él mismo de tipo A” produce incoherencia
[56], existe en Coq una jerarquia infinita de clases llamadas universos denotada
por Type. Esta familia estd formada por clases T'ype(4), para todo i en N, y se
caracteriza por las relactones siguientes:

Set : Type(i) (VieN)
Type(i) : Type(j) (sie<j Vi,jeN)

Por ejemplo, para todo natuial i se tiene la propiedad siguiente: Type(i) es
de tipo Type(i + 1)°. Este método permite paliar el problema de la paradoja de
Girard [57]. De este hecho, se deduce facilmente que la clase Type es predicativa,
es decir, que: (T : Type(i)) § — S es de tipo Type(i -+ 1); mas en [18].

2.1.2. Reglas de conversitn

El Calculo de construcciones tiene un mecanismo de conversion que permite
decidir si dos términos son intensionalmente ignales (convertibles).

Existen varias reglas de reduccién en Cogq, resumimos a continuacién las
més utilizadas. Si ¢ y u son términos y v una variable de tipo 7; entonces t{u/u}
denota la sustitucién de las apariciones libres de v por u en el término t.

B-reduccién: permite transformar un S-radical®, es decir un término de la
forma {[v: 7]t u) en el término t{v/u}.

Por ejemplo, para los términos ¢ = A —» A y u = nat — nat, el término
t{A/u} es: (nat — nat) — (nat — nat).

d-reduccién: sea un entorno E, un contexte I, un término ¢, e identificadores e
y ¢ definidos por t, respectivamente, en el entorno y en el contexto en curso. En-
tonces la 6-reduccidén expande los identificadores en el término t. Estd reduccion
concierne tanto a las vartables del contexto, como a las constantes del entorno
global. La notacién usual es de la forma siguiente:

El'l Fepgt si (e:=t:T)el

Effl Fepst si (e=t:T)EFE

i-reduccidn: estd especificamente ligada a los objetos inductives, siendo la res-
ponsable de ciertas simplificaciones ligadas a los esquemas recursivos, por ejem-
plo las reducciones de {plus 0 n) a n. Un w-redex es un término de la forma:
< P> Cases (cpi q1...¢r 01...0m) of f1...fi end con ¢y el i-ésimo cons-
tructor del tipo inductive I con r parametros. La i-reduccidn de este término
es {fia1...am), es decir:

< P>Cases (cpiq1---Gr @1...am}0f f1... frend o (fiar...am)

5En Coq, los indices de los universos no son visibles para el usuario. Se abrevian en Type.
83-redex en inglés.
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¢-reduccidén: consiste en la eliminacién de las ligaduras locales; mas concreta-
mente, reemplaza una expresién de la forma [v := ult por t{v/u}.

El sistema Coq suministra herramientas, come Eval, Compute o Cbv, para
realizar estas conversiones, ver {73,

Cog < Eval Compute in (plus {8 (53 0)) (5 (5 (3 0)))).
= (8 4{5 (5§ (8 (53D

i nat

2.2. Vocabulario y notaciones

En Coq el desarrollo de las pruebas se hace de modo interactivo utilizando
érdenes llamadas tacticas. El sistemna utiliza un razonamiento “hacia atras”.
La conclusién es la meta y las premisas necesarias segin la tdctica son las
submetas. Cuando aplicamos una tdctica, el sistema reemplaza la meta por las
submetas generadas. El sistema en cada etapa muestra las submetas que quedan
por probar.

En la tabla siguiente se muestra la correspondencia entre la sintaxis usual
de matematicas y la de Coq.

[ Necidn i Denominacién matemdtica | Notacién de Coq |
Falso L False
Verdad T True
Negacidn - ~
[mplicacion = —
Equivalencia = —
Canjuncién A A
Disyuncién{Prop) v v
Suma(Set) v {.}+{.}
Cuantificacidn universal Ye € A (z: A}
Cuantificacion existencial(Prop) | 3z € A... (Bxz: A]...)
Cuantificacién existencial(Set) dze A {z:A] ...}
Lambda abstraccién Az ALt [z:A4]t
Producto no dependiente A—B A—B
Producto dependiente [Tz AU (z: AYU
Aplicacidn f{=z) {f =)

Hay que hacer notar que en Coq sélo dos conectores son primitivos: la
implicacion y la cuantificacién universal; los demds se definen inductivamente.

2.3. Mecanismos de definicidon

En esta seccidn se presenta la sintaxis del sistema que permite introducir
objetos y probar propiedades. Hay dos maneras de hacerlo:

s Por axiomatizacién: se declaran las variables correspondientes a los
objetos sobre los cuales se quiere razonar, y sus propiedades se expresan
como axiomas.
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= Con definiciones: se forman funciones con la A-abstracién. Ademés se
dispone en Coq de tipos inductivos, que permiten introducir nuevos tipos
de manera andloga a los tipos concretos de Caml Light.

2.3.1. Axiomatizacién
Para esto disponemos fundamentalmente de dos 6rdenes Variable y Axiom:

Variable z : T'. introduce una variable de tipo T'.
Axiom z : T. introduce en el contexto el axioma T cuya prueba es z.

Variable K:Set.
Variable eqK: K->K->Prop.

Axiom eqK_refl: (reflexive K eqgK).

En Coq si R es una relacién en el conjunto X, (reflezive X R) = (z:
X)YR z z) predica el cardcter reflexivo de R. La axiomatizacién anterior en
Coq implementa un término egK refl que representa una prueba del caracter
reflexivo de la relacién eqK definida sobre K.

Otras 6rdenes analogas a los anteriores son Hipothesis, Parameter, etc.
Se puede ver su funcionamiento en [18].

2.3.2. Definicién

Las definiciones consisten en dar un nombre a un objeto construido a partir
de los objetos del entorno en curso.

Definition z : T := t. define la constante z de tipo T como t. Siempre es
posible reemplazar la constante x por su definicién ¢.

Definition term:= (list nat).

El comando Local es andlogo al anterior y suele utilizarse para variables
locales.

Mediante la orden Check podemos comprobar el tipo de los nuevos objetos
(todas las frases en Coq se terminan por un punto).

Coq < Check eqK_refl.
eqK_refl
: (reflexive K eqk)

Coq < Check term.
term
: Set

2.3.3. Teoremas

Al igual que en la terminologia de matematicas, el sistema Coq utiliza la no-
tacién de lemas y teoremas. Y nos permite utilizar las herramientas (las técticas)
del sistema para encontrar pruebas.
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Lemma z : T, y Theorem z : T. declaran x como un “candidato” a prueba
de un teorema 7T'.

Lemma plusK_comp_l: {k,k’:K}(eqK k k’)->(y:K) (eqk (piusk y k) (plusk y k’)).

Los resultados locales, es decir los lemas que sélo interesan en una seccidn,
utilizan la sintaxis de Remark y Fact.

Debido a que utilizaremos continuamente el modo interactivo de Coq (to-
plevel) para probar teoremas y lemas, vamos a hacer una presentacién general
de éste. Las hipdtesis aparecen encima de una linea discontinua de doble trazo
v la propiedad a probar (llamada meta) debajo. Si hay varias metas aparecen
debajo de la inicial. Sélo son visibles permanentemente las hipétesis de la meta
en curso, las demds no son visibles, salvo que las necesite el usuario (comandos
Show o Focus). Mostramos un ejemplo donde quedan dos metas por probar:

2 subgoals

n : nat
H : (1t (0) n)

(8 (pred (1)))=(1)

subgoal 2 is:
(m:nat)(le (1) m)->(S (pred m))=m->(8 (pred (8 m)))=(5 m)

< Show 2.
subgoal 2 is:

n ! nat
H: (1t 0w

{m:nat){le {S 0) m)->{S (pred m))=m->(S (pred (S m)})=(8 m)

2.3.4. Modularidad

Cog permite una forma de modularidad agrupando las definiciones de objetos
en el seno de secciones. Las secciones definen un mecanismo de bloques parecide
al de la mayoria de los lenguajes de programacién, permitiendo la declaracién
y definicién de variables locales y controlando su alcance.

En Coq, las secciones tienen un nombre, y las drdenes de principio y fin de
seccion son respectivamente Section nombre y End nombre. Cuando se termina
una seccién, Coq generaliza (o abstrae) los objetos que ge han definido vis a vis
con los parametros de la seccidn.

2.4. Tipos inductivos

Los matemdticos, légicos e informéticos utilizan a menudo las definiciones
inductivas; son herramientas esenciales para definir la sintaxis de los lenguajes
formales. En Coq, existe un medio de introducir dichas definiciones sin recurrir
a la axiomatizacidén. Como la teorfa subyacente a la definiciones inductivas {44,
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97, 3, 14] es compleja, preferimos dar una presentacién mas informal, basandonos
en ejemplos précticos.

2.4.1. Tipos de datos

La sintaxis de las definiciones de tipos de datos en Cogq se hace de manera
similar a la manera de definir tipos concretos de CAML. Para definir un tipo
inductivo, se da una lista de constructores con su tipo. Asi, el ejemplo mads
inmediato de un tipo inductivo es la definicién del conjunto de los nlmeros
naturales:

Inductive nat : Set := D : nat | S : nat-*nat.

Este tipo inductivo tiene por nombre nat y posee dos constructores O (la cons-
tante cero) de tipo nat y S (la funcidn sucesor) de tipo net — nat. Se utiliza
la. orden Inductive para definir un tipo inductivo.

La principal ventaja de los tipos inductives, con respecto a los tipos concre-
tos de CAML, es que Cog asocia automaticamente a cada tipo inductive “un
principio de induccién” para el tipo de las proposiciones, ¥ un “principio de
recursidn” para el tipo de las especificaciones y para el tipo Type.

Los principios de induccién ¥ recursién para nat son:

nat_rect
1 {P:(nat->Type)){P (0))=>{(n:nat) (P n)->(F (8 n))}->(n:nat) (P n).

nat_ind
: (P:({nat->Prop)) (P (0))->((n:nat) (P a)-»{P (8 n))>->(n:nat}(P n}.

nat_rec
: (P:{nat->Set))(P (0))->({n:nat){P n)->(P (8 n)))->{n:nat)(P n).

La tnica diferencia entre los tres principios reside en el tipo del predicado
P.

Interpretamos el tipo not_ind: la expresion anterior se lee “ cualguiera que
sea lo propiedad P sobre los noturales (P es unae funcién de nat en Prop), se
prueba (n : nat)(P n) {en matemdticas: V. P {n)) obteniendo un objeto de
tipo (P 0) y un objeto de tipo ({n : nat)(P n) — (P (8 n})) (en matemdticas:
Yu. P (n) = P{n +1}": se reconoce aqui el principio de demostracién por
induccién. El hecho de que Cog haya generado a partir de la definicién de
los nimeros naturales un objeto que corresponde a la técnica de prueba por
induccion sobre los enteros es muy interesante, pues tenemos “gratuitamente”
un método para probar propiedades dependiendo de un entero.

Ademas de los constructores, una definicién inductiva hace intervenir Cases,
un destructor cuyo tipo es una proposicién testigo de la minimalidad del punto
fijo?. Esto tiene dos consecuencias:

"En mateméticas, muchos objetos se definen como el menor punto fijo de una funcidn
creciente y continua. En Coqg, el medic para designar tales tipos son los tipos inductivos.
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s Aparece la nocién de representacién candnica: los términos cerrados de éste
tipo se forman por medio de los constructores. Por ejemplo definiendo el
tipo inductive booleano:

Inductive bool : Set := true : bool | false : bool.

el destructor permite hacer razonamientos por casos sobre el valor de un
booleano. Por ejemplo, nos permite definir la conjuncién sobre los boolea-
nos:

Definition andbool: bool->bool->bool :=
[x,y:bool) <bool>Cases x of
(* true *) ¥y
(% false ») false
end.

= El destructor permite a la vez definir objetos v hacer demostraciones por
recurrencia o por casos. En este caso mediante el destructor se puede defi-
nir la adicién sobre los naturales, gracias a Fixpoint, que es un operador
de recurrencia estructural:

Fixpoint plus [n:mat] : nat-»nat :=
[n:nat)Cases n of

(x 0 %) 0=>m
(¢ (3 p) «) | (8 p)=> (35 (plus p m})
end.

Nota: El destructor se denota por Cases, da un término para cada constructor,
los cuales deben estar en el mismo orden que los constructores.

También se pueden definir tipos polimdrficos, como las listas de elementos
de un tipo dado A:

Inductive list [A : Set] : Set :=
nil : (list A) | coms : A->{1list A)-»{list A).

2.4.2. Predicados inductivos

Graclas a las definiciones inductivas, se pueden definir predicados sobre los
objetos que manipulamos (de manera analoga a Prolog). Asi el conjunto de los
numeros pares se puede definir como el conjunto § més pequefio de naturales
conteniendo al 0, y tal que para todo nimero n € §, n + 2 también pertenece a

S

Inductive par: nat->Prop :=
O_par : (par 0)
| 88_par: (n:nat})(par n)->(par ($ (S n))}.
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Los dos constructores de par son la traduccién al lenguaje Coq de los axiomas
matematicos:

0 es par,
Yn. npar = (S (S n)) es par

Con esta definicién un objeto de tipo (par n) nos asegura la existencia de
un entero k tal que n = (S5 (S k)).

2.5. Desarrollo de la prueba: TAacticas

Como ya hemos dicho anteriormente el sistema Coq es un asistente de prue-
ba: su papel no es “encontrar” pruebas de manera automatica, sino la de cons-
truir un término a partir de una especificacién, es decir un tipo; en este sentido,
el usuario de Coq dispone de un cierto nimero de herramientas, llamadas tdcti-
cas. La tacticas son la traduccién directa de las reglas de formacién de los
términos del calculo de construcciones, o en otros casos la implementacién de
ciertas propiedades pertenecientes a esta teoria. Se emplean en un escenario que
se denomina “goal directed”.

Una téctica es una funcién que, aplicada a una submeta I' - T una de dos:

e O tiene éxito y produce las dos informaciones siguientes:

e Una sucesién finita de nuevas submetas Ty F* T1,...T; F T}

e Una funcién que permite, a partir de eventuales soluciones ¢1,...,%;
de las nuevas submetas, construir una solucién para I' -7 T

» O fracasa y deja la submeta igual.

Una téctica permite reemplazar una meta por una sucesién de submetas, de
las cuales se espera sean més faciles de resolver. Cuando después de la aplica-
cién de una sucesién de tacticas llegamos a una meta que no se sabe resolver,
es posible volver atrés, los pasos que queramos, mediante el comando Undo.
También se puede volver al comienzo de la prueba con la orden Restart; y
también abandonar la prueba ejecutando Abort.

Una prueba se termina cuando el conjunto de metas a resolver es vacio. Esta
situacién la sefiala el sistema con Subtree proved!. Para guardar la prueba se
utiliza Save.

Omiitiremos dar la lista completa de tacticas; simplemente citaremos la apli-
cacién general de las que se van a necesitar a lo largo de la formalizacién pos-
terior; otras se comentardn durante el transcurso de las pruebas. Se puede ver
més informacién sobre las tacticas en [73, 18].

TActicas de introduccién

» Intro: aplicada a una meta de la forma (z : N) M (o N — M), introduce
la hipétesis z : NV en el contexto local y cambia la meta por M. Esta tactica
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corresponde a la regla de deduccién natural T‘[:Lﬂﬁ"_-'a%’ donde I' denota un

conjunto de proposiciones que son implicitamente las hipdtesis (contexto
local de hipGtesis).

» Generalize: introduce en la meta una abstraccion; tiene el efecto inverso
de la tdctica Intro.

s Clear: borra hipdtesis en el contexto local de la meta en curso. Es de
mucha utilidad en pruebas largas donde se acumulan hipdtesis inmitiles.

» Cut: introduce, en el contexto de hipétesis, resultados que a su vez tendrin
que probarse en otra submeta.

Tacticas de resolucion

» Apply: reduce la meta a probar otras més elementales por la aplicacion
de un axioma o un resultado ya probado. Se aplica a una hipétesis del
contexto de prueba, o a una constante del entorno. Su sintaxis es (Apply t);
funciona si los tipos de cabeza de ¢ coinciden con la meta en curso, dando
error en otro caso. Esta tdctica permite aplicar modus ponens: si tenemos
un teorema de la forma A = B y queremos probar B, aplicamos este
teorema para reducir la meta en curso a la prueba de A. Resaltar que Coqg
utiliza la unificacion para evitar tener que especificar todos los argumentos
cuando se aplica esta tdctica. Algunas variantes son LApply v EApply,
puede verse su funcionamiento en [73].

= Assumption: busca en el contexto local un hipdtesis idéntica a la meta.

= Split: transforma la meta R A S en dos metas R y 5, esta tactica corres-

y TER,TFS
ponde a la regla de deduceidn natural TrhRAT

» Left: transforma la meta RV S en R.
= Right: transforma la meta RV Sen 5.

s Exists: es la tactica usual para utilizar en una meta formada por cuan-
tificacion; se puede aplicar sobre todas las definiciones inductivas con un
s6lo constructor. Debemos dar un argumento testigo de la aplicaciéon del
constructor. '

Téacticas de eliminacién

» Elim H: aplica el principio de eliminacién, que consiste en aplicar los es-
quemas de induccién anteriormente citados, asociado a la definicién induc-
tiva de H en la meta en curso (obviamente H debe ser un término definido
inductivamente). En realidad, muchas veces la utilizacién de Elim pue-
de interpretarse como una llamada a la tdctica Apply, simplemente més
cémoda. Se utilizaran a lo large de nuestro desarrollo algunas variantes
como ElimType.
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Cases m: reemplaza todas las apariciones de m en la meta, por los dife-
rentes casos posibles que puede tomar un elemento de este tipo. Es una
tactica mas “primitiva” que Elim.

Induction n: introduce n en el contexto y aplica el principio de elimina-
ci6én asociado al tipo de n. Su comportamiento es parecido al de Elim.

Discriminate: permite concluir una prueba a partir de una igualdad (=)
que resulta falsa en alguna de las hipétesis de la meta.

Injection: utiliza que los constructores de un tipo inductivo se aseme-
jan a funciones inyectivas. Por ejemplo, de una igualdad de la forma
(cxy...zk) = (cy1...yk), esta tactica deduce las siguientes igualdades
T = Yl Tk = Yk

Inversion: Sirve para “extraer informacién” de los tipos inductivos. Esta
tactica inspecciona los constructores del tipo inductivo al que se aplica,
intenta aplicarlos y, en otro caso, los muestra para ser resueltos interac-
tivamente por el usuario. Se utiliza constantemente a lo largo de nuestro
desarrollo, asi como sus variantes Simple Inversion e Inversion clear.

Destruct H: Es equivalente a la composicién de tcticas (también llama-
da tacticales) Intros Until H; Case H.

TActicas de conversién

» Simpl: aplica las reglas de Gt—reduccién expandiendo las constantes que

sean transparentes.

Unfold nom: aplica la regla de d—reduccién a la meta, reemplazando
todas las apariciones de nom por su definicién. Otra téactica de funciona-
miento andlogo a esta es Red.

Pattern term: El argumento term debe ser un subtérmino libre de la
meta en curso. Pattern ejecuta la (-expansién de la meta T'; reempla-
zando todas las “ocurrencias” de term en T por una nueva variable y
abstrayendo dicha variable.

TActicas de reescritura -

Son técticas especializadas en la igualdad del sistema.

s Rewrite H: si H es una hipétesis del tipo (z1 : T1;...;2n : Tn)a = b, apli-

cada la tactica a una meta M, genera una nueva submeta reemplazando
todas las apariciones de a en M por b.
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Otras tacticas de reescritura son: Replace, Reflexivity, Symmetry y
Transitivity.

Un ejemplo de prueba

Mostramos el uso de las tacticas en Coq con un ejemplo simple. Se define
el término (perided n) un predicado paridad como un tipo inductivo con dos
constructores, llamados respectivamente par e impar, segin que n sea miltiplo
de dos o no:

Inductive paridad: nat->Prop:=
par: (n:nat)(paridad (mult (§ (8 0)) n))
| impar: (n:nat){paridad (8 {(mult {8 (5 0)) n))}.

Queremos definir una funcién que a un entero n le asocie un objeto que
tenga tipo (paridad n). Si se sabe construir una funcién que asocie tal objeto a
cada n, tendremos probado que (paridad n) estd definido para todo n; es decir
“existe una inyeccidén de nat en paridad”.

Coq < Lemma paridad _nat: (n:nat){(paridad n).
1 subgoal

{n:nat){paridad n)

Coq responde con la descripcidn de la meta: y tenemos que probar la “férmu-
la” (n : nat)(paridad n). Disponemos de un método para probar propiedades
sobre los enteros, el dadoe por el tipo nat_ind (pdg 20). Ademds, como ya hemos
indicado, naf-ind es generado de manera automatica a partir de la definicién in-
ductiva de los enteros. Se puede aplicar directamente con la ayuda de la tdctica
Induction:

paridad_nat < Induction n.
2 subpoals

n . nat

Smes

(paridad 0)

subgeal 2 is:
{n0:nat)}{paridad nQ)->{paridad (S n0))

Nota: {Induction n) tiene el mismo efecto que aplicar (Intro n; Elim n), es
decir, introducir n de tipe nat en el contexto® y después aplicar el principio
nat_ind mediante la tactica Elim.

Vemos que {Induction n) aplica literalmente el principio de induccién. Aho-
ra tenemos que probar dos metas que se corresponden con la propiedad en el
caso cero y la validez de la propiedad en el caso del sucesor. Técnicamente,
construimos una prueba de {parided n) aplicando el término de tipo nat.ind

] #Se trata de un contexto “local”: el contexto global incluye todas las definiciones y pruebas
conocidas por Coq hasta el momento de realizar la prucba.
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a los argumentos cuyos tipos son (paridad 0) v (n0 : nat)(paridad n0) —
(paridad (8§ n0)).

Caso base: (paridad 0) se prueba reemplazando 0 por (mult (S (S 0)) 0) (para
obtener un términc que se corresponda con el constructor par).

paridad_nat < Replace O with (mult (5 (S )y 0); [Apply par | Auto].
1 subgoal

n : nat

(n¢:nat)(paridad n0)->(paridad (S n0})

Utilizamos los “constructores de técticas” ; y [ | | para componer y distribuir,
respectivamente, la prueba. En este caso, la tactica Replace ... with genera
dos submetas, correspondientes a la meta inicial en la cual se ha efectuado el
reemplazamiento y la meta que consiste en probar la igualdad entre los dos
términos que intervienen en el reemplazamiento.

La primera submeta se resuelve con la ayuda del constructor par; se utiliza la
tdctica Apply. Tenemos que probar (paridad (rult (S (S 0)) 0}) y disponemos
de un objeto de tipo (n : nat)(peridad {mult (S (S 0)) n)) (el constructor
par), asi vemos que es suficiente aplicar par sustituyendo n por 0. En este caso
se puede comprobar, como hemos dicho anteriormente, que Apply utiliza la
unificacién “adivinando” la sustitucidn adecuada para obtener el tipo esperado.

La segunda meta expresa una propiedad elemental de la multiplicacion de
enteros que se resuelve automaticamente con la tactica Auto.

Paso inductivo: Tenemos que probar la segunda meta generada anteriormente
por la tactica Induction:

1 subgoal

(n0:nat) (paridad n0)->(paridad (S n0))

La n del contexto no interviene en la meta (el sistema reescribe automatica-
mente la n en la conclusién); se puede eliminar mediante la tictica Clear que,
aplica la regla de debilitamiento del contexto.

paridad_nat < Clear n.
1 subgoal

(n:nat) (paridad n)->(paridad {S n))

Introducimos la hipétesis en el contexto mediante la tactica Intros, una
variante de Intro.

paridad_nat < Intros.
1 subgoal
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n : nat
H : (paridad n)

(paridad (S n))

Tenemos en el contexto dos objetos: un natural n, ¥ una prueba H (una
hipétesis) de (parided n). Utilizamos H para probar {paridad (S n)) mediante ¢l
razonamiento por casos: si H estd construido con el constructor par, utilizaremos
el constructor ¢mpar para probar la meta, y reciprocamente.

paridad_nat < Case H.
2 subgoals

n o onat
H : (paridad n}

{n0:nat) (paridad (S {mult (S (S 0)) n0)))

subgoal 2 is:
(n0:nat)(paridad (S (8 (mult (3 (8 0)) n0))))

En este caso vemos que Coq, en el anilisis de casos reemplaza n por su valor
en el seno de la meta. Las dos submetas se prueban facilmente, utilizando los
constructores ympar para la primera y par para la segunda;

paridad_nat < Intro; Apply impar.
1 subgoal

n : nat
H : (paridad n)

(n0:nat) (paridad (S (5 (mult (S (S 0)) n0))))

paridad_nat < Intreo; Replace (3 (8 (mult (S (S 0)) n0))) with
(melt (5 (S 0)) (S n0)); (Apply par | Simpl; Auto].
Subtree proved!

Hemos terminado la prueba, en otras palabras; hemos construido un término
de tipo (n : nat)(paridad n). Podemos guardarla, y asociar asi el término que
acabamos de construir al tipo en cuestion.

paridad_nat < Save.
Inductien n.
Replace 0 with {mult (§ (S 0}) 0); [ Apply par | Aute ].
Clear n.
Intros.
Case H,
Intro; Apply impar.
Intre; Replace (5 {5 (mult (S (5 0)} n0)))
with (mult (8 (S 03) (S n0)); [ Apply par | Simpl; Auto 1.
paridad_nat is defined

Coq nos permite mediante el comando Print ver la estructura del término
construido.
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Coq < Print paridad_nat.
paridad_nat =
[n:nat]
(nat_ind [n0:nat](paridad n0)}
(eq_ind nat (mult (S (S 0)) 0} [n0:natl{paridad nd) {(par 0 0
(refl_equal nat 0))
[n0:nat; H:(paridad n0)]
<[ni:nat) (paridad (S n1))>
Cases H of
(par n1) => (impar n1)
| (impar n1) =>
(eq_ind nat (mult {8 (S 0)) (S n1}} [n2:nat](paridad n2)
(par (S n1)) (5 {3 (mult {5 (S 0}) m1))}
(f_equal nat nat S {plus nl (5 {plus ni 03)}
(S {plus ni (plus ni M)
(gym_eq nat (S (plus nl (plus ni 0)))
(plus ni (S (plus ni 0))} {plus_n_Sm nl {plus nil 03})))
end n)
: (n:nat) (paridad n)

En esta definicién se pueden ver las diversas étapas de nuestro desarrollo
(algunos trozos de prueba como eg_ind y plus.n.Sm los generan las llamada a
Auto). No hay duda, como ya hemos indicado, de lo engorroso de su lectura.

En Coq la igualdad (proposicional) estd definida como la relacién reflexiva
mas pequena:

Inductive eq [A: Set; x : A): A->Prop:= refl_equal: x=x.

La notacién = es una abreviatura sintdctica de (eq A x x) para el tipo
inductivo eq (igualdad de Leibniz). La igualdad entre términos (convertibilidad)
se manipula en Coq con la ayuda de la propiedad eg_ind, aunque el usuario
lo hace directamente utilizando diversas tdcticas como Replace y Rewrite,
Examinando el tipo de eg_ind podemos comprender el funcionamiento de éstas
tacticas.

Coq < Check eq_ind.
eq_ind
: (A:Set; x:A; P:(A->Prop))}(P x)}->(y:4)x=y—>(P y)

La idea es la de reemplazar la prueba de una meta de la forma (P y) por la
prueba de (P z), con la condicién de construir una prueba de x = y.

Para terminar esta hreve presentacién mencionar CtCoq, ver [17], que es
un interface de ayuda al desarrollo de la prueba, basado en la idea de proof by
pointing [19].



Capitulo 3

Términos

La primera parte de este capitulo estd dedicada a definir v formalizar en Coq
la nocién de término (esta nocidn no estd universalmente aceptada), que sera cla-
ve para la posterior definicién de polinomio en varias variables. A continuacién
definimos el producto de términos y probamos que con dicha operacidn es un
monoide conmutativo. Formalizamos un orden estricto sobre dicho monocide;
acabamos dando la relacién de divisibitidad de términos v el cdlculo del minimo
comun multiplo de dos términos que serdn basicos, respectivamente, para la
definicidn de reduccidn de polinomios y el cdlculo de los S-polinomios.

3.1. Definiciones y notaciones basicas

Comenzamos introduciendo la nocién término. La definicién usual de térmi-
no es la siguiente:

Definicién 3.1.1. Un término (power products) en zi,...,x, es un pro-
ducte de la forma:

e 00 On
IR TN
en donde los exponenies o, ..., 0, s00 nimeros enteros no negativos.

Se puede simplificar esta notacién tomando o = {oy,...,@,), es decir una
n-upla de enteros no negativos. Asi tendriamos:

[= SN« § Qo &) o
T =% .. Ty

Cuando & = (0,...,0), denotamos z* = 1.

Aprovechando esta notacién formalizamos en Cogq la definicién de término
como una lista de naturales; para ello utilizamos la definicién inductiva de na-
tural nat asi como la definicién de listas list, comentadas en la seccién anterior
(paginas 20 y 21, respectivamente), y ambas cargadas por defecto una vez que
abrimos una sesién en Coq.

Traduecién en Coq:
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Definition term:= (list nat).

Antes de describir el dlgebra de los términos, introducimos la longitud de
un término que serd el nimero de variables que posee. A lo largo de nuestro
desarrollo trabajaremos normalmente con términos de n variables; es por ello que
implementamos en Coq los términos de n variables full y para ello utilizamos
otra funcién ya cargada por defecto en el sistema, length.

Expresién en Coq:

Fixpoint length [1l:{list nat)] : nat := Cases 1 of
nil => ()
| (cons _ m) => (8 (length m})
end.

Nota: Cuando se define un objeto en Cog mediante Cases, la idea de base

para el destructor es tener un elemento m de tipo inductivo I y verificar una

propiedad (P m), que, en general, depende de . Para esto, es suficiente verificar

la propiedad para cada m = (g; u1,...,Up) de cada constructor ¢; de 1.
Traduccién en Coq:

Definition full:= [n:nat][t:term]{(length t} = m).

La notacién que utilizaremos para el conjunto de los términos de n variables,
es decir de longitud n, es

_ Q1 02 Oln
= {a27'x3% ..

oa; € Nyi=1,...,n}

Empleando las inclusiones obvias, 7% ¢ Tt ¢ T? ¢ T3 C ..., se tiene el
conjunto de los términos 7= |, T™.

Para la igualdad de términos utilizaremos la igualdad del sistema (=),
es decir, la igualdad polimérfica estdndar de Leibniz definida en el mddulo
Logic_Type, ya comentada en el capitulo anterior. La ventaja que tiene utilizar
esta igualdad es que podemos utilizar directamente las tacticas de reescritura
del sistema referidas a dicha igualdad, como Rewrite, Replace, Reflexivity,
Symmetry, ..., (ver [73]).

3.2. Producto de términos

Antes de introducir la multiplicacidén de términos damos algunos resultados,
relativos al nimero de variables de los términos, necesarios para simplificar
demostraciones posteriores.

Uno de estos resultados es que si el términe t = (o, ..., an) tiene n varia-
bles, entonces el término t’ = (o, . .., o) tiene (n—1) variables y, por supuesto,
el término t" = (oy,. .., 0p4) tiene (n+ 1) variables, donde cny1 es cualquier
entere no negativo.

Prueba: Hacemos explicita la definicién de full mediante la orden Unfold,
reescribimos n ¥ por ultimo aplicamos SB-reduccidn sobre length mediante la
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tactica Simpl obteniendo, como meta, ficiles igualdades aritméticas que el sis-
tema resuelve automdticamente.
Traduccion en Coq:

Lemma full_8: (n,ni:nat)(t:term)(full n (cons nl t))->(full (pred n) t}.

Unfold full; Intros.
Rewrite <~ H; Simpl; Auto.

Lemma full_predi: (n:mat)(t:term)(full n t)->(nl:mat)(full (8 n) (cons nl t)).

Unfold full; Intros.
Rewrite <- H; Simpl; Auto.
[w]

Identificamos el concepto “término 1” mediante un predicado, al estilo de
Prolog, y se construye el término 1 de n variables, 2923 ...2%, con la funcién

n_term.

Nota: Definimos el predicade null.term mediante el comando Inductive de
forma similar a la manera de hacerlo en Caml Light. Para definir la funcién
n_term.0 sobre los naturales utilizamos Fixpoint!. La descripcién de la funcién
recursiva, mediante este operador, se organiza siguiendo la estructura del tipo
inductivo, en este caso nat. Como tiene dos constructores en el tipo inductivo,
tenemos dos casos; el segundo constructor tiene un argumento en el mismo
tipo inductivo, pudiéndose hacer llamadas recursivas sobre dicho argumento.
Como veremos mas adelante la funciones recursivas pueden tener mas de un
argumento.
Traduccién en Coq:

Inductive npull_term: term -> Prop:= null_term_nil: (oull_term (nil 7))
| null_term_cons: (t:term)(null_term t)->{null_term (cons 0 t}).

Fixpoint n_term_0 [n:nat): term:= Cases n of
0 => (nil ?)
| (8 n} => (cons 0 (n_term_0 nd))
end.

028...2°% es un términe 1, que tiene

Los lemas sigulentes comprueban que x

n variables y que el tinico término | de n variables es precisamente 2923 ... 23.
Prueba: El primer resultado se demuestra por induccién sobre n (Inductionn)
pues de la definicién de n_term._0 obtenemos como metas los constructores de
null term. El segundo se hace asimismo por induccion sobre n, ya que de la
definicién de full obtenemos dos igualdades triviales. En el tercero se comienza
aplicando recurrencia sobre la definicién de null_ferm,; asi obtenemos dos metas
correspondientes a los constructores de null_term, resueltas sustituyendo las
definiciones de full por su valor.

Traduccién en Coq:

Lemma null_term_term_(: (n:nat)(null_term {n_term_0 n)).

1Operador de recurrencia estructural
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Induction n; Intros; Simpl.
Apply null _term_nil.
Apply null_term_cons; Trivial.

Theorem full_0 : {n:nat){full n (n_term_0 n)).

Induction n; Intros; Simpl.

Unfold full; Simpl; Trivial.

Unfold full; Simpl.

Replace (length (n_term_0 n0)) with nd; Trivial.

Lemma nterm_null: (t:term)(mull_term t)->(n:mat}{full n t)->t=(n_term_0 n).

Induction 1; Intros.
Inversion_clear HO; Simpl; Trivial.
Inversion H2; Simpl.

Pattern 1 tO.

Rewrite -> (H1 (length tD)); Auto.
d

Definimos el producto de términos, como el término que se obtiene al sumar
los exponentes correspondientes a cada variable.

Nota: Para facilitar las pruebas formalizamos la definicién sobre términos gené-
ricos en cuanto al nimero de variables, mds adelante, cuando sea necesario,
fijaremos este nimero de variables con el predicado full.

Traduccién en Coq:

Fixpoint term_mult [t1,t2:term): term:= Cases t1 t2 of
nil x =>» x
| ¥ nil =>x
| (cons nl ti’} (cons n2 t2?) =>
{cons (plus nl n2) (term_mult t1’ t2%})
end.

A continuacién probamos propiedades algebraicas sobre el producto de tér-
minos, asi como lemas basicos que necesitaremos en otras secciones.

Teorema 3.2.1. El producto de términos es conmutalive.
v, t' e T, tt' =¢t't

Prueba: Se hace por induccion sobre los términos y aplicando resultados aritmé-
ticos simples.
Traduccién en Coq:

Theorem term_mult_conmt: (t,t’:term)({term_mult t t') = (term_mult t’ t)}.
O

Teorema 3.2.2. El producto de términos es asoeciafino.

Vi, t1,t2 €T, (t.tl).fg =t.(t1.12)
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Prueba: Andloga a la hecha para la conmutatividad de la multiplicacién de
términos.
Traduceidn en Coq:

Theorem term_mult_assoc: {t,tl,t2:term)
{({torm_mult (term_mult t t1) t2) = {term_mult t (term_mult 1 £2)}).

Teorema 3.2.3. El producto de términos es compatible con la igualdad.
Vet te €Tt =ty = t1 8 =tat

Prueba: Dados los axiomas de la igualdad de Leibnitz (ver [73]} disponibles en
el sistema, el resultado se obtiene mediante reescritura.
Traduccion en Coq:

Lemma term_mult_r: (t,tl,t2:term){tl = t2}->

{(term_mult t1 t) = (term_mult t2 t)).
O

Teorema 3.2.4.
Vi t1,ta €T, (t.tl).tg = tl.(t.fg)

Prueba: Utilizando dos veces la reescritura (Rewrite), los lemas de conmuta-
tividad y asociatividad que acabamos de demostrar, producen el resultado.

(t.tl).tz = (tl.t).tg = tl.(t.tg)

Nota: También se podria utilizar en esta prueba la induccidn estructural sobre
términos; la primera forma de demostracion tiene la ventaja de que en caso de
cambiar la estructura de los términos esta prueba sigue siendo valida, mientras
que en el segundo caso habria que rehacerla.

Traduccién en Coq:

Lemma term_mult_perm: {t,t1,t2:term)
((term_nult (term_mult t t1) t2) = {term_mult tl (term_mult t t2))).

Intros.
Replace (term_mult (term_mult t t1) t2) with

(term_mult {(term_mult t1 t) t2); Auto.
a

Teorema 3.2.5. El término x923 ... 20 es el elemento neutro de lo multiplica-

cidn de términos de n variables.
vt e T t.(zhzy...2l) =t
Prueba: Se realiza por induccién sobre el término t, aplicando la 8-reduccién
en cada uno de los casos a la definicién de term.mult. En la segunda submeta,
debemos aplicar la hipdtesis de induccidn, utilizar la hipdtesis de que ¢ tiene n
variables, ademas de resultados sobre el tipo nat.
Traduccion en Coq:
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Theorem term_mult_full_nulo: (t:term)(n:nat)(full n t)->
((term_mult t (n_term_0 n)) = t).

Induction t; Intros.

Inversion H; Auto.

Inversion HO; Simpl.

Replace (plus a 0) with a; Auto.

Replace (term_mult 1 (n_term_D (length 1))) with 1; Auto.
Symmetry;Apply H; Auto.

o

Asi hemos comprobado que el conjunto 7™ con la operacién producto es un
monoide conmutativo.

Un resultado técnico, muy util para simplificar pruebas de lemas posteriores,
es que si multiplicamos dos términos de n variables el resultado es otro término
de n variables.

Prueba: La prueba utiliza recurrencia estructural sobre el primer argumento ¢;
y, en cada uno de los dos casos, de nuevo recurrencia sobre el segundo argumento
t2; las submetas generadas se resuelven utilizando las técticas de reescritura.

Traduccién en Coq:

Lemma term_mult_full: (tl:term)(t2:term)(n:nat)(full n t1)->(full n t2)->
(full n (term_mult ti1 t2)).

Unfold full.

Induction t1; Simpl; Intros.

Elim HO.

Case t2; Simpl; Auto.

Generalize H1; Case t2; Simpl; Intros; Trivial.
Rewrite -> (H 10 (length 10)); Trivial.

Cut (S (length 1))=(S (length 10)).

Auto.

Rewrite =-> H2; Auto.

0

3.3. Decidibilidad y algunas propiedades

Los resultados siguientes son elementales, pero el sistema no puede dedu-
cirlos automaticamente y serdn necesarios en pruebas posteriores. Muchos de
estos lemas se pueden declarar como indicaciones para Coq mediante el co-
mando Hints; es decir, cuando el usuario lo pida mediante Auto?, el sistema
intentard resolver la meta en curso aplicando estos lemas. Otra téactica de auto-
matizacién es Tauto, (ver [73]).

Esta herramienta es indispensable en un sistema de prueba automética de-
bido a que libera al usuario de largas bisquedas que pueden hacer tediosas las
pruebas y hacer perder el hilo del razonamiento seguido. Por ejemplo, si se ve
que la meta en curso puede ser resuelta aplicando la conmutatividad del pro-
ducto de términos, no es necesario buscar en el entorno el nombre exacto del

2Para que un teorema sea utilizado por Auto, es necesario que todas las variables cuanti-
ficadas universalmente de este teorema esten presentes en la cabeza del teorema.
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teorema, el sistema lo hace automaticamente, Evidentemente, no todos los teo-
remas pueden darse como indicaciones, pues la biisqueda por parte del sistema
podria alargarse en demasia.

Lemma eqterm_consi: (tl,t2:term)(nl:nat){tl = t2)->
((cons n1 t1) = {cons nl t2)).

Intros; Rewrite -»> H; Auto.
Save,
Hint Reaolve eqterm_conal.

Lemma eqexp.cons: (t:term)(nl,n2:nat)(nl = n2)->{(cons nl t) = {cons n2 t)).

Intros; Rewrite -» H; Auto.
Save.
g}nt Resolve egexp_cons.

Nota: En la biblicteca Polylist.v de Coq se prueba la decidibilidad de la igual-
dad de listas sobre todo A : Set, denotada por list_eq_dec. No obstante por
razones de autocontenido y legibilidad damos una prueba de dicha decidibilidad
directamente a partir de nuestra formalizacién.

Teorema 3.3.1. La igualdad de términos es decidible.

Vit € T {(81 = t2)} Vv {(t1 # t2)}

Prueba: El objetive de la demostracion es la decidibilidad de la igualdad de
términos. La prueba es simple debido a que term es de tipe inductivo. Es sufi-
ciente utilizar la recurrencia sobre los dos arguimentoes ¢ y to; obtenemos cuatro
metas que demostramos mediante la discriminacién de los diferentes construc-
tores de los términos, salvo en la tltima meta:

{(cons a w)=(cons b v)I+{ ({cons a w=(cons b v))}

en la cual necesitamos utilizar la decidibilidad de la relacién de igualdad en
enteros eq.nat_dec, ya probada en las bibliotecas de Coq.
Traduccion en Coq:

Lemma eq_tm_dec : (tl,t2:term}{ti1=t2}+{~(t1=t2)}.

Induction tl1.

Induction t2.

Laft; Trivial,

Intros a t22 HR; Right; Discriminate.

Intros a u hru ; Induction t2.

Right; Discriminate.

Intres b v hrv; Elim (eg_nat_dec a b); Intros He.

Elim (hru v); Intros Ht.

Left; Rewrite He; BRewrite Ht; Auto.

Right; Unfold not; Intros HH; Apply Ht; Injection HH; Trivial.
E?ght; Unfeld not; Intros HH; Apply He; Injection HH; Trivial.

Nota: Este es el primer resultado calculatorio, es decir, del cual se puede extraer
un programa de la prueba realizada, que aparece en nuesiro desarrollo.
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La prueba de un lema con contenido calculatorio tiene la misma estructura
que el algoritmo que realiza ese lema.

El programa extraido, en OCaml y sin optimizacidén “a mano”, correspon-
diente al algoritmo seguido en la demostracion es:

type 'a list =
| Nil
| Cons of ‘a * 'a list

type nat =
|0
| 8§ of nat

let rec eq_nat_dec nm =
match n with
| 0 -» {(match m with
| 0 -» true
| 8 n0 -> false)
| 8 n0 ->» {(match m with
| 0 -> false
| 8 nl -> eq_nat_dec nQ nl}

let rec eq_tm_dec 1 t2 =
match 1 with
| Wil -> (match t2 with
| Nil -> true
| Cons (a, 10) -> false)
{ Cons (a, 10) ->
(match t2 with
| Nil -> false
| Cons (a0, 1i) ->
(match eq_nat_dec a a0 with
| true => eq_tm_dec 10 11
| false -> false))

Teorema 3.3.2. Los elemenios de T™ son simplificables pare el producto.
Vit to € T tot =tpt' =t =1t

Prueba: Esta demostracion se hace por induccidn estructural sobre los términos
{mediante las 6rdenes Induction y Destruct). La primera meta obtenida es
trivial, la resuelve el sistema por la reflexividad de la igualdad. La segunda y
tercera meta se resuelven mediante la introduccién de la negacién, utilizando
la tactica Inversion sobre las hipétesis referidas al nimero de variables ( full);
dado que entonces en el contexto de hipétesis aparece False, se sigue la validez
de 1a conclusién. En la dltima meta hacemos uso de la hipdtesis de recursién
y de propiedades aritméticas; también se utiliza la tdctica Injection3, esto es,
que los constructores de tipos inductivos son funciones inyectivas. Dicho de otro
modo, si ¢ es un constructor de un tipo inductivo, y (¢ t1) y (¢ ¢2) son dos
objetos iguales, lo son también ¢ vy 5.
Traduccién en Coq:

3Esta tdctica nos muestra que los tipos inductives gozan de propiedades muy fuertes.
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Lemma term_mult_can_full: (v,t’,t0:term){n:nat){full n t)->(full n t')->
(term_pult t0 t)=(term_mult t0 t’}-> t=t’,

Induction t; Destruct t’; Intros; Auto.
Inversion H; Inversion HO.

Rewrite <- H3 in H2; Inversion HZ.
Inversion H1; Inversion HQ.

Rewrite <- H4 in H3; Inversion H3.
Generalize H2;Elim t0; Intros; Auto.
Simpl in H4;Injection H4; Intres.
Replace a with n.

Replace 10 with 1; Triwvial.

Apply H with t':=10 t0:=11 n:=(pred n0); Trivial.
Inversion HO; Auto.

Inversion Hi; Auto.

Apply simpl_plus_1 with n:=a0; Auto.

O

Teorema 3.3.3.
Vit e T™ Vige T, t £t = ot £ tg.t

Prueba: Se demuestra utilizando el teorema anterior term.mult.can_full, pues
es su contrarreciproco.
Traduecion en Coqg:

Lemma term_mult_n_eq: (t,t’,t0:term){n:nat){full n t)->{full n t*)}->
(“(t=t'})-> (" ({tern_mult 0 t)=(term_mult &G t?)))}.

3.4. Orden sobre términos

En esta seccidn, presentamos los drdenes mas conoecidos y utilizados sobre
términos y formalizamos en Coq el que se va a utilizar en nuestro desarrolla.
Para més detalles sobre estos drdenes, se puede consultar [45, 54, 76, 88, 15, 5].

Hay muchas maneras de ordenar T°, pero para nuestro desarrollo este orden
debe verificar ciertas propiedades, que veremos a continuacion.

Definicién 3.4.1. Un orden estricto <y sobre T es una relacidn binarie gue
verifica las propiedades:

v Transifiva:

Vti,t2,t3 €T, (tl <pita Aty <pts) =t <7 ta

s [frrefleriva:
YieT; —(t <pt)

Definicién 3.4.2. Un orden <q sobre T' se llama total si:

Vi, tz € T; (8 <7 t2) V (t2 <7 t1) V (t1 = ¢2)
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Definicién 3.4.3. Un orden < sobre T se dice que es bien fundado {well-
founded) si no existe una cadena infinita decreciente de términos, es decir:

{Vtk,tjGT', (k<j=>tj <7 tk)}=>_:.|k‘1 EN, (e N; (j>k =t =tj))

Definicidén 3.4.4. Entendemos por orden admisible, un orden < sobre T
que verifica las dos propiedades siguienies:

s Todo térmane | es minimal para el orden:

vieTit# (2923, 20) = (2923 . 2d) <o ¢

» Propiedad de monotonin: el orden es compatible con el producto de térmi-
nos:
Vit ta €T (4 <7tz = (t1.t) <71 (t2.1))

A cualquier orden que satisfaga la segunda condicién, pero no la primera, se
le denomina orden semiadmisible.

Hay muches ejemplos de érdenes admisibles, pero los mas comunes son: el or-
den lexicografico, el orden lexicografico graduado y orden lexicografico graduado
inverso.

Normalmente a los érdenes admisibles suele llamarseles, en la literatura ma-
temdtica, 6rdenes de términos (term orderings), como haremos nosotros de
ahora en adelante.

Aunque implementaremos y trabajaremos con el orden lexicografico, descri-
bimos a continuacion los tres drdenes de términos antes citados.

Definicién 3.4.5. Se define el orden lexicogrifico < sebre T, eligiendo
primere un orden sobre los variobles ... <y Tn <y Tn-1 <y -.. <y T2 <y T1.
Entonces para

= (Clil,...,().’n),ﬁ = (ﬁlsﬁﬁ) e N
se dird,

def

o 8 Ins primeras, de izquierda a derecha, coordennduas diferentes,
oA Y Al e

o; y Bi, de oy 3, verifican que o < ;.

Es decir: J
o <paf EL Y < o < BAVE<L ax = Br)

Traduccidon en Coq;

Inductive Ttm : term —> term -> Prop :=
Ttm_car : (nl,n2:nat){ul,u2:term) (it nl n2)->(length ul)=(length u2)->
(Ttm {(¢ons ni ul){cens n2 u2})
| Ttm_cdr : (n:nat)(ul,u2:term)(Ttm ul u2)->{Ttn (cons n ul)(cons n u2)).

il

Nota: En la formalizacién del orden Ttm comparamos tnicamente términos
del mismo nitero de variables, en otro caso existiria una cadena de términos
decreciente infinita.
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1

0 1

0 0 1

0 0 0 1

Para el orden lexicogrdfico, x7 siempre es mayor que zJ°, para todo n,m € N.
En el caso de cuatro variables 79 con (z < y < T < w), tenemos:

1 < z <L 22 <[

<, 0y <L ¥z <¢ ... <p y*

<p = < T.Zz <r ... <p &Y <p ... 2

<L w Lp wz < ... <y wy < ... wx <[ ... w?
<L

En ejemplos de un niimero pequeiio de variables, como el anterior, utilizameos
normalmente letras w, x, v 0 z en vez de variables subindicadas y suponemos
el orden alfabético de las variables. Es importante resaltar que es necesario
especificar el orden de las variables. Existen tantos érdenes lexicogréaficos, como
formas de ordenar las variables; en el caso general de n variables, son nl.

Trabajaremos con el orden lexicografico pues nuestro objetivo es utilizar
Bases de Grébner, ¥ en su célculo este orden tiene ventajas, (como puede verse
en [4, 45]), con respecto a otros érdenes de términos.

Definicién 3.4.6. Fl orden graduado lexicogrifico <, sobre T", una vez
fijado un orden sobre los variables &y, <y Tpo| <y ... <y Tz <y 1, s€ define de
la forma siguiente: Para

a=(an,...,0.),8=(81,...,8.) EN"

diremos: " n

de Yim1 @ < B

% < p =5 o
i i = Z?zl iy =™ <p 2P

En este orden, primero se ordena por el grado total (suma de los exponentes
de las variables) y, en caso de igualdad, se recurre al orden lexicografico.
Por ejemplo:

1<y<:r:<y2<:c.y<a:2<y3<m.y2<m2.y<m3<...

Otro orden de términos, algo menos intuitivo, es el orden graduado lexi-
cogriafico inverso. Aunque este orden es menos utitizado, se ha comprobado que
para algunos tipos de computacion es més eficiente que los anteriores.

Definicién 3.4.7. Pare definir el orden graduado lexicogrifico inverso
<gLi sobre T, se elige un orden sobre las varicbles T, <y Tn_1 <y ... <o
Ty <y X1, § pare

a:(al,...,an),ﬁ=(ﬁ1,...,ﬁn)ENn
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se dird
n n
Ym0 <Yy B
def 0
€ .
% <gri P = Z:-L:l o; = Z:‘L=1 B; y las primeras coordenadas,

de izquierda a derecha, diferentes, a; y Bi, de o y B,
verifican que oy > [

Vemos que al igual que el orden graduado lexicogréfico, primero se ordena
por el grado total, pero la manera de romper la igualdad es diferente. En el caso
de dos variables ambos érdenes son iguales; sin embargo, esto ya no ocurre en
el caso de tres variables, pues:

z.y® <gp 2ty.z

y, sin embargo:
2
7Yz <gLi z.ys

Cada uno de los érdenes de términos descritos tienen diferentes propiedades
y la eleccién del orden a utilizar dependera del problema que se quiera tratar.

Implementado el orden lexicografico, vamos a ver a continuacién que este
orden verifica las propiedades deseadas para un orden de términos. En primer
lugar demostramos un lema auxiliar sobre el nimero de variables, que hemos
llamado la longitud del término, dada la forma en que se han implementado
estos.

Teorema 3.4.1. El orden lexicogrifico es contractivo, es decir
Vi, t' € T; t <p t' = la longitud de t es menor o igual que la de t’

Prueba: Se hace por recursién sobre la definicién inductiva del orden lexi-
cografico Ttm. Obtenemos dos metas, correspondientes a los dos constructores
de Ttm, y en cada una de ellas, mediante el comando Simpl hacemos la j-
reduccién de la definicién length, obteniendo como submetas dos resultados
aritméticos cuyas pruebas aparecen en las bibliotecas cargadas al inicio de la
sesién.

Traduccién en Coq:

Lemma Ttm_shorter: (x,y:term)(Ttm x y)->(le (length x) (length y)).

Induction 1; Intros; Simpl.
Elim H1l; Auto.

Auto with v62.
]

Antes de comenzar con la demostracién de que el orden lexicografico tiene
la propiedad de bien fundado, damos un metateorema, sugerido por B. Barras
[12], que permite razonar por recurrencia sobre la longitud de una lista.
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Metateorema de la Induccidén Completa para listas.

Sea P una propiedad sobre listas, se verifica:

{¥n : nat [Vw : list, ((long{w)) < n} = P{w)] A
(Vo : list {{long(v)) = n) = P(v))} = Va:list, P(a)

Prueba: Mediante el comando Cut introducimos la hipdtesis de que para cada
natural n, las listas de longitud menor que n verifican la propiedad P. Tenemos
entonces dos metas, la primera, que es el resultado global, se sigue trivialmente
de la hipétesis afiadida, pues toda lista w es de longitud menor que (long{w)+1).
La segunda, que es dicho resultado, se demuestra por induccién en la cota de la
longitud de las listas. El caso de cota cero es inmediato por introduccién de la
negacion ({vp : nat), v < 0) en el contexto de hipdtesis; el paso de induccién se
sigue de las hipdtesis de recurrencia. Al final queda por demostrar una propiedad
aritmética sobre la relacién < (1t) de enteros, que se resuelve automéaticamente
mediante la téctica Omega?, ver [105].
Traduccién en Coq:

Lemma list_indlg: (A:Set)(P:{list A}->Prop}
({n:nat){{v:(list A))(1t (lemgth v} n)->{P v})->
(v:(1list A))(length v)e=n->(P v)}->
{vi(list A))(P v).

Intros AP Hv.
Cut (n:nat; v:{list A)}{1t (length v} n)->{(P v).
Intros HO.
Apply HO with (8 (length v)); Auto.
Induction n.
Intros v0 HO.
Inversion HO.
Intros n0 HO vO H1.
Apply H with (length v0}; Intros; Trivial.
Apply HO.
Omega.
a
Nota: Un resultado equivalente al anterior se puede obtener como consecuencia
de las bibliotecas de Coq, en particular, del uso del madulo wf_inverse.image
de la biblioteca Well founded cuyo autor es Bruno Barras. No obstante por
coherencia caon nuestra formalizacidén dejamos la prueba anterior ¢ incluimos en
¢l apéndice la prueba de dicho resultado.

Es dificil dar una versién constructiva de la nocién de relacién bien fundada.
La traduccién que damos se debe a Gérard Huet [69] y estd formalizada en las
bibliotecas del sistema. Una relacidén binaria R sobre un conjunto A es bien
fundada (artiniana} si todo subconjunto A’ de A no vacio contiene un elemento
minimal ap, es decir un elemente que verifica ~{aRap) Va € A; se define en Coq
utilizando la nocidn de accesibilidad.

10mega es una biblioteca de Cog dande estdn probadas propiedades de las operaciones y
de las relaciones en los entercs con la aritmética lineal de Presburger.



42 Términos

Definicién 3.4.8. El conjunto de los elementos de un fipo A accesibles para
una relacidn R es el menor confunto Y, que verifica:

Vo.(Vy. yRe = ye¥) = zeY
FEste conjunto suele denotarse por Accp.
Expresién de Coaq:

Inductive aAcc [A:Set; R:A-»A->Prop]l : A->Prop :=
Acc_intro : (x:AM((y:A)(R y x)->(Acc & R y))->(Acc A R x).

La relacién R se dice que es bien fundada si todos los elementos de A son
accesibles.
Expresion de Coq:

Definition well_founded := [A:Set][R:A->A->Prop]{a:A}(Acc A R a).

Nota: Posteriormente, probamos que <y, verifica las propiedades de orden es-
tricto.

Teorema 3.4.2. El orden lexicogrifico <, sobre T, es bien fundado,

Prueba: La demostracién se realiza mediante recurrencia sobre la longitud de
los términos, utilizando el metateorema list.indlg antes demostrado.

Para probar que < es bien fundado es necesario probar que todo término
es accesible; y para ello hace falta demostrar que sea cual sea la manera de
“decrecer” este término, el término resultante también es accesible. En general
obtenemos esta prueba por hipétesis de recurrencia, salvo en el caso base, donde
la prueba se obtiene por introduccidn de la negacidn debido a que el término
al cual se reduce es minimal. La primera etapa consiste en hacer razonamientos
por recurrencia, hasta obtener hipétesis de recursidn que abarquen todas las
maneras de “decrecer” un término. Después sélo queda estudiar las diferentes
posibilidades, que se resuelven aplicando las hipdtesis de recursidn obtenidas
anteriormente.

En el orden lexicografico hay tres cantidades que pueden decrecer: la longitud
de un término, el valor del exponente de cabeza y el nimero maximo de pasos
posibles para reducir la cola del término. El procedimiento que se sigue es:

1. Razonamos por recurrencia sobre la longitud del término. De este modo
obtenemos una hipétesis de recursién que dice que todo término mas corto
es accesible.

2. Se demuestra, por introduccién de la negacién, el caso base del término
de longitud cero.

3. Para un término del tipo (cons n t), tenemos dos casos; que disminuya
1 (el exponente) y t tome cualquier valor pero conservando su longitud,
o que decrezea t y no varie n. El primer caso se prueba basandose en el
hechoe de que n es accesible para < (1t) sobre enteros, prueba existente en
la biblioteca W{_nat, mediante la tictica ElimType.
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4. En el dltimo caso sabemos que no se puede reducir infinitas veces debido
a que todo elemento de longitud menor que {cons n t) es accesible por
Ttm basandonos en la hipétesis de recursién obtenida en el caso 1.

Traduccién en Coq:

Lemma Ttm_uwf : (well_founded ? Ttm).

Sustituimos well_founded por su valor.

Ttm_wf < Red; Intres.
1 subgoal

a : term

(Acc term Ttm a)

1. Aplicamos la recursién sobre la longitud de a.

Ttm_wf < Elim a using list_indlg,
1 subgoal

a : term

(n:nat)
((v:(1list nat)) (1t (length v) n)->(Acc term Ttm v})
->{v:(list nat)){length v)=n->{Acc term Ttm v)

Ttm_wf < Destruct v; Simpl; Intros.
2 subgoals

: term

: pat

: (v:(Qlist nat))(lt {length v) n)->(Acc term Ttm v)
: (list nat)

0 : (O)=n

me mP

(Acc term Ttm (nil nat)}

subgeal 2 is:
{Acc torm Ttm (cons n0 1))

2. Caso base, término nil.

Ttm_wf < Constructor; Intros.

2 subgoals
a ! term
n : nat
B : (v:(list nat}) (1t (length v) n)-»>{Acc term Ttm v)
v : {list nat)
HO : (O)=n
y @ term

Hi : (Ttm y (nil nat))

(Acc term Ttm y)
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subgeal 2 is:
{Acc term Ttm (cons n0 1)}

Ttm_wf < Inversion Hi.

1 subgoal
a : term
n : nat
H : (v:{list nat))}(lt (length v) n)->{4cc term Ttm v}
v : (list nat)
nl : nat

1 : (list nat}
HO : (3 {length 1))=n

{Acc term Ttm (cons nQd 1))

3. Paso inductivo, caso de {cons n0 {}. Generalizamos para todo
término {; mas corto que (cons n0{).

Ttm_wf < Cut (1t {length 1) n.

2 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:{(list nat})(lt (length v) n)->{Acc term Tim v}
v : (list nat)
nl : nat

1 : (list nat)
HO : {8 (length 1))=n

(1t {length 1) n)->(Acc term Ttm (cons nd 1)}

subgoal 2 is:
{1t (length 1) n)

Ttm_wf < {eneralize 1.

2 subgoals
a : term
n ! nat
H : (v:(list nat)) (1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)
v : {list nat}
nd : nat

1 : (list nat)
HO : (5 (length 1})=n

{10:(list nat))(lt (length 10) n)->(Acc term Ttm {cons n( 10}}

subgoal 2 is:
(it (length 1) n}

Ttm_wf < Clear HO 1.
2 subgoals

a : term
n : nat
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H : (v:(list nat)){1t (length v} n)->{Acc term Ttm v)
v : (list nat)
nQ : nat

(1:(1list nat)}(1t (length 1) n)->(Acc term Ttm {(coms n0 1))

subgeal 2 is:
(1t (length 1) n}

Razonamos por recurrencia basiandonos en el hecho de que n0 es
accesible para It {<); con ello obtenemos una hipétesis de recursién
que resuelve todos los casos en que disminuye el exponente ni.

Tem _wf < ElimType (Acc 7 1t n0); Intros.

3 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:{list nat})(lt (length v) n)->{Acc term Ttm v)
v : (list nat) "
nl : nat
X : nat
HO : (y:nat)(lt y x)->(Ace nat 1t y)
Hi : (y:nat)
(1t y

->{1:(list nat)) (1t {length 1) n)->
(Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (1ist nat)
HZ : (1t (length 1) mn)

{Acc term Ttm {cons x 1))

subgoal 2 is:

(Acc nat 1t o)
subgoal 3 is:

(1t (length 1) n)

Ttom_wf < Generalize H2.

3 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat)}(1t (length v} n)-»>(dcc term Ttm v)
v : {list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat}(lt y x}->(Acc nat 1t y)
Hi : (y:nat}
At y x)

->»(1:(list nat)}(lt (length 1) n)->
{Acc term Ttm (cons y 1})
1 : (list pat)
H2 : (1t (length 1) n}

(1t (length 1) n)->{Acc term Ttm {cons x 1)}

subgoal 2 is:
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(Acc nat 1t n0)
subgoal 3 is:
(1t (length 1) n)

4. En el caso de que decrezca el término ! y no el exponente n0,
hace falta una hipdtesis de recursién.

Ttm_wf < ElimType (Acc ? Ttm 1); Intros.

4 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat))(1lt (length v) n)->(Acc term Ttm v)
v : (list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat)(Qt y x)->(Acc nat 1t y)
H1i : (y:nat)
(1t y x)

->(1:(list nat)){(lt (length 1) n)->
(Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t (length 1) n)
x0 : term
H3 : (y:term)(Ttm y x0)->(Acc term Ttm y)
H4 : (y:term)(Ttm y x0)->(1t (length y) n)->
(Acc term Ttm (cons x y))
H5 : (1t (length x0) n)

(Acc term Ttm (cons x x0))

subgoal 2 is:

(Acc term Ttm 1)
subgoal 3 is:

(Acc nat 1t n0)
subgoal 4 is:

(1t (length 1) n)

Una vez obtenidas todas las hipétesis de recursién necesarias, sélo
queda comprobar que, sea cual sea la manera de “decrecer” el término
(cons z z0), lo hace a un término accesible.

Ttm_wf < Constructor; Intros. N
4 subgoals

a : term

n : nat

H : (v:(list nat))(1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)

v : (list nat)

nO : nat

X : nat

HO : (y:nat){(lt y x)->(Acc nat 1t y)

H1 : (y:nat)

(1t y x)

->(1:(1ist nat)) (1t (length 1) n)->
(Acc term Ttm (coms y 1))
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1:
HZ :
x0
H3 :
H4 :

HS :
¥y
HE :

(list nat}
(1t (length 1) n)
term
(y:term){(Tim y xQ)->(Acc term Ttm y)
(y:term){Ttm y x0}->(1t (length y) n)->
{Acc term Ttm (cons x y})
(1t (length x0) n)
term
(Ttm y (cons x x0)}

(Acc term Ttm y)

subgoal 2 is:

(Acc term Ttm 1)
subgoal 3 is:

(Acc nat 1t n0)
subgoal 4 is:

(1t (length 1) n)

Ttm_wi < Inversion_clear H6.

& subgoals
a : term
n : nat
H : (v:{list nat))(lt {(length v) n)->(Acc term Ttm v}
v : (list pat)
nd : nat
X : nat
HO : {y:nat){lt y x)->(Acc nat 1t y}
H1 : {y:nat)
(1t y x)
->{1:(list nat)) (it (length 1) n)->{Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t {(length 1) n}
x0 : term
H3 : {y:term}(Ttm y x0)->(Acc term Ttm y)
H& : {y:term)(Ttm y x0)->(1t {length y) n)}->(Acc term Ttm (cons x y})
HS : {1t (length x0) n)
y : term
nl . nat
ul : term
H7 : (1t n1 x)
H8 : (length ul)=(length x0)

(Acc term Ttm (cons nl ul))

subgoal 2 is:
(Acc term Ttm (cons x ul))
subgoal 3 is:
(Acc term Ttm 1)
subgoal 4 is:
(Acc nat 1t nQ)
subgoal 5 is:
(1t (length 1) n)

En el caso de disminuir el exponente, utilizamos la segunda hipdte-
sis de recursion,
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Ttm_wf < Apply H1; Trivial.

5 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat)) (1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)
v : (list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat)(1t y x)->(Acc nat 1t y)
H1 : (y:nat)
(1t y x)

->(1:(1ist nat)) (1t (length 1) n)->
(Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t (length 1) n)
x0 : term
H3 : (y:term)(Ttm y x0)->(Acc term Ttm y)
H4 : (y:term)(Ttm y x0)->(1t (length y) n)->
(Acc term Ttm (cons x y))
H5 : (1t (length x0) n)

y : term
nil : nat
ul : term

H7 : (1t n1 x)
H8 : (length ul)=(length x0)

(1t (length ul) n)

subgoal 2 is:
(Acc term Ttm (cons x ul))
subgoal 3 is:
(Acc term Ttm 1)
subgoal 4 is:
(Acc nat 1t n0O)
subgoal 5 is:
(1t (length 1) n)

Ttm_wf < Rewrite H8; Trivial.

4 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat)) (1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)
v : (list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat)(1lt y x)->(Acc nat 1t y)
H1 : (y:nat)
(1t y x)

->(1:(1list nat)) (1t (length 1) n)->

(Acc term Ttm (cons y 1))

1 : (list nat)

H2 : (1t (length 1) n)

x0 : term

H3 : (y:term)(Ttm y x0)->(Acc term Ttm y)

H4 : (y:term)(Ttm y x0)->(1t (length y) n)->

(Acc term Ttm (coms x y))
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HE :
¥y o:

ul

(1t {length x0} n)
term

D oterm
HT :

{Ttm ul x0)

(Acc term Ttm (conms x ul))

subgoal 2 is:

(Acc term Ttm 1)
subgoal 3 is:

(Acc nat 1t n0)
subgoal 4 is:

(1t {length 1) n)

En el caso en que se reduce el término 20, se utiliza la tercera
hipdtesis de recursién.

Ttm_wf < Apply H4; Trivial.

4 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat}) (1t (length v) n)->(Acc term Tim v)
v : (list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat}{lt y x)->(Acc nat 1t y)
H1 : {(y:mat)}
(1t y x)
->(1;{list nat)){1lt {length 1) n)->
(Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t (leagth 1) n)
x(0 : term
H3 : (y:term) (Ttz y x()->(Acc term Ttm y)
Ha : (y:term)(Ttm y xM->(1t (length y) n)->
(Acc term Ttm (cons x ¥))
H5 : (1t (length x0) n) ~
y @ term
ul : term
HT : (Ttm ul =0

(1t (length ul) n)

subgoal 2 is:

(Acc term Ttm 1)
subgoal 3 is:

(Acc nat 1t n0)
subgoal 4 is:

(1t (length 1) n}

Ttm_wf < Apply le_lt_trans with (length x0); Trivial.

4 subgoals
a : term
n : nat
H : {v:(list nat))(1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)
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v : (list nat)
n0 : nat
X : nat
HO : (y:nat)(lt y x)->(Acc nat 1t y)
H1 : (y:nat)

1t y x)

->(1:(1ist nat))(1t (length 1) n)->

(Acc term Ttm (cons y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t (length 1) n)
x0 : term
H3 : (y:term)(Ttm y x0)->(Acc term Ttm y)
H4 : (y:term)(Ttm y x0)->(1t (length y) n)->
(Acc term Ttm (cons x y))

H5 : (1t (length x0) n)
y : term
ul : term
H7 : (Ttm ul x0)

(le (length ul) (length x0))

subgoal 2 is:

(Acc term Ttm 1)
subgoal 3 is:

(Acc nat 1t n0O)
subgoal 4 is:

(1t (length 1) n)

Esta meta se resuelve aplicando el caricter contractivo del orden
lexicogréfico (Teorema 1.1.9), pues tenemos en el contexto la hipétesis
que uy <p, Zo.

Ttm_wf < Apply Ttm_shorter;Trivial.

3 subgoals
a : term
n : nat
H : (v:(list nat)) (1t (length v) n)->(Acc term Ttm v)
v : (list nat)
n0 : nat
x : nat
HO : (y:nat)(lt y x)->(Acc nat 1t y)
Hi : (y:nat)
At y x)
->(1:(1list nat)){1lt (length 1) n)->
(Acc term Ttm (coms y 1))
1 : (list nat)
H2 : (1t (length 1) n)

(Acc term Ttm 1)

subgoal 2 is:

(Acc nat 1t n0)
subgoal 3 is:

(1t (length 1) n)

Probamos que el término [ es accesible debido a que tiene menos
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de n variables.

Ttm_wf < Apply H; Trivial.

2 subgoals
a ! term
n : nat
H : {vi(list nat}}(1t (length v) n}->(Acc term Tim v)
v : (list nat)
nd : nat

(Acc nat 1t nQ)

subgoal 2 is:
(1t {length 1) n)

Sabemos que todo entero es accesible para It (<).

Teo_wf < Apply lt_wf.

1 subgoal
a ! term
n o onat
H : (v:(list nat)){lt (length v} n)->(Acc term Ttm v)
v : (list nat}
r0 : nat

1 : (list nat}
HO : (S {length 1))=n

{1t (length 1} n)

Elim HO; Auto.
Subtree proved!

Finalmente hemos probado el Lema; podemos registrarle utilizan-
do el comando Save o Qed. Coq nos da entonces la lista de técticas
que hemos aplicado, y nos dice que el lema esta definido; a partir de
este momento podemos utilizarlo en cualquiera otra prueba donde lo
necesitemos,

Ttm_wf < Save.

Red; Intros.

Elim a using list_indlg.
Destruct v; Simpl; Intros.
Constructor; Intros.
Inversion HI1.

Cut (1t {(lemgth 1) n).
Generalize 1.

Clear HO 1.

ElimType (4cc 7 1t nQ}.

Intros,

Generalize H2,

ElimType (Acc ? Ttm 1}; Intros.
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Constructor; Intros.
Inversion_clear H6.
Apply H1; Trivial.

Rewrite H8; Trivial.

Apply H4; Trivial.
Apply le_1lt_trans with (length x0); Trivial.
Apply Ttm_shorter; Trivial.

Apply H; Trivial.
Apply 1lt_wf.
Elim HO; Auto.

Ttm_wf is defined
]

Teorema 3.4.3. El orden lexicogrdfico < sobre T™, verifica la propiedad tran-
sitiva.
Vi1, to,t3 € T™; (81 < ta Ate <p t3) = t1 < t3

Prueba: La hacemos por recurrencia estructural del orden lexicografico lo que
produce dos submetas correspondientes a los dos constructores de T'tm, intro-
duciendo las hipétesis obtenidas en el contexto. En cada una de estas metas
mediante la tactica Inversion sobre la hipdtesis (I'tm ta t3) obtenemos, a su
vez, dos submetas.

Las submetas referidas al primer constructor de Ttm, es decir cuando los
exponentes de cabeza son distintos, debemos utilizar la reescritura sobre la lon-
gitud de los términos, lemas relativos a longitud de términos anteriormente
probados, asi como la transitividad de < (lt) sobre enteros. La meta genera-
da por el segundo constructor Ttm_cdr .se resuelve utilizando la hipétesis de
induccién y lemas relativos a la longitud de los términos.

Traduccién en Coq:

Lemma Ttm_trans: (t1,t2:term)(Ttm t1 t2)->(n:nat)(full n ti1)->
(full n t2)->(t3:term){(full n t3)->(Ttm t2 t3)->(Ttm t1 t3).

Induction 1; Intros.

Generalize HO H4.

Inversion H5; Intros.

Rewrite H10 in H1.

Constructor 1; Trivial.

Apply 1lt_trans with n2; Auto.
Constructor 1; Trivial.
Transitivity (pred n).

Cut (full (pred n) ul).

Auto.

Apply full_S with nl:=nl; Auto.
Cut (full (pred n) u3).

Auto.

Apply full_S with nl:=n2; Auto.
Generalize HO H4.

Inversion H5; Intros.
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Generalize H8.

Constructor 1; Trivial.
Transitivity (length u2); Trivial.
Transitivity {(pred n0).

Cut {full (pred nO} ul).

Auto.

Apply full_ S with nl:=nl; Auto.
Cut {full (pred n0} u2).

Auto,

Apply full_S with nl:=n2; Auto.
Constructor 2.

Apply H1 with n:={pred n0) t3:=u3; Trivial.
Apply full 8 with nl:=n; Auto.
Apply full_§ with nl:=n; Auto.
Apply full S with nl:=n; Auto.

]

Teorema 3.4.4. El orden lericogrdfico <y, sobre T™, verifica la propiedad asi-
metrica.
Vi, ta € T ""'[(tl < tz) A (tz <L tl)]

Prueba: Explicitamos la negacién mediante el comando Red e introducimos
la conjucion; una vez hecho esto aplicamos la definicién recursiva del orden
lexicogréfico en (Ttm t; £2) y cada una de las submetas obtenidas se resuelven
por casos de manera andloga al lema de la transitividad, salvo en uno de ellos
que se resuelve mediante la propiedad antisimétrica del orden (It) de enteros,
para ello se utiliza la tdctica Omega.

Traduccién en Coq:

Lemma Ttm_antisym : (t1,t2:term}(n:nat){full n t1}->{full n t2)->
“({Ttm t1 £2INA(Ttm t2 t1)).

Intros.

Red; Intros.

Elim H1; Intros.

Clear Hi.

Generalize tl t2 n H HD HZ H3.
Clear H3 H2 HC Hn t2 tt,
Induction 3; Intreos.
Inversien H4.

Omega.

Rewrite H8 in HI1.

Omega.

Inversion H4.

Omega.

Apply H3; Trivial.

a

Teorema 3.4.5. El orden lezicogrdfico <, sobre T verifica lo propiedad irre-
flexiva.
YieT; =t < t)

Prueba: Se prueba utilizando la definicidn inductiva de term; mediante la tacti-
ca Inversion sobre la definicién del orden lexicografico estudiamos los casos
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posibles, estos son resueltos por contradiccidn y utilizando que el orden sobre
enteros {1t} verifica la propiedad irreflexiva.
Traduccién en Cogq:

Lemma Ttm_nonrefl: (t:term) (Ttm t t}.

Induction t; Intros.
Red; Intro.
Inyersion H.

Red; Intro.
Inversion HJ.

Omega.

E}im H; Trivial.

Una demostracidn alternativa de la propiedad anterior se puede encontrar

en los apéndices. Esta demostracion se hasa en el hecho de que toda relacion de
orden bien fundada verifica la propiedad irreflexiva.

Teorema 3.4.6. Fi orden lezicogrifico <y sobre T™ es un orden estricto.
Vipte € T™ 8y <pty =t £t

Prueba: Es una consecuencia simple de la propiedad de no reflexibilidad del
orden lexicografico, aunque antes de aplicar el lema anterior deben reescribirse
los términos ¢y v £o.

Traduccién en Cog:

Lemma Ttm_strict : (tl,t2:term)(n:nat)(full n t1)=->(full n t2)->
(Ttm t1 t2)->"tl=t2.
a

Teorema 3.4.7. El orden lexicogrdfico <p sebre T™ es un orden total.

Vi, ta € T™ {(t <i t2)}V {(ta <u t1)} v {{t1 = t2}}

Prueba: Se realiza por casos sobre el valor de los términos t; v t. Los diversos
casos se resuelven mediante los constructores de Ttm, las submetas de cada caso
se obtienen utilizando que la longitud de los términos es la misma, mediante la
decidibilidad del orden de enteros lt_eg_lt_dec y 1a hipdtesis de recurrencia para
términos de longitud (n — 1).

Como este lema es constructivo (resultado calculatorio), podemos extraer,
de la prueba realizada, el programa.

Traduccién en Coq;

Lemma Ttm_total_good: (tl,t2:term}{ninat)
{(full n ti1)}->{full n t2)->{Ttm t1 t2)}+
{(full n t1)->{full n t2)->{Ttz t2 t1)}+{{full n t1)->(full n t2}->ti=t2}.

Induction tl; Induction t2; Intros.
Right; Auto.

Left; Left; Intros.

Inversion HO.

Inversion H1.
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Cut (length (nil nat})=(length (cons a 1)}; Intros.
Elim H4.

Inversion H4.

Transitivity n; Auto.

Left; Right; Intros.
Inversicn HQ,

Inversion HL.

Cut {length (nil nat))=(length (cons a 1)}; Intros.
Elim H4.

Inversion H4.

Transitivity n; Auto.

Elim (1t_eq_1t_dec a a0); Intros.
Elim al; Intros; Clear al.
Left.

Left; Intros.

Apply Ttm_car; Trivial.
Transitivity {pred n}.
Inversion Hl; Auto.
Inversion H2; Auto.

Elim H with 10 (pred n); Intros.
Elim al; Intres; Clear al.
Left.

Left; Intros.

Rewrite b.

Apply Ttm_cdr.

Apply a2.

Inversion H1; Aute.
Inversion H2; Autc.

Left; Right; Intros.
Rewrite b,

Apply Ttm_cdr.

Apply bB0.

Inversion H1l; Auto.
Inversion H2; Auto.

Right; Intros.

Rewrite b,

Replace 10 with 1; Trivial.
Apply b0,

Inversion H1; Auto.
Inversion H2; Auto.

Left.

Right; Intros.

Apply Ttm_car; Trivial.
Transitivity (pred mn}.
Inversion H2; Auto.
E?version H1l; Aute.

El programa que se extrae, en 3Caml, sin optimizacién “a mano” es:
type ’‘a list =
| Nil
| Cons of ’a = ’a list
typo ’a sumor =
| Inleft of ’‘a
| Inright

type nat =
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| 0
| $ of nat

let pred = function
|0 ->10
| Su->u

let rec 1t_eq lt dec nm =
match n with
| 0 -> (match m with
| @ =» Inleft false
| § n0 -> Inleft true)
| S n0o ->
{match m with
| 0 -> Inright
| § n1 ~» 1t_eq 1t_dec nO nil)

let rec ttm_total_good 1 t2 n =
match 1 with
| Nil ->
(match t2 with
| Nil -> Inright
| Cons (a, 10) ~> Inleft true)
| Cons (a, 10) ->
(match t2 with
| Nil -» Inleft false
| Cons (ad, 11) ->
{match lt_eq_lt_dec a al with
| Inleft x ->
(match x with
| true -> Inleft true
| false -> ttm_total_good 10 11 (pred n))
| Inright -> Inleft false))

Por razones operativas es interesante tener el siguiente resultado que es con-
secuencia inmediata del anterior.

Lemma Ttm_total : (t1,t2:term){n:mat){full n t1}->(full a t2)->

a {Ttm t1 t2}+{Ttm t2 t13+{t1 = £2}.

Necesitamos que el orden lexicogrifico sea un orden de términos admisible
v una de las condiciones necesarias para ello es que tenga un primer elemento.

Teorema 3.4.8. El término nulo 2923 .. .20

grifico <y, sobre T™.

es minimal para el orden lexico-

(2929, .. 2%) <p t, vt e Tt # (2325 .. . 20)

Prueba: En primer lugar se aplica induccidn sobre el nlmero de variables; el
caso de 0 variables se prueba utilizando la identificacién, por f-reduccidn, de
(n_term_O (0)) con la lista (nil nat). Para resolver el caso de (ng + 1) variables
hacemos recurrencia estructural sobre la definicién de ferm, obteniendo dos
nuevas submetas. La primera se resuelve por Inversion scobre la longitud de
nil; para la segunda se necesita utilizar el lema zerop®, que permite discriminar

S5(n:nat){n = (0} + {{it (0) =)}
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si un natural es 0 o mayor que 0, lo que nos da dos nuevas submetas resueltas
mediante los constructores del orden lexicogréfico.
Traduccidn en Cogq:

Lemma ord_adml: (n:nat)(t:term)(full n t)->
("t=(n_term_D n)}->(Ttm {n_term_0 n) t).

Induction n.

Induction t; Intros.
Simpl in HO.

Elim HO; Trivial.

Simpl.

Auto.

Inversion HO.

Induction t; Intres.
Inversion HO.

Simpl.

{Elim (zerop a); Intros).
Rewrite al,

Apply Ttm_cdr.

{Apply H; Auto).

(Red; Intros).

Red in H2.

Apply H2.

Rewrite al.

(Rewrite H3; Auto).
(Apply Ttm_car; Trivial).
{Cut ({full n0 1); Intros; Auto).
Red in H3,

éﬁeurite H3; Trivial).

Para que el orden lexicografico sea admisible, ademas de la propiedad an-
terior necesitamos que sea compatible con el producto de términos.

Teorema 3.4.9. El orden lexicogrdfico <y sobre T™, wverifica la propiedad de
monotonia con respecto al producto por le derecha.

Vi, u,veT™; (t < u = tv <y uw)

Prueba: Se hace por recurrencia sobre cada une de los términos de las hipdtesis,
las submetas generadas se resuelven aplicando los constructores, la definicién de
producto de términos y propiedades de los enteros relacionadas con la longitud
de los términos, tal y como se ha hecho en lemas anteriores.

Traduccion en Coq:

Lemma Ttm_a2: (t,u:term)(n:mat)(full n t)->{full n uw}->(Ttm t u}->
{v:term}{(full n v}=>(Ttm {term_mult t v} (term_mult u v)},.

Induction t.

Inducticn u; Intros.

Cut “(Ttm (nil nat) {nil nat)); Auto; Intros.

Elim H3; Aunto.

Invarsion HJ.

Inversion Hi.

Cut (length (nil nat)}=(length {(cons a 1)); Intros.
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Elim HB.

Inversion H6.

Transitivity n; Auto.

Induction u.

Intros.

Inyersion H2.

Induction v; Auto; Intros.

Simpl.

Inversion H3.

Apply Ttm_car.

Cmega.

Cut (full {pred n) {term_mult 1 11}); Intros.
Cut (full (pred n} {term_mult 10 11)}; Intros.
Inversion H12.

Inversion H13.

Transitivity {(pred n); Auto.

Gut (full (pred n) 10}; Intros.
Cut {full (pred n) 11); Auto.
Inversion HS5; Auto.

Inversion H2; Auto,

Cut {full (pred n) 1); Intros.

Cut (full (pred n) 11): Auto.
Inversicn HS; Auto.

Inversion H1; Auto.

Apply Ttm_cdr.

Apply H with n:=(pred n); Trivial.
Inversion Hl; Auto.

Inversion H2; Auto.

Inversion H&; Auto.
Q

Teorema 3.4.10. El orden lexicogrdfice < sobre T, verifica lo propiedad de
monotonia con respecto al producto por lo izquierda.

Viu, v €Ty (t <pu = vt < vu)

Prueba: Trivial, utilizando la conmutatividad del producto- de términos v la
monotonia por la derecha.
Traduccion en Coq:

Lemma mon_term_mult: (t,u:term)(n:nat)(full n t)->{full n w)=>(Ttm t u)->
(v:term) (full n v)->(Ttm (term_mult v t) {(term_mult v u)).
m}

3.5. Divisibilidad y cociente de términos

En este paragrafo se estudia la relacién de divisibilidad en términos. A partir
de esta definicidn, y sélo cuando dos términos son divisibles, se puede dar la
definicién de cociente de términos.

Definicién 3.5.1. Un éérmino t = z{'zy? ...zl es divisible por un término
u = z’f‘ :@:52 ...z (denotado por ult), o equivalentemente ¢ es miltiplo de u,
51

(Vil<i<n) (8 <al
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Definimos la divisibilidad de términos en Coq como un predicado “a lo
Prolog”.

Inductive term_div: term->term->Prop :=
term_div_null : (t:term)(t’:term){null_term t)->{term_div t t’)
| term_div_cons: (n1,n2:nat}{t,t’:term){le nl n2)->(germ_div t t’)->
(term_div (cons nl t) (coms n2 t’)).

Teorema 3.5.1. El dnico término que divide ol término 1 es el 1.

Prueba; Se utiliza la recursion sobre la definicién inductiva de la divisibilidad

de términos term.div. La primera submeta cbtenida es una hipdtesis; la segunda

se resuelve, utilizando que el término t; es el 1, mediante la. tdctica Inversion.,
Traduceidén en Cogq:

Lemma null _div: (t1,t2:term)(term_div t1 t2)->(null_term t2)->(null_term t1}.

Induction 1; Intros; Auto.
Generalize HO.
Inversion_clear H3; Intros.
Replace nl with D; Auto.

Omega.
[l

Teorema 3.5.2. La divisibilidad sobre T, verifica la propiedad fransitiva.
Vi1, te, ts € T (t1|tz) A (f2|ts) = tilts

Prueba: Se hace por recursién estructural sobre la definicién ferm.div; las
submetas generadas se resuelven utilizando los distintos constructores de la di-
visibilidad y del término 1. Debemos utilizar, asimismo, la transitividad del
orden (1t} de los enteros y el teorema anterior.

Traduccién en Coq:

Lemma div_trans: (t1,t2:term){term_div tl1 t2)->{(t3:term) (term_div t2 t3}->
(term_div t1 t3).

Induction 1; Intros; Auto.
Inversion H3; Intros.
Inversion HA4.

Conatructer 1.

Replace nl with 0.
Constructor 2.

Apply null_div with t*; Auto.
Omega.

Constructor 2; EAuto.

Apply le_trans with n2; Auto.

O

Teorema 3.5.3. La divisibilidad sobre T, verifica la propiedad reflextva.

YVt e T; (t|t)
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Prueba: La prueba se deriva trivialmente de los constructores de term_div.
Traduccién en Coq:

Lemma term_div_n_eq: (t:term} (term_div t t).
O

Teorema 3.5.4.
Vi bt € T (tlta) = #a(t12)

Prueba: Se utiliza recurrencia sobre la divisibilidad; la primera submeta, una
vez hecha la simplificacién (A-reduccién}, coincide exactamente con el primer
constructor de term_div. La segunda submeta se resuelve por casos segin los
valores del término t8. Nétese que debemos utilizar la hipdtesis de recurrencia
obtenida al comienzo de la prueba.

Traduccién en Coq:

Lemma term_div_n_comp: (t1,t2:term){term_div tl1 t2)->
(t:term) (term_div t1 (term_mult t t2}).

Induction 1; Intros; Auto.
Case t0; Intros.
Simpl; Auto.
Simpl; Apply term_div_.cons.
Replace {plus n n2) with (plus n2 n}; Omega.
Apply H2.
o
Un caso particular del lema anterior, muy util para simplificar pruebas pos-

teriores, es el siguiente resultado.

Corolario 3.5.1.
Vi ta e T, tll(h.tz)

Prueba: Es consecuencia inmediata del lema anterior y de la conmutatividad
del producto de términos.
Traduccidén en Coq;

%ﬁmma term_mult_div : (t1,t2:term){term_div t1 {(term_mult t1 t2)).

Teorema 3.5.5. La divisibilidad sobre T™ es decidible.
Vi ta € T {(t1]t2)} v {= (t1]t2)}

Prueba: Por recurrencia sobre los términos t) y t2 se obtienen cuatro casos;
cuando uno de ellos es la lista de naturales vacia, como ocurre en los tres prime-
ros casos, se resuelve facilmente, utilizando los constructores del tipo término,
asi como, que la longitud de los términos es la misma.La submeta obtenida
cuando los términos contienen el constructor cons, se prucha mediante la de-
cidibilidad de enteros lt_eq_lt_dec, la hipétesis de recurrencia para términos de
longitud (r — 1) ¥ la discriminacién de los constructores de término.
Traduecion en Coq:

8E] sistema lo renombra como g.
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Lemma dec_term_div: (t1,t2:term){(n:nat){full n t1}->{full n t2)->
{{term_div tl1 t2)} + { " {term_div t1 t2)}.

Induction ti.

Intros.

Laft; Auto.

Induction t2; Intros.

Elim (eq.tm.dec (cons a 1) {(mil nat)); Intros.
Left.

Rewrite y; Auto.

Right.

Inversion H1.

Simpl in H2.

Inversion HO.

Simpl in H3.

Rewrite <- HZ in H3,

Cut "(5 (length 1))=(0); Intres.
Elim H4; Auto.

Omega.

Cut (full {pred n) 1); Intros.
Cut (full {pred n) 10); Intros.
Elim (1t_eq_lt_dec a a0); Intros.
Elim y; Intres; Clear y.

Elim H with 10 (pred nl); Intros; Trivial.
Left.

Conatructor 2; Auto.

(mega.

Right.

Red; Intros,

Inversion HS5; Auto,

Inversion HE; Auto.

Elim H with 10 (pred n); Intros; Trivial.
Left.

Rewrite yQ.

Constructor 2; Auto.

Right.

Red; Intros.

Rewrite yC in HG5.

Inversion HB; Auto.

Inversion H6; Auto.

Right .

Red; Intros,

Inversion H5.

Cut a=0; Intros.

Rewrite H9 in y.

Omega.

Inversion HS; Auto.

Omega.

Inversion H2; Auto.

Inversion H1; Auto.
0O

Necesitamos el cociente de términos” para la formalizacién de la reduccion
(divisién) de polinomios. Este cociente sélo estd definido en los casos en que
el numerador es miiltiplo del denominador.

7Al igual que la divisiblidad, lo formalizamos para términos cualesquiera. Cuando necesi-
temos trabajar con términos de n variables, le afiadiremos el predicado full.
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Definicién 3.5.2. Dados dos términos t,tx € T, tal que t2|ty, se llamard co-
ciente al término, denotado por %:' que se obtiene restando al exponente de cada
varigble del término t) el exponente de la correspondiente variable del término
tg.

Traduccién en Cog:

Fixpeint div_term [t1,t2:term]: term:= Cases tl t2 of
nil x => x
| x nil => x
| <{cons nl ti1’) (coms n2 t2’) => {cons (minus nl n2) {div_term t1® £2’))
end.

Ndtese que en la anterior formalizacion nunca se alcanzard el primer caso,
pero por el andlisis exhaustivo de casos que hace el comando Fixpoint, se
necesita incluirlo; el tercer caso siempre se utilizara cuando nq < n1.

Veamos ahora dos resultados, relativos a este cociente, muy dtiles poste-

riormente. El primero dice que el cociente de dos términos de n variables es
otro término de n variables, el segundo es un caso particular del primero para
términos expresados en la forma {cons n t).
Prueba: La demostracién es aniloga a la realizada para la multiplicacidn de
términos, salvo el hecho que debemos hacer induccién sobre la longitud del -
término debido a que el cociente no es una funcidn total; el segundo lema se
prueba mediante el primero y resultados sobre la longitud de los términos de
secciones anteriores.

Traduccién en Coq:

Lemma term_div_full: (n:nat){tl:term}{t2:term}(full n t1)->
{full n £2)->(full n (div_term t1 t2}).

Lemma term_div_full_S:{(n,nl,n2:nat}{t,t’:term}(futl n (cons nl t))->
(full n (cons n2 t'))->(full n {cons (minus n2 nl) (div_term t’ t))).

Ahora estamos en condiciones de probar propiedades algebraicas sobre el
cociente de términos. Los dos teoremas siguientes se demuestran de manera
similar, por recurrencia sobre el término considerado y utilizando técnicas de
reescritura.

Teorema 3.5.6. Fl cociente de un término de n variebles por si mismo es el

elemento neutro (z32Y...z%) de la multiplicacidn de términos.

i
Yee I™, i (x99 ... 22)

Traduccién en Coq:

Efmma term_div_eq: (t:term) (n:nat){(full n t)->((div_term t t)=(n_term_0 n}}.

Teorema 3.5.7. El cociente de un término de n variables por el elemento neutro

(2929 ...28) es el propio término.

VieT", ——m0——r =1t
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Traduccidn en Coq:

Lemma term_div_full_nule @ (t:term)(n:nat)(full n t)->
{{div_term t (n_term_0 n))} = t},
o
Los cinco resultados siguientes muestran las relaciones entre el producto y
el cociente de términos, necesarias en las pruebas de reduccién (divisién) de
polinomios.

Teorema 3.5.8.

t f.t
Vi b, te € T, (HE) = ?l.tg = %

Prueba: La prueba por recurrencia sobre la divisibilidad de términos genera dos

metas. La primera se resuelve utilizandoe que el dnico término 1 de longitud n es

22,29 ... 22, el lema anterior term_div_full_nulo v que el producto de términos
1-%2 n yYq P

de longitud n es un término de lengitud n. La segunda se hace por casos sobre
los valores de término #3, utilizando la hipétesis de recursién obtenida de la
divisibilidad y resultados sobre los enteros.

Traduccién en Coq:

Lemma mult_div_terml: (t,tl:term}{term_div t tl}->
(n:nat) (full n t)-»{full n t1)->{t2:term) (full n t2}->
({term_mult (div_term tl t) t2) = (div_term (term_mult tt t2} t)).

Induction 1.

Intros.

Rewrite -> (nterm_null t0 HO n H1).
Rewrite -> term_div_full_nuleo; Trivial.
Rewrite -> term_div_full_nule; Auto.
Destruct t2; Simpl; Intros; Trivial.
Generalize H3 H4 HS .

Case n; Intros.

Inversicn HB8.

Elim H2 with n3 1; Auto.

Replace (plus (minus n2 nl) n0) with (minus {plus n2 n0) ni}.
Auto.

Omega,

[m]

Teorema 3.5.9.

Uz
Vi, ug € Tn, (u1|uz) = Up = ul.u—
1

Prueba: Se hace formalizando en Coq las siguientes igualdades, utilizando la
tdctica Transitivity y el resultado anterior:

Traduccién en Coq;
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Lomma divis_im_divt: (ul,u2:term)(term_div ul u2)->(n:nat)(full n ul)->
(full n u2)->{u2=(term_mult ul {(div_term u2 ul))}.

Intros.
Transitivity (term_mult (div_term uZ ul) ul); Auto.
Transitivity (div_term (term_mult u2 ul) uwi).
Transitivity (term_mult (div_term ul ul) u2).
Replace (div_term ul ul) with (n_term_@ n).
Transitivity (term_mult v2 (n_term_0 n)}; Auto.
Symmetry; Aunto.
Symmetry; Auto.
Replace (term_mult u2 ul) with (term_mult ul u2}; Auto.
Apply mult_div_terml with n; Auto.
Symmetry.
Apply mult_div_terml with n; Auto.
O

El resultado (V#,t1,t2 € T; £ = t2 = 4 = 1) es consecuencia inmediata
de la igualdad de Leibnitz.

Traduecién en Coq:

Lemma eg_denom_term: (t,t1,t2:term){tl = t2)->
o ({div_term t1 t)=(div_term t2 t}).

Teorema 3.5.10.
Vit € T, t—zﬂ =1
t2
Prueba: La demostracién de este resultado v el siguiente se hacen utilizando
la transitividad, mediante el comando Transitivity, de la igualdad de Leibnitz

y los tres lemas anteriores.

ta.t; ta
- . (Tli]irgﬂ:g)tl =1
ta iy

Traduccién en Coq:

Lemma div_mult_mon_inv: (ti,t2:term}{n:nat){full n t1)->(full n t2)->
(div_term (term_mult t2 ti) t2)=tl.

Intros.

Transitivity (term_mult (div_term t2 t2) tl}.
Symmetry.

Apply mult_div_terml with n; Auto.
Transitivity {term_mult {(n_term_0 n) t1); Auto.
'é::a.nsitivity (term_mult t1 (n_term_{l n)); Auto.

Teorema 3.5.11.
. t i
Wt € 1T ) A S 5=
Prueba: Se prueba formalizando en Coq las siguientes igualdades:

¢ t it t.h tl.L £t
_=—,($(1)$g...m?l)=—l_lzi t 1.
t £ 't Y Y 1

Traduccién en Cogqg:
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Lemma simpl_term: (t,t’,tl:term)(n:nat)(full n t)->(full n t')->
{full n tl)->(term_div &7 ti1)->(term_div tl t}-»
(div_term t t’)}=(term_mult {(div_term ti t’) {div_term t t1)}.

Intros.

Transitivity (term_mult {(div_term t t’) {n_term_D n}).
Symmetry; Auto.

Transitivity (term_mult {(div_term t t’) {(div_term t1 t1)}.
Transitivity (term _mult {(n_term_0 n) (div_term t t’}); Auto.
Transitivity (term_mult (div_term t1 t1) (div_term t ¢*)}; Auto,.
Apply term_mult_r.

Symmetry; Auto.

Transitivity (div_term (term_mult t (div_term t1 t1)) t’}.
Apply mult_div_terml with n; Auto.

Apply div_trans with t1; Trivial.

Transitivity (div_term (term_mult t1 (div_term t t1)) t*}.
Apply eg_denom_term.

Transitivity t.

Symmetry.

Transitivity (term_mult t (n_term_0 n)).

Symmetry; Auto.

Transitivity (term_mult {(n_term_0 n) t}; Auto.
Transitivity {(term_mult (div_term tl1 t1) t}; Aute.

Apply term_mult_ r.

Symmetry; Auto.

Apply divis_im_divt with n; Auto.

Symmetry.

Apply mult_div_terml with n; Auto,

m]

Ahora estamos ya en condiciones de demostrar la relacién entre multiplicidad
y orden lexicografico con respecto a la divisibilidad de términos.

Teorema 3.5.12.
th:tg € Tn: (tljt2) = 3t3 € Tn1t2 =it).t3

Prueba: El término %f, es de longitud n por serlo £y y ¢, y verifica la ex-
presidn algebraica pedida, como ya hemos probado anteriormente en el lema
divis_im _divt.

Traduccién en Coq:

Lemma ex_term_div_n: (ti,t2:term)(term_div ti t2}->(n:nat)(full n t1)->
(full n t2)->(Ex (t3:term] ((full n t3) /\ (t2 = (term_mult t1 ©3)})).
[m]

Teorema 3.5.13. El orden lexicogrdfico es mds débil que el orden que determina
la relacidon de divisibilidad.

Vit € T, (t1ta) = [(t1 <i t2) V (81 = ta)]

Prueba: Por casos, mediante la decidibilidad de términos, eq.tm.dec, respec-
to a ty y te. El caso ¢; = t2 es trivial. Para el caso #; # to, utilizando
la relacién entre multiplicidad y divisibilidad, ex_term_div_n, obtenemos que
(dr € T™,tg = t;.x). Por ser el orden lexicogrifico admisible se verifica que
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2929 .. 2% < z, probado en ord_adml; y por la segunda condicién de érdenes

admisibles mon_term_mult, tenemos que t; < £.x = to.
Traduccidn en Coq:

Lemma comp_divis_lex: (t1,t2:term){term_div t1 t2)->(n:nat)(full n t1)->
(full n £2)->{(Ttm t1 t2)\/(ti=t2).

Intros.

Elim ex_term_div_n with tl1 t2 n; Intros; Trivial.
Elim H2; Intros.

Clear HZ.

Elim eq_tm_dec with t1 t2; IntTos.

Right; Trivial.

Left.

Elim eq_tm_dec with (n_term_D n) x; Intros.
Rewrite <- y0 in H4.

Cut ti=(term_mult t1 {(n_term_0 n)); Intreos.
Rewrite <- H4 in H2.

Elim y; Auto.

Symmetry; Apply term_mult_full_nulo; Auto.

Cut (Ttm {n_term_0 n} x); Intros; Autc.

Replace tl1 with (term_mult t1 (n_term_{l n)); Auto.
Rewrite H4,

Apply mon_term_mult with n; Auto.

a

3.6. Minimo comin miiltiplo de términos

Otra operacién sobre términos, gue necesitaremos para implementar el Al-
goritmo de Buchbérger es el minimo comin miltiplo de términos (lem). Antes
de formalizar la definicién en Coq de dicha operacidn, debemos definir el maxi-
mo de dos ntineros naturales y probar algunos resultados sobre este maximo,
utilizando el lema de decibilidad {(n < m) v (n > m)) formalizado en Coq, en
el médule Arith.Compere_dec como le_gt_dee, asi como la biblioteca Omega
del sistema.

Lemma le_gt_dec: (n,m:nat}{(le n m)}+{(gt n m)}.

Definition max_num: nat->nat-»nat:= [n,m:nat]Cases (le_gt_dec n m) of
(left _) =>m
I (right _) => n
end.

Los cuatro lemas siguientes son resultados generales sobre enteros pero for-
mulados de forma adecuada a nuestros propdsitos.

Lemma max_numl: (ni,n2:nat)(le nl n2)->({max_num nl n2} = n2}

Lemma max_num?:{n,ni:nat)(le nl n)->{n2:nat)(le n2 n)->{le (max_num nil n2) n).
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Lemma max_numQ: {(n:nat)((max_num n Q)=n).

Lemma max_num_conm: {(nl,n2:nat)((max_num ni n2) = (max_num n2 nl)}.
m]

Definicidén 3.6.1. £l minimo comun miltiplo (lcm) de dos términos, ¢; =
2152 af gty = 25 a5 . 2P es el término dado por:

zmam(allﬁl)ﬂ:;ﬂa:ﬂ(ﬂﬂnﬁﬂ) o

maz{om,3.)
1 7 N

Traduccidn en Coq:

Fixpoint lcm [t1,t2:term]: term:= Cases t1 t2 of
nil nil =» (nil ?)
[nil (cons y z) => (cons y z}
|{cons y z) nil => (cens y z}
|{cons ni t1’) (cons n2 t2') =» (cons (max_num ni n2) (lem t1' t2'))
end.

Al igual que hemos hecho con otras operaciones sobre términos dadas en las
secciones precedentes, probamos que el minimo comiin multiplo de dos términos
de longitud n es otro término de longitud n. La prueba es andloga a las realizadas
para la operaciones antes citadas.

Traduccién en Coqg:

Lemma lecm_full: {(n:nat){tl:term)(t2:term)(full n ti1}->(full n t2)->
(full n {lem t1 t2)).
[m]

Los siguientes resultados enuncian propiedades elementales sobre el minimo
comun miultiplo.

Teorema 3.6.1. El ménimo comin multiplo de dos términos verifica la propie-
dad conmutativa.

vt,t' € T; lem(t, t') = lem(t',£)

Prueba: Se hace por recurrencia sobre los términos y utilizando las propiedades
sobre el maximo de dos enteros antes probadas.
Traduccién en Cog:

Lemma lcm_conm: {t,t’:term)((lcm t t')=(lcm t' t)).
a

Teorema 3.6.2.
Wi, ta € T; ti|(lem(ty, t2)) A tgl(lC‘m(tl,tg))
Prueba: Una vez hecha recurrencia sobre los términos, la prueba se deriva

directamente de la aplicacién de los constructores de la divisibilidad term _diu.
Traduccién en Coq:
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Lemma div_leml: {t1,t2:term)(term_div t1 (lcm t1 t2)).

Lemma div_lecm2: (t1,t2:term)(term_div t2 (lcm ti t2)).
O

Teorema 3.6.3.
vVt € T lemt, (2923 ... 23)) = t

Prueba: Se obtiene directamente, por Inversion, de la formalizacién de minimo
comun miiltiplo.
Traduccion en Coq:

u

Lemma lcm_1: {t:term){n:nat)(full n t)->((lem t (n_term_0 n}) = t).

Lemma lcm_2: {t:term){n:nat)(full n t)=->({lem (n_term_Q n) t) = t}.
m
Para finalizar esta seccién, se prueban dos resultados simples que relacionan

la divisibilidad con el minimo comun maltiplo de dos términos.

Teorema 3.6.4.
Yt,t, € TT, (tlltg) = lcm(tl,tz) =19

Prueba: Se demuestra por recurrencia sobre el predicado term_div; la primera
submeta obtenida la resuelve el resultado anterior {em_2. La idnica dificultad
para probar la segunda submeta es tener en cuenta la longitud de los términos®
para poder aplicar la hipotesis de recurrencia, lo cual se realiza mediante la
reescritura.

Traduccién en Coq:

Lemma lem_div2: (t1,t2:term){term_div t1 t2)->(n:nat){full n t1)->
(full n t2)->((lem t1 t2) = t2).

Induction 1; Intros.

Rewrite -> (nterm_null t HO n Hi); Auto.
Simpl.

Replace (lem t t’) with t’.

Replace (max_num nl n2) with n2; Auto.
Symmetry; Auto.

Red in H3 H4.

Symmetry.

Rewrite <- H4 in H3.

Simpl in H3.

Apply H2 with (length t); Auto,

]

Teorema 3.6.5.

Vii,ta,t3 € T™; {t1]ts) A (t2]ta) = (dem(ty, ta)[ts)

8Este resultado sélo es vélido para términos con el mismo niimero n de variables.
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Prueba: La recurrencia estructural asociada a term._div genera dos submetas.
La primera se resuelve mediante el lema lcm_2. Para la segunda aplicamos el
principio de induccién asociado a term sobre el término t3, que genera a su
vez dos nuevas submetas. Estas se resuelven, una vez hecha la f-reduccidn
mediante el comando Simpl, aplicando el segundo constructor term._div_cons
de la divisibilidad, la hip6tesis abtenida de la recurrencia estructural de term._div
y las propiedades aritméticas usuales de los naturales.
Traduccién en Coq:

Lemma lem_div: (t1,t2:term) (term_div ti t2)=->(t3;term) (term_div t3 t2)->
(n:nat){full o t1}->(full n t2)->{full n t3)->{term_div (lcm ti t3) t2).
m]



Capitulo 4

Formalizaciéon de un cuerpo

Como uno de nuestros objetivos es la formalizacién en Coq del anillo de
polinomios scbre un cuerpo, necesitamos definir e implementar en Cogq la
estructura de cuerpo que necesitaremos para la definicién de monomio®.

En este capitulo axiomatizamos la estructura de cuerpo y prebamos diversas

lemas sobre esta estructura que utilizaremos en los capitulos siguientes.

4.1. Definicion

En esta seccién, introducimos la definicidn, paso a paso, de la nocién de
cuerpo. No entraremos a recordar las nociones de conmutatividad, asocia-
tividad, operacién distributiva, elemento neutro, elemento simétrico,
que se pueden encontrar en cualquier libro de algebra general.

Definicién 4.1.1. Un conjunte G y una operacidn interna® (x) definida en €,
se dice que forman un grupo (G,*) si se verifican los siguientes propiedades
(aziomas de grupo):

e o operacidn * es asociativa.
s (7 posee elemento neutro.
n todo elemento de G es stmetrizable.

Se dice gue (G,*) es un grupo conmutativo o abeliano si, ademds, se
verifica que la operacidn * es conmutativa.

Definicién 4.1.2. Un conjunto A con dos operaciones internas definidas en él
(# y *), se dice que forman un anillo (A;#,*)? si se verifican las siguientes
propiedades (aziomas de antllo):

! Formalizeda en el capitulo siguiente.

2Dado un conjunto G # 9, se llama operacién interna definida en G a toda aplicacidn #,
de la forma siguiente: G X G — G

#Normalmente la suma {+} y el producto (.).
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s (A, #) es un grupo conmutadive.
» la operacidn * es asocietiva.
» lo operacidn x es distributiva respecto a #.

Se dice que (4;#,*) es anillo unitario si, ademds, se verifica que eziste
elemento neutro? para la segunda operacion (*).

Se dice que (A; #,*) es anillo conmutativo si, ademds, se verifica que ()
es conmautativa.

Definicién 4.1.3. Un anillo (K;#,*) se dice que es un cuerpo st K* =
K ~ {0} (donde 0 es el elemento nulo) es un grupo conmutetivo respecto o {*),
Los cuerpos son, pues, los anillos unstarios y conmutativos (K; #, ) en los que,
ademds, todo a € K* admite inverse® a~! € K™.

Nota: Algunos autores llaman cuerpo a la estructura que resulta al prescindir,
en la definicién anterior, de la conmutatividad de la segunda operacién.

4.2. Axiomatizacion

Cuando se decide axiomatizar una estructura, tenemos que comenzar por
definir el tipo de dato principal, en nuestro case el tipo X, representando un
cuerpo. En Coq, como hemos visto en el capitulo 2, se pueden elegir tres clases,
es decir que podemos asignar a K los tipos siguientes:

K : Prop.
K : Set.
K Type.

Desde el punto de vista tedrico podriamos asignar a K el tipo Prop, pero
desde el punto de vista practico tiene dos grandes problemas. El primero que K
es un conjunto, normalmente de nimeros, y no una proposicién. La segunda es
que con la clase Prop no podriamos utilizar la eliminacién fuerte, ver [117].

El problema es decidir entre las clases Set y Type. Elegimos la primera
debido a que es una “clase calculatoria”, que permite la extraccién y es el tipo
de las especificaciones. Ademds esta eleccién es coherente con los tipos utilizados
en este trabajo para nlmeros, tales como los enteros naturales nat.

4.2.1. Operadores

En primer lugar fijamos el tipo de K.
Traduccién en Cog;

Variable K:Set.

4Unidad.,
5Simétrico respecto a la segunda operacidn =
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Definimos ahora como pardmetros las operaciones de la estructura (plusk,
opk, multK, invK), asi como los elementos destacados (OK,unK) que nos
seran Utiles para formalizar el hecho de que K es un cuerpo commutativo,
Ademés también fijamos un predicado sobre K (egK') que representard la igual-
dad de elementos del cuerpo (=x).

Traduccién en Coq:

Variable opK: K -> K. {(* el opuesto =)
Variable plusk: K-»>K->K, {* la adicidn *)
Variable multK: K->K-»K. {* el producto «}
Variable invK: K -> K. {+ ol inverso =)
Variable 0K:K. {* el O del cuerpc *)
Variable unK: K. (* el 1 del cuerpoc *)

Variable eqK: K->K->Prop.  {+ la igualdad *}

El cuerpo sobre el que se trabajard debe ser no trivial, es decir distinto del
{0}, para ello necesitamos que tenga al menos dos elementos.
Traduccién en Coq:

Axiom no_trivial: “{eqK unk QK).

4.2.2. Los axiomas

Axiomatizar una estructura es dar un conjunto minimo de axiomas que nos
permita especificarla. A continuacién se detalla la axiomatizacidn de la estruc-
tura de cuerpo.

En primer lugar introducimos los axiomas necesarios para que el predicado
eqK sea una relacidn de equivalencia,

Traduccidon en Coq:

Hypothesis agK_refl: (reflexive X eqK).
Hypothesis egK_sym: (symmetric K egK).
Hypothesis eqX_trans: (transitive K eqK).

Axiomatizamos las propiedades sobre K con respecto a los operadores dados
para que la estructura (K, plusK, multK)} sea un cuerpo. Los axiomas son los
siguientes:

= Propiedades de la adicidén.

Traduecién en Coq:
Hypothesis plusK_conm: (k,k’:K)(eqK (pluskK k k') (plusk k' k)).

Hypothesis plusK_assoc: (k1,k2,k3:K){eqK (plusk k1 (plusK k2 ki))
(plusk (plusK ki k2) k3)}.

Hypothesis neut_plusK: (k:K)(egK {pluskK k OK) k).

Hypothesis ex_op: (k:K) (egK (plusk k (opK k)} OK).
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s Propiedades del producto
Traduccién en Coq:
Hypothesis multK_comm: (k,k’:K)(eqk {multK k k') (multK k' k)).

Hypothesis multK_assoc: {k1,k2,k3:K)(eqK (multK ki (multK k2 k3))
{multK (mult¥ ki k2) k3)).

Hypothesis neut_multK: (k:K){egK {multK k unk) k).

Hypothesis inv_divK:(k:K) (" (eqK k OK))->(eqK (multK k (inv¥ k}) unK).

s Propiedad distributiva del producto respecto de la suma.

Traduccién en Coq:

Hypothesis distrkK: (k1,k2,k3:K) (eqK (multK k1 (pluskK k2 k3))
(plusK {multK k1 k2) {(multK ki1 k33)).

Ademds de las propiedades anteriores, necesitamos que lag operaciones im-
plementadas, plusK y multK, sean compatibles por la derecha® con la relacién
eqk.

Traduccidn en Coq:

Axiom plusK_comp_r: (k,k?:KY(egqK k k'}->{y:K)(egK {pluskK k y) (plusK k’ y}).

Axiom multK_comp_r: {(k,k’:K){eqk k k")->(y:K)(egK (multK k y) (multK k* y)}.

Por dltimo, axiomatizamos la decidibilidad de la relacién egK sobre elemen-
tos de K con relacién al elemento cero del cuerpo (OK).

Axiom decK: (k:K){egqK k DK}+{"(eqk k O0K)}.

4.3. Propiedades algebraicas de un cuerpo

El cociente” de dos elementos de un cuerpo (k, k" € K) donde (k' #x 0),
que serd denotado (%), se define, de manera usual, como el producto de &k por
el inverso de k', normalmente denotado como () o (k)71

Traduccidén en Coq:

Definition divK:= [k1,k2:K] (multX k1 (invK k2)).

Sin detallar las pruebas, salve las primeras, debido a que todas se realizan
utilizando reglas anteriores, el axioma eqK trans, la decibilidad de egK y la
explicitacion de la negacidn, he aqui algunos resultados basicos.

GPor la izquierda lo conseguimos con la simetria de egk.
7Por razones de legibilidad, es mds claro definir el operador coctente.
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Teorema 4.3.1. La sume y lo multiplicacidn de elementos del cuerpo son com-
patibles con la igualdad.

Prueba: Como tenemos como axioma la compatibilidad por la derecha de estas
operaciones con respecto a eq y ademds también ambas verifican la propiedad
conmutativa, la demostracion se basa en aplicar los axiomas anteriores.

Se quiere probar la “igualdad” (egK (plusK y k) (plusK y k')} a partir de
la hipétesis H : (eqK &k k').
Procedemos por etapas de reescritura a partir de la meta:
Aplicando egK .trans a la meta, con respecto a (plusK k y), se obtienen dos
nuevas metas:

s (eqK (plusK y k) (plusK k y)) {axioma plusK .conm]
v (egK (plusK kv) (plusK y &'Y)

Aplicando egK trans, con respecto a (plusK &’ y), a la meta anterior, tenemos:

» (eqK (plusK ky) (plusK k' y)) [axioma plusK .comp_r]

o (egK (plusK k' y) (plusK y £')) [axioma plusK _conm)

La prueba del resultado multK _comp_! es andloga, utilizando los axiomas del
producto.
Traduccién en Coqg:

Lemma plusK_comp_l: (k,k”:K)(egK k K?)->(y:K}{eqK {plusk y k) (plusk y k')).
Lemma multK_comp_1l: (k,k’:K)(eqK k k’)->{y:K)(eqKk (multX y k) (multK y k’)}.

Lemma plusK_comp: (k,k’,c,c':K)(eqk k k’}->(egk ¢ ¢*)->
(eqK (plusk k ¢) (plusK k’ c?}).

Lemma multK_comp: {k,k’,c,c’:K){eqk k k?}->(eqK c ¢*')=>
(eqK (multK k ¢) (multK k' ¢?)).
a

Se puede comprobar que estas pruebas difieren del camino seguido de las
hechas en el capitulo anterior. Esto es debido a que aqui no estamos utilizando
tipos inductivos,

Teorema 4.3.2.
_ vk k' e K; (k =k k’) AE#r Q) = ()'Cf # 0).
Traduccién en Coq:

Lemma comp_nOK: (k,k":K)(ogX k k’}->("(eqK k OK))->{"(agX k’ OK)}).
a
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Teorema 4.3.3.
VE K ye K k+y=xk'+y = k=x k'
Traduccién en Coq:

Iéemma suma_igual: (i,k’,y:K) (eqk (plusk k y) (plusK k’ y)) ->(egK k k’).

Teorema 4.3.4.
Yeok' e K (k+k =k 0) = (k=k ~k').

Traduccién en Coq:
Iﬁemma suma_op_inv: (k,k':K)(eqK (plusK k k’) OK)->(eqk k {opK k’)).
Teorema 4.3.5.

0= -0

Traduccién en Coq:
Eemma neg_UK: (eqk {opK OK) OK).
Teorema 4.3.6.

Yk e K; (k#k 0) = (-k #x 0).

Traduccion en Coq:
Iéemma rult¥_n_DK: (k:K)("{egK k OK))->("(egK (opK } DK)).
Teorema 4.3.7.

Ve K; k=x —(—k).
Traduccidon en Coq:

].E.lemma neg_neg_K: (k:K)(eqK k (opK (opK k))).

Teorema 4.3.8.
Vee K; k.0=0

Traduccién en Coq:

I_éemma multX_zero: {k:K) (egK (multK k 0K} OK}.

Teorema 4.3.9.
Vhe K, k:.(—l) = —k
Traduccidén en Coq:

Eemma opK_unK: (k:K)(egK (multX k (opK unK)} {opK k).
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Teorema 4.3.10.
Ve k' € Ky —(k+ k') =k (k) + (k).
Traduccion en Coq:

Efmma opK_plusK: (k,k’:K)(egk {opK (pluskK x k’)) {(plusk {opK k) (opK k’))).

Teorema 4.3.11.
Vi k'€ K; —(k.K) =g (=k).k" =5 k.(=K")
Traduccidn en Coq;
Lemma opKl: (k,k’:K)(eqX (opK (multX k k*)) (multk (opK k) k')}.

%fmma opK2: (k,k’:K)(eqK (opX (multK k k’)) (multX k (opK k’))}.

Teorema 4.3.12.
Ve, 2,y € K; (k#x )N (kzx=x ky) = z=y
Traduccion en Coq:

Lemma igual:{k1,k2,x,y:K}{eqK ki %2} ->("(eqK ki OK))->

o (egK (multK k1 x) (multK k2 y))->{eqk x yJ).

Teorema 4.3.13. Un cuerpo no tiene divisores de cero propios”.
Traduccion en Coq:
Lemma zero_multK: (c,c’:K){(eqK c DK)\/(egK c? OK))->(eqK (multX c c') OK).

Lemma resul_multX_zero:{cl,c2:¥) (" (eqk {multK cl c2) OK})->

o ("(eqK c1 OK})/\("{eqk c2 OK}}.

Teorema 4.3.14. ]
Yk € K; (k #x 0) = (E #x 0).
Traduccién en Cog;

Iijemma no_zero_invK: (k:K)("{eqK k 0K))->"{agK (invK k) OK).

Teorema 4.3.15.

ki ky = ky.ko

Wk ki ke € K (kA 0) = L .

Traduceidn en Coq:

#En un anilio (4;+,.), se dice que un elemento no nulo & € A es un divisor de cero si
existe algun otro elemento no nule b € A tal que algunodelos a . b é b . a es el elemento nulo.
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Lemma multK_divK1: (k,k1,k2:K)("(eqK k 0K))->
(eqk (multK (divK ki1 k) k2) (divK (multK ki k2) k)).

Teorema 4.3.16.

Vky, ko € K, (k)l.kg =K 1) = ko =g E_
1

Traduccién en Cogq:
Lemma ec_invK: (k1,k2:K)(eqk (multK k1 k2) unK)->(eqK k2 (invK ki)).
[m]

Teorema 4.3.17.

vk € K; (k;éKO)=> =g 0.

o

Traduccién en Coq:

Lemma divK_O_n: (k:K)~(eqK k OK)->(eqK (divK 0K k) 0K).
(]

Teorema 4.3.18.

k k.ky + k
Vk, ki, ko € K; (ko #£x 0) = k+7cl=K_2T+_1
2 2

Traduccién en Coq:

Lemma plusk_frac: (k,k1,k2:K)("(eqK k2 O0K))->
(eqk (pluskK k (divK k1 k2)) (divK (plusk (multK k k2) k1) k2)).

Teorema 4.3.19. Decibilidad de la relacion eqK sobre elementos de un cuerpo
K.

Traduccién en Cogq:

Lemma decK_t: (k,k’:K) {eqK k k’}+{ (egK k k’)}.
o




Capitulo 5

Monomios

En los capitulos anteriores formalizamos en Coq los términos de n varia-
bles, el conjunto denotado por T, y la estructura de cuerpo. A partir de estas
formalizaciones construimos ahora la nocidn de monomio con coeficientes en
un cuerpo K. A continuacién se define un operador que juega el papel de la
relacion de igualdad sobre monomios, fundamental para definir la igualdad de
polinomios. Se termina introduciendo diversas operaciones sobre monomios y
la prueba de sus propiedades que seran claves en la implementacién del tipo
polinomio en el siguiente capitulo.

5.1. Definicion e igualdad de monomios

Definicién 5.1.1. Siendo K wun cuerpo, un monomio es un par formado por

un coeficiente @ € K y un término z7'z3? ... 22, expresado de la forma:

&y 0 X
ariTy? . agn

Para representar el conjunto de monomios sobre el cuerpo K utilizamos la
notacion M.
Traduccién en Coq:

Definition monom := K¥term.

Los monorios de n variables son los pares formados por un elemento del
cuerpo y un término (t € T™) de n variables, conjunto que denotamoes Ak ..
Traduccién en Coq:
Definition full_mon: nat->monom->Prop := [n:nat)[m:monom)Cases m of

(pair ¢ t) => {full n t)
end.

Comenzamos con las nociones de monomio cere 0, y la relacién de igualdad
sobre monomios equmon.

Se define el monomio cero 0 mediante un predicado que satisfacen todos
los monomios cuyos coeficientes sean cero.
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Definicidn 5.1.2. Llamomos monomio cero, denotade 0, a cualquier expre-
sion del tipo:
(OK ' t)

donde Q5 es el elemento neutro de la operacidn aditiva de cuerpo K y t es un
término cualguiera (Yt € T').

Para su formalizacién utilizamos el tipo producto, prod!, predefinido en las
bibliotecas de Coq.
Traduccién en Cogq:

Inductive prod [A:Set; B:Set] : Set := pair : A->B->(pred A B).

Definition z_monom := [m:monom]Cases m of
(pair q t} => (egqk q UK}
end.

Hemos definido los monomios como pares (q,f) con g € K v ¢ € T'; por ello,
para formalizar su igualdad, lo hacemos comparandolos componente a compo-
nente.

Definicién 5.1.3. Se define lo dgueldad (=p) de dos monomios
my = azyzyt .ozl yme = b xd?  zfe de lo forma siguiente:

dor (@ =k Or)A(b=x Ok)
™M1 =p Me i o
(25 x5? .. 2gm) = (e . 28)) A (a =k B)

Traduccién en Coq:

Definition equmon :=[m,m’:monom]Cases m m’ of
(pair c t){pair ¢’ t’) => ((eqK ¢ OK)/\(eqK ¢’ QKPIN/({t=t’)/\{egK c ¢'))
end.

Comprobamos ¢ue, como era de esperar, la relacién de igualdad de mono-
mios (=3s) dada es una relacién de equivalencia. Las demostraciones de estas
propiedades se hacen desdoblando las definiciones de monom y de equmon; la
tnica dificultad es saber en cada submeta cudl de las ramas de la definicién de
igualdad de monomios debemos elegir, y utilizar las propiedades vistas para las
igualdades de términos y de elementos de un cuerpo.

Hay que hacer notar que en la igualdad de monomios interviene la igualdad
de elementos de un cuerpo, donde no se utiliza la igualdad sintdctica {de Leib-
niz}, con lo cual ya no podemos hacer uso de técticas predefinidas en el sistema
para la relacién de la igualdad de Leibniz, como Reflexivity, Symmetry o
Transitiviy, ni 6rdenes como Rewrite o Replace cuando se trabaje con el
tipo monomio.

Teorema 5.1.1. La tqualdad de monomios verifica la propieded refleziva.

Ym € Mg (m=p m)

ear biblioteca Init. Datatypes.
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Traduccion en Coq:

Lemma equmon_refl: (m:monom} {equmon m m).
w]

Teorema 5.1.2. La igualdad de monomios verifica lo propiedad simétrica.
¥m,m' € Mg; (m=p m') = (m =y m)
Traducecion en Coq:

Lemma equmon_sym: (m,n’:monom)(equmon m m’)->{equmen m’' m).
D

Teorema 5.1.3. La igualdad de monomios verifica la propiedad transitive.
Ymi,ma,ma € Mu; (my =p ma) A (Mo =y ma) = (m1 =pn ma)

Traduccién en Coq:
Lemma equmon_trans: (ml,m2,m3:monom) {equmon mi m2)->

(equmon m2 m3)->(equmon ml m3).
g

Los dos resultados siguientes relacionan el predicado z_monom (monomio
cero) con el predicado igualdad de monomios equmen. Se prueban por casos
sobre el tipo monom. Sirven para automatizar pruebas posteriores.

Teorema 5.1.4.
vm,m' € Mg; (zomonom m) A (m =y m') = (z_monom m')

Traduccién en Coq:

Lemma equmon_z: (m,m’:monom)(z_monom m}->{equmen m m*)->(z_moncm m’).
a

Teorema 5.1.5.
Vm,m' € Mg; (z.monom m) A (z.monom m') = (m=p m)

Traduccién en Coq:

Lemma z_equmen: {m,m’:monom) {Z_monom m)->{z_monom m’)->(equmen m m’) .
a

Teorema 5.1.6. El predicade z_monom es decidible.

Prueba: Se deduce inmediatamente de la decibilidad del predicado e¢X con re-
lacidn al elemento cero del cuerpo (decK}, pues el predicado z-monom estd de-
finido en funcién de él.

Traduccién en Coq:

Lemma z_monom_dec¢: (m:monom){z_monom m}+{" {z_monom m)}.
O
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5.2. Operaciones de monomios

El producto de monomios se define en funcién del producto de elernentos del
cuerpo y del producto de términos.

Definicién 5.2.1. Dados dos monomios my = ax]'x3® ... 5" y
ms = ba:?‘ m§2 ...xB el preducto de dichos monomios es el monomio my.ma:

nzbrng::=(alﬁ(m?‘+ﬁ‘x§2+ﬁ2...zg"+ﬁ")

Traduccidon en Coq:

Definition mult_mon:= [ml,m2:monom]Cases ml m2 of
(pair k1 t1) (pair k2 t2) => {pair ? 7 (multK ki k2} (term_mult ti t2))
end.

Hay que hacer notar que las interrogaciones en la definicion anterior permiten
que la funcién pair, tnico constructor del tipo producto en Coq, deduzca de
forma implicita el tipo empleado. Al igual que en formalizaciones anteriores,
esta operacidn se formaliza para monomios cualesquiera. Cuando sea necesario
se trabajard sobre monomios de n variables sin mas que agregarle al tipo monom
el predicado full_mon.

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar y probar propiedades algebrai-
cas sobre el producto de monomios de n variables. El producto de monomios
de n voriobles es otro monomio de n wariobles, como consecuencia de que el
producto de términos de n variables es otro término de n variables.

Traduceidn en Coq:

Lemma mul_mon_full: {m,m’:monem)(n:nat)(full_mon n m}->{full _mon n m’)->

{full_mon n {mult_mon m m’)).
m]

Las demostraciones de los tres lemas siguientes se siguen inmediatamente de
las propiedades algebraicas del producto de términos y del producto definido en
un cuerpo.

Teorema 5.2.1. El producto de monomios verifica la propiedad conmutativa.
Traduccién en Coq:

Lemma mult_mon_conm: {m,m’:monom){equmon (mult_mon m m’) {mult_mon m’ m}}.
a

Teorema 5.2.2. El producto de monomios verifica la propiedad osociativa.
Traduccién en Coq:
Lemma mult_mon_asoc: {m,ml,m2:monom}

(equmon (mult_mon m (mult_mon ml m2)) {mult._mon (mult_mon m mi) m2)).
O
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Teorema 5.2.3. El preoducto de monomios es compatible con lo igualdad.

Ym, mi1, M € My; (7]’11 == ar mg) = (mlm) =M (mgm)
Traduccién en Coq:

Lemma mult_mon_comp_l: {m,ml,m2:monom}{equmon ml m2)->»

(equmon (mult_mon ml m} (mult_men m2 m)).
a

Ahora probamos un corolario de los resultados anteriores, atil para poste-
riores pruebas.

Corolario 5.2.1.
Ym,my,me € Mg; (rn.my)oma =p my.(m.mg)

Prueba:
{m.my).me =p (rmy.m).me =p my.(M.my)

Traduecién en Coq:

Lemma mult_mon_perm: {(m,mi,m2:monom}
(equmon (mult_mon (mult_mon m ml1) m2)} (mult_mon ml {mult_mon m m2)}).

o
El dnico monomioc nilpotente es el monomio cero, como prueban los dos
resultados siguientes.

Teorema 5.2.4.
vYm,m' € Mg; (z-monom m) V (zomonom m') = (zamonom (m.m’))

Traduccién en Coq:

Lemma monot_zmonom: (m,m’:monom}{(z_monom m}\/{z_monom m*})->»

{z_monom (mult_mon m m’)).
a

Teorema 5.2.5.
¥Ym,m' € Mr; —(z-monom m) A ~{z_monom m’}) = =(z_monom (m.m’))

Traduccién en Coq:

Lemma monot_no_zmonom: (m,m’:monem)(” {(z_monem m)/\" (z_monom m’))=->

(“(z_monom (mult mon m m’))).
u]

A veces es necesario trabajar solamente con el coeficiente o con el término
de un monomio; las definiciones que siguen formalizan las proyeccicnes del ti-
po monom, que permiten obtener el coeficiente y €l término de un monomio
dado. Para estas proyecciones se utilizard la misma notacién que el sistema,
(mon_coef m) y (mon_term m), para un monomio m.

Traduccion en Coq:
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Definition mon_coef := [m:monom]<K> Case m of
[q:K][t:term] q
and.

Definition mon_term := [m:monom]<term> Case m of
[q:K) [t:term] ¢
end.

Se necesita el concepto de monomio opuesto a uno dado.

Definicidén 5.2.2. El monomio opuesto a uno dado (a,t), es el monomio de-
notado por {—a,t).

Traduccién en Coq:

Definition monom_op := [m:monom] {(opK (mon_coef m)),(mon_term m)).

De esta definicién se sigue que un monomio y su opueste tienen el mismo
término. :
Traduccién en Coq:

Lemma mon_opp_term : (m:monom}{mon_term m)={mon_term (mcnom_op m)).
O

Para finalizar esta seccién formalizamos en Coq dos operaciones sobre mo-
nomios que utilizaremos mas adelante, estas son el producto de un elemento del
cuerpo por un monomio y el cociente de monomios.

Definicién 5.2.3. Dade un elemento del cuerpo, ¢ € K, y un monomio deno-
tado por m = azi{txy® ... z%", el producto de ellos (c.m), es el monomio

com = (c.a)zi'as® .. x5,

Dados dos monomies m| = axT'x3® .. 23" ymy = b:cf e afe ) toman-
do b #x O, el cociente de dichos monomios es el monomio, denotado %

m a - -
hAi (=) ?1 ﬁ:wgz 162“‘3:2)1_‘611)'

ma b
Traduccién en Coq:

Definition mult_K_monom:= [c:K] [m:monom]Cases m of -
{pair cl t} => (pair 7 7 {multK c ci) t)
ond.

Definition div_mon:= [ml,m2:monom]Cases ml m2 of
(k1,t1) (k2,t2) => ({divK ki k2},(div_term tl1 t2})
end.

Hay que resaltar que sélo se podrd dividir el monomio m; por el monomio
ma, ML cuando el término de m, sea divisible por el de mo.

mz ?



Capitulo 6

Polinomios

El dominio de los polinomios resulta fundarnental tanto en calculo formal
como en computacién simbélica, siendo ademds una herramienta indispensable
para la ciencia de la computacién (criptografia, cédigos, computacién algebrai-

) [47, 108]. El principal objetivo de este capitulo es el estudio y la for-
malizacién en Coq de los polinomios en varias variables sobre un cuerpo. Una
vez construidos los polinomios y dada la relacién de igualdad, se implemen-
tan las operaciones algebraicas en polinomios, asi como operaciones puramente
sintdcticas, que extraen informacién directamente accesible de los polinomios
(como hcoef y hterm). Como hemos definido un polinomic como suma de mo-
nomios, queremos por razones de eficiencia “arreglar”, sin ambigiiedades, los
términos de un polinomios en orden descendente y eliminar los de coeficiente
nulo. Para ello se implementan los polinomios canénicos y se restringen a ellos
las operaciones algebraicas antes citadas.

6.1. Definicién y notaciones basicas

Dado un numero natural n, definiremos los polinomios en n variables, deno-
tadas z,..., oy con coeficientes en un cuerpo K. Salvo en algunos ejemplos en
donde utilizaremos polinomios con n = 2 ¢ n = 3, se considerard un genérico n.
Por eso reservamos a partir de ahora, en la formalizacién en Coq, una variable
llamada n, de tipo nat, que expresara la longitud de los términos (nimero de
variables) de un pohnomlo

Variable n:nat.

Definicién 6.1.1. Un polinomio es une suma finita de monomios con coefi-
cientes en K.

Por ejemplo, f = 2xp — 3 2123 + 7 2273 + 5 es un polinomio en tres varia-

bles cuyo primer monomio se compone del coeficiente 2 y del término z9z,29,

mientras que el dltimo monomio tiene por coeficiente 5 y por términe z92343.
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En Coq representamos, de forma recursiva, un polinomio como una lista de
monomios.
Traduecién en Cog:

Inductive pol : Bet := vpel : pol
| cpol : monom -> pol->pol.

Una restriccién que debe tener en cuenta esta representacidn computacional
de los polinomios es que no haya ambigliedad con las notaciones usuales en
matemadticas.

El polinomio del ejemplo anterior se puede escribir poniendo las tres variables
de forma explicita en todos los monomios, empleando exponentes cero para todas
aquellas variables que no aparecen en el monomio. El polinomio anterior de esta
forma quedaria:

f=220z20 — 322328 + 7 alwpzl + 5 oz
Un polinomic p cuyes monomios tienen todos n variables, de forma explici-
ta como el anterior, lo identificamos en Coq mediante un predicado denotado
full term_pol.
Tradueccién en Coq:

Inductive full_term_pol: pol->Prop := full_term_pol_nil: (full_term_pol vpol)
| full_term_pol_cons : (t:term)(a:K)(p:ipoll){full n t)}->(full_term_pol p)->
(full_term_pol (cpol (a,t) p}).

Un polinomio {epol m vpol), con un solo monomio m de n variables, es el
primer ejemplo de este tipo de polinomios.
Traduccién en Coq:

Lemma full_term_cpel: (m:monom)(full_men n m)->{full_term_pol (cpol m vpol}).
]

Andlogamente, si tenemos un polinomio que satisface el predicado anterior,
full term_pol, podemos demostrar que cualquier monomio que lo compone tiene
n variables, La prueba, una vez desdoblado m y el predicado full_mon, se hace
obteniendo, mediante “inversion”, la informacién del predicade full_term_pol,
una de cuyas premisas es precisamente la meta en curso.

Traduecién en Coqg:

Lemma full_term_pol_mon: (m:moncm){p:pal)

(full_term_pol (cpol m p))->{full_mon n m).
[m]

Denotamos por K[zy,...,%y] el conjunto de todos los polinomios en n varia-
bles con coeficientes en un cuerpo K; la notacién K{X] significard el conjunto
de polinomios con coeficientes en K y cuyas variables son los elementos de un
conjunto X,

Debemos probar el lema de decidibilidad de términos de n variables; la prue-
ba es trivial debido a que es una variante del lema de decidibilidad de nat.

Traduccién en Coq:
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Lomma full_ tm_dec : (t:term}{(full n t)}+{"(full n t)}.
o
El programa extraido, en OCaml y sin optimizacién es:

type nat =
| 0
| S of nat

let rec eq_nat_dec nO0 m =
match nQ with
| 0 -> {match m with
| 0 -> true
| 8 rl ->» false)
| S nl -> (match m with
| 0 -> false
| S n2 -> eq_nat_dec nl n2)

type ‘a list =
| Nil
| Cons of 'a * 'a list

let rec length = functiom
| Nil -> ©
| Cons (a, m) -> 5 (length m)

let full_tm_dec t =
eq_nat._dec n {length t)

A su vez la demostracién de la decidibilidad del predicado full _term_pol
se hace por induccién sobre el polinomic p. El caso vpol se deduce de la for-
malizacién del predicado full term_pol; el caso (cpel m p) se obiiene mediante
el lems de decidibilidad de términos, la hipétesis de induccién y la informa-
cién obtenida del predicado full_term_pol mediante la tdctica de “inversion”.
El correspondiente lema, del cual se incluye una demostracién, es:

Lemma full_pel_tm_dec : (p:pol){{full_term_pol p)}+{"{full_term_pol p)}.

Induction p.

Left; Auto.

Induction m; Intres ¢ t p’ HR.

Elim {full_tm_dec t}.

Intres vrai; Elim HR.

Intros v2; Left; Aute.

Intres £f2; Right ; Unfold not; Intros {3.

Apply £2; Inversion £3; Trivial.

é?tros f2; Right ; Unfold not; Intros f3; Apply f2; Inversion f3; Trivial.

El programa extraido, en OCaml y sin optimizacién “a mano” es:

type (*a, ’'b) prod =
| Pair of ‘a % 'b ’

type term = nat list

type monom = {0bj.t, term) prod
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type pol =
| ¥pol
| Cpol of monom * pol

let rec full pel_tm_dec = function
| ¥pol -> true
| Cpol (m, p0) ->
let Pair (x, x0) = m in
{match full_tm_dec x0 with
| true -> full_pol_tm_dec p0
| false ->» false)

Hay que decir que en la representacion computacional de polinomios hemos
elegido dos niveles de aproximacidn:

» Polinomios definidos como listas de monomios, posiblemente no ordenados.

» Mis adelante, cuando formalicemos los algoritmos para el cdlculo de ba-
ses de Grobner, trabajaremos exclusivamente con polinomios candnicos
(ordenados y sin coeficientes cero).

Esto significa que primero definimos versiones eficientes, simples y claras de
las operaciones matemadticas como la suma y €l producto de polinomios. Otras
variantes de estas operaciones se definirdn mas adelante y se mostrard que son
equivalentes a las primeras cuando se aplican a polinomios candnicos.

Se define el producto de un clemento del cuerpo por un polinomio como el
polinomio con los mismos términos y los coeficientes multiplicados por dicho
elemento del cuerpo.

Fixpoint mult_K_pel [c:K;p:pel): pol:=Cases p of

vpel =»  vpel
| {cpol m1 p1} => (cpol (mult_X_monom c ml} (mult_K_pol ¢ pl)}
and.

6.2. Adicién e igualdad de polinomios

Presentamos aqui las formalizaciones de suma e igualdad de polinomios,
asi como las propiedades necesarias para el desarrollo posterior.

Obhservemos que, igual que en capitulos anteriores, no explicitamos en la
formalizacién de las operaciones el nimero de variables. Las razones son las
mismas que las expuestas en dichos capitulos.

6.2.1. Funcion suma

La. funcién suma-app (+,) consiste en la concatenacién de listas de mono-
mios. Como hemos hecho para formalizar el producto de un elemento de un
cuerpo por un polinomio, utilizamos Fixpoint.

Traduccién en Coq:
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Fixpoint suma_app [p:pel]l: pol -> pol :=[q:pollCases p of

vpol => g
| (cpol ml pi) => (cpol ml (suma_app pl qJ}
end.

El tipo lista (de objetos de un tipo & dado) forma un monoide con la con-
catenacion, siendo el neutro la lista vacia. En particular para el tipo pol, y la
funcién suma_app, comprobamos que el tipo vpol es el neutro de esta estructura.

Traduccién en Coq:

Lemma vpol_suma_leibm: (p:pol) (suma_app vpel p)=p.

Lemma suma_vpol_leibn: (p:pel) (suma_app p vpol)=p.
a

6.2.2. Igualdad de polinomios

Cuando comenzamos a calcular con polinomios en varias variables nos en-
contramos con la siguiente dificultad: ;calculamos con (2?y + zy), (zy + z°y),
(z?%y - 3zy — 2zy) 6 con (0x3y? + 2%y + zy)? Matematicamente, en todos estos
casos, estamos tratando con el mismo objeto. Para evitar estos problemas for-
malizamos unha relacién de igualdad de polinomios con la ayuda de la funcion
suma.app que se ha implementade anteriormente.

Nota: Utilizamos la notacién {m : p), en donde m € Mg y p € K[X], para de-
notar un polinomio cuyo monomio {de cabeza) es m y p es el resto de monomios
(cola).

Definicién 6.2.1. La relacion de igualdad de polinomios {=;) (igualdad ex-
tensional) es aquella que verifica:

1. la propiedad refleriva

2. la propiedad simétrica

8. la propiedad transitiva

4 Vg € K[X]; Vm € Mg (m:(p+uq)) =pp+p(mig)

5. Vpg,p ¢ € KX (p=pp) N g =p @)= (P+p @) =p (P +27)

6. Yk k' e K;vteT, vpe K[IX]; (kt): ((K,t):p))=p {((k+rk),t):p)

7. ¥Ym € Mg; Vpe K[X]; (zomonom m) = (m 1 p) =, p

Las reglas anteriores se formalizan en Coq mediante los constructores de

la definicién inductiva del predicado equpol, siendo ésta la menor relacién de

equivalencia que verifica las siete condiciones anteriores.
Traduccién en Coq:
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Inductive equpol: pel->pol->Prop :=

equpol_refl: {(pipol){equpel p p)

| equpol_sym: {p,q:pol){equpol p q)->{equpol g p)
equpol_tran: (p,q,r:pol){equpel p q)->(equpel q r)->{equpal p rJ
| equpol_cm: (m:moncm)(p,q:pol)
{equpol {cpel m (suma_app p q)) (suma_app p (cpol m q)))
| equpol_ss: (p,p’.q.q’:pol}(equpel p p’)->(equpol q q’)->
(equpol (suma_app p q) (suma_app p’ q°)}

| equpol_smt: (k,k’:K)(t:term) (p:pel)

(aqupol {cpol (k,t) (cpel (k’,t) p)) (cpol ((plusK k k’),t) p))
| equpol_elim: (m:monom}(p:pol)(z_monom m}->(equpel (cpol m p} p).

Algunas propiedades de la relacién equpol, muy (tiles en todas las pruebas
referidas a operaciones de polinomios, se ven a continuacién. De algunas se
incluye el cddigo de la prueba.

Teorema 6.2.1.
¥m € Mg; Vp.q € K[X], (p=pq) = (m:p)=p (m:q}

Prueba: Para demostrarlo utilizamos la tdctica Change. Esta tactica imple-
menta en Coq la regla Conv que dice que dos elementos ¢4 y ta son convertibles
{0 equivalentes) si, y s6lo si existe un elemento u tal que ¢, y t2 se reducen a él
mediante las reglas de f-reduccién, t-reduccién y d-reduccion. En nuestro caso
lo que hace es sustituir el constructor cpol por suma_app, tomando un mono-
mio m como un polinomio de la forma {cpol m vpol) lo que permite aplicar el
constructor equpol_ss de la igualdad de polinomios.
Traduccion en Coq;:

Lemma equpol_cpol: (m:monem)(p,q:pol}(equpel p g)->
{equpol (cpol m p) (cpol m q)).

Intres m p q H.
Change (equpol (suma_app {cpel m vpol) p) (suma_app (cpol m vpol) q)}; Auto.
[}

Otro resultado que necesitamos es el sigulente:
Teorema 6.2.2.
Ym & My; Vpe K[X], ({(-m): (m:p))=pp

Prueba: La prueba se consigue mediante dos de los constructores equpol _smt
y equpol_elim de la igualdad de polinomios antes definida.
Traduccién en Coq:

Lemma sym_mon : (m:menom) (p:pol) {equpol (cpol (monom_op m) (cpol m p3) pl.

Intros; Elim m; Intros.

Unfold monom_op.

Simpl-

Apply equpol_tran with {cpol ({plusK (opK y) y),y0} p); Auto.
[w]

Necesitamos lemas que permitan simplificar las expresiones formales de po-
linomios; por ejemplo,
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Teorema 6.2.3.
Yme Mg, Vp,ge KIX]; (m:p)=p(m:q)=(p=pq)

Prueba: Para la prueba utilizamos los lemas equpol cpol v sym.mon ya de-
mostrados; mediante la tactica Generalize reproducimos en Coq el esquema
siguiente:

(m:p)=p(m:q)={(-m:(m:p))=p(-m:(m:q))=(p=p0q)
Traduccion en Coq:
Lemma eq_cpol: (m:monom)(p,q:pol){equpol (cpol m p)} (cpol m g))->{equpocl p q).

Intros.

Generalize (equpol_cpol (monem_op m} (cpel m p) (cpol m ¢»); Intros,
Generalize (HO H); Intro.

Generalize (sym_mon m p) ; Intro.

Generalize (sym_mon m q) ; Intro.

Generalize (equpel_sym {(cpel (monom_op m) {cpel m p))} p H2}; Intro.
Generalize (H0 H) ; Clear HO; Intros.

Generalize (equpol_tran p {(¢pol {(monom_op m} {(cpel m p)) q H4).
Intros.

Apply HS.

Apply equpol_tran with {cpol (moncm_op m) {(cpol m gq)); Trivial.

O

Un pelinomio puede constar de un solo monomio como hemos visto ante-
riormente; por ello necesitamos probar que la igualdad de polinomios egupol
extiende a la igualdad de monomiocs equmon.

Teorema 6.2.4.
Vm,m' € Mg; m=p m' = (m:vpol) =, (m': vpol)

Prueba: En primer lugar sustituimos por su valor los monomios, para luego
hacer la prueba por casos segin la formalizacién de equmon. El primer caso,
donde los coeficientes son cero, es trivial aplicando el constructor equpol elim; el
segundo caso se resuelve utilizando la transitividad de equpol y las propiedades
de suma_app asi como las de la relacidn de igualdad definida en el cuerpo de
coeficientes.

Traduccién en Coq:

Lemma equmon_cens ! (m,m’:monom)(equmon m m’}->
(equpol (cpol m vpol){cpol m' vpol)).
O

Mediante el teorema anterior, probamos que, si dos monomios son iguales,
entonces anadiéndole el mismo polinomio obtenemos polinomios iguales.

Teorema 6.2.5.

Ym,m' € My, Vpe K[X]|ym=pym = (m:p)=p(m':p)
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Traduccién en Cog:

Lemma eq_mon_cpol: (m,m’:menom}{equmon m m’)->

(p:pol) (equpol (cpol = p) (cpol m’ pll.
| =

Un caso particular del resultado anterior, utilizado mas adelante, es el si-
guiente:
Traduccidn en Coq:

Lomma mon_K_cpol: {(a,b:X){eqK a b)->
(p:pol) (y:term) {equpol (cpol (a,y) p} (cpol (b,y) p)).

Tenemos ahora tados los ingredientes para demostrar que si dos monomios
y dos polinomios son iguales, con sus respectivas igualdades, entonces también
lo son los polinomios formados a partir de ellos por concatenacién. La prueba
es consecuencia de los resultados anteriores y del constructor equpol_ss,

Teorema 6.2.6.

¥m,m' € Mg; ¥p,p' € K[X];
(m=pm)A(p=pp)=(m:p)=p(m:p)

Traduccion en Coq:

Lemma equpol_cpel2: {(m,m’:monom){equmen m m’)->(p,p’:pol){equpol p p')->
(equpol {cpcl m p} (cpol m’ p’)).
m]

Una propiedad importante de la igualdad de polinomios es que si dos poli-
nomios son iguales y uno de ellos no es igual al polinomio vpol, el otro tampoco.

Teorema 6.2.7.

Vp,q € K(X] (p=p q) A {p #p vpol) = (q #p vpol)

Prueba: Se prueba explicitando la definicién de nat, denotade en Coq por (~},
y aplicandoe la transitividad de equpol con uno de los polinomios. =
Traduccién en Coq:

Lemma eq_nvpol:(p,q:pol)(equpol p q)->"(equpel p vpol)->"{equpcl g vpol).
]

6.2.3. Propiedades basicas de la adicién

La primera propiedad que verificamos y que serd utilizada muy a menudo es
que la funcién suma_app es interna en polinomios de n variables.
Prueba: Se demuestra facilmente por recurrencia sobre la definicién de poli-
nomio y aplicando los constructores de full_term_pol, predicado que define los
polinomios de n variables definido en la seccidn 6.1.

Traduceion en Coq:



6.2 Adicién e igualdad de polinomios 93

Lemma full_term_suma_app: (p:pol){full_term_pol p}->

- {gq:pol) (full_term_pel g)->(full_term_pecl {suma_app ﬁ q)).

Como hemos hecho con las representaciones de términos y moncmios, una
vez que tenemos representados los polinomios y formalizada una operacién sobre
ellos, comprobamos las propiedades algebraicas que verifica esa operacion.

Los dos resultados siguientes son consecuencia de la definicidn de sume.app.
El segundo de ellos es la prueba de que vpol es el neutro de la operacién.

Traduccién en Coq:

Theorem asoc_mon_pol : {m:monom}{p,q:pol) (equpol
(suma_app (suma_app (cpol m vpol) p) q)
(suma_app {cpol m vpol) (suma_app p q))).

Theorem vpeol_suma : (q:pel) (equpel (suma_app vpol q) q).
Theorem suma_vpol : (qipel) (equpol (suma_app q vpol) q).
]
Probamos a continuacién dos de las propiedades algebraicas mas utiles de

la funcién suma de polinomios, utilizando la igualdad de polinomios egupol
definida anteriormente,

Teorema 6.2.8. La suma de polinomios verifica las propiedades conmutativa y
asociativa.
Vg€ KiX]; ptpg=pq+pp
vp,q,r € K[X]; (p+pq) +p7 =pp+p (g +p7)
Prueba: Ambas demostraciones se hacen por recurrencia sobre el primer poli-
nomio de la suma; las submetas obtenidas se resuelven mediante los resultados
anteriores, la hipétesis de recursién obtenida v los constructores equpol_cm y

equpol_tran de la igualdad.
Traduccién en Coq:

Theorem conmt_suma : {p,q:pel}{equpol {suma_app p q) (suma_aspp q p}}.

Theorem asoc_suma: {p,q,r:pol)(equpcl {suma_app (suma_app p q) r)

o {suma_app p (suma_app q r)}).

Un resultado técnico que necesitamos para evitar demostraciones muy largas
y repetitivas en pruebas posteriores, es el siguiente.

Teorema 6.2.9.
Vm,ne Mg; Vp.ge K[X|; (m:p)+p(n:g)=p(m:{n: (p+pq)})
Traduccién en Coq;

Lemma suma_cpol: {m,n:monom)(p,q:pol){equpel
(suma_app (cpol m p) (epol n q)) {cpol m (cpol n (suma_app p q))l).

Necesitamos, por razones de operatividad, una propiedad que combine las
propiedades asociativa y conmutativa de la funcién suma_app.
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Corolario 6.2.1.
Vp,q.r € K[X]; p4p (g +p7) =pq+p (P +pT)

Prueba: Utilizando el constructor equpol_tran reproducimos en el sistema la
sucesion de igualdades siguientes:

(p+p(g4+p7)) =p ((P+pa) +p 7} =p ({g+pp) +p7) =p (2 +p (p+p7))
Traduccién en Coq:

Lemma permut_suma_app:{p,q,r:pel) (equpol

(suma_app p (suma_app q r)) {suma_app q (suma_app p 1)}).
o

Un caso particular del constructor equpol.ss son los lemas de monotonia que
formalizamos a continuacién:
Traduceién en Coq:

Lemma monot_suma: (p,q,r:pol){equpel p q)->
(equpol {suma_app p r) (suma_app q 1)}.

Lemma monot_suma_l: (p,q,r:pol) (equpei p gl->

o (equpol (suma_app r p) {(suma_app r q)).
Con el lema siguiente podemos intercambiar la funcién swmae.app y el cons-

tructor de polinomios epol utilizando Ia igualdad del sistema.

Traduccion en Coq:

Lemma sumcpol_l: (m:monom)(p,q:pold
{{cpol = (suma_app p q)}=(suma_app (cpol m p) qJ).

Después de comprobar algunas propiedades algebraicas de la operacién su-
ma, introducimos la nocién de polinomio opuesto a uno dado.

Definicién 6.2.2. Dado un polinomio p, el polinomio (—p) opuesto a p, for-
malizado como (pol_opp p), es agquel que tiene los mismos términos y como
coeficientes los opuestos de los coeficientes de p.

Traduccidn en Coq:

Fixpoint pol_opp [p:pol]l: pol:=Cases p of

vpel =» vpol
| ¢epol (c,t} p) => (cpol ((opK ¢),t) (pol_opp p)}
end.

Verificainos que la operacién opuesto es interna en polinomios de n variables.
La prueba es analoga a la hecha para la suma de polinomios.

Traduccién en Cog:
Lemma full_term_opp: (p:pol){full_term_pol p)->(full_term_pol (pol_opp pl}.
m]

Una vez definido el polinomic opuesto a uno dado, nos interesa probar aque-
llas propiedades relacionadas con este polinomio, que juegan un papel relevante
en el anillo de polinomios que intentamos construir.
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Teorema 6.2.10.
Vp € K(X]; p+p (—p) =p vpol

Prueba: La demostracién se hace por induccién sobre el polinomio p; la pri-
mera submeta obtenida es trivial por la manera de definir la funcidén pol.opp;
la segunda se alcanza, una vez sustituido por su valor el monomio de cabeza
de p, utilizando los resultados que relacionan el constructor epol y la funcién
suma-app mediante el constructor equpol_tran, asl como propiedades generales
de los elementos de un cuerpo.

Traduceién en Cogq:

Lemma suma_opp: (p:pol)(equpol (suma_app p (pol_opp p)) vpel).
[m
También demostramos el resultado:

Teorema 6.2.11.
¥m € My; (m: (—(m : vpol}}) =, vpol
Traduccidn en Coq:

Lemma sym_monl: (m:monom){equpol {cpol m (pel_opp (cpol m vpol))) vpel).
O

Los cinco teoremas expuestos a continuacion, se demuestran utilizando los
constructores de egupol, en especial se utiliza el constructor equpol_tran para
estar en condiciones de poder aplicar resultados sobre dicho predicade. No se
detallaran las pruebas, a excepcién de la primera, debide a que no aportan
novedades con relacién a pruebas anteriores.

Teorema 6.2.12. Vp,g € K[X]; p+p0 =p vpol & p =, —q
Traduccion en Coq:

Lemma sum_vpol_opp: (p,q:pel)(equpol (suma_app p gq) vpol}->»
(equpol p (pol_opp q)).

Intros.

Apply equpol_tran with (suma_app p (suma_app q (pol_opp q))}.
Apply equpol_tran with (suma_app p vpol); Auto.

Apply equpol_tran with (suma_app {(suma_app p q) (pol_opp q)).
Auto,

Apply equpol_tran with (suma_app vpol (pol_cpp q)).

Auto.

Auto.

Lemma sum_vpol_opp.inv: (p,q:poll(equpol p (pol_opp q))->
(equpel {suma_app p q) vpol).

Intros.

Apply equpol_tran with (suma_app (pol.opp q) q).

Auto.

Apply equpol_tran with (suma_app q {pol_opp gq}); Auto.

a
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Corolario 6.2.2.
Vp,g € K[X); p=pq=>-p=p —¢
Traduccidén en Coq:

Lemma opp_comp: (f,g:pol){equpol f g)->{equpol (pol_opp f) (pol_opp g}).
[}

Teorema 6.2.13.
Vp € K[X]; p=p upol & —p =, upol
Traduccién en Coq:
Lemma opp_vpol: (p:pol)(equpel p vpol)->{equpcl (pol_.opp p) vpol).

Lemma eq.pol_opp_no_zere: (f:pol){equpol (pol_opp f) vpol)->{equpol f vpecl).
O

Teorema 6.2.14.

Yp,g € K[X); —(p+pq) =p (-p) +5 (—0)
Traduccién en Coq:

Lemma mult_sum_ocpp3: (f,g:pol)(equpol (pol.opp (suma_app f g))
(suma_app (pol_opp fJ) {pol_opp E)J).

Teorema 6.2.15.

Vp e K[X]; (p #p vpol) = (—p #p vpol)
Traduccién en Coq:

Lemma no_eq_no_vpol_opp: (f:pol)”{equpol f vpol)->~(equpol (pol_opp f) vpol).
a

6.3. Producto de polinomios. Propiedades

Dada la formalizacién del tipo pol y dado que la multiplicacién de polinomios
distribuye sobre la suma, es indispensable la implementacién del producto de
un monomio pot un polinomio antes de definir el producte “matemaético” de
polinomios.

El producto de un monomio por un polinomic p (.ar) es otro pelinomio que
contiene todos los monomios que resultan de multiplicar el monomio dado por
cada uno de los monomios del polinomio p.

Fixpoint mult_m [p:pol] : monom -> pol :=[m:monom]Cases p of
vpel => vpol
| {cpol ml pi) => (cpol (mult_mon m mi} (muit_m pl m))
end.
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Definimos ahora, recursivamente, el producto de polinomios (.,,) partir de la
funcién anterior mult_m.

Fixpoint mult_p [p:pol] : pol -» pol :=[q:pol)Cases p of
vpol =» vpol
| {cpol m1 pl) => (suma_app (mult_m q mi) {mult_p pl g))
end,

Probamos que al multiplicar el polinomic vpol por cualquier monomio el
resultado, como era de esperar, es upol.

Teorema 6.3.1.
Ym € My; vpol .pr m =, vpol

Eheorem mult_m_vpol: (mimonom} (egupol (mult_m vpol m) vpol).

Asimismo demostramos que vpol se comporta como el elemento cero para el
producto de polinomios.

Teorema 6.3.2.
vp e K[X]; p ., vpol = upol

Traduccion en Coq:
’éheorem mult_vpol: {q:pol){equpol (mult_p q vpol} vpcl).

Se prueba ahora que la definicién dada del producto de polincmios es cohe-
rente con nuestra igualdad extensional de polinomios equpol.

Teorema 6.3.3.
Yme Mg, Vp.p' e KIX;; pp(m:p)=ppmmtpp 7

Prueba: Por recurrencia sabre el polinomic p. El caso de vpol se resuclve me-
diante la tactica Auto; la segunda meta, una vez hecha la simplificacién me-
diante Simpl queda de la forma siguiente:

({mo.m) : (p'.mmo +p po-p(m = p))) =p ((m.ma) = (po.pm +p (P00 +p

Po-pp'))))

si aplicamos equpol_cpol2 (teorema 6.2.6), la nueva meta es:

(pr-Mme +r 'PD-p(m : p’)) =p {(Do.mmme +p ('P,-M'mo +p PD-pP’))

Esta se prueba utilizando la transitividad de la igualdad de polinomios para
formalizar el esquema siguiente:

Po-M7 +p (P Mo +p popp’) =p  Asociativa de 4
(Po.pam 45 p e} +p po.pp’ =p Conmutativa de +,
(P .mmo +p Po-mam) +p Popp’ =p  Asociativa de 4+,
P .mmo +p (Po-mm +p po.pp' ) =p  Lemma mult_p.cpol

p’.mmo +p Po.p(m 1 p')



98 Polinomios

Traduccion en Coq:

Lemma mult_p_c¢pol: (m:monom}{p,p’:pel) (equpecl
{mult_p p {cpol m p’}) (suma_app (mult_m p m) {mult_p p p’I2}.

Intros; Elim p; Auto; Intros.
Simpl.
Apply equpol_cpol2; Auto.
Apply equpol_tran with
(suma_app (suma_app (mult_m p9 m} (mult_m p’ m0)) (mult_p p0 p'l)); Auto.
Apply equpel_tran with
(suma_app (suma_app {mult_m p’ m0) (mult.m p0 m)} (mult_p p0 p')); Auto,
Apply equpol _tran with
Efsuma_app {mult_m p’ m0) (suma_app {mult_z p0 m) (mult_p p0 p’)}); Aute.

Antes de verificar ciertas propiedades del preducto de polinomios tales como
la asociatividad, conmutatividad, distributividad del producto respecto de la
suma v algunas otras, probamos dichas propiedades para el producto de polino-
mios por monomios lo cual simplificara el trabajo en las demostraciones de las
propiedades antes citadas.

Los tres proximos resultados se demuestran de manera similar, por recurren-
cia sobre la definicién de pol y aplicando resultados anteriores sobre equpol.

Teorema 6.3.4.
Ym € My; Vp, g€ K[X]; (p+p¢) mM=pp . Mm+pq.um
Traduccién en Coq:

Lemma mult_m_distr: {p,q:pel)(m:monom){equpol
(mult_m (suma_app p q) m) (suma_app (mult.m p m) (mult_z q m})).

Teorema 6.3.5.
Ym,n € Mu; Vp e K[X]; (p.mm) . mn=pp.m (mn)
Traduccién en Coq:

Lemma mult_m_asoc: (m,n:monom}(p:pol}{equpol
(mult_m (mult_m p m) n) (mult_m p (mult_mon m nl)}.

Teorema 6.3.6.
Yy, me € MK; Vp S K[X] Ty =p Ty = P .M TR =p P .M M2

Traduccién en Coq:

Lemma mult_pm_comp_2: (mi,m?:monom)(p:pol)(equmon mi m2}->

O (equpol (mult_m p ml) (mult_m p m2)).

Teorema 6.3.7.

Ym e My, Vp,g€ K[X); (pp@)aam=p (p.asm) pgq
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Prueba: Aplicando los lemas anteriores y el constructor equpol_ss de la igual-
dad de polinomios.
Traduccién en Coq:

Lemma mult_p_m_asoc: {(m:monem)(p,q:pel)
F:l{equpnl (mult_m (mult_p p q) m) (oult_p (mult_m p m) q)).

Con los dos teoremas siguientes se comprueba que la funcién mult-m con-
serva la igualdad extensional sobre polinomios.

Teorema 6.3.8.
Vm € My, Vp,q € K[X]; p=pa=p um=pqg.um

Prueba: La demostracién se hace por recurrencia estructural sobre la definicién
de equpol; obtenemos siete metas, una por cada uno de los constructores de
la igualdad. Las dos primeras las resuelve el sistema autométicamente y las
restantes se resuelven mediante la transitividad de la igualdad y lemas relativos*
a la funcidn suma e igualdad de polimomios de la seccién anterior.

Traduccién en Cogq:

Lemma mult_pm_comp: (m:monom){pl,p2:pol)(equpol pl p2}-»
(aqupol (mult_m pl m} (mult_m p2 m)}.
a

Teorema 6.3.9. Ymi,maz € Mg, Vb, p2 € K[X], se verifica que:
(p1 =pp2) A (M1 =p m2) = p1 .p M1 =p P2 .M Mo

Prueba: Se aplica induccidn sobre los polinomios, las submetas generadas se
deducen inmediatamente de los dos lemas anteriores.
Traduccidn en Coq:

Lemma mult_pm_comp_ss: {pl1,p2:pel)(equpel pl p2)-»
{m1,m2:monom} (equmon ml m2}->(equpol (mult_m pl ml) (mult_m p2 m2)).
[m]

Teorema 6.3.10. E! producto de polinomios (por la derecha) conserva lo igual-
dad extensional de polinomios.

VpiplaTEK[Xh p=pp"='>'r‘pp=p'r'pp’

Prueba: Consecuencia directa de los lemas mult_pm_comp y mault _pm_comp 2.
Se utiliza también la S-reduccién aplicada mediante la tdctica Simpl.
Traduccion en Coq:

Lemma mult_p_comp: {p,p’,r:pol)(equpol p p*}->

- {equpol {(mult_p r p) (mult_p r p')).

Ahora tenemos ya, los resultados necesarios para probar las propiedades
algebraicas mas importantes del producto de polinomios.

'Este tipo de lemas suelen quedar, implicitos en las demostraciones, si bien estdn en el
corazén de las mismas,



100 Polinomios

Teorema 6.3.11. El producte de polinomios verifica la propiedad conmutativa,
Vp,p' €KX} ppp =pp 5P

Prueba: La demostracién se hace por recurrencia sobre los polinomios en cues-
tion, las tres primeras metas las resuelve el sistema automéaticamente y la cuarta
es consecuencia del lema mult_p_cpol v de la hipdtesis del contexto obtenida al
hacer la recursién.

Traduccidén en Coq;

Lemma mult_p_comm: (p,p’:pol}(equpel (mult_p p p’) {mult_p p’ pJ).
o

Utilizando la conmutatividad del producto probamos facilmente que el pro-
ducto de polinomios por la izquierda también conserva la igualdad extensional
de polinomios.

Corolario 6.3.1.
Vp.p reK[Xip=pp > ppr=p? p7
Traduccién en Coq:

Lemma mult_p_comp_r: (p,p’,r:pel)(equpol p p’)->

(equpol (mult_p p r) (mult_p p’ r)).
]

Teorema 6.3.12. El producto de polinomios verifica lo propiedad distributiva
por la derecha respecto de la swma.

Vp,q, 1 EK[Xl; (p‘l'pQ) pT =pPpT +pq pT

Prueba: Aplicando induccién sobre el polinomio r, la primera submeta. es trivial
y la segunda se prueba utilizando lemas anteriores, en especial los teoremas 6.3.3
v 6.3.4. Hay que hacer notar que utilizamos el comando Clear para eliminar del
contexto de las hipdtesis algunas de las ya utilizadas y no necesarias en la meta
en curso; también se usa la tactica Generalize para introducir en el contexto
otras hipétesis que se necesitan para la prueba y que se obtienen de resultados
va. probados.
Traduccién en Coq:

Lemma distr_mult_p: (p,q,r:pcl)(equpol {mult_p (suma_app p g) ¥
{suma_app (mult_p p r) (mult_p gq r)}).
[wi

La distributividad por la izquierda es inmediata utilizando la conmutatividad
v la distributividad por la derecha.

Corolario 6.3.2.

Vp,q,TEK[X]; ?p (q +p'r) =pPpd+tpPpT
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Traduccién en Coq:

Lemma distr_mult_p_r: (p,q,r:pol)}{equpol {mult_p p {suma_app q r})
(suma_app (wult_p p g) (mult_p p r))).

w}

Teorema 6.3.13. El producto de polinomios verifica la propiedad asociativa.

V0,0, €KX pplgpr)=p(ppq) pr

Prueba: Es similar a la de la conmutatividad, excepto que en este caso utiliza-
mos la propiedad distributiva del producto de monomios respecto a polinomios.
Traduccidn en Coq:

Lemma mult_p_assoc: (p,q,r:pol)(equpol (mult_p p (mult_p q r}}
{mult_p (mult_p p q) r)).
a
Para demostrar la existencia del elemento neutro en el producto de polino-
mios, necesitamos primero introducir el monomio 1.(z%.29...2%) y comprobar

su funcionamiento con la funcién mult_m.

Teorema 6.3.14.

Vpe Klzry,....%a], p=p P M (1.(2?@3 . ..r?l))
Prueba: Por recurrencia sobre p, el primer caso es trivial; para demostrar el
caso de (cpol m p}, hacemos explicito €l monomio m e Invertimos la hipdtesis
del contexto (full term.pol (cpol (y,y0) p)) para obtener de ella la informacion
necesaria para aplicar resultados (como por ejemplo el teorema 3.2.5 } obtenidos
en la formalizacién de los términos. Se utiliza también la hipdtesis de recurren-
cla obtenida con p y el constructor egupol tran, para transformar las metas
y adecuarlas a resultados ya probados, relativos a la igualdad extensional de
polinomios.
Traduccion en Coq:

Lemma neut_mult_m: (p:pel){full_term_pecl p)->
(equpol p (mult_m p {un¥,(n_term_0 n)))).

a
De este resultado, podemos deducir ficilmente el teorema siguiente.

Teorema 6.3.15. Existe elemento neutro en el producto de polinomios.
vp& K[z1,...,Zn), pp (1.(z.25 ... 28)} : vpol) =, p

Prueba: Considerando el polinomio con un Gnico monomio (1.{z}.z]...28)) ¥
aplicando el lema anterior. En esta prueba debemos utilizar la tactica Gene-
ralize para introducir abstracciones y explicitar en la meta las variables que
utilizamos.

Traduccién en Coq:
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Lemma neut_mult_p: {(p:pol)(full_term_pel p)->(equpol
(mult_p p (¢pol (unk,(n_term_0 n)) vpel)) p).

Induction p; Auto.
Intro m; Elim m; Intros.
Simpl.
Inversion HO.
Generalize (H H5); Intro.
EApply (squpol_tran (cpol ({multK y unk),(term mult y0 (n.term 0 n)))
(mult_p pC (cpol {unk,(n_term_0 n)) vpel)))
(cpol {(multK y unK},(term_mult yO {n_term_0 n)}) pO))

Auto.

Generalize (term_mult_full nule y0 n H3}; Intro.
Rewrite H7.

Generalize (neut_multK y}; Intro; Auto.

a

Una propiedad particularmente interesante, por su utilizacién, relativa al
producto de polinomios es la regla de los signos.

Teorema 6.3.16.

Vp,g € K[X|, pp(=q) =p (P » @)

Prueba: Formalizando en Coq la siguiente secuencia de igualdades

vpol =p p.pupol =p p-p(—q +p Q) =p P.p(~a) +p Ppq

Traduccion en Coq:

Lemma regl_sig: (p,q:pol)
{equpol (mult_p p (pol_opp q)) (pol_opp (mult_p p g))).
a

Un caso particular del lema anterior es el siguiente.

Corolario 6.3.3.
Wp & Klony. . zals 2 p (1208 22)) : vpel) =5 =p

Traduccién en Coaq:

Lemma mult_neg_unK: (p:pol){full_term_pol p)->
(equpol (mult_p p (cpol ((opK unK),{n_term_Qd mn)) vpol)} (pol_opp pJJ.

Cada uno de los cineo resultados siguientes formulan propiedades elementales
del producto de polinomios bajo formas més confortables para su utilizacién en
resultados posteriores.

Todos se demuestran de manera similar; la principal dificultad es hallar la
formulacién adecuada para utilizar directamente resultados anteriores. Se inclu-
ven algunas demostraciones como muestra, remitiendo de nuevo al repositorio
del cédigo para los detalles.

El primer resultado prueba la relacidn existente entre la operecidn producto
de un polinamio p por un monemio m y el producto de p por m considerado
como un polinomio.
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Teorema 6.3.17.
Yme My; Vpe K[X|; p.ym=5p p{m: vpol)
Traduccién en Coq:
Lemma mult_p.m: (p:pol)(m:monom){equpol {(mult_m p m) (mult_p p (cpol m vpol}}).

Intros.

Apply equpol_tran with (suma_app (mult_m p m) (mult_p p vpel)); Auto.
Apply equpol _tran with (suma_app (mult_m p m) vpeld; Aute.

ju]

Teorema 6.3.18. Vin € Mg; Vp € K[X]; m =pm Op = p .y m =, vpol
Traduccidn en Coq:

Lemma mult_m_z_monom: {p:pol}{m:monom}(z_mcnom m)->{equpol (mult_m p m) vpel).

Induction p; Aute.

Intros; Simpl.

Apply equpol_tran with (mult_m p0 m0); Aute.
[w]

Corolario 6.3.4. Vm € Mg; Vp e K[X]; —(p.m m) =p p » (—(m : vpol))
Traduccidn en Coq:

Lemma mul_opp_monom: {p:pol){m:monom){equpol {pol_opp (mult_m p m))
(mult_p p (pol_opp {cpol m vpoll))).
[m]

Corolario 6.3.5. Ym € Mg; Vpe K(X]; p.y m=p ~(p .m (=m))
Traduccion en Coq:

Lemma mult_opp_monom?2: {p:pol){m:monom){equpol (mult_m p m)
{pol_opp (mult_m p (momom_cp m)))}).

Teorema 6.3.19.
Vp = K[X]1 Yt e T5 VC,C" € K; LM (Cat) ‘P .M (C”t) =DM ((C+ Cf)st)
Traduccién en Coq:

Lemma distr_mult_m_monom: {p:pol){c,c’:K)(t:tarm){equpol
{suma_app {mult_m p (c,t)} {(mult_m p {(c’,t}))) {(mult_m p ((plusk c c¢’),t)}}.

Todas las demostraciones anteriores se hacen aplicando la transitividad de
la igualdad extensional de polinomios. Sélo en un caso debemos aplicar la recu-
rrencia sobre la definicién de pol.

Al igual que hemos hecho con suma_app, comprobamos que las operaciones
muli_m y mult_p conservan los polinomios de n variables. La prueba en ambos
casos se hace por induccién sohre p, aplicando el constructor full term_pol_cons
y obteniendo la informacién necesaria de las hipdtesis mediante la tdctica de
inversion.

Traduecién en Coq:
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Lemma full_mult_m: (c:K)(t:term){p:pol}(full n t)->{full_term_pol p)->
(full_term_pol {mult_m p (c,t))).

Lemma full_term_mult_p: (p:pel) (full_term_pol p)->{q:pol){full_term_pol g)->

(full_term_pol (mult_p p q}).
[m]

6.3.1. Divisores de cero en el producto de polinomios por
monomios

Como podremos constatar posteriormente [vedse por ejemplo la prueba de
una. condicién suficiente para la reduccién de polinomios (teorema 9.2.1)] se
hecesitara varias veces el siguiente resultado.

Teorema 6.3.20.

Vpe Klz1,...,Ta), ¥t €T™, Ve € K;
(p #p vpol) A (e #x Ok) = (p.a (c,t) #p vpol)

Traduccién en Cogq:

Lemma contr_mult_nz_monom: (p:pol) (full_term_pol p)->("(equpol p vpol))->
(c:K)(~(ogk ¢ DK)}=->(t:term) (full n t)->("{equpol (mult.m p (c,t}) vpel)).

Nota: En general en lugar de demostrar (-4 — —B), es mejor probar el contra-
rreciproco (B — A). Estas dos proposiciones son equivalentes en ldgica clasica,
pero no en légica intuicionista (la utilizada por Coq). Si partimos de (B — A)
podemos demostrar (-A — -—B), aunque el reciproco no es cierto en ldgica
intuicionista. (B — A) es, a veces, un poco mds dificil de probar, pero es un
resultado més general: un teorema Teor: (B — A4) — (A — —B), se puede
probar en Coq mediante la secuencia: Red; Intros H noA hipB, Apply no4;
Apply H; Trivial.

Para poder demostrar este lema, lo reformulamos de manera mas sencilla
segiin se indica en la nota anterior. En terminologia matematica diriamos que
“g] producto de un polinomio por un monomio no tiene divisores de cero”.

Teorema 6.3.21.
Vp € Kizy,...,Tn|, ¥m € Mg n; (m #p Onm) A {p .0 m =p vpol) = p =p upol
Traduccién en Coq:

Lemma mult_nz_monom: {p:pol){full_term_pol p}->{m:monom)(full_mon n m)->
"({z_monom m)->(equpol {mult_m p m} vpol)->(equpol p vpol}.

Para poder demostrar este resultado es imprescindible introducir una ope-
racién, que podemos denominar “divisién de un polinomie por un monomio”,
de forma analoga a como hemos definido la multiplicacién de un polinomio por
uh monomio.



6.3 Producto de polinomios. Propiedades 105

Definicién 6.3.1. Dado un polinomio p € K{X| y un menomio m € Mg, se
llamard cociente del polinomio p por el monomio m al polinomio gue se obtiene
dividiendo todos los monomios gue forman el polinomio p por el monomio m.

Traduccién en Coq:

Fixpoiant div_m (p:pol] : monom -> pol :=[m:monom)Cases p of
vpel =» vpol
{ (cpol m1 p1) => (cpol (div_mon mi m) {div_m pl m))
end.

Hay que hacer notar que la formalizacién anterior sélo se utilizara cuando
todos los términos del polinomio puedan dividirse por el término del monomio
dado.

Ejemplo 6.3.1. No seria vilida la operacidn ELH2

En primer lugar probamos que podemos reescribir (igualdad del sistema) el
polinomio 211222 por (BL 4 223,

Teorema 6.3.22,

+
Vpa,p2 € K[X], Ym € Mg; PrrtpPe _P1 +, P2
m ™ ™m

Prueba: Aplicando induccion sobre p; y las tdcticas de reeseritura,
Traduccion en Coq:

Lemma distr div_suma: (m:monom)(pl,p2:pol)

(div.m (suma_app pl p2) m)=(suma_app {div_m pl m) (div_m p2 m)).
[m]

Teorema 6.3.23.

MM
VPEK[T'I:"'::BT:.}’ V'mEMK,‘rh 4 1::1 =pp

Prueba: Por recursién estructural sobre el predicado full term_pol, la primera
submeta generada la resuelve el sistema automéaticamente y la segunda se prueba
aplicando resultados vistos en la formalizacion de cuerpos.

Traduccion en Coq:

Lemma div_mult_inv:{(m:monom)“(z_monom m)->{full_mon n m)->
{p:pol){full_term_pol p)->{equpol (div_m {mult_m p m) m} p).
D
Ahora se enuncia y prueba un resultado téenico que se usard para probar el

teorema (6.3.21).
Teorema 6.3.24.

AT wpol
Vpe K[X]; Yme Mg, (p.m m=pupol) A (m #p Op) = % =5 %
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Prueba: Por recursién sobre equpol obtenemos siete metas correspondientes a
cada uno de los constructores de equpol. Las relativas a la relacién de equiva-
lencia son triviales; la cuarta y quinta se prueban por reescritura de términos
utilizando el resultado distr_div_suma; las relativas a los casos de monomios
con términos iguales y monomio cero se resuelven utilizando la definicién for-
mal de monomio y aplicando resultados vistos anteriormente sobre la igualdad
extensional.
Traduccién en Coq:

Lemma div_pm_comp: {m:monom)~(z_monom m)->(p:pol) (equpol (mult_m p m) vpol)->
(equpol (div_m (mult_m p m) m) (div_m vpol m)).

Induction 2; Intros; Trivial.

Auto.

Apply equpol_tran with (div_m q m); Auto.

Simpl.

Rewrite distr_div_suma.

Rewrite distr_div_suma.

Simpl; Auto.

Rewrite distr_div_suma.

Rewrite distr_div_suma; Auto.

Generalize H.

Case m; Intros.

Unfold z_monom in H1.

Simpl.

Apply equpol_tran with (cpol ((plusk (divK k q) (divK k’ q)),(div_term t t0))
(div_m p (q,t0))); Auto.

Simpl. ’

Apply equpol_elim.

Generalize H HI1.

Case m0; Case m; Simpl; Intros.

Apply divK_0; Auto.

O

Estamos ya en condiciones de demostrar, facilmente, el teorema (6.3.21),
antes propuesto.
Prueba: Se demuestra aplicando los dos resultados anteriores y técticas de
reescritura sobre la formalizacién de div_m.

Traduccién en Coq:

Lemma mult_nz_monom: (p:pol)(full_term_pol p)->(m:monom)(full_mon n m)->
~(z_monom m)->(equpol (mult_m p m) vpol)->(equpol p vpol).

Intros.

Apply equpol_tran with (div_m (mult_m p m) m); Auto.
Replace vpol with (div_m vpol m); Auto.

O

A partir de este resultado y siguiendo el esquema de demostracién indicado
en la nota de la pagina 104, se prueba el teorema (6.3.20).
Traduccién en Coq:

Lemma contr_mult_nz_monom: (p:pol)(full_term_pol p)->(~(equpol p vpol))->
(c:K)("(egK ¢ OK))->(t:term)(full n t)->("(equpol (mult_m p (c,t)) vpol)).

Red.
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Intres.

Cut {equpol p vpol}; Auto.

Apply mult_nz_monom with m:={c,t); Auto,
[w]

6.3.2. Algunas simplificaciones polinémicas

Los lemas que siguen seran de mucha utilidad, para simplificar expresiones,
cuando una vez formalizado el concepto de ideal de polinomios, comprobemos
sus propiedades; asimismo seran de vital importancia para probar propiedades
sobre la reduccién de polinomios,

Los resultados que damos a continuacién son propiedades de las operaciones
definidas en polinomios utilizando la igualdad extensional. Todos se demuestran
utilizando el constructor egupol_tran v resultados sobre equpol ya probados.
Debido a que no aportan novedades respecto a lo ya comentado y para que su
lectura no se haga muy tediosa, no se detallaran las pruebas, salvo la primera.

Teorema 6.3.25.
Vm € M, Vp.qr€ K[ X p=pg+p—{(r.ym) = ag=pp+p7 .10 T
Traduccién en Coq:

Lemma ch_m_plus: {p,q,r:pol}(m:monom)(equpol p
{(suma_app q (pol_cpp (mult_m r m))))->(equpol q {suma_app p (mult_m r mi}}.

Intros.
Apply equpol_sym.
Apply equpol_tran with (suma_app (suma_app q
(pol_opp (mult_m r m})) {(mult_m r m)); Auto.
Apply equpol _tran with (suma_app q vpol); Auto.
Apply equpol_tran with (suma_app q
(suma_app (pel_opp (mult_m r m)} (muit_m r m))); Auto.

o
Teorema 6.3.26.
Yme Mg, Vp,q,r € KIX]i p=pq+p—(rum)=qt+p(-p)=p7.um
Traduccion en Coq:

Lemma ch_m_plus2: (p,q,r:pol) (m:monom) (equpel p
(suma_app q {pol_opp (mult_m r m))))->
(equpol (suma_app q (pol_opp p}) (mult_m T m)).

Teorema 6.3.27.

Vp,q,r € K[X]; [p+p (=) +plg +p (=7)] =p p +5 (-7)

Traduccién en Coq:
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Lemma equati: {p,q,r:pol}(equpol (suma_app (suma_app p (poel_opp q))

o (suma_app g (pol_opp r})) (suma_app p {(pol_opp rl})).

Teorema 6.3.28.

Vp, 0,0, ¢ €KX} p=p(0.59) +pP = =P =p (7.5 (—0)) +p (-1)
Traduccién en Coq:

Lemma mult_sum_opp2: {p,p’,q,q':pol){equpol p (suma_app {mult_p q q'} p’))->
{equpol (pol_opp p) {suma_app (mult_p q (pol_epp q’)} {pol_app p'1}].

Teorema 6.3.29.

Vp,q € K[X); g +p (-p) =p ~(p+p (—9))
Traduccién en Coq:

Lemma mult_sum_oppl: (f,g:pol){equpol (suma_app g {(pol_opp f})
{pol_opp {suma_app f (pol_opp g)})).

Teorema 6.3.30.
Yy, i € K; Yy € T5 V', ¢, r € K[X];
(r=pp +p¢)=r=p (g.50) 9"} +p ((~v,%0) : ¢')
Traduccién en Coq:
Lezmma ayuda_Benj: {y,y’:K)(yO:term}(p’,q’,r:pol)
(egk y (opK y’)}->(equpol r {suma_ app p’ q’)}->
(equpol r (suma_app (cpol (y,y0) p’) (cpel (y’,y0) q'))).
Teorema 6.3.31.
Yy, y' e K Yy € T, ¥p', ¢’ r € K[X];
(r=pp' +p4') = (. 30) 1 ') +p (v, 0) 1 ¢) =p (0, 00) - (¥, w0) i 7))
Traduccién en Cogq:
Lemma ayud_Gilb: (y,y’:K}{yC:term)(p’,q’,r:pol}{equpel r (suma_app p’ q’}}->

(equpol {suma_app (cpol (y,y0) p’} (cpol (y’,y0} q'))
{cpol (y,y0) (cpol (y*,y0) 1))}.

6.4. Coeficientes de los términos en los polino-
mios
Vamos a definir la funcién que extrae y devuelve el coeficiente de un término

dado en un polinomio. Como estamos trabajando con polinomios no ordenados
debemos recorrer todos los monomios de que consta el polinomic para buscar
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si el término estudiado se repite, en cuyo caso sumamos los coeficientes corres-
pondientes.

La formalizacién en Coq se hace por casos, desestructurando el tipo pol. Al
polinomio vpol le asignamos el coeficiente 0; igualmente si el término no estd en

el polinomio se le asigna el coeficiente 0.
Traduccion en Coq:

Fixpeint coef [p:pol]l: term -> K:=[t:term] Cases p of
vpol => 0K
| {cpol (c,u) pi) => Cases {eq_tm_dec t u) of
(left x) => (plusk ¢ {coef pl t))
I (right y) => (coef pt t
end
end.

Verificamos ahora diversas propiedades de los coeficientes con respecto a
las operaciones sobre polinomics. Denotamaos por coef (¢, p), el coeficiente del
término t en el polinomio p.

Teorema 6.4.1.
Vp,q € K[X}; Vt € T; coef (¢,(p +pq)) =k coef (¢, p) +x coef (¢,9)

Prueba: Haciendo recurrencia sobre el primer argumento p ocbtenemos dos sub-
metas; la primera una vez hecha 3-reduccion es consecuencia de las propiedades
de las operacicnes sobre un cuerpo; para la segunda debemos en primer lugar
explicitar el momomio m, utilizar el lema de decidibilidad sobre la igualdad de
términos eg_tm_dec y aplicar propiedades de la estructura de cuerpo.

Nota. Practicamente en todas las pruebas de esta seccién se utilizard la
tactica Simpl (S-reduccién) y la explicitacién de los monomios que formen los
polinomios correspondientes.

Traduccion en Coq:

Lemma coef_suma_pol: {p,q:pol)(t:term) (eqK
(coef (suma_app p q} t) (plusK (coef p t) (coef q t))).

Induction p,

Intros.

Simpl.

Apply eqK_sym.

Apply eqK_trans with (plusK (coef q t) OK); Auto.

Induction m; Intros.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intros; Auto.

Apply egK_trans with {plusK y {plusk (coef p0 t) (coef g t)));Auto.
O .

Los dos préximos resultados prueban que la funcién coef conserva tanto
la igualdad de términos como la de polinomios. Es decir, caracterizaremos los
polinomios por los coeficientes de sus términos.

Teorema 6.4.2.

Vp e K[X}; Vi, ta € T ty =ty = coef (t1,p) =x coef (t2,p)
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Traduccidn en Coq:

Lemma term_equpel2: (p:pol){ti,t2:term){tl=t2}->(agk {(coef p ti) {coef p t2}).
[m}

Teorema §.4.3.
vp,p' € K[X]; Yt € T; p =, p' = coef (t,p) =x coef (t,p')

Prueba: Esta demostracién se hace por recurrencia estructural sobre egqupol,
para lo cual se tienen que probar las siete metas correspondientes a los construc-
tores del predicado equpol. Las tres primeras se obtienen casi automdaticamente;
las demaés se hacen por casos utilizando la decidibilidad de la igualdad de térmi-
nos y las propiedades de cuerpo.

Traduccién en Coq:

Lemma term_equpol: {p,p’:pol}(t:term){equpol p p'}->
(eqk (coef p t) (coef p' t)).

Intros p p' t H; Elim H.

Auto.

Auto.

Intros.,

hpply eqK_trans with (coef gq tJ}; Auta.

Induction m; Intros.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intros.

Apply eqK_trans with (plusk (coef p0 t) (coef (cpel {y.y0} g t));Auto.
Rewrite yi.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec yO y0); Intros.

Apply egK_trans with (plusk {plusk (coef pQ y0) y) (coef q y0));Auto.
Apply eqK_trans with (plusk {plusK y (coef p0 y0)) (coef q y0));Auto.
Apply eqK_trans with (plusk y {plusK (coef p0 y0) (coef q y0)));Auto.
Elim y2; Auto.

Apply eqK_trans with (plusk (coef pd t} (coef q t));Auto.

Apply egK_trans with (plusk (coef p0 t) (¢oef (cpol (y,y0) q) €)}.
Apply plusK_comp_l.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intros.

Elim y1; Auto.

Auto.

Auto.

Intros,

Apply eqK_trans with (plusk (coef p0 t) (coef g t));Auto.

Apply eqK_trans with (plusk (coef p’C t) {coef q' t));Auto.

Intros.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t t0)}; Intros; Auto.

Induction m.

Unfold z_monom; Intros.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0}; Iatres; Trivial.

Apply eqK_trans with (plusK 0K {coef pC t}); Auto.

Ehuto.
O
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Teorema 6.4.4.
¥p € K[X]; ¥t € T; coef (¢,p) =x — coef (t,(—p))

Prueba: Primero se procede por induccién sobre el polinomio p, la primera
submeta es trivial y la segunda se resuelve por casos apelando al lema (4.3.10).
Traduccién en Cog:

Efmma ¢omf_pol_opp: (pipol) (t:term)(eqK (coef p t) (opK (cecef (pol_opp p) t))}.
El siguiente resultado es un corolario inmediato del teorema antericor.

Corolario 6.4.1.
Vpe K{X|; vt €T, —coef (t,p) =k coef (t,(—p))
Traduccién en Coq;

Lemma coef_pol_opp2:(p:ipol) (t:term) (eqk (opK (coef p t)) (coef {pol_opp p) t)).
m}

Ahora formulamos un resultado simple pero muy dtil para futuras simplifi-
caciones; la prueba se deduce de la formalizacidn de la nocién de coeficiente.

Teorema 6.4.5.

Vp e K[X|; ¥t,to € T; Ve € K;
t # ty = coef (¢, [{c,t0) : p]) =k coef (t,p)

Traduccién en Coq:

Lemma coef_n_term: (c:K)(t,t0:term)(p:pol) (“t=t0}->

g {eqk (coef (cpol (c,t0) p) t) (coef p t)).

Teorema 6.4.6.

¥p & K[Sﬂl,. o ,.’L'n]; Vi, to € T™: Ve e K
coef ((ta-2),[p .M (o, t)]) =k coef (to,p) -k C

Prueba: Se aplica recurrencia sobre el primer argumento p; la submeta corres-
pondiente a wpol la resuelve el sistema automdticamente, aplicando los Hints
introducidos. En cuanto a la segunda, {cpol m p0), en primer lugar explicita-
mos el monomio m y obtenemos informacién de la hipdtesis que dice que el
polinomio (epol (y,y0) p0) tiene n variables, mediante Inversion, que intro-
ducimos en el contexto. Utilizando la decidibilidad de los elementos del cuerpo
respecto al elemento nulo, por medio de Elim (decK ¢}, estudiamos los casos
{c =k 0) v {c #x 0); el primer caso se resuelve introduciendo en el contex-
to nuevas hipdtesis, mediante la tdctica Cut, y utilizando el hecho de que la
igualdad de polinomios conserva los coeficientes (term_equpol). En cuanto al
caso (¢ #x 0) se prueba de manera andloga, salvo que tenemos que aplicar la
decidibilidad de la igualdad de términos Elim {egtm_dec y0 t0) y probar las
dos submetas obtenidas, Para ello utilizamos la definicién de coeficiente, lo cual
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implica simplificar su formalizacién y estudiarla caso a caso. Nos ayudamos de
la hipétesis de recurrencia, lemas relativos a operaciones sobre términos y de
la reescritura de términos. La prueba es bastante larga debidoe a los numerosos
casos que debemos tratar.

Traduccién en Cogq:

Lemma coef_term_mult:(p:poll{t,t0:term)({c:K)(full n tC)->(full_term_pel p)->
(eqK (coef (mult_m p (c,t}) (term_mult t0 t)) {multk (coef p t0) ¢)).

o

Veremos que en el contexto de las reducciones de polinomios {divisién de
Buchberger), a menudo nos interesa discernir si un término figura o no en un
polinomio dado. La definicién de coeficiente y sus propiedades, demostradas al
comienzo de esta seccién, nos permiten caracterizar esta pertenencia.

Definicién 6.4.1. Un término t € T figurn en un polinomio p € K[X] si, y
solo si, su coeficiente en ese polinomio no es igual a cero; en otro caso, decimos
que dicho término no figura en ese polinomio.

VteT; Vpe K[X]: t € p & coef (t,p) #k 0
Traduccién en Coq:

Definition term_in_pol: pel->term->Prop:=[p:pol] [t:term] ("(eqK (coef p t) DK}).

Definition no_term_in_pol: pol-»>term->Prop:=(p:poll (t:term](eqKk (coef p t) 0K).

El siguiente lema es un resultado técnico obtenide directamente de la defi-
nicidn anterior.

Lema 6.4.1.
VieT? Yhe K, (k#x 0)=te (k1) vool)

Traduccién en Coq:

Lemma term_in_pol_monom: (k:K}(t:term)(~(eqX k OK)}->
(term_in_peol (cpol (k,t) wvpol) t).
[m]

Teorema 6.4.7. La presencia de un término en un polinomio es decidible.
vteT; Vpe KX, tepv(t€p)

Prueba: Este lema, que probamos por recurrencia sobre la estructura del poli-
nomio p, es un lema constructivo, es decir, del cual se puede extraer un programa
de la prueba realizada. Como la presencia de un término en un polinomio se for-
malizd en funcién de la igualdad sobre el cuerpo, necesitamos utilizar los lemas
de decidibilidad sobre K (decK y decK t), asi como la decidibilidad de la igual-
dad de términos eq_tm_dec para estudiar los casos generados por la formalizacion
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de coef. Se razona por casos de manera similar a lo hecho en resultados anterio-
res. Se demuestra primero el lema coef _z_in_pol, aparentemente mdas débil, que
sirnplifica la prueba del resultado.

Hay que resaltar la utilizacién de la tdctica Absurd® necesaria para probar
la meta ~(egK (plusK a (coef pt)) OK) a partir de la hipétesis del contexto
local b1 : =(egK  (coef pt) (multK nega)).

Traduccidn en Coq:

Lemma coef_z_in_pol: (y:K)(egK y OK)->
(t:term) (p:pol) {({{term_in_pol p t)}+{(no_term_in_pol p t)}}->
(y0:term) ({{term_in_pol (cpol {(y,y0) p) ti}+
{{no_term_in_pol {cpol (y,y0) p) t}}}.

Lemma dec_term_in_pol: {p:pol}{t:term)
{(term_in_pol p t)}+{(no_term_in_pol p t}}.

Induction p.

Right.

Red; Auto.

Induction m; Intros.

Elim {decK y); Intros.

Apply coef_z_in_pol; Auto.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intros.

Elin (decK_t (coef p t) {opK y)); Intros.
Right.

Red.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intros.

Apply eqX_trans with (plusk y (opX y}); Auto.
Elim y4; Auto.

Left.

Red.

Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0); Intres.

Red; Intros.

Absurd (eqK (coef p t) (opK y)); Trivial.
Apply suma_op_inv.

Apply eq¥_trans with (plusk y (coef p t)); Auto,
Red; Intros.

Elin y3.

Apply eqK_trans with {opK (opK (coef p t))); Auto.
Elim y4; Auto.

Elim H with t:=t; Intros.

Left.

Red.

Red in y3.

Simpl.

Elim (eq.tm_dec t y0}; Intros; Auto.
Right.

Red.

Red in y3.

2Esta tactica se aplica sobre cualquier meta. El uso més frecuente, se preduce cuando dada
una hipdtesis H y suponiendo una propiedad P, se puede deducir del resto del contexto —F,
independientemente de la meta en curso.
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Simpl.

Elim (eq_tm_dec t y0)}; Intros.
Elim y2; Auto.

Auto.

Ol

El programa extraide, en OCaml y sin optimizacién “a mano” es:

let rec coef pt =
match p with
| vpol -> of
| Cpel (m, pl) ->
let Pair {c, u) = m in
(match eq_tm_dec t u with
| true -> plusk ¢ (coef pl t)
| false =-> coef pl t)

let rec dec_term_in_pol = function
| Vpol => {fun t -» false)
| cpol (m, p0) ->
let h = dec_term_in_pol pO in
{(fun t ->
let Pair (x, x0) =m in
{match decK x with
| true -> h t
| false -»
(match eq_tm_dec t x0 with
| trus ->
(match decK_t (coef p0 t) {(multK_neg x) with
| true -» false
| false —-> true)
| false -> h t)))

Los dos resultados siguientes son corolarios del teorema 6.4.3.

Corolario 6.4.2.
VeeT; Vp,ge K[X]; (p=pq) A (tED) = (t£€q)

Prueba: Inmediato explicitando la definicion noterm_in_pol y aplicando di-
rectamente el teorema (6.4.3).
Traduecion en Coq:
Lemma comp_no_term_in_pel: (p,q:pel) (t:term){equpol p q)->
(no_term_in_pol p t)->{noc_term_in_pol q t).
o
Facilmente se pruecba el contrarreciproco del resultado anterior.

Corolario 6.4.3.
VieT; Vp,qe K[X]; (p=pq) A (tEP=(tEq)

Prueba: Inmediato a partir de la definicién de term_in_pol.
Traduecion en Coq:
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Lemma comp_term_in_pol: {p,q:pel)(t:term){equpol p q)->(term_in_pol p t)->
(term_in_pol g t).
o
Del teorema 6.4.4 y de las propiedades de los elementos de un cuerpo, se
deducen facilmente los dos resultados siguientes.

Corolario 6.4.4.
VteT; Vpe K[X|; [te (-p)] = (t € p)
Traduccién en Coq:

Lemma term_in_pel_copp: {p:pel)(t:term)(term_in_pel (pol_cpp p) t)->
(term_in_pol p t).
[m]

Corolario 6.4.5. Vt e T, Vpe K[X|; [t ¢ (-p)| = (t ¢ p)
Traduccidn en Coq:

Lemma no_term_in_pol _opp: (p:pol){t:term)(no_term_in_pol (pol_opp p) t)->

{no_term_in_pol p t).
O

A partir de un término de un polinomio, el predicado term_in_pol permite
caracterizar los polinomios no nulos.

Teorema 6.4.8. Yt € T; Vp e K[X]; (t € p) = (p #p vpol)

Prueba: La primera etapa consiste en desdoblar la negacién e introducir en el

contexto la hipétesis (p = vpol) para que como meta quede Fulse. Mediante la

tactica Cut, introducimos en el contexto {term.in_pol vpol t); con esta nueva

hipétesis obtenemos ficilmente la meta, debido a que el coeficiente de cualquier

término en el polinomio vpol es 0. La prueba de (term.in.pol vpol t) se obtiene

a partir de las hipétesis (t € p} ¥ (p =p vpol) mediante el corolario 6.4.3.
Traduccion en Cogq:

Lemma term_in_pol_nvpol: (p:pol) (t:term){term_in_pol p t)->"{equpol p vpol).
]

A partir de este teorema y de las propiedades de los elementos del cuerpo se
obtienen facilmente fos dos resultados signientes,

Corolario 6.4.6.

Vpe Kz, ... znl; EETY, Yk K; (t&p) A (k £ 0) = [(k,8) +,p] #, vpol
Traduccién en Coq:

Lemma no_equpol _Ttm: (p:pel)(full term_pol p)->(k:K}("(egK k 0K})->
(t:term) (full n t)->(no_term_in_pol p t)->

{"{equpol {suma_app {cpol (k,t} vpol) p) vpol}}.

Ahora se prueba que “un peolinomie formado por un solo monomio no nulo
es distinto de vpol”.
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Corolario 6.4.7.
¥Ym € My n; —(z_rmonom m) = (m : upol) #, vpol
Traduccién en Coq: ‘

Lemma n_zmonem_n_vpel: (m:monom) (full_mon n m)->("(z_moncm m))->

“{equpol (cpol m vpol) wpol).
4

Teorema 6.4.9. Vt,t' ¢ T™, Vhe K, t e {{k,t') :vpol] = t =1t

Prueba: La demostracién se hace por casos utilizando el lema de decidibilidad
de la igualdad de términos. La primera submeta es una de las hipétesis del con-
texto y la segunda se obtiene por contradiccion ((t = #) A (t # t'}) explicitando
la hipétesis H1 : (term-in_pol (cpol (k,t') vpol) t).

Traduccidn en Coq:

Lemma eq_term_in_peol_momom: (k:K)(t,t’:term){full n t)->(full n t')=>
(term.in_pcl {cpol (k,t'} vpol) t)->t=t’.

Los dos resultados siguientes se deducen directamente del teorema (6.4.5).

Corolario 6.4.8.
Vi, to € T; Yy € K Vpe K[X], L€ ((y,t0) :p)] A (E#t) =t ¢EDp
Traduccién en Cogq:

Lemma no_term_in_cpol: (y:K)(y0,t:term){p:pol}

{no_term_in_pol (cpol (y,y0} p) t)->~(t=y0)->(no_term_in_pol p t}.
a

Corolario 6.4.9.
Vi,to €T; Vy € K; Vpe K[X]; t € [{(y,t0) 19 = (t =1t0) V(L € p)

Traduceidén en Cogq;

Lemma split_term_in_pol_cons: {y:K)(yO0,t:term)(p:pol}

(term_in_pel {cpol (y,y0) p} t)->(t=y0)\/(term_in_pol p t).
[m]

A continuacion se da un resultado valioso por su utilidad como lema auxiliar
en pruebas posteriores, respecto a la presencia de un término en la suma de
dos polinomios. La prueba, una vez desdoblada la formalizacion de term_in_pol,
se basa en aplicar propiedades relativas a las operaciones sobre un cuerpo, ya
probadas en el capitulo 4.

Teorema 6.4.10.
vtel; Vpge K(X[; te(p+pg)=(tep)V(tEQ)

Traduccién en Coq:
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Lemma term_in_sum: {p,q:pel)(t:term){term_in_pol (suma_app p g} t)->
(term_in_pol p t)\/(term_in_pol g tJ).
a

Los dos lemas siguientes formalizan propiedades respecto a la “no presencia”
de un término en un polinomio.

Teorema 6.4.11.
VteT™, Vpe K[X); W' eT; (t' ep)= (t < t')] = (¢t € p)

Prueba: Aplicando el lema de decidibilidad dec_term_in_pol se generan dos me-

tas. La primera es una de las hipétesis; la segunda se resuelve por contradiccién

debido a que de las hipétesis H : (vt' € T; (' ep)=> (t<p ' va:(t €p)se

obtiene que (¢t <, t), lo que contradice el hecho de que <, sea un orden estricto.
Traduccion en Coq:

Lemma Ttm_no_term in_pol: (t:term)(p:pol)(full n t)->
((t7:term){term_in_pol p t’)->(Ttm t t’})->(no_term_in_pol p t).
m]

Al igual que en el resultado anterior, si utilizamos la decidibilidad de la
presencia de un término en un polinomio y que el orden lexicogrifico sobre
términos verifica la propiedad irreflexiva, se puede probar que, “un términe no
figura en un polinomio si es mayor que todos los términos del polinomio™ .

Traduccion en Coq:

Lemma Ttm_no_term_in_polZ: (t:term){f:pol){full n t)-»
({t’:term}(term_in_pol f t’}->(Ttm t’ t))->(no_term_in_pol f t).

Comprobamos, como era de esperar, que “si un término figura en un poli-
nomio de n variables, el término tiene n variables”.

Lema 6.4.2,
Vpe Kzy,...,za); (tep)=>teT"

Prueba: Se prueba por recurrencia sobre el predicado full_term._pol; la primera
submeta es consecuencia de que el coficiente de cualquier término en vpol es cero
¥ la segunda se prueba utilizando el lema coef n_term.

Traduccién en Coq:

Lemma full_coef: (f:pol){t0:term)(full_term_pol f)->

o (term_in_pol £ t0)->{full n t0).

Otras propiedades aritméticas importantes que verifican los coeficientes de
los monomios que compenen un polinomio, se enuncian y prueban en los tres
lemas siguientes. Resaltar que en el tercer resultado, se tiene como hipétesis
adicional el hecho de que tg es un término del polinomio suma de py, (k,t) y
p3. Para probar estos lemas no se necesita la induccién, las demostraciones se
basan en utilizar resultados sobre las operaciones del cuerpo, lemas relativos
a la presencia de términos en polinomios, as{ como la propiedad de que el or-
den lexicogrifico sobre los términos es estricto. Comeo siempre se incluyen sdlo
algunas pruebas representativas.
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Lema 6.4.3.
Vee T, Vfge K[X|; (tef) A(tdg)=te(f+pg)

Traduccidén en Coq:

Lemma dec_sum_term_in_pol: (f,g:pol)(t:term)(term_in_pol f t)-»

(no_term_in_pol g t)->(term_in_pol (suma_app f g} t).
O

Lema 6.4.4.

Vp,p1,p2 € Klz1,.. ., zal; Vi, to € T
(to <Lt} A (W ep >t <y t') A [p=pp1+p((caef tp),t) 450
= (coef tg p2) =k (coef to p)

Traduccion en Coq:

Lemma coef_Ttm_split_pol: {p,pl,p2:pal)}{t:term}(full n t)->
(full_term_pol p}->{full_term_pol pl)->(full_term_pol p2)->
(equpel p (suma_app pl (suma_app (cpol ({coef p t),t) wvpol) p2)))->
(t0:term) (full n t0)->(Ttm t0 t)->
((t’:term) (term_in_pol pl t')->(Ttm t t?))->»{eqi (coef p2 t0) (coef p t0I).

Intros.
Cut (equpol p (suma_app (suma_app pl (c¢pel ((coef p t),t) vpel)) p2)); Imtros.
Apply egK_trans
with (coef (suma_app (suma_app pl (cpol ({coef p t},t) vpel)) p2} tC).
Apply eqK_trans with
(plus¥ (caef (suma_app pi (epol {(coef p t),t) wvpol)} t0) (coef p2 t0)); Auto.
Apply eqK_trans with (plusk DK (ceef p2 t0)).
Apply eqK_trams with (plusK (coef p2 t0) OK); Auto.
Apply plusK_comp; Trivial.
Apply egK_sym.
Apply egK_trans with (plusk (coef pl t0) (coef {cpol ({coef p t),t) vpol) t0)).
Auto.
Apply plusK_zero.
Change {no_term_in_pol pl t0}.
Apply Ttm_no_term_in_pol; Trivial; Intros.
Apply Ttm_trans with t n; Auto.
Apply full_coef with pl; Trivial.
Cut “t=t0; Intros.
Apply eqK_trans with {coef vpol t0); Auto.
Red; Intros.
Cut t0=t; Auto.

Change “t0=t.
Apply Ttm_strict with n; Trivial.
Auto.

Apply equpol_tran with
(suma_app pl {suma_app (cpol {{coef p t},t} vpol) p2)); Auto.
m}

Lema 6.4.5.

Vp1,p2 € K[z1,...,20); Vi, to € T™; VE € K
(to<pt) AV €py =< t') A (to € [pr+p (ki t)+pp2)) = toEm
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Traduccién en Cogq:

Lemma split_term_in_pol: (pl,p2:pol}{full_term_pol pl)->{full_term_pol p2)->
(k:K) (t,t0:term) (full n t)->(full n td)->
(term_in_peol (suma_app pl (suma_app (cpol (k,t) wvpol) p2}) tQ)-»
(Ttm t0 £)=>((t’:term) (torm_in_pol pl t'}->(Ttm t t’))->(term_in_pol p2 t0).

6.5. Descomposiciéon de polinomios

En esta seccidn, introducimos un resultado fundamental a la hora de probar
propiedades en la reduccién (divisién) de polinomios. Dicho resultado dice que,
dade un orden admisible sobre T™ (Ttin), podemos descomponer un polinomio
como suma de tres polinomios que, en caso de existir, reunen respectivamente
los términos mayores, iguales y menores que un término dado.

Teorema 6.5.1.

V¥p € Klz1, ..., zal; VE € T% p =, H(p,t) +, [(coel (t,p)),t] +5 L(p,t) siendo

Hpt) = Z coef {u,p).u

(u€p) A (t< L)

L(p,t) = Z coef (u,p).u

(u€p) A {u<t)

Prueba: Por recurrencia sobre el polinomio p.

« En el caso vpol, H(f,t) y L{f,t) son ambos vpol y ((coef (t,p)),) es el
monomio cero. Este caso se resuelve aplicando los constructores de equpol
y utilizando el hecho de que el coeficiente asignado a cualquier término en
el polinomio vpol es el 0.

o Para obtener la prueba en el caso (epol m q), en primer lugar desdo-
blamos el monomio m en la forma (y,y) y obtenemos de la hipétesis
de recurrencia, la decomposicién del polinomio ¢ en la forma (H{g,t) +,
((coef (t,q)),t)+,L{g,1)). Aplicando la decidibilidad de términos respecto
at e yg obtenemos tres submetas:

* Si{yo <pt), H(p,t) y L{p, t) son H{q,t) y {(y,v0) : L(p,t)}, respecti-
vamente y [(coef (£, q}),t] =ar [(coef {t,p}), t]. Las formalizaciones de
las submetas intermedias se resuelven aplicando los resultados prece-

dentes.

o El caso (t <z yo) es simétrico del anterior;

s Cuando t = yp, trivialmente H(p,t) ¥ Lip,t) son H{g,t) v L(g,t)
respectivamente y {(coef (¢, p)), ) es el monomio ((coef (¢, ¢))+ kv, t).

Traduccién en Coqg:
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Lemma gen_split_pol: (p:pol}{full_term_pol p)->(t:term)(full n £)->
(EX p1 | (full_term_pol p1) /\ ((t’:term){term_in_pol pl t’)->(Ttm t t°))
& (EX p2 | (full_term_pol p2) /\ ((t’:term){term_in_pol p2 t’)->(Ttm t’ )
& (equpol p (suma_app pl (suma_app (cpol ((coef p t),t) wvpol) p2})))).

Induction p.
Intros.
Split with vpol.
Split; Trivial.
Intros t' e; Elim e; Auto.
Split with wpol.
Split; Trivial.
Intros t' e; Elim e; Auto.
Simpl; Apply equpol_sym.
Apply equpol_elim; Auto.
Induction m; Intros.
Inversion HO.
Elim H with t; Trivial; Introa.
Elim H7; Intros.
Elim H8; Intros.
Elim Hil; Intros.
Clear Hil H8 H7 H.
Elim (Ttm_total yO t n}; Trivial; Intros.
Elim yl; Intros; Clear yl.
Split with x.
8plit; Trivial.
Split with {(cpol (y,y0) x0}.
Split; Auto; Intros.
Cut t’=yO\/(term_in_pol x0 t’); Intros.
Elim H7; Intros; Clear H7.
Rewrite HB; Trivial.
Apply H14; Trivial.
Apply split_term_in_pel_cons with y: Trivial.
Apply equpol_tran with (cpel (y.y0)
(suma_app x (suma_app (cpol ({coef p t),t) vpoel) x0))); Auto.
Apply egupol_tran with (suma_app x
(cpol (y,y0) (suma_app (cpal ({coef p t),t) vpol) x0))).
Auto.
Apply equpel_ss; Trivial.
Apply equpol_tran with {(cpol ({coef (cpol (y,y0} p) t),t}
(cpol (y,y0) (suma_app vpol x0))); Auta.
Apply equpol_tran with
(suma_app {cpol ((coef p t),t) wpol) (epol (y,y0) x0)}; Auto.
Apply equpol_tran with
(cpol ((coef p t),t) (cpol (y,y0) {suma.app vpol x0))).
Auto.
Apply eq_mon_cpol.
Simpl.
Right.
Split; Trivial.
Elim (eq_tm_dec t y0); Auto; Intros.
Cut “yO=t; Intros.
£lim H; Auto.
Apply Ttm_strict with n; Trivial.
Split with (cpol (y,y0) x).
Split; Auto; Intros.
Cut t’=y0\/(term_in_pol x t*); Intros.
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Elim HY7; Intros; Clear HY.
Hewrite HB; Trivial.
Apply H10; Trivial.
Apply split_term_in_pol_cons with y; Trivial.
Split with x0.
Split; Trivial.
Apply equpol_tran with (cpol (y,y0)
(suma_app x (suma_app {cpol ({coef p t),t) wpol) x0))); huto.
Simpl.
Apply equpel_cpel2; Trivial,
Apply equpel_ss; Trivial
Apply eq_mon_cpol.
Simpl.
Right.
Split; Trivial.
Elim (eq_tm_dec t y0); Auto; Intros.
Cut "t=y0; Intros.
Elim H; Auto.
Apply Tetm_strict with n; Trivial.
Split with x.
Split; Auto.
Split with x0.
Split; Auto.
Apply equpol.tran with (cpol (y,y0)
(suma_app x (suma _app (cpol ({coef p t),t) vpol) x0))); Aute.
Rewrite y1.
Apply equpel_tran with
(suma_app x (cpol {y,t} (suma_app (cpol ((cocef p t},t) vpol) x0))).
Auto.
Apply equpol_ss; Trivial.
Apply equpol_tran with (suma_app (cpol ({coef p t),t) vpol) (cpol {y,t) x0}}.
Auto.
Simpl.
Elim (eq_tm_dec t t); Intros.
Apply equpol_tran with (cpol {(plusK (coef p t} y},t) x0); Auto.
E}im y2; Auto.

Como consecuencia del teorema anterior y del lema {6.4.2} se obtiene el
siguiente resultado. ‘

Corolario 6.5.1.
Vpe Klxy,...,za]; Vi€ p; p=p H{p,t) +p [(coef (¢,p)),t] +p L(p,t)
Traduccidn en Coq:
Lemma split_pol: {p:pol)(full_term_pol p}->(t:term)(term_in_pol p t}->
(EX pl | (full_serm_pol p1)/\{(t':term)(torm_in_pol pl t')->{Ttm ¢t £°))

& (EX p2 | (full_term_pol p2)/\{(t’:term) (term_in_pol p2 t’)->(Ttm t* t})
& {equpol p (suma_app pl (suma_app (cpol ({coef p t},t) vpol) p2I2))}).

6.6. Polinomios en forma candnica

Hasta aqui hemos trabajado con polinomios (lista de monomios) no ordena-
dos y algunos coeficientes posiblemente nulos; en esta seccién vamos a definir,
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mediante un predicado, los polinomios candnicos como “polinomios ordenados
v con todos los coeficientes no nulos”. Este predicado serd fundamental, mds
adelante, para la formalizacién® del tipo polinomio candnico.

Para ordenar los monomios necesitamos un predicado, low_pol, que deter-
mina si un término es mayor que el del monomio de cabeza de un polinomio
dado. Dado un término t v un polinomio p, denotamos este predicade como
(low_pol t p)*

Inductive low_pel : term -> pol -> Prop ;=
low_nil : (t:term)(low_pol t vpol)
| low_cons : (t:term)(u:term)(x:K)(p:pol}(Ttm u t)->{low_pol t (cpol (x,u}) pJ).

A continuacién, se prueban cuatro propiedades relativas a este predicado que
necesitaremos mas adelante. Se demuestran facilmente, utilizando Inversion y
los constructores low_cons y low_nil. Serdn muy utiles para simplificar pruebas
posteriores.

Lema 6.6.1. Vp,p' € K[X]|; ¥Vt.t' € T, Ve € K, sc verifica que:
[low_pol t ((c,t") : p)} = {lowpol t ((c,t') : p')]
Traduccién en Coq:

Lemma low_pol_epol: (t,t’:term)(c:XK}(p,p’:pol)
(low_pel t (cpol {c,t’) p))->(low_pol t (cpol {(c,t'} p’}).

Lema 6.6.2.
Vpe Kizy, ..., zo]; Vhu e T™ (¢ <y u) A (low_pol t p) = (low_pol u p).
Traduccién en Coq:

Lemma low_trans: (t,u:term)(full n t)->(full n u)->{p:pol) (full_term_pol pl->

a {low_pol t p)->{Ttm t u}->(low_pol u pJ.

Lema 6.6.3.
vp e K[X]; vt € T; (low_pol t p) = (low_pol t (—p)}).
Traduccion en Coq:

Iéemma low_opp: (t:term}{p:pol){low_pol t p)->(low_pol t (pol_opp p))-
Lema 6.6.4.

Vp,q € K[X); ¥t € T; [low.pol t (p+, q)] = (low_pol t p).

Traduccién en Cog:

Denominada representacidn “sparse”.
4Conservamos la misma notacién de la formalizacidén en Cogq.
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Lemma aux_suma_app_full: {t:term}(p,q:pol){low_pel t (suma_app p q})->

(low_pol t p).
m]

Dado que tenemos un orden total noetheriano (<} sobre términos, es posi-
ble representar los polinomios candnicos de forma inductiva, como listas orde-
nadas de monomios de n variables en forma estrictamente decreciente, para lo
cual utilizamos el predicado anterior, suprimiendo los monomios con coeficiente
nulo. Por ejemplo, el polinomio (3z3y — Say? + 72% + 22%°) estd ordenado
con respecto al orden lexicografico si v < z, y es igual (equpol) al polinontio
(—Bzy? + 323y + Ozy 4+ Ty + 2) que no estd en forma candnica.

Inductive full_pol : pol =-> Prop :=
full _pol_nil: (full_pol wvpol}
| full_pol_cons : (titerm)(a:K)(P:pol) { (eqK a OK)}->(full n t}->
(full_pol P)=>{low_pol t P)->(full_pol (cpol (a,t) B)}).

Dado un polinomio p, para indicar que estd en forma candnica utilizaremos
la misma notacién que su formalizacidn en Coq; (full.pol p).

Destacar que la condicidén de listas de monomios estrictamente decrecientes
implica la. no existencia de términos iguales en un polinomio candnico.

Los tres lemas siguientes prueban resultados sobre las relaciones entre los pre-
dicados full_pol, full term_pol y full_mon. Estos resultados se aplicarin cons-
tantemente para simplificar demostraciones posteriores. Las pruebas, al igual
que los lemas previos, se realizan aplicando sus respectivos constructores y ob-
teniendo informacién de las hipdtesis, mediante la tdctica Inversion.

Nota: Recordar que hemos fijado un n de tipo nat como variable al comienzo
de la formalizacidn de polinomios (pagina 85), y que el predicado full _term_pol
identifica en Coq los polinomios de n variables.

Lema 6.6.5. Todo polinomic candnico tiene n variables:
Vp € K[X]; (full_pol p) = pe K{zy,...,zn)
Traduccién en Cocy:
Lemma fullp_impl_fullt:({p:pol)(full_pol p)->{full_term_pol p}.
Induction p; Auto.

Induction m; Intros.

Inversion HO; Auto.
0O

Lema 6.6.6. Todo monomio no nule de n variables es un polinomio candnico.

Vin € My n; m # 0= [full_pol (m : vpol)].
Traduccidon en Coq:

Lemma full_monom: {m:monom}(~(Z_monom m))->(full_mon n m)->

(full_pol (cpol m wpol)).
m
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Lema 6.6.7.
¥p € K[X]; Ym € Mg; [fullpol (m: p)] = (full-mon m).

Traduccién en Cogq:

Lemma ful)_pol_mon: (m:moncm) (p:pol)(full_pol {cpel m p)}}->(full_mon n m).
[m]

Veamos que algunas de las operaciones formalizadas sobre polinomios con-
servan la relacién full_pol. En primer lugar se prueba que “el opuesto de un
polinemio candnico también lo es”.

Teorema 6.6.1. Vp € K{X]; (full_pol p) = [full_pol (-p)].
Traduccién en Coq:

Lemma full_opp: (p:pol)(full_pol p)->(full_psl {pol_opp p)).
a

Teorema 6.6.2.
¥p,q € K{X]; [full-pol (p +p ¢)] = (full_pol p).

Prueba: Por induccién sobre p; la primera submeta la resuelve directamente el
constructor full_pol_nil y la segunda se obtiene a partir del lema 6.6.4 y de la
hipdtesis de induccidn,

Traduccion en Coq:

Lemma suma_app_full: (p,q:pol){full_poei {suma_app p g})->(full_pol p).
a

Para probar que la relacién full_pol se conserva por la operacién mult_m,
se necesita obtener primero el siguiente resultade sobre el predicado low_pol.

Teorema 6.6.3.

Vp € K[X]; Vce K; Vit € T
(full pol p) A (low.pol t1 p) = [lowpol (t . 1) (p a1 (¢,1))]

Prueba: Por induccién sobre p; la primera submeta la resuelve, por medio de
la téctica Auto, el constructor low.nil. La segunda, se resuelve mediante el
constructor low_cons y utilizando que el orden lexicogrifico sobre términos <t
verifica la propiedad de monotonia por la izquierda, por ser un orden admisible,
teorema {3.4.10}.

Traduccién en Coq:

Lemma lew_pol_term_mult: (c:K){t,tl:term)(p:pol}(full n t)->{(full n ti}->
{full_pol p)->{low_pel t1 p)->(low_pol (term_mult t t1) {mult_m p {c,t})).

Teorema 6.6.4.

Vpe K[X]; Vee K; ¥t e T™ (¢ #x 0) A{full pol p) = [full pol (p .m (c,2))]
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Prueba: Por recurrencia sobre la definicidon de polinomio, para demostrar que
el polinomio resultante estd ordenado se aplica el resultado anterior. Sélo queda
probar que todos los monomios que compenen el polinomio obtenido del pro-
ducto (p .ar (e, t)) son no nulos. Esto se obtiene de la hipdtesis (¢ s g 0), junto
con la propiedades del cuerpo K.

Traduccion en Cogq:

Lemma full_mult_mon: (c:K){t:term)(p:peld{full n t)->("{eyK ¢ OK))->

0 (full_pol p)->{full_pel (mult_m p {(c,t)}).

Ahora probamos algunos lemas que relacionan los predicados definidos al
comienzo de esta seccién con los coeficientes de los monomios de un polinomio.

Teorema 6.6.5. 5% un término es mayor que todos los términos de un polinomio
candnico, el polinomio no contiene a dicho término.

Vp € K[X]; vt e T™; (full_pol p) A (low_pol t p) = (coef t p) =k 0

Prueba: Por recurrencia estructural sobre el polinomio p, la primera meta es
consecuencia de la formalizacién de coeficlente de un término en un polinomio;
para resolver la segunda utilizamos el cardcter transitivo del predicado low_pol.
Las submetas generadas por este lema se obtienen de las hipétesis {low.pol t p)
y (full_pol p), aplicando sucesivamente resultados anteriores.

Traduccion en Coq:

Lemma c¢eef_low_pol: (t:term) (p:poll{low_pol t p)->{full n t)~->(full_pol p)->

o {eqK (coef p t) OK).

Como consecuencia del teorema anterior y de la definicién de polinomio
candnico obtenemos los tres resultados siguientes.

Corolario 6.6.1.
Vp € K[X]; (fullpolp) A (p =p vpol) = p = vpol
Traduccion en Coq;

LE.)emma full_asq_vpel: (p:pol}{full_pol p)->(equpel p vpol)->p=vpol.

Corolario 6.6.2.
Vp € K[X]; Yp € T; Yy € K; [fullpol ({(y, 40} p)] = wo € p
Traduccion en Cog:

Lemma full_no_term: {y:K)(yO:term){p:pol){full_pol {cpol (y,y0) p))}->

. {no_term_in_pol p y0).

Corolario 6.6.3.
Vpe K[X); Vte T, Yee K; [full-pol ((c,t) : p)] = [coef ¢t ((¢,t) 1 p)] =k ¢
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Traducecion en Coq:

Lemma coef _first : (pipol) (c:K) (t:term) (full_pol (cpol (c.t} pll)->
{egk (coef (cpol (c,t) p) t) o).

A partir del teorema 6.4.5 y la definicién de polinomio candnico obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 6.6.6.
¥p e K[X]; Vt,t' € T; Va € K; [fullpol ({a,t) : p)) A (t' € p) =t € [(o,1t) : 7]
Traduccién en Coq:

Lemma full_pel_cons_term: (a:K)(t,t’:term)(p:pol){full_pol (cpol (a,t) p})->
(term_in_pol p t?)=>(term_in_pol (cpel (a,t) p) t’).

Cuando se trabaje con polinomios candnicos, se simplificardn muchas de-
mostraciones empleando los resultados que se prueban a continuacidén: en un
polinomio candénico no aparecen monomios repetidos y wn polinomio candnico
formadeo con el constructor cpol no puede ser igual a vpol.

Teorema 6.6.7. Vp € K[X]; Ym € My; —{full_pol (m : (m : p))]

Prueba: Aplicando la irreflexividad de la relacién orden sobre términos T'tm y
la definicién del predicado full_pol.
Traduccion en Coq:

Theorem no_mon_rep_full: (m:moncm)(p:pol)”(full_pol (cpol m (epol m p)l).
[mi

Teorema 6.6.8.
Vp € K[X]; Ym € My; [fullopol (m: p)] = (m: p} #p vpol

Prueba: Se prueba que el coeficiente de m no es 0 y que el término de m no
aparece en mas monomios del polinomio p mediante Inversion de la hipétesis
del contexto fp: (full_pol (cpol m p)).

Traduccién en Coq:

Lemma full_ep_neq_vp ¢ (p:pol) (m:monom}{full_pol (cpol m pl)l=>
“{equpol (cpol m p) vpol).
o
Mediante este teorema podemos probar ficilmente “la decidibilidad para
polinomios candnicos respecto al polinomio vpol”.
Traduccién en Cogq:

Lemma vpol_dec: (p:pol) (full_pel p)->{{equpal p vpol)}+{"(equpol p vpol)}.
m]

Como una aplicacién de los resultados anteriores comprobamos que: st un
término es mayor que el término de cabeza de un polinomio candnico, enfonces
es mayor que todos los términos de ese polinomio.
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Prueba: Se prueba por induccidn sobre el polinomio p; la primera submeta
se resuelve al tener una hipétesis falsa H : (t € vpol)®. Cuando p es de la
forma {epol {y,y0) p0) aplicamos la decidibilidad de la igualdad de términos a
t e yl; sit = y0 es trivial pues Ja meta es una de las hipdtesis, si ¢ # y0 se
demuestra utilizando la transitividad del orden lexicografico de términos y el
corolario (6.4.9).

Traduccién en Coqg:

Lemma term_in_Ttm_pol: (p:pol}(full_po)l pi->{yl,t:term)(full n yi)=>

(low_pel yi p)=>(term_in_pol p t}->(Ttm t y1).
[m]

En préximos capitulos sera esencial utilizar que todo polinomio admite, para
un orden dado entre los términos, una \inica representacién candnica, médulo
equpol. Para ello demostramos primero, un lema mas débil: como se puede
insertar un monomio de »n variables no nulo en un polinomio candnico, asi como
una “condicién de ordenacién del polinomio resultante”.

Lema 6.6.8.

Vp € KIX|; ¥m € Mg, (m#£0) A (full_pol p) =
{3g € K[X]; (fullpolq) A |g=p (m:p)] A
(vt e T™ (low_poltp) A [(mon_term m) <, t] = (lowpol t q)}}

Prueba: Es un lema constructivo que se demuestra por recurrencia sobre p. El
monomio no nulo m es de la forma (z,t) donde z € K y t € T™.

» En el caso de p = vpol, g es el polinomio {(z,t) : vpol). Las tres condiciones
pedidas en la meta se prueban automdticamente por los resultados dados
en esta seccidn.

« Si(p=(y,u):p0) endonde y € K y u € T™, utilizando el caracter total
del orden (<1} se estudian los posibles casos para ¢ y w

e Cuando (t < u), ¢ es el polinomio {(y,u) : p') siendo p’ el polinomio
obtenido por la hipétesis de recurrencia sobre p0.

o Si(u<gt) es ({x,¢): {(y,u}: p0)).
¢ Por dltimo cuando ¢ = u procedemos de nuevo por casos:
o Si{zr+xy =k 0) entonces, trivialmente el polinomio buscado es

0.
o Si(z+xy #x 0) tenemos que el polinomio g es ({(z + gy, t) : p0).

En todos los casos anterlores para obtener la prueba de ordenacién del enun-
ciado (Vt € T™ (lowpol t p) A {{mon_term m) <y t} = (low_pol t q)) se
utilizan los lemas relacionados con el predicado low.pol, probados al comienzo
de esta seccidn,

Traduccién en Coq:

38e resuelve con Elim H; Auto. Independientemente de la meta.
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Lemma insert : {(m:monom){full_mon n m}->("(z_monom m))->{p:pol) {full_pol p}->
{g:pol!{full_pol q)
/\{equpol q {cpol m p))
Adtiterm) (full n €)->(low_pol t p)->{(Ttm (mon_term m) t)->(low_pol t g)}.

Induction m; Intros x t fm zm; Induction p.

Intros; Split with (cpol {(x,t) vpol}; Auto.

Induction mQ; Intres y u p’ HR fuy.

Elim (Ttm_total t u n}.

Induction 1; Intros fp.

Elim HR.

Intros q; Destruct 1; Intros fq; Destruct 1; Intros eq liq.
8plit with {cpol {(y,u) q).

Split.

Inversion fuy; Auto.

Split. .

Apply equpol_tran with (epol (y,u) {cpol (x,t) p’)).
Auto.

Exact (equpol_cm {(y,u) (cpol (x,t) vpal) p’).

Intros v fv 1lv tv; Inversien 1lv; Auto.

Inversion fuy,; Auto.

Split with {cpol (x,t) (cpel (y,u) p')); Auto.

Intras e; Elim (decK (plusk x y)).

Intros ei; 8plit with p’.

Split.

Inversion fuy; Trivial.

Split.

Rewrite e.

Apply equpol_tran with {cpol ((pluskK x y),u) p’); Auto.

Intros v fv 1 i; Simpl in i; Inversion fuy; Inversion 1;
Apply low_trans with u; Auto.

Rewrite <- e; Intros ney; Split with (cpol {((plusk x y),t) p’);
Inversion fuy; Split.

Apply full_pel_cons; Auto.

Rewrite e; Auto.

Split.

Auta.

Intros v fv 1lv tv; Inversion 1lv; Apply low_cons; Auto.

Inversien fm; Auto.

Inversion fuy; Auto.

m

Nota: Hemos utilizado la téctica Exact®, porque la meta es lo suficientemente
simple para ser dada directamente y, asi se evitan pasos intermedios, normal-
mente muy engorrosos.

El programa extraido, en OCaml y sin optimizacién “a mano” es:

let insert m x =
let Pair (x0, x1) = m in
let rec f = function
| ¥pol -> Cpol ((Pair (x0, x1)), Vpel)
| Cpol {(m0, pd) ->
let Pair (x2, x3) = m0 in
(match ttm_total x1 x3 n with
| Inleft x4 —>

BEsta tdciica se puede aplicar a cualquier meta. S1 T es la mela, y p un término de tipo U
entonces Exact p tiene éxito si T' y U/ son convertibles; en ctro caso no hace nada.
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(match x4 with
| true -> Cpol {{Pair (x2, x3)), (f p0))
| false -» Cpol ((Pair (x0, x1)), (Cpol ({Pair (x2,
x3)), p0d)))

!VInright ->
(match decK (pluskK x0 x2) with
[ true -> po

| false -»> Cpol {((Pair ({plusk x0 x2), x1)}, pO)MN)
in f x

Teorema 6.6.9.

Vpe Klzi,...,zn); {(3g € Klzr,... 2] (fullpolq) A (p=pq)}

Prueba: Se hace recurrencia sobre el polinomio p; el primer caso es trivial
pues vpol es un polinomio candnico. Para el caso (m : p’), de la hipdtesis de
recurrencia obtenemos un polinomio canénico g igual a p’. Utilizando sobre el
monomio m el lema de decidibilidad de monomios con respecto al monomio cero,
z_monom_dee, desdoblamos la meta en dos submetas; si m es el monomio cero
el polinomio buscado es trivialmente p’, en otro caso se utiliza el lema anterior
para insertar dichc monomio en el polinomio ¢.
Traduccién en Cogq:

Lemma can_fun : (p:pel) (full_term_pol p)=->{q:poll(full_pol g}/\(aqupol p ql}.

Induction p.
Intros; Split with vpol; Auto.
Intres m p’ HR fp.
Cut (full_term_pol p’); Try (Inversion fp ; Auto).
Intros fp’; Elim (HR fp'); Intros q; Destruct 1; Intros fq eq.
Elim (z_monom_dec m).
Intros zm; Exists q; Split; Trivial.
Apply equpel_tran with p'; Auto.
Intros nzm; Elim insert with m ¢g; Try (Assumption Orelse Inversion fp; Auto).
Intros q0; Destruct 1; Intros fq0; Destruct 1; Intros eqC 1q0;Split with q0;
Split; [Assumption | Apply equpol_tran with (cpol m q}; Autol.
a
Al igual que en pruebas constructivas anteriores, incluimos el programa ex-

traldo de la prueba anterior en OCaml y sin optimizacién “a mano”:

let z_monom_dec = function
| Pair (x, x0) =» dacK x

let rac can_fun = function
| Vpol -> Vpol
| Cpol (m, pd)} ->
let x = can_fun p0 in
(match z_meonom_dec m with
| trne ~> x
| false -» insert m x)

Ahora podemos asociar a un nombre, fun_ean, la construccién de la forma
candnica de un polinomio en n variables, que estd incluida en la prueba del resul-
tado anterior, y asociando el valor vpol a los restantes elementos de pol. La forma
candnica de polinomio p, abtenida mediante esta funcidn, se denotara {can p).
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Se usa aqu{ Definition en lugar de Lemma, para dar la construccién de
fun_can. Nétese que aqui no vale cualquier término que tenga de tipo el objetivo
de la meta en cada momento. Es preciso elegir entre las posibles soluciones
aguella que satisfaga las propiedades oportunas.

Traduccién en Coq:

Definition fun_can : pel -> pol.
Intras p; Elim (full_pol_tm_dec p}.

Intros ¢p; Elim (can_fun p cp); Intros q; Intros; Exact q.
Intros; Exact vpol.

Defined.

C

Nota: Coq define un atributo asociado a las definiciones: la “transparencia”.
Una definicién = := t: T es transparente si nos interesa tanto el término ¢

como su tipo T; es “opaca” si solamente nos interesa el tipo T y la existencia
de t, es decir que T tiene un elemento’.
~ Otra razén para utilizar en este caso, Definition en lugar de Lemma, es
que combinando las érdenes Definition y Defined en lugar de Lernma y Save
o Qed, los términos de prueba son transparentes y, en el caso de la obtencién
de la forma candnica de un polinomio nos interesa sohre todo su construceién.
Por otra parte si se utiliza Lemma y Save o Qed, el sistema también permite
hacer la prueba transparente mediante la tctica Transparent.

A continuacion se presenta el programa extraido, en OCaml y sin optimiza-
cién “a mano”, donde se ve claramente que se construye el candnico en el caso
de polinomios de n variables y, en otro caso, se devuelve un valor arbitrario.

let fun_can p =
match full_pol_tm_dec p with
| true -> can_fun p
| false -> Vpol

Las dos lemas siguientes comprueban que el polinomio obtenido al aplicar 1a
funcién fun_can a un polinomio de n variables, es un polinomio en forma candni-
ca igual al dado. Ambos se prueban directamente desdoblando la construccién®
de la funcidén fun_can.

Lemma can_corr : (p:pol) (full_term_pol p)->(equpel p (fun_can pl).
Intros p fp; Unfold fun_can; Elim (full_pol_tm_dec p); Simpl.
Clear fp; Imtres fp; Elim (can_fun p fp); Simpl.

Tauto.

Intros XX; Elim (XX fpJ).

Lemma can_is_full : (p:pol){full_term_pol p}->(full_pol (fun_can p)).

Intros p fp; Unfold fun_can; Elim {(full_pol_tm_dec p): Simpl.

7En francés “est habité”.
3E] programa estd escrito en el lenguaje de especificacidn subyacente en Coq que es Ga-
Ilina.
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Clear fp; Intros fp; Elim (can_fun p fp); Simpl.
Tauta.

Intros XX; Elim (XX £p).

m}

La decidibilidad de los polinomios respecto a vpol es ahora inmediata para
polinomios cualesquiera de n variables. La prueba se obtiene a partir de la forma
candnica del polinomio dado y aplicando los teoremas (6.2.7 y 6.6.8).

Lemma vpol_dec_full_term: {p:pol)(full_term_pol p)->»

{(equpol p vpal)}+{“{equpol p vpoll)l.
O

El programa extraido, en OCaml y sin optimizacién “a mano” es:

lot vpol_dec_full term p =
match can_fun p with
| Vpol -> true
| Cpol (m, pO) -> false

A partir del lema de decidibilidad anterior y utilizando propiedades de las
operaciones sobre polinomios se obtiene la prueba del lema de decidibilidad de
dos polinomios cualesquiera de n variables, resultado clave para muchas demos-
traciones y formalizaciones posteriores.

Lemma equpol_dec_full_term: (p,q:pol){full_term_pol p}->(full_term_pol qi->
{(equpol p a)}+{*(equpel p q)}.
[}

6.6.1. Operaciones con polinomios en forma candnica

Ahora damos las operaciones suma v producto de polinomios candnicos,
probando que el resultado de realizar esas operaciones entre polinomios cuales-
quiera de n variables es el mismo que se obtiene al aplicarlas a sus representantes
candnicos, explicitando ademads que el polinomio resultante verifica la condicién
de ordenacién, low_pol, respecto a un término dado ¢.

Teorema 6.6.10.

Vp,g € K[X] = {3re K[X];
(r=pp+pa) A [(fullpol p) A (fullpol q} = (fullpolr)] A
[Vt € T (low_polt p) A (low_poltq) = (lowpoltr)]}

Prueba: Este resultado constructivo se demuestra por recurrencia estructural
sobre los polinomios p ¥y ¢. En el caso de p = wvpol, v es el polinomio ¢ y
viceversa. Para resolverlo cuando p = ({¢,t) : p) v g = ({¢/,t') : ¢') utilizamos
la decidibilidad de términos respecto a t ¥ ¢’ y se prueba por casos:

» Cuando (t < '), r es ({¢/,¢) : z) siendo z el polinomio obtenido de la
hipdtesis de recurrencia.

» Si(t' <pt), res{(ct):s), siendo s el polinomio obtenido de la hipétesis
de recurrencia.
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» Por tltimo cuando t = t' se estudian los casos (e = —¢') y (¢ #x —¢').

En cada caso para obtener las pruebas de la submetas obtenidas, se utilizan
los lemas relacionados con los predicades low_pel y full_pol, probados en el
comienzo de la seccion.

Traduccion en Coq:

Theorem add_effic: {p,q:pel){r:poll(full_pol p}->(full_pol q}->(full_pol r)
/\(equpel r (suma_app p q)?
AA((t:term) (full n t)->(low_pol t p)->{low_pol t q)->{low_pol t r))}.

i

Al igual que hemos hecho con la construccién de la forma candnica de un
polinemio, asociamos el nombre, add_effic_fun, a la operacién suma de polino-
mios en forma canénica, que estd incluida en la prueba del resultado anterior.
A esta operacidn la llamaremos suma eficaz (+.7}. Hacemos transparente esta
construccién por la mismas razones dadas para la funcién fun_can.

Traduccion en Coq:

Definition add_effic_fun : pol -> pol -» pol.
Intros p q.

Elim (add_effic p q).

Intros pq; Intros; Exact pq.

Defined.

m]

Los dos resultados siguientes prueban que la suma eficaz de polinomios
candnicos es un polinomio candnico y que el resultado de sumar dos polinomios
candnicos mediante la suma y la suma eficaz es el mismo. Sus pruebas se hacen
explicitando la funcién suma eficaz y simplificando la expresién resultante.

Traduccidén en Coq:

Lemma add_effic_full : (p,q:pol)(full_pol p}->{(full_pol q}->
(full_pol (add_effic.fun p q)).

Intros.
Unfold add_effic_fun;Elim (add_effic p q}; Simpl.; Tauto.

Lemma add_effic_cor_1l : {(p,q:pel) (full_pol p}->(full_pol q)->
(equpol (add_effic_fun p q)(suma_app p q)).

Intros.
Unfold add_effic_fun;Elim (add_sffic p q); Simpl; Tauto.
m

Nota: En las pruebas de los lemas anteriores se utiliza la tactica Tauto. Lsta
tactica, debida a Cesar Mufioz [90] proporciona un procedimiento de decisién pa-
ra las tautelogias proposicionales inductivas. Este procedimiento permite probar
férmulas légicas que no pueden ser resueltas por la tictica Auto. En particular,
si el contexto posee, como en los lemas anteriores, conjunciones y disyunciones,
Auto no sabe utilizarlas mientras que Tauto si las utiliza.

El resultado anterior, add_effic_cor_!, se puede extender a polinomios cuales-
quiera de n variables. :
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Teorema 6.6.11.

Vp.g € Klzi, ... an]i p+pq=p (can p) +ey (con q)

Prueba: Como hemos probado que p =, {can p) y g =, (car g), formalizamos
en Coq la siguientes igualdades, utilizando los resultados precedentes y otros
obtenidos sobre polinomios canénicos.

p+p ¢ =p (can p) +, (can g} = (can p) +.; (can q)
Traduccién en Coq:

Lemma comp_sum_effic: (p,q:pel)(full_term_pol p)->{full_term_pol q)->
(equpol {add_effic_fun (fun_can p) (fun_can gq)) (suma_app p q)).

|

Basandonos en la suma eficaz definida anteriormente, construimos, de ma-
nera totalmente natural, el producto de polinomios en forma candnica. Tanto
los resultados como sus pruebas son similares a los de la suma, por ello sélo
daremos algunas indicaciones.

En primer lugar construimos la multiplicacién de un polinomio en forma
candnica por un monomio de n variables.

Teorema 6.6.12.

Vp € K[X}; ¥m e Mg{3r e K[X];
{(full.mon m) A (fullpol p) = [(fullpolr) A (r=pp . m)]}

Prueba: Se hace por induccién sobre el polinomio p, el caso vpo!l es trivial y
el caso correspondiente al constructor cpol se resuelve utilizando el resultado de
la suma de polinomios candnicos.

Traduccidn en Coq:

Lemna mult_m_full: (p:pol}{m:monom}
{r:pel | (full_mon n m)->{full_pol p)=-»{full_pol r)/\(equpol r (mult_m p m))}.

a

Al igual que hemos hecho en la suma de polinomios candnicos asociamos
un nombre, mult_m_effic_fun, a la operacidn producto de un polinomic en for-
ma candnica por un monomio de n variables. Siguiendo la notacidén anterior
llamaremos a esta operacidén producto eficaz de un polinomio por un monomio.

Definition mult_m_effic_fun : pol -> monom -> pol.

Intros p m.
Elim (mult_m_full p m).
Intros pm; Intres; Exact pm.
Defined.
u]
Comprobamos que producto eficaz de un polinomio por un monomio es otro

polinomio candnico.
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Lemma mult_m_effic_full : (p:pol) (m:monom}(full_pel p)->(full mon n m)->
(full_pel (mult_m_effic_fun p m}).

Intros.
Unfold muit_m_effic_fun; Elim {(mult_m_full p m); Simpl.
Tauto.
m|
Los resultados siguientes permiten comprobar que el computo del producto
eficaz de un polinomio por un monomio es igual, madulo equpol, al del producto

de un polinomic por un monomio,

Lemma mult_m_sffic_cor_l : {(p:pol){m:monom){full_pel p)->(full_mon n m)->
(equpol (mult_m_effic_fun p m)(mult.m p m)).

Intres.

Unfold mult_m_effic_fun; Elim {(mult_m_full p m); Simpl.

Tauto.

Lemna comp_mult_m_effic: (p:pol) (m:monom) (full_term_pol p)->(full_mon n m)-»
(equpol (mult_m_effic_fun (fun.can p) m} (mult_m p m)}.

Intros.
Cut (equpol p (fun_can p)}; Intros.
Apply equpel_tran with (mult m (fun_can p) m).
Apply mult_m_effic_cor_ 1l; Trivial.
Apply can_is_full; Trivial.
Auto.
Apply can_corr; Trivial.
i
Utilizando el producto eficaz de un polinomio por un monomic y la suma

eficaz de polinomios construimos el producto de polinomios en forma candnica.
Teorema 6.6.13.

¥p,g € Klz1,...,za); {37 € K[z, ..., 2l
(full pol p) A (fullpol q) = ((fullpolr) A (r=pp » 9}

Traduccion en Coq:

Lemma mult_p_can : {p,g:poll
{r:poll (full_pol p}->(full_pol q)->{full_pel r}/\{equpol r (mult_p p q)}}.

Asociamos el nombre, rmult_p_effic_fun, a la aperacién producto de poline-
mios en forma candnica, que estd incluida en la prueba del resultado anterior,
obteniendo como en los casos anteriores lemas relativos a esta operacion, que
comprueban que es la funcién buscada. A esta operacién la denominaremos
producto eficaz (..z).

Definition mult_p_effic_fun: pol -> pel -> pol.
Intros p q.

Elim (mult_p_can p q).

Intros pq; Intros; Exact pq.

Cefined.
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Lemma mult_p_effic_full: (p,q:pol)(full_pol p)->{full_pecl g)->
(full_pol {mult_p_effic_fun p q)).

Lemma mult_p_effic_cor_1: (p,q:pol)(full_pol p)->{full_pol q)->
{equpol (mult_p_effic_fun p q){mult_p p q)).

Lemma comp_mult_p_effic: (p,q:pol){full_term_pel p)->(full_term_pol q}->
{equpol (mult_p_effic_fun {fun_can p) {fun_can q)) (mult_p p q)).

6.7. Polinomios similares

En algunas formalizaciones® de la seccién siguiente necesitaremos una rela-
cién, sobre polinomios cualesquiera de n variables, mas fina que equpol. Esta
relacién que llamaremos samepol dice que dos polinomios estan relacionados
{son similares) si sus listas de términos correspondientes son “sintdcticamente
iguales” y los coeficientes respectivos pertenecen a la misma clase en la relacién
egK, es decir son polinomios con el mismo nimero de variables, con los mismos
términos v en el mismo orden. La notacidn que se utilizard para polinomios
similares es p = q.

Ejemplo 6.7.1. Se verifica que 322y + 2zy =, 2zy + 3zly; sin embargo 3z%y +
2y % 23y + 322y, pero 2zy + 32’y & Fzy + S2ly.

Traduccion en Cog:

Inductive same_pel : pol -> pol -> Prop :=
same_nil: {same_pol vpol vpol)
| same_cons: {t:term)(full n t)->(cl,c2:K)(agk c1 c¢2)->
{p1,p2:pol) (same_pol pl p2)->(same_pol (cpol (c1,t) pi) {cpol (c2,t) p2)).

Los siguientes resultados enuncian propiedades scbre la relacidn same_pol
que se acaba de definir. Comenzamos demostrando que como esperdbamos, dicha
relacion es de equivalencia sobre polinomios de n variables. Las pruebas de las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva se hacen por recurrencia sobre el
predicadoe same_pol. '

Traduccion en Coq:

Lemma same_refl : (p:pel)(full_term_pol p)->{same_pol p p).
Lemma same_sym : (p,q:pel) (same_pel p g)->(same_pol g p}.

Lemma same_trams : (p,q,r:pol){same_pol p q)->{same_pol q r)->{sama_pol p r}.
w}

Ahora probamos que la relacidn dada conserva los polinomios cendnicos y
el predicado low _pol. La prueba, al igual que en los casos anteriores, se hace por

9Para especificar propiedades de elementos destacados de un polinomio.
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recurrencia sobre el predicade same.pol, en este caso ademdas debemos utilizar
el constructor full_pol_cons y la hipétesis de recurrencia obtenida.

Traduccién en Coq:
Lemma same_length : (pl,p2:pol) (same_pol pl p2)->(full_pol pi)->
g (¢full_pel p2) /\ (uiterm){low_psl u pi)->(low_pol u p2)).

La demostracién de que lo relacidn same_pol es mds fing que equpol es
consecuencia de los constructores que definen same_pol y de resultados probados
sobre la relacién equpol.

Ib.emma same_equpol: {p,q:pol)(same_pol p g)->(equpol p q).

Otro resultado técnico que relaciona los predicados equpol y same_pol es
que, en el caso de polinomies candnicos, si dos polinomios verifican la relacion
equpol, entonces son similores.

Prueba: Se utiliza recurrencia sobre pl y p2, st ambos son vpol entonces son
similares por el constructor samenil. En los casos en que sélo uno de ellos
sea wpol, se resuelve aplicando el teorema 6.6.8, debido a que en las hipétesis
tenernos un polinomio canénico, del tipo (epol m p), igual a vpol. Cuando los
polinomios canénicos son de la forma, (epol (c1,t1) ¢l) ¥ (epol (c2,12) g2),
mediante la decidibilidad de la igualdad de términos obtenemos tres casos; si
(f1 < 2) o (t2 < t1), de estas hipétesis y de la igualdad de los polinomios
canénicos deducimos que ¢2 =g 0 y ¢l =g 0, respectivamente, lo que contradi-
ce las hipétesis c2 #x 0 ¢l #x 0 obtenidas por Inversion del hecho que ambos
polinomios son canénicos. Por iltimo, si se tiene que t1 = t2, de la igualdad
de los polinomios canénicos se obtiene que cl =g ¢2 y, de la hipdtesis de re-
currencia, que g1 y ¢2 son similares; asi, aplicando el constructor same._cons
y propiedades ya demostradas sobre la igualdad de polinomios, se termina la
demaostracién del resultado.

Traduccién en Coq:

Lemma full_same: (pl,p2:pol)(equpel pil p2)->{(full_pol pl}->
o (full_pol p2)->{same_pol pi p2}.

A partir de este resultado se obtienen dos corolarios; el primero relativo a
la forma candnica de los polinomios relacionados mediante equpol, ¥ el segundo
relativo a la forma candnica del producto de un polinomio por un monomio no
nulo,

Traduccién en Coq:

Lemma same_can: (p,q:pol)(equpol p q)->{full_term_pol p)}->(full_term_pol q)->
(same_pol {fun_can p){fun_can q)).

Lemma comm_mult_can: (p:pol){full_term_pol p)->(m:monom)(full_mon n m)->

o “{z_moncm m)->(same_pel {fun_can (mult_m p m))(mult_m (fun_can p) m}).
Ahora estamos en condiciones de enunciar y probar resultados sobre defini-

ciones y operaciones algebraicas precedentes, que se conservan para polinomios

similares. Las pruebas se hacen utilizando lemas anteriores, #-reduccién y los

constructores de la relacidn same_pol.
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Teorema 6.7.1.
Vpg € K[X]; VteT; (pmgq) A (tep)=(t€q)
Traduccién en Coq:

Lemzma term_in_pol_same: {p,q:pol){t:term}(same_pol p q}-=
(term_in_pol p t)->(term_in_pol q t).
a

Teorema 6.7.2.
Vp e Kz, zal; (—p) = [p wr (=15, (2023 .. 20))]
Traduccidn en Coq:

Lemma pol_opp_mult: (p:pol)(full_term_pol p)->
(same_pol (pel_opp p) (mult_m p {({(multK_neg unK),(n_term_0 n)))).
a

6.8. Elementos destacados de un polinomio

Dado un orden admisible sobre términos, como es el lexicogrifico, en cual-
quier polinomio en K[X)| existe un monomio cuyo término es mayor, respecto a
ese orden dado (T'tm), que todos los demds. Adoptaremos la siguiente notacion.

Definicién 6.8.1. El monomio principel de un polinemio p € K[X] con respec-
to a <g es el monomdo de p cuyo término es el mayor en p. Denotaremos este
monomio de la forma My (p), o simplemente por M(p) mientras se utilice el
orden lexicogrdfico sobre términos. También se define hterm(p) como el mayor
término, y hcoef(p) como su coeficiente correspondiente, Ast se tiene que

| M(p) = (heoef(p), hterm(p)) |

A partir del representante candnico de un peolinomio p; se formaliza el mo-
nomio principal de la forma siguiente: si la clase de p es vpol se le asigna
(0,2%...2%), y en otro caso le asignamos el primer monomio de su represen-
tante candnico.

Traduccién en Coq:

Definition hmonom: pol->monom :=[p:pel]lCases (fun_can p) of
vpol => (0K, (n_term_0 n))
| {epel m q) => m
end.

Definition hterm := [p:pol) (mon_term (hmonom p)).

Definition hcoef

[p:pol}{mon_coef (hmonom p)).
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Ejemplo 6.8.1. Sen el polinomio
p = —2zlyz + iyt + 2% + 2y + eyt - 3zyz® — oy +yz + 22 —dey? +5

un elemento de Q[z,vy,z]. De su representante candnico con respecto al orden
lexicogrdfico sobre términos,

p=—2z%% — 22%yz + iy + 2?22 + 2xyta? — Jzyz® —xy +yz+ 22+ 5.

se obtiene, M(p) = —2z%y?, hterm(p) = z%y?, heoef = -2
Considerando p como un elemento de Q[z,y,z|, entonces se tiene que su
representante candnico con respecto a este nuevo orden de términos es,

p= 32"y + 22%% + 222 + 22— 2zyx® + 2y — 22z + yx? — yx + 5.
por consiguiente, Mp) = —3z%yz, hterm(p) = 23yz, hcoef = -3

Explicitando las formalizaciones anteriores y simplificindolas mediante 8-
reduceién se comprueba ficilmente que se verifica la igualdad de la definicidn
(6.8.1). Hay que resaltar que en este caso se utiliza la igualdad del sistema.

%fmma hmct_Leib: (f:pol) (hmonom f) = ((hcoef f),(hterm f)}

El lema siguiente prueba que la definicién de coeficiente del término prin-
cipal de un polinomio es coherente, como era de esperar, con la definicién de
coeficiente principal de dicho polinomio. La prueba se basa en la construccién de
la funcién fun_can hecha en la seccién 6.6 (pagina 130}, la F-reduccién mediante
Simpl v la aplicacién de resultados de coeficientes y cuerpos.

Lema 6.8.1. Vf € K(z1,...,%y); (hcoel f) =g (coef (hterm f) f)
Traduccién en Coq:
%mea coef_hterm: (f:pol) (full _term_pal f)-»{egK (hcoef f) (ccef f (hterm £}}}.

Ahora verificamos dos resultados técnicos que se necesitan en la mayoria de
la pruebas de esta seccién, el primero “confirma” que el {érmino principal de un
polinomio, no nulo, de n variables figura en un polinomio y el segundo que el
término principal de un polinomio de n variables tiene n variables. Para cons-
truir pruebas de estos resultados se utiliza la funcién que nos da el representante
candnico del polinomio dado v se trabaja sobre él simplificando las definiciones
dadas al comienzo de esta seccidn.

Traduccién en Coq:

Lemma occ_n_vpol:{f:pol)(~(equpol f vpol))->(full_term_pol f)->
(term_in_pol f (hterm f)).

Lemma full_hterm_full_pol: (f:pal){full_term_pol f)->(full n (hterm f)).
m}

Del lema (6.8.1) y de los resultados anteriores se obtiene la siguiente propie-
dad elemental.
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Corolario 6.8.1.

Vie Kz, ...,zno|; (f #p vpol) = (heoef f) #x 0
Traduccidén en Coq:

Lemma cond_ht_pol: {(f:pol){full_term_pol £}->("{equpol f wvpoll))->

(" (egK (hcoef £) 0K},
o

Nota: En esta prueba se utilizé la tactica Change, que implementa la re-
gla de conversion Conv, ver [73]. Change (term_in_pol f (hterm f)) reem-
plaza la meta en curso ~ {egK (coef p (hterm p)) OK) por la nueva meta
(term_in_pol f (hterm f)), ver definicién (6.4.1).

Para monomios no nulos de n variables, los que se manejardn en lo que sigue,
la igualdad equmon, dada en la seccidn 5.1.3, corresponde al siguiente predicado
inductive, que permitird un uso més facil del predicado de igualdad en el tipo
MOnom.

Traduccion en Cogq:

Inductive equm: monom -*> monom -> Prop :=
equmoni: (c,c’:K)(t:term}{full n t)->(egk ¢ c’)-»{equm (c,t}{c’,t)}.

Verificamos que la relacién equm es de equivalencia.,
Traduccion en Coq:
Lemma equm_refl: (m:monom){full _mon n m)->{equm m m}.
Lemma equm_sym: (m,n:monom){equm m n)->(equm n m).

Lemma equm_trans: (m,n,e¢:monom)(equm m n)->(equm n ¢)=->(equm m o).
a

Por razones de comodidad y eficacia, implementamos una funcién que de-
vuelve el primer elemento de un polinomio cualquiera. Al igual que hmonom si

el polinomio es de tipo vpol devuelve (0,29 ...29).

Definition fst_term:= [p:pol]Cases p of
vpol => {OK,(n_term_0 n))
| (cpelm _) =>m
end.

La reflexividad del sistema, garantiza que lo funcidn fst_term aplicada e la
expresidn condnice de un polinomio, devuelve el monomio principal de dicho
polinomio. Hay que resaltar que en este caso se utiliza la igualdad del siste-
ma, es decir se pueden reescribir directamente, mediante Rewrite, estas dos
expresiones de tipo monom.

Lemma eq_homnom_fst: (p:pol) (hmonom p)=(fst_term {fun_can p)).
u]

De la definicién de polinomios similares se sigue ficilmente el siguiente re-
sultade.
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Lemma fst_equm: (p,q:pol){same_pol p q)->(equm (fst_term p}(fst_term q)}.
i

Para polinomios candnicos de la forma ((e,t) : q) probamos que (c,t),
y ¢ son respectivamente el monomio, término y coeficiente principal de dicho
polinomio. Las pruebas se basan en la aplicacién de la funcién fst.term a dicho
polinomio, resolviendo las metas generadas mediante los resultados anteriores
sobre la relacién equm y propiedades de los polinomios similares.
Nota: Se podra comprobar mas adelante que estos resultados simplifican mu-
chas de las pruebas realizadas sobre propiedades de los elementos principales de
los polinomios.

Traduccién en Coq:

Lemma equm_full_hmonom: (c¢:K}(t:term)(q:pol}(full_pol (cpol (c¢,t} q))->
(equm (hmenmom (epol (c,t) q)) {c,t)).

Lemma full_hterm: {c:K){t:term)(q:pel) (full_pol (cpol (c,t) g))->
(hterm (cpol (c,t) q))=t.

Lemma full_hceef: {(c:K)(t:term){g:pol)(full_pol (cpel {c,t) q))->
O (egk (hcoef (cpol (c,t) qi} c).

Ahora, utilizando la funcién fst_term y aplicando el hecho de que dos poli-
nomios candnicos que verifiquen la relacién equpol son similares, probamos que
si dos polinomios de n variables son iguales, mddulo equpol, entonces también

son iguales sus monomios, términes y coeficientes principales.
Lemma equpol_can: (p,q:pel)(equpol p q)->{(full_term_pol p)->
(full_term_pol g)-> (equm (hmonom p) (hmomom q)).

Lemma eg_hterm: (h,h’:pol)(full_term_po} h)->{full_term_pol h’)->
{equpol h h?)-»(hterm h)=(hterm h*).

Lemma eq_hcoef: (h,h’:pol)}(full_term_pol h)->(full_term_pol h'}->

a (equpol h h')->{eqK (hcoef h) (hcoef h')).

Como consecuencia de la reescritura, del resultado anterior eg_hterm y del
lema full_hterm (pégina 140), se obtienen las tres siguientes propiedades ele-
merntales, de los coeficientes y términos principales.

Proposicién 6.8.1.
Vp,q € Kz1,.. . anl; VE€T; (p=pgq) A [(htermp) |t] = (hterm q) |
Traduccion en Coq:

Lemma eq_term_div: (p,q:pel) (t:term){full_term_pol p)->(full_term_pol q)->

O {equpel p q)->(term_div {hterm P) t)->(term_div (hterm ¢) t).

Proposicién 6.8.2.

YVt e T? Yk e K; (k#k 0) = [ hterm ((k,t) :vpol) | = ¢
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Traduccion en Coq:

Lemma term_monom_hterm: (k:K){t:term)(full n t)~>("(eqK k OK))~>

(hterm (cpol {k,t) vpol))=t.
[m]

Proposicién 6.8.3. Vt € T™; Vk € K; k =g | heoef ((k,t) : vpol) ]
Traduccion en Coq:

Lemma eq_coef _monom: (k:K}{t:term){full n t}->(eqKk k (hcoef {cpol (k,t) wvpol)}).
m]

A partir de estos resultados y utilizando la implementacién de elementos
destacados de un polinomio, la construccién de la forma candnica de un poli-
nomio y el corolario 6.6.1 comprobamos que el coeficiente y término principal'”

del polinomio vpol son, respectivamente, 0 y z% ... z%.

Proposicidn 6.8.4. El coeficiente principal del polinomio vpol es 0
Traduccion en Coq:

Lemma heoef _vpol: (eqK (hcoef vpol) 0K).
O

Proposicién 6.8.5. El término principal del polinornio vpol es z¥ ...z

FE=]

Traduccion en Coq:

Lemma funcanvpol: (p:pol)((fun_can p) = vpol)->(hterm p)={n_term_0 n).

Lemma hterm_vpol: (hterm vpol) = {(n_term_0 n).
m]

De la proposicidn anterior se obtienen dos resultades muy tiles que relacio-
nan el término principal de un polinomio p con la decidibilidad de dicho poli-
nomio respecto al polinomio vpol. Queremos resaltar que estos lemas técnicos
no se explicitan en las demostraciones matematicas, pero para nuestras pruebas
“formales” son imprescindibles.

Corolario 6.8.2.

¥p € Klay,...,aal; [(hterm p) # (af...52)] = (p #, vpol)

Prueba: Es consecuencia del resultado anterior y la extensionalidad de la defi-
nicién de hierm respecto a la relacién equpol.
Traduccién en Coq:

Lemma contr_hterm_vpol: (p:pol)(full_term_pel p)->
“((hterm p)= (n_term_0 n))->"{equpol p vpol).
W]

‘9Fn la representacién matemdtica suele seguirse estd notacion, ver [54].
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Corolario 6.8.3.
Yf he K[z, ..,z [(hterm ) <y (hterm f)] = (f #p vpol)

Prueba: Se demuestra utilizando el corolario anterior asi como las propiedades
de no simetria y no reflexividad del orden lexicografico <, probadas en los
teoremas (3.4.4 y 3.4.5), respectivamente,

Traducecidn en Coq:

Lemma gr_ht_nvpel: (f,h:pel) (full_term_pel f)->(full_term_pol hy->

o {Ttm (hterm h) {hterm £))->{"{equpel f vpol)).

De la axiomatizacién del concepto de términe principal de un polinomio se
derivan las tres propiedades siguientes, que hacen referencia a que dicho término
es el mayor de los términos de un polinomio dado, respecto al orden lexicografico.
Serdn utilizadas en las pruebas de la reduccién de polinomios.

Lema 6.8.2.
Vfe Klzy,...,zn); (Ve € f) A [t # (hterm f)] = t <, (hterm f}

Prueba: Se prueba en primer lugar un resultado auxiliar, utilizando un po-
linomio candnico. De dicho resultade auxiliar, aplicando el teorema 6.6.9 y la
compatibilidad respecto a egqupol de la presencia de un térinino en un polino-
mio, se obtiene la prueba del lema enunciado. La prueba del lema auxiliar se
hace por induccién sobre el polinomio f, la submeta correspondiente al caso
vpol se resuelve directamente a partir de la formalizacién de term_in_pol y la
segunda submeta mediante lemas relativos a los coeficentes de los términos de
un polinomio y la hipétesis de que el polinomio est4 ordenado decrecientemente.
Incluimos el detalle de la prueba para ilustrar cada paso.
Traduccién en Coq:

Lezma full_Tetm_pol_hterm: (f:pol)(full_pol f)->(t:term)(term_in_pol f t)->
“t={hterm f£)->(Ttm t (hterm £))}.

Induction £.

Intros.

Elim HO; Auto.

Induction m; Intros.

Cut (hterm {cpol (y,y0) p))=y0:; Intros; Auto.
Rewrite H3.

Rewrite H3 in H2.

Inversion HO.

Cut {term_in_pol p t); Intros.

Apply term_in_Ttm_pol with p; Trivial.

Cut t=y0\/{term_in_pel p t); Intros.

Elim Hi1l; Intros; Triviail.

Elim HZ; Aute.

Apply split_term_in_pol_cons with y; Auto,

Lemma Ttm_pol_hterm: (f:pol)(full_term_pol f£}->(t:term)(term.in_pol f t)->
(“(t=(hterm £)))->(Ttm t (hterm £)).
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Intros.

Elim (can_fun f}; Intros; Auto.

Elim y; Intros; Clear y.

Replace {hterm £} with {(hterm x); Auto.
Apply full_Ttm_pol_hterm; Trivial.
Apply comp_term_in_pel with f; Auto.
Efplace (hterm x) with (hterm f); Autc.

Lema 6.8.3.
VieK(zy,...,zn]; Yt €T [(hterm f) <pt)] =t & f

Prueba: Se obtiene la prueba por contradiccidn, utilizando el lema anterior, las
propiedades de que el orden (<) es estricto y asimétrico, junto con el teorema
(6.4.8).

Traduccidén en Cogqg:

Lemma Ttm_hterm: (f:pol){(full_term_pol f)->(t:term)(full n t)->

0 {(Ttm C(hterm £} t)->(no_term_in_pol f t).

Lema 6.8.4.
Vie Kizy,...,za; Vi fy [Vt e f; (t#£t) = (t' <L t)] =t = (hterm [)

Prueba: Se demuestra por contradiccion. Supongamos que t # (hterm f). De
la hipdtesis del contexto H : [Vt € f; (t #t') = (¢' <z t)] y, utilizando el hecho
que el término principal de un polinomio no nulo est4 presente en un polinomio,
se obtiene [(hterm f) <y, t]. Por otra parte del lema (6.8.2), deducimos la desi-
gualdad [t <, (hterm f)]. De estas nuevas hipétesis y utilizando la propiedad
de asimetria, Ttm_antisym, del orden lexicografico (<) se construye la prueba
del lema.
Traduccién en Coq:

Lemma auxl_hterm_suma_Ttm: {(f:pol)(full_term_pol f}-»
(t:term) (term_in_pol f t}->
((t’:term) (term_in_pol £ t?)->{"t=t?}->(Ttm t’ t))->(t=(hterm f)).

A continuacidn se enuncian y se construyen pruehas de una serie de lemas
sobre la relacién que hay entre polinomios y sus opuestos, con respecto al térmi-
no y ceeficiente principal. El esquema comin de prueba es demostrar, en primer
lugar, el resultado para polinomios candnicos, utilizando los resultados sobre
términos y coeficientes principales obtenidos en la pagina 140; después se ex-
tienden facilmente a polinomios cualesquiera de n variables, utilizando los lemas
auxiliares anteriores sobre los representantes candnicos de los polinomios, que
se pueden obtener mediante la funcién can_fun.

Lema 6.8.5.

Ve Klz1,...,zn]; (hterm f) = [hterm (- )}
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Traduccidén en Coq:

Lemma hterm_pol_opp: (f:pol) (full_pol f)->({hterm f)=(hterm {(pol_opp £})).

Lemma hterm_pol_opp_term: {f:pol){full_term_pal f)->
((hterm f)=Chterm (pol_opp £))).
a

Lema 6.8.6.
Vf€Klzi,...,zn]; (heoef f) =x —|heoef (- )]

Traduccion en Coq:

Lemma hcoef_pol_opp: (f:pel) (full_pol f)->
(eqk (hcoef f) (multK_neg (hcoef (pol_opp £33)).

Lemma hcoef_pol_opp_term: (f:pol}(full term_pol £)->

(egk (hcoef f) (multK_neg (hcoef (pol_opp £3))).
[m]

Comeo corolarios de los lemas anteriores demostramos que st dos polinomios
tenen sus coeficientes y términos principales iguales, también lo son los de sus
respectivos polinomios opuesios.

Lemma eq_pol_opp_hcoef: (f,g:pol)(full_term_pel f)->(full_term_pol g)->
(egk (hcoef f) (hcoef g))->(eqK (hcoef {(pol_opp f}) (hcoef (pol_opp g£))).

Lemma eq_pol_opp_hterm: (f,g:pol)(full_term_pol f£)->{(full_term_pol g}->

g (hterm f)=(hterm g)->(hterm (pol_opp f))=(hterm (pol_opp g))-

Los lemas siguientes formulan propiedades “formales”!! de los coeficientes y
términos principales respecto a la suma de polinomios. Estos resultados seran
indispensables para realizar las pruebas en la reduccién (divisién) de polinomios.
Todos se demuestran facilmente (utilizando la decidibilidad de términos y la
presencia en un polinomio asi como resultados del comienzo de esta seccién).

Lema 6.8.7.
Vi h € Klzy,...,znl; [(hterm h) <p (hterm f)] = (hterm f) € (f +p h)

Traduccién en Coq:

Lemma aux_hterm_suma_Ttm: (f,h:pol){full_term_pol £)->(full_term_pol h}->
{Ttm (hterm h) (hterm £))->(term_in_pol (suma_spp f h) (hterm £)).

Lema 6.8.8. Yf, h € K[z1,...,Tn|, se verifica que:

[(hterm h) < (hterm f)] = (hterm f) = [hterm (f 4+, h)]

Hprgpiedades tan simples que a menudo parecen rebuscadas y que no suelen aparecer
en las demostraciones matematicas con ldpiz y papel, pero para construir en este contexta
intuicionista es preciso disponer de todas ellas,
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Traduccién en Coq:

Lemma hterm_suma_Ttm: (f,h:pol)(full_term_pol £f}->(full_term_pol h)->

q (Ttn (hterm h) (hterm f)}->(hterm {suma_app f h)})}=(hterm £)}.

Lema 6.8.9. Vf h € Kizy,...,z,), se verifica que:
[(Rterm h) < (hterm f)] = |heoef {f +, h)] =k (heoef f)
Traduccion en Coq:

Lemma hcoef suma_Ttm: (f,h:pol) (full_term_pol £)->(full_term_pel h)->
(Ttm C(hterm h) (hterm f})-»{eqK (hcoef (suma_app f h}) (hcoef £)).

Lema 6.8.10.

Vihe Klzy,...,z); VE€T™ (t€ f) A
[Vt €T; (t1 € hy = (hterm f) < t1) | =t € (f +p h)

Traduccién en Coq:
Lemma term_in_Ttm_hterm: (f,h:pol) (full_term_pol f)->(full_term_pol h)->

(t:term) (term_in_pol f t)->{(tl:term) (term_in_pol h tl1)-»
(Ttm (hterm f) t1})->(term_in_pol {(suma app f h) t).

Lema 6.8.11.

Vi heKlzy,...,xn); VEET™; (t € f) A
[Vt1 €T; (1€ h) = (hterm f) <pt1) ] = (coef t f) =k [coef t (f +p h) ]

Traduccidén en Cogq;:
Lemma coef_suma_Ttm: {f,h:pol}(full_term_pol f)->(full_term_pol h)->

(t:term) {term_in_pol f t)->{{ti:term){term_in_pel h t1)->
{Ttm (hterm f) t1))->(egK (coef f t) (coef (suma_app f h} t)).

Lema 6.8.12.

Vf,g € Klzy,...,zn); [(hterm f) = (hterm g)] A
[VteT™ te(f+,9)] A [t# (hterm f)] =t <y (hterm f)

Traduccion en Coq:
Lemma auxl_hterm_eq_suma_Ttm: (f,g:pel) (full_term_pol f)->{full_term_pol g)->

(hterm f)=(hterm g)->(t:term)(term_in_pol (suma_app f g} t)->

o (" (t=(hterm £)))->(Ttm t {hterm f)).

Lema 6.8.13. Vf,g € K[x),...,z,], se verifica que:

[ (hterm f) = (Mterm g) | A | (hterm f) = (hterm (f +,9)) | =
(heoef (f -+p g)] =k (heoef f) +x (heoef g)
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Traduccién en Coq:

Lemma aux2_hterm_eq_suma_Ttm: (f,g:pol)(full_term_pol f)->(full_term_pol g)->
(hterm f)=(hterm g)->(hterm f)=(hterm (suma_app f g))->

o (eqK (hcoef (suma_app f g)) (plusK (hcoef f) (hcoef g))).

Lema 6.8.14.

Vf, g € K[zy,...,T,); [ (hterm f) = (hterm g) ] A
[ (heoef f) =k —(hcoef g)] = [(hterm (f +p g) ]

Traduccién en Coq:

[{f +pg) #pvpol | A
<t (hterm f)

Lemma hterm_eq_suma_Ttm: (f,g:pol) (full_term_pol f)->(full_term_pol g)->
~(equpol (suma_app f g) vpol)->(eqK (hcoef f) (multK_neg (hcoef g)))->

o (hterm f)=(hterm g)->(Ttm (hterm (suma_app f g)) (hterm £)).

Lema 6.8.15.

Vf,g € K[x1,...,z,); [ (hterm f) = (hterm g) ] A [ f,g #pupol] A
[ (heoef ) #x —(heoef g) | = | (hterm (f +,9) ] =z (hterm f)

Traduccién en Coq:
Lemma hcoef_no_eq_hterm: (f,g:pol)(full_term_pol f£)->(full_term_pol g)->

~(equpol f vpol)->~(equpol g vpol)->(hterm f)=(hterm g)->

a “(eqK (hcoef f) (multK_neg (hcoef g)))->(hterm f)=(hterm (suma_app f g)).

Lema 6.8.16.

Vi ge Klzy,...,zn); VE€T™ [(f+pg) #pvpol] A [(hterm f) <pt] A
[(hterm g) <p t] = [(hterm (f+p9) ) <r t

Traduccién en Coq:

Lemma Ttm_suma_hterm: (f,g:pol)(t:term)(full_term_pol f)->(full_term_pol g)->
(full n t)->"(equpol (suma_app f g) vpol)->

o (Ttm (hterm f) t)->(Ttm (hterm g) t)->(Ttm (hterm (suma_app f g)) t).

Para finalizar esta seccién se prueban resultados, similares a los lemas prece-

dentes, pero en este caso relativos al producto de un polinomio por un monomio.

Al igual que los anteriores, serdn esenciales en la reduccién de polinomios.

Lema 6.8.17.

Vp € K(zi,...,Za); VM € My n; =(z-monom m) A (p #p vpol) =
M(p.mm)=mm.M(p)

Prueba: En primer lugar se demuestra un lema auxiliar directamente, por in-

duccién y simplificacién de expresiones, que es el mismo resultado pero uti-

lizando la funcién fst_term'? anteriormente implementada. El lema se prueba

reescribiendo (ver lema eg-homnom_fst) la implementacién de M(p) mediante

la funcién fst_term y utilizando el lema auxiliar sobre el representante canénico

del polinomio dado, asi como la transitividad de las relaciones equm y equpol.
Traduccién en Coq:

12Extrae el primer elemento de un polinomio cualquiera.
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Lemma fst_mult: (p:pel)(full_term_pol p)->"(equpel p vpol)->
(m:monom) {full _mon n m)->"{z_monom m)->
(equm (fst_term (mult_m p m))(mult_mon m {fst_term p))).

Lemma hmonom_mult: {p:pol){full_term_pal p}=>~(equpal p vpol)=->
(m:monom) (full _ mon n m)->"(z_monom m)->

o {equmn (hmonom (mult m p z)){mult_mon m (hmonom p)}).

Ahora, se pueden probar los dos corolarios siguientes. Ambas pruebas son
andlogas y se resuelven utilizando los resultados anteriores sobre la relacidn
equm y reescribiendo lemas relativos a las formalizaciones de los elementos des-
tacados de un polinomio, vistos al comienzo de esta seccidn.

Corolario 6.8.4. Vf € K(zy,...,za] y VM € Mg o, se verifica que:
[heoef (f .pr m)] =g [(heoef f) .x (coel m))

Traduceién en Coq:

Lemma heoef _mult: (f:pol}(full_term_pol £)->(m:monom)(full_mon n m}->

g (egk (hcoef (mult_m f m}) (multK Chcoef £) (mon_coef m)}).

Corolario 6.8.5.

Ve Klzy,. .., Znl; YMm € My (f #p vpol) A —(zomonom m) =
hterm (f .m m) = (hierm f) . (term m)
Traduccién en Coqg:
Lemma hterm_mult_m: (f:pol)(full_term_pol f£)->(m:monom)(full_mon n m)->
“(equpel f vpol)->("{z_monom m))->

(hterm (mult_m f m)}=(term_mult {(hterm f) {mon_term m)).

A su vez de los dos iltimos corolarios se abtienen seis nuevos corolarios; las
pruebas de todos ellos se obtienen directamente aplicando los corolarios ante-

riores y resultados relativos a operacicnes de términos y elementos del cuerpo
K.

Corolario 6.8.6.

Ve Kz, .., za); YMm € My, (f #p vpol) A -{zomonom m) =
hterm (f .p m) = hterm [ f .y (—m) |

Traduccién en Coq:
Lemma hterm_pol_m_opp: (f:pol){full_term_pol £}->(m:monom){full_mon n m)->

“{equpol f vpol)->"(z_monom m}->
(hterm (mult_m f m})=(hterm (mult_m f {(monem_op m)}).

Corolario 6.8.7.

Ve Kizy,...,Tal; M € My (f #pvpol) A =(zomonom m) =
{(hterm f) | [ hterm ( f . m) ]
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Tradueeién en Coq:

Lemma term_div_hterm: (f:pel)(full_term_pol £f)->{(m:monom)” (z_monom m}->
{full_mon n m)-> (equpol £ vpol)->(term_div (hterm £) (hterm (zult_m f m))).
a

Corolario 6.8.8.

Vfe Kzi,...,za); Yy € K; Yyo € T™; (f #p vpol) A

~[ zemonom (y,yo) j= yo = el Sf"”“}]

Traduccién en Coq:

Lemma div_term_hterm: (f:pol}(full_term_pol f£)->"(equpol f vpol)->
(y:K){yO:term} (full n y0)->"(z_monom {y,y0))->

yo={div_term (hterm (mlt_m f (y,y0))) (hterm £)).

Corolario 6.8.9.

Vi€ Kz, ,on|; Ve T Yk e K; (f #£pvpol) A (k #x 0) A
(hterm f} |t =t = hterm [fM (k,m)

Traduceién en Cog;

Lemma hterm_mult_m2: (f:pol}(full_term_pol f)->(equpol f vpol)->
(k:K}("(eqk k OK)}->(t:term){full n t)->(term_div (hterm f) t)->
(hterm {(mult_m f (k,{div_term t (hterm £)))))=t.
O

Carolario 6.8.10.

Ve K[z, .. ,z,]; VE€T™; Yk € K;

hooe | £ ot (ks mzrg) | =x (hooef £) i [ coef (b, rtey) |

Traduccion en Coq:

Lemma heoef mult2: (fipol) (full_term_pol f)->{t:term){full n t)->
(k:K){eqK (hcoef (mult_m f (k,(div_term t (hterm £))}})

(multX (hcoef f) (mon_coef {(k,(div_term t (hterm f))}2})).
m]
Corolario 6.8.11.

Vie Klzy,...,Za|; Yo € K; V8 6o € T™ (f #p vpol) A {a #x B) A
(to <pt) A | (hterm f) |ta] At € [f-M (hooer 7 Froey) | =t <wt
Traduccidén en Coq:

Lemma term_in_Ttm: (fj:pol)(t,t’,t0:term)(a:K) (eqk a OK)->{full_term_pol fj)->
{full n t)->(full n t’)=>(full n t0)->"(equpol fj vpel)->(Ttm t0 t)->
(term_div {(hterm fj} t0)->

(term_in_pol (mult_m fj {{divK a (hcoef £j}),{div_term t0Q {(hterm £j}})) t’)->
(Ttm ©* t). :



Capitulo 7

Orden sobre polinomios

Precisamos implementar una “reduccién” sobre polinomios, la cual puede
ser interpretada como un tipo de “congruencia dirigida”, reemplazar polinomios
por otros “mas pequeiios”. Por ello en este capitulo se implementa, en primer
lugar, un orden estricto sobre polinomios cualesquiera, basado inicamente en
el orden admisible de los términos del polinomio; se verifican a continuacién
sus principales propiedades. Para demostrar que este orden es bien fundado
se formaliza el tipo polinomio candnico y sobre este tipo se restringe el orden
anterior.

7.1. Definicion

Cualquier orden admisible sobre términos se puede extender a un orden
estricto parcial sobre polinomios. En nuestro caso extendemos el orden lexi-
cografico sobre términos, que hemos probado que es admisible, de la manera
siguiente.

Definicién 7.1.1. Sea <y, el orden lexicogrdfico sobre términos () (ver, de-
finicidn 3.4.5), v dados des polinomios p,g € Klzy,..., 2.l

hterm (p) <p hterm (q)
p<gie=14{ 0
He T [Hpt)=Higt) ANtgp A teg

donde:
Hip,t) = Z (coef up)u

(u€p) A (t<,u)

La traduccién en Coq, se hace mediante la formalizacién del siguiente pre-
dicado inductivo:

Inductive Tpol_Lex3: peol -> pol -> Prop =
Tpel_Lex3_v: (m:monom){p:pol){full _mon n m)->{full_term_pol pl->»
(Tpol_Lex3 vpel (cpol m p})



150 Orden sobre polinomios

| Tpol_Lex3_car: {mi,m2:monom){pl,p2:pel) (full mon n m1)->(full_mon n m2)->
(full_term_pol p1)-»{(full_term_pol p2)->(Ttm {mon_term ml) (mon_term m2)}->
(Tpol_Lex3 (cpol mi pl) (cpol m2 p2))
|Tpol_Lex3_cdr: (ki,k2:K)(t:term)(pl,p2:pol)(full n t)->
{full_term_pol pi)->{full_term_pol p2)}->(Tpol_Lex3 pl p2)->
{Tpol_Lex3 {cpol (ki,t) p1) (cpol (k2,t) p2)).

Esta relacién juega un papel central en la teoria que se desarrolla en los
siguientes capitulos, por eso vamos a describirla explicitamente. Si los términos
de los polinomios p y ¢ son iguales entonces (p A ¢) y (¢ # p). Si tienen
términos diferentes, buscamos los términos principales de py ¢; si son diferentes,
su orden serd decisivo (p < g :<=> hterm (p) < hterm (g)). Si son iguales, los
eliminamos de p y ¢ v repetimos el proceso, comparando el resto de los términos.
En caso de que uno de los polinomios se transforme en el polinomio vpof antes de
alcanzar una decisién, seria el otro polinomio distinto de vpol el “ganador”. La
implementacién anterior en Coq tiene tres constructores que reflejan los pasos
descritos. \

En general la extensién de <z, a < no es un orden total. Sin embargo proba-
remos que es bien fundado, lo cual es fundamental para el algoritmo de Buch-
berger.

Ejemplo 7.1.1. Sean <y, el orden lexicogrdfico definido sobre (I™) por (y <L
z). Entonces se verifica que

p =, (9zy? + 3zy® — ¥ +7) < g=p (62 + dxy + 4y — 1)

pues hterm (p) = 9zy? < hterm (p) = 6z%y.
Por otra parte se verifica que

P =p (Qazsy + 3z — % + TN < ¢g=p (sty - :cy2 +4x%y + 4y3 -1

pues y° <p x2y que son los términos diferentes de mayor grado en los polino-
mI0s P Y q-

Sin embargo los polinomios p =, 47°y® -~ z2y* + 243 — 6, ¢ =, 2%y* ~ 62" +
2y% — 6 son distintos y se verifica que (p £ q) y{g # p). es decir no estdn
relacionados mediante la relacion <.

Comprobamaos que la relacidn que acabamos de definir, es estable por la re-
lacidn equpol sobre polinomios candnices, que son los que se utilizarin en las
demostraciones del teorema de Buchberger. La prueba se hace por recurrencia
estructural sobre la relacién Tpol _Lex3, generando tres casos, uno por cada cons-
tructor. En cada uno de estos casos utilizamos la induccién sobre el polinomio
equivalente mediante equpol; las seis submetas generadas se resuelven combina-
do la aplicacién de los constructores de la relacién, las hipdtesis de induccién
y resultados probados sobre los monomios de polinomios en forma canénica. A
modo de ejemplo ilustrativo, se incluye el cédigo de la prueba.

Lemma ext_.l_Tpol_Lex3: (p,q:pol)(Tpel_Lex3 p q)->(full_pol p)->{full_pol q)=>
(r:pol) (equpol p r)->(full_pol r)->(Tpol_Lex3 r qJ.
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Intros p q.

Induction 1.

Induction m.

Induction r; Auto.

Induction mO; Intros.

Cut {cpol (a0,b0} pl)=vpol; Intros.
Rewrite H7; Auto.

Apply full_eq_vpel; Auto.

Induction ml; Induction m2.
Induction r; Aunto.

Induction m; Intros.

Simpl in H4.

Cut b=bl; Intros.

Apply Tpol_Lex3_car; Auta.

Simpl.

Inversion H9; Aute.

Inversion H9; Auto.

Simpl.

Rewrite <- H1i0; Auto.

Transitivity (hterm (cpol (a,b) p1)).
Symmetry; Auto.

Transitivity (hterm (cpel (al,bl) p0)); Auto.
Induction r; Auto.

Induction m; Intros.

Cut t=b; Intros.

Rewrite H10.

Apply Tpol_Lex3_cdr; Trivial.
Inversion H9; Auto.

Inversion H9; Autc.

Apply H4.

Inversion H9; Auto.

Inversion H5; Auto.

Inversion H6; Auto.

Rewrite H1O in HB.

Cut (egX k1 a); Intros,

Apply eq_cpol with (a,b)}; Auto.
hpply equpol_tran with {(cpol (k1,b} pl); Auto.

Apply eqK_trans with (hcoef (cpol {(ki,t) pl)); Auto.
Apply eqK_trana with (hcoef (cpol {a,b) pd)}; Auta.

Apply eq_hcoef; Auto,

Rewrite H10; Auto.

Inversicn HS9; Auto.

Transitivity (hterm (cpol (ki,t} pi1}).
Symmetry; Auto.

Transitivity (hterm (cpol (a,b) p0))}; Auto.

Lemma ext_r_Tpol_Lex3: {p,q:pol)(Tpol_Lex3 p g)-»>(full_pol p)->{full_pol q)->
(r:pol)(equpol q r)->(full_pol r)->(Tpol_Lex3 p r).

Intros p q.
Induction 1
Induction m.
Induction r.
Intros,
Inversion H3.
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Cut {eqK a 0K); Intros.

Elim H®; Auto.

Apply eqK_trans with (hcoef (cpol (a,b) p0)); Auto.
Cut (cpel (a,b) pO)=vpol; Intros.

Rewrite H13.

Apply hcoef _vpol.

Apply full_eq_vpel; Auto.

Induction m0: Intros.

Apply Tpol_Lex3_v.

Simpl.

Inversion H6; Auta.

Inversion H6; Auto.

Induction mi; Inducticon m2.

Induction r.

Intros.

S8impl in H4.

Cut (cpel (a0,bQ) p2)=vpol; Intros.

Rewrite «<- H9.

Apply Tpol_Lex3_car; Auto.

Apply full_eq_vpol; Auto.

Induction m; Intros.

Simpl in H4.

Cut b0=bl; Intros.

Rewrite <- HI10.

Apply Tpol_Lex3_car; Auto.

Inversion H9; Auto.

Transitivity {hterm {cpol (a0,b0) p2)).
Symmetry; Auto.

Transitivity (hterm (cpol (al,bl) p0)); Auto.
Induction r.

Intros.

Inversion H6.

Cut (eqK k2 OK); Intros.

Elim H12; Auto.

Apply eqK_trans with (hcoef (cpel {(k2,t) p2)); Auto.
Cut (cpol (k2,t) p2}=vpel; Intros.

Rewrite H16.

Apply hecoef_vpol.

Apply full_eqg_vpol; Auto.

Induction m; Intros.

Cut t=b; Intros.

fewrite H10.

Apply Tpol _Lex3_cdr; Auto.

Inversion H9; Aute.

Inversion H9; Auto.

Apply H4.

Inversion H5; Auto.

Inversion H6; Auto.

Rewrite H10 in HB.

Cut {(egK k2 a); Intros.

Apply ¢q_cpol with (a,b); Auto.

Apply equpol_tran with (cpol (k2,b) p2); Auto.
Apply eqK_trans with (hcoef (cpol (k2,t} p2}); Auto.
Apply eqK_trans with (hcoef (cpol (a,b) pO)}; Auto.
Apply eq_hcoef; Auto.

Rewrite H10; Auto.

Inversion HS; Auto.
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Transitivity (hterm (cpol (k2,t) p2)).
Symmetry; Auto.

Transitivity (hterm {cpel (a,b) p0)); Auto.
[mi]

7.2. Propiedades

En esta seccidn verificamos que la relacidén anterior es un orden estricto y
nos interesamos particularmente por una serie de propiedades de la relacién
T'pol Lex3 concernientes a polinomios candnicos, que son indisociables de la de-
finicion de <. As{ como hemos demostrado una gran cantidad de lemas bésicos
para formalizar polinomios, los resultades que presentamos sobre las relaciones
entre los predicados full.pol v Tpol_Lex3 son indispensables para la formali-
zacion del tipo palinomio candnico, en el sentido de que para utilizar “confor-
tablemente” un nueva nocidén, a menudo es necesario demostrar propiedades
elementales referidas a ella.

Teorema 7.2.1. El orden < sobre K[xy,...,3,] verifica la propiedad irreflexi-
va.

Vpe K[z1,...,25; 0 A p

Prueba: En primer lugar hacemos induccién sobre el polinomio p e introduci-
mos la negacidn en las hipdtesis; la primera submeta se resuelve con el construc-
tor T'pol_Lex3_v, por Inversion sobre la hipdtesis (vpel < vpol). Para resolver la
segunda se aplica Inversion sobre (epol m p0) < (epol m pl), generando asi tres
nuevas submetas. La primera se resuelve aplicando la tdctica Discriminate so-
bre la hipétesis de dos términos estructuralmente diferentes (vpol = (cpol m p0))
y las otras dos restantes, utilizando la hipétesis de induccién y que el orden <,
sobre términos verifica la propiedad irreflexiva.
Traduccién en Coq:

Theorem Tpol_Lex3_no_refl: (p:pol} ~{Tpol_Lex3 p p).
a

Teorema 7.2.2. El orden < sobre K[z, ..., x,] verifica lo propiedad transitiva.
V}an;r € K[xla"'vicﬂ]; (p -<Q) A (q ~ T) =p=T

Prueba: Por recurrencia estructural sobre la relacién (p < ¢) obtenemos tres
submetas correspondientes a los constructores de Tpol_Lex3:

» Caso vpol < r: se resuelve por casos respecto al polinomio #

e Caso r = wpol. Por contradiccién aplicando la tictica Inversion
sobre la hipétesis H1 : ((cpol (a, b} p0) < vpol).

e La meta {vpol < (cpol (a0,b0) pl)) se resuelve directamente por el
primer constructor de la relacién <.
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s Para resolver la segunda y tercera se utiliza Inversion sobre (g < 7). Las
metas generadas se resuelven por la transitividad de la relacién T'tm sobre
las igualdades obtenidas mediante la tactica Injection, que corresponden
a los constructores de Tpel_Lez3.

Traduceidén en Coq:

Theorem Tpol_Lex3_tran: (p,q,r:pol){Tpol_Lex3 p q)->

- (Tpol_Lex3 g r)->(Tpol_Lex3 p r).

A continuacién, como cabria esperar, se constata la coherencia entre las
formalizaciones de los predicados full_pol v Tpol_Lex3. Las pruebas se hacen por
inversion de dichas formalizaciones v aplicando en cada caso sus constructores
asi como las propiedades de la relacién <z,

Lema 7.2.1.

¥m € My, ¥p € Kz1,...,2a]; [fullpol (m:p)] = p < (m: vpal)

Traduccién en Cogq:

Theorem ext.full_Tpol: (m:monom)(p:pol) (full_pel (cpol m p))->

g (Tpol_Lex3 p (cpol m vpel)).

Lema 7.2.2,
Wm € My Vp € Klzy, ... zy]; (fullpol p) A (m #£ 0) A
(p =< {m:upol)} = [fullpol (m:p)]
Traduccién en Coq:

Theorem Tpol_cpol_full: (m:monom)(p:pol)(full_mon n m)->(full_pol p}->
- ~(z_monom m)->{Tpol_Lex3 p (cpol m vpol))->{(full_pol (cpol = pJJ.

Fl resultado siguiente muestra la “transitividad” entre el orden definido sobre
polinomios y el definido sobre términos.

Lema 7.2.3.

Y, my,me € Miwm; ¥p,g € K[z, ., za]: (map) < {myig) A
(mon_term my) < (mon_term mg) = (mon_term m) <, (mon.term ma)

Traduccidn en Coq:

Theorem Tpol_tran_men: (m,mi,m2:monom)(p,q:pol)
(Tpol_Lex3 (cpol m p} (cpol ml g))->{full mon n m2)->

o (Ttn (mon_term ml1) (mon_term m2))->(Ttm {mon_term m)} (mon_term m2)).

La relacién - es simplificable por la izquierda con la suma de polinomios
canonicos.

Lema 7.2.4. Vx,y,z € K|X]| se verifica que:

( full_pol ) A {full_pol y) A (full pol 2} A (z +py <T+pz) =y <2
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Prueba: Por induccién sobre el polinomio «, utilizando los constructores de la
relacidn, la hipétesis de induccién y aplicando las reglas de reduccidén mediante
la tactica Simpl.

Traduccién en Coq;
Lemma s_1_ord_pol: {x,y,z:pel)(full_pel (suma_app x y))->

(full_pol {suma_app x z))->

o (Tpol_Lex3 {suma_app x y) (suma_app x z))->{Tpol_Lex3 y z).

Un caso particular del lema anterior, que relaciona el orden < sobre politio-
mios candnicos con el orden <, sobre términos, es el siguiente corolario.

Corolario 7.2.1.
Vbhece K;Vt,t' eT™ VYpe Klxy,....xnl

{full_pol [z 45 ((b,t) : vpel)]} A {full_pol [z +, ((c,t) : vpol)]} A
{x+p ((bt) :wpol)] < [z +5 ((c,t) rupol)] = t <t

Traduccién en Coq:

Lemma s_t_ord_p: (b,c:K)(t,t’:term) (x:pol)
(full_peol (suma_app x (cpol {b,t) vpol)))->
{full_pol {(suma_app x (cpol {c,t’) vpol)))->
(Tpol_Lex3 (suma_app x (cpol (b,t) vpol)) (suma_app x (cpol (c¢,t’) vpol)))=>
o (Ttm t t').
Para finalizar esta seccién damos un lema técnico de la relacién < que nos
ayudard, mds adelante, a descomponer un polinomio en suma de dos polinomios

ordenados.
Lema 7.2.5.

Ve K, VteI™ Vpge Kz, ..., zn]; [fullpol(p +, )] A
WMt'eT™ (tepy = <L) AV el (t'eq) = (' < t)] =
(P +p ) < [p+p ((bt) : vpol)]

Prueba: Por induccién sobre los polinomios p,g¢; las submetas obtenidas se
resuelven aplicando los constructores de T'pol Lex3, propiedades de los términos
y coeficientes de los polinomios candnicos asi como el teorema (6.6.6).
Traduccién en Coq:
Lemma auxiliar2: (b:K){t:term)(x,x0:pol)(full_pol (suma_app x x0}}->
(full n t)->({t’:term) (term_in_pol x t’)->{Ttm t t*))->

({t’:term) (term_in_pol x0 t’)->(Ttm t’ t)}->
0 (Tpol _Lex3 (suma_app x x0) (suma_app x {cpol (b,t) vpol)})).

7.3. Polinomios candnicos

En la seccién 6.6 hemos definido el predicado full_pol para caracterizar
los polinomios ordenados y sin coeficientes nulos. En esta seccién, a partir de
dicho predicade, damos una formalizacién del tipo polinemio candnico. Este tipo
serd particularmente util para definir un orden bien fundado sobre polinomios
v por tanto el tipo sobre el que se sustentara la formalizacién de la teoria de las
bases de Grobner.
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7.3.1. Formalizacion

A partir del predicado full_pol se define el tipo polinomio canénico pol_full,
que seré el tipo utilizado para probar que el orden definido sobre polinomios,
restringido a este tipo, es bien fundado (wellfounded).

Definicién 7.3.1. Un polinomio (pol) se dice candnico si verifice el predicado
full_pol, es decir estd ordenado en ovden decreciente de términos y con todos
lns coefientes nulos.

Traduccién en Cog:

Definition pol_full:= {p:pol | {full_pel p)}.

Se utilizara K,.[X] para denotar el conjunto de los polinomios canénicos.

Ahora restringimos, mediante la construccién Case, el orden T'pol_Lez3 for-
malizado sobre el tipo pol, al nuevo tipo pol_full. Esta relacién se denotara por
<. :

Traduccion en Coq:

Definition Tpol_full: pel_full-> pal_full-> Prop:=
[a,b: pol_full]
(<Prop* Case a of
[p: peli[HL: (full_pol p3]
{<Prop> Case b of [q: poll [H2: (full_pol gq)] (Tpel.lLex3 p q} end)
end) .

Ya hemos visto anteriormente (pag 30) que en Coq, una manera de forma-
lizar funciones definidas por casos es utilizar Cases. Definimos la funcion que
devuelve la lista de términos de un polinomio cualquiera.

Traduccién en Coq;

Fixpoint pol_Lex_rec [p: pol]l: (list term):= Cases p of

vpol => (nil 7)
[{cpol (k,t) p1) => (cons t (pol_Lex_rec pl))
end.

Esta funcién seréd utilizada en la mayoria de las definiciones y pruebas rela-
tivas al orden bien fundado sobre polinomios candnicos. A este efecto probamos
a continuacién algunas propiedades.

Para trabajar con listas de términos aprovechamos las definiciones de orden
de listas v listas en orden descendente de la biblioteca Relation Operators de
Coq, asi como la definicién del orden lexicografico sobre listas,

Inductive Ltl [A : Set; leA : A->A->Propl: (list A)->{list A)->Prop :=
Lt_ni} : (a:A; x:(list A)}(Ltl A leAr (nil A) (cons a x))
| Lt_hd : (a,b:4)(leA a b)->
(x,y:(list A))(Ltl A ler (cons a x) (comns b y))
| Lt_tl : Ca:4; x,y:(list A))
(Ltl A led x y)->(Ltl A leh (coms a x) (cons a y)J.

Inductive Dese [A : Set; leA : A->A->Prop] : (list A)->Prop :=
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d_nil : (Desc A led (nil A))
| d_ona : {(x:A}(Desc A leA (cons x (nil 4)))
| d_conc : (x,y:A; 1:{list A)}(leA x y)->(Dasc A leA 1°(coms y (nil A)))->
(Desc 4 1sA (1 {coms y {(nil A)))"(cons x (nil A)}}. :

Definition Pow ([A:8et; leh:(A->A->Prop)](List:=(list A)]: Set :=
(sig List (Desc A4 led)).

Definition lex_exp [A:Set; leA:{A->A->Prop)][List:=(1ist A)]: Pow->Pow->Prop:=
[a,b:{Pow & 12A)](Ltl A led (proji_sig List (Desc A leh) a)
(proji_sig List (Desc A leA} b))

A partir de estas definiciones comprobamos, como era de esperar, que el
orden dado sobre polinomios se conserva al pasar a sus listas de términos. Utili-
zamos como orden subyacente en las listas, el definido (T'tm) sobre términos. La
demostracién es inmediata debido a la correspondencia entre los constructores

de los predicados Tpol_Lez3 y Litl.
Traduccién en Cogq:

Lemma pol_rec_Tpel_lex3: (p,q:pol){Tpol_Lex3 p q)->
{Ltl ? Tem (pol_Lex_rec p) (pol_Lex_rec g)}.
m]

De manera andloga a como hemos hecho en polinomios (lista de monormios),
con la ayuda de las definiciones precedentes, introducimos la nocién de listas de
términos en orden descendente de un polinomic dado.

Traduccidn en Coq:

Definition Listterm_desc:= [p:pol]l (Desc term Ttm (pol_Lex_rec p)).

Probamos resultados técnicos, relativos a propiedades de las listas descenden-
tes de términos. Estos resultados sirven para automatizar un poco las pruebas
posteriores. La pruebas se realizan mediante los constructores de los tipos utili-
zados y aplicando propiedades de listas, obtenidas en las bibliotecas del sistema,
as{ como tacticas de reescritura.

Traduccién en Coq:

Lemma Desc_rev: (l:(list term)){t,b:term)(Ttm b t)->
{Desc term Ttm {cons B 1))->(Desc term Ttm (cons t (coms b 1))).

Lemma Desc_rev_pol: {p:pol){t,b:term)(Ttm b t)->
(Desc term Ttm (cons b (pol_Lex_rec p)))->

(Desc term Ttm {coms t (cons b (pol_Lex_rec p)))}.
w]

Se comprueba que un polinomio que verifica el predicado full_pol tiene efec-
tivamente sus términes en orden descendente. Se prueba en primer lugar, por
induccion sobre el tipo pol, un resultado relativo al predicado {ow_pol; a partir
de &l por medio de la simplificacién de objetos v aplicando induccidn sobre el
polinomio dado se obtiene la prueba.

Traduccién en Coq:
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Lomma ayuda_full_imp_lis_desc: (p:pel){t:term)(full pol p)->(full n t}->
{low_pol t p)->(Desc term Ttm (cons t (pol_Lex_rec pl)).

Theorem full_imp_lis_desc: {p:pol){full_pol p)->(Listterm_desc p).
o
Con la ayuda de las definiciones y propiedades anteriores, es posible definir
formalmente la funcién auxiliar que dado un polinomio candnico, es decir de
tipo pol_full, obtiene explicitamente la lista de términos en orden descendente.
Traduccién en Coq;

Definition pol_recpel: pol_full->(Fow term Ttm) :=
[a: pol_full}
{ <(Pow term Ttm)> Case a of
[p: poll[H: (full_pel p}]
{exist (list term) (Desc term Ttm) (pol_Lex_rec p) (full_imp_ lis_desc p H}}
end) .

Similarmente a lo que hemos hecho con la funcién pol_Lex_rec (pag 157}, de-
mostramos que el orden dado sobre polinomios, en este caso candnicos, se conser-
va al pasar al orden lexicogréfico de sus listas de términos, explicitamente ya en
orden descendente. La demostracién, una vez simplificadas las notaciones y tipos
correspondientes, se obtiene por aplicacién directa del lema pol_rec_T'pol lez3.

Traduccién en Coq:

Lemma pol_rec Tpol:(p,q: pol_full}(Tpol_full p q)->
(lex_exp term Ttm (pol_recpol p)(pol _recpal q)).
a

7.3.2. Subtipos

Introducimos dos funciones que formalizan los tipos pol_full y (list pol_full)
coma subtipos de pol v {list pol), respectivamente. Nos permitirdn en los siguien-
tes capitulos trasladar resultados probados sobre pol a resultados sobre el tipo
pol _full.

Traduccidn en Coq:

Definition inc: pol_full -> pol ;=

[p:pol_fulll (Case p of [q:poll [H:(full_pol q}] g
end) .

Fixpoint inc_list [p:{list pol_full)): (list pol} := Cases p of

nil => {(nil T
[{cons pl p2) => (cons {inc pl) (inc_list p2))
end.

Los lemas siguientes muestran la “equivalencia” entre el tipo pol que verifique
el predicado full_pol y el tipo pol_full. Mas adelante tendremos necesidad de
estos resultados. Las pruebas se obtienen facilmente a partir del desdoblamiento
del tipo polinomio canénico.
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Lema 7.3.1.
Vf e K J[X]; {3g€ K[X]; (fullpol g) A ((inc ) =p q)}

Traduccién en Coq:

Lemma ex_fpol:{f:pol_full){g:pol|(full_pol g}/\(equpel (inc £} g}}.
a

Lema 7.3.2.
Vi € KIX); (fullpol f) = {3g € KJX]; [fullpol (inc )] A [(inc f) =p 9]}
Traduccion en Coq:

Lemma ex_fpol_eq:(f:pol)(full_pol £}->{g:pol_fulll(equpol f {inc g))}.

Lemma pol_f_impl_f_pol:(f:pol_full}(full_pol (inc f}).
[m]

7.3.3. Bien fundado

Estamos ya en condiciones de probar que el orden definido sobre polinomios
candnicos verifica la propiedad de buen orden.

Teorema 7.3.1. E! orden definido sobre polinomios candnicos (<.), es bien
fundado.

Prueba: Aplicamos resultados de las librerias del sistema Coq sobre listas
y ordenes (lemas wf incl, wf lez_ezp y wf.anverse.image contenidos en los
ficheros Well founded.Inclusion, Well founded. Lexicographic_Exponentation
y Well founded.Inverse_I'mage, respectivamente). Una vez aplicados los lemas
anteriores, la prueba queda reducida a utilizar el lema anterior y a demostrar
que el orden Ttm sobre términos es bien fundado, teorema (3.4.2).

Traduccidn en Cogq;

Theorem Tpol_full_wf: (well _founded pel_full Tpol_full).
O




Capitulo 8

Ideales de polinomios

Los polinomios juegan un papel central en computacion simbolica y muchos
de los problemas relacionados con ellos se pueden formular en términos de idea-
les de polinomios. Es més, se usan diversos tipos particulares de bases de ideales
para obtener algoritmos eficientes en computacién simbélica, y muchas solucio-
nes satisfactorias a tales problemas utilizan un tipo particular de base de ideales
de polinomios llamado base de Grébner, ver [30, 32, 55].

8.1. Definicidén

Definicion 8.1.1. Un subconjunto I de K[z1,...,2,] es un ideal si satisface:
« 0]
v Sif,gel = (f+pg9)€l
» SifelyheKz,...,zn) = (hpflel

El primer ejemplo de un ideal es el ideal generado, en el anillo de polinomios
K|z1,...,2z], por un nimero finita de polinomios.

Definicién 8.1.2. Sean fi, fa,..., fs polinomios de K{z,,...,z,|. Definimos
el conjunto

]
< fryees fo o= {Zh{ p fi/ iy b eK[xl,...,xn]}
i=1

El siguiente predicado define, por comprensidn, el conjunto generado por
un conjunto (lista) finito de polinomios como se ha expresado en la definicién
anterior. En efecto, no se trata de caleular < fy,..., fy >, sino de expresar el
hecho de que los elementos de < fi,..., fs > son todas las posibles combina-
ciones lineales obtenidas con los elementos del conjunto de polinotnios inicial y
coeficientes polinomicos cualesquiera.

Traduccién en Coq:
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Inductive Ideal: pol->(list pol}->Frop:=
ideal_vpol: (p:pol}(F:(list pol)){(full_term_pol p)->{equpol p vpol)->
{Ideal p F)
| ideal_cpol: (p,p',q,q’:pol) (F:(list pol}) (full_term_pol p}->
(full_term_pol q’)->(Ideal p’ F)->
(equpol p (suma_app (mult_p q q') p'))-»{Ideal p (cons q F)).

El hecho crucial & demostrar en este capitulo es que el conjuntoe de polinomios

< f1,..., fs > es un ideal (es decir verifica la condiciones dadas en la definicion
8.1.1) que llamaremos ideal generado por fi,..., f;. Diremos que el conjunto
P = {f1,...,fs} s una base para este ideal. Desafortunadamente, aunque P

genera el conjunto < P >, los polinomios f; de P no nos dan muchas pistas
sobre la naturaleza de este ideal.

Ejemplo 8.1.1. Los siguientes polinomios,

p1 = 32%yz — 22, po=aytz—2yz, pa =2ty - 42’

generan un ideal de polinomios en Riz,y, z| denotado por,
< 1,02, P3 >= {hl 1 + h'2 .p P2 + hﬂ ] 3 / hls h21h3 = R[mu y)z]}

No es dificil comprobar que ¢ = —92%y%z + z4y? + 22%y — 10222 es un miembro
de este ideal, pues los polinomios hy = 2 — dzy, hy = 37%, y ks = z?y + 2z,
verifican que

g=hi pp1+h2 . pp2eths.ppa

En este caso, a fuerza de probar podriamos “encontrar” los polinomios hy, ha ¥
ha. Sin embargo, como veremos en los prozimos capitulos, en general no es fdeil
saber st un polinemie dudo ¢, pertenece o un ideal generedo por un conjunto
{p1,.-.,pn} de polinomios.

8.2. Caracterizacion

Para enunciar vy probar propiedades sobre la formalizacién de /deal necesi-
tamos un predicado que compruebe si un polinomio dado pertenece a una lista
{conjunto) de polinomios.

Traduccion en Coq:

Inductive pol_In_snsemb [p:pel): (list pol)=->Prop:=
pol_In_hd: {p’:pol}(F:(list pol)}(full_term_pocl p')->
(full_term_pol p)->{equpol p p’}->{pol_In_ensemb p (cons p’ F))
| pol_In_tl: {p’:pol}(F:(list pol)){pel_In_ensemb p F)->»
(pol_In_engemb p (cons p' F)).

De la definicién de pol_In_ensemb se obtienen directamente las pruebas de las
siguientes propiedades relativas a este predicado: “si un polinomio fo pertenece
e un conjunto de polinomios {f}, entonces f = fo, con la igualdad definida por
el sistema (=)" v “la pertenencia a une lista de polinomios es estable por la
relacidn equpol”.

Traduccién en Cogqg:
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Lemma pol_In_ensemb_unic: (f,fQ:pol)(pel_In_ensemb £0 (cons f {(nil poll)})-»
(£=£0).

Lemma pol_In_ensemb_ext: (x:pol)(F:(list pol))(y:pol)(full_term_pol y)->

a (equpol x y)->{pol_In_ensemb x F)->(pol_In_ensemb y F).

Retomando la definicién de Ideal, en primer lugar comprobamos que lo
pertenencia a un ideal es estable por la relacidn equpol La prueba se obtiene
por Inversion sobre la hipdtesis f €< F' >; esto genera dos submetas que
se resuelven aplicando directamente los constructores del predicado Ideal v la
transitividad de la relacidn equpol.

Traduccién en Coq:

Lemma pol_eq_id_eg: (f,g:pol){F:(list pol)}(Ideal f F)->(egupol f g)->
(full_term_pol g)->(Ideal g F).

Intros f g F i d fg.

Inversion i.

Apply ideal vpol; Trivial.

Apply equpol_tran with f; Auto.

Apply ideal_cpol with p’:=p’ q*:=q’; Trivial.
Apply equpol_tran with f; Auto,

]

Proposicién 8.2.1. Dado un congunto de polinomios F, se verifica:
Vg€ Klzy,....2n); <F>C<gUF >

Traduccion en Coq:

Lemma ideal_mon : (F:{(list poll}{(p,g:pel)(Ideal p F)->(Ideal p (cons g Fl)).
O

Veamos que el conjunto < F' > verifica la tercera condicidn (conjunto cerrado
respecto & la multiplicacién de polinomios) de ideal de la definicién (8.1.1).
Al igual que los resultados anteriores, y casi todos los lemas de este capitulo
referentes al predicado Ideal, se prueba utilizando la definicion recursiva de
dicho predicado. Las submetas generadas se obtienen aplicando los constructores
de dicho predicado, la transitividad de egupol, ast como lemas sobre el nlimero
de variables de los polinomios resultantes al aplicar las operaciones algebraicas
bésicas de polinomios.

Proposicién 8.2.2. Dado un conjunto de polinomios F, se vertfico:
Vfe< F> VoeK[z1,...,&:] = fpg€E<F>
Traduccidn en Coq:

Lemma mult_p_id: {f,g:pol)(F:(list pol))(Ideal f F)->(full_term_pol g)->

o (Ideal {(mult_p f g) F).

Utilizando un lema suxiliar, la proposicién (8.2.1) y la estabilidad de la
pertenencia a un ideal por egqupol, podemos probar que los elementos de la
base estdn en el ideal.



164 Ideales de polinomios

Proposicién 8.2.3. Dado un congunto de polinomios F, se verifica:
Vfe K[z, ...Tp]; fEF = fE<XF >
Traduccién en Coq:

Lemma p_idp: {p:pol){F:(list pol)){full_term_pol p)}->(Ideal p {cons p F}).

Lemma pol_F_idF: (f:pol)(F:(list pol))}{pol_In_ensemb f F)->(full_term_pcl f}->
(Ideal £ F).
[m]

Como la pertenencia a un ideal es estable por la relacién equpol, de los
teoremas {8.2.2 y 6.3.17) se obtienen directamente los siguientes corolarios.

Corolario 8.2.1. Dade un conjuntoe de polinomios F, se verifica:
Yfe Kzi,...,zn); VM E Mgn, fEF = (f . um)e<F >
Traduecién en Coq:

Lemma pel_F_idmult: (f:pal){m:monom)(F:{list pol))(pol_In_ensexb f F)->
(full_term_pol £)->(full_men n m)->{Ideal {mult_m f m) F).
]

Corolario 8.2.2. Dado un conjunto de polinomios F, se verifica:
YVfe< F>= —fe<F>
Traduccién en Coq:

Lemma opp_p_id: (f:pel)(F:(list pol})(Ideal f F)->(Ideal {pol_opp ) F}.
m

Probamos, de forma analoga a la proposicién 8.2.2, que el conjunto < F' >
verifica la segunda condicién ideal (definicién 8.1.1).

Proposicién 8.2.4. Dado un conjunto de polinomios F, se verifica:
Vfge< F>= f4pge< F>

Traduccion en Coq:

Lemma suma_p_id: {f:pol)(F:{list pol)){Ideal f F)->(g:pol)(Ideal g F)->
(Ideat (suma_app f g} F).

o

Los lemas técnicos siguientes nos permitirdn pruebas mas comodas, cuando
se trate de cilculos sobre la pertenencia a un ideal del polinomio opuesto a uno
dado.

Traduccién en Cog
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Lemma opp_p.id2: (f,g:pol){F:(list pol))(Ideal f F)->(equpocl g (pol_opp f))->

Lemma oppm_idp: (p:pol) {m:monom){F:{1list pol})(full_term_pol p}->(full_mon n m)->
(Ideal (pol_opp {mult_m p m)) (cons p F)J).

Lemma pol_F_idmult_opp: (f:pol) (m:monom)(F:{list pol))(pol_In_ensemb f F)->

{full_term_pol f£)->{full_mon n m)-»>(Ideal (pol_cpp (mult_m f m)) F}.
[m]

Cuando se prueben, en el capitulo siguiente, propiedades que relacionan la
reduccidn de polinomios con la pertenencia a un ideal, se necesitard lo siguiente.

Proposicién 8.2.5. Dado un conjunto finito de polinomios en varias variebles
F, y¥f, 90, ho € Klz1,-..,2n], se verifica:

(e FUF>) A (fe<gUF>) = (hge< g UF >)

Prueba: Explicitando, mediante Inversion, las hipdtesis hy €< fU F >,
f €< go U F > y utilizando la proposicion 8.2.1, asi como propiedades de
las operaciones algebraicas de polinomios.

Traduccién en Coq:

Lemma id_trans: (F:{(list pol)){f,g0,h0:pol)(Ideal hQ (cons f F))->
{Ideal f {cons g0 F))->(Ideal hO (cons g0 F)).
a

Una forma de caracterizar ideales es definir la funcién Jdeal_ens que es la
funcidn caracteristica de los ideales generados por un conjunto de polinomios. A
partir de ella, dos ideales seran iguales si coinciden sus funciones caracteristicas,
lo que se formaliza en Coq por el predicado eg_Ideal.

Traduccién en Coq

Definition Ideal_ens:= [F:(list pol}](p:poll(Ideal p F).

Definition eq_Ideal:= [I1,I2:{pcl->Prop}]
({p:pol) (I1 p)=>(I2 p)) /\ ({p:pol){I2 p)->(I1 p}).

Una propiedad fundamental de ideales, que necesitaremos en otros capitulos,
esquesi p €< F >, entonces < p U F > = < F >, es decir que sl un elemento
del ideal se agrega a la base, el ideal no varfa. La prueba se obtiene explicitando
las definiciones anteriores y aplicando resultados probados en este capitulo.

Traduceién en Coq

Lemma eq_ldeal_eq_p: (p:pol) (F:(1list pol))(Ideal p F)->
(eq_Ideal (Ideal_ens F) (Ideal_ens (cons p F})).
w}



Capitulo 9

Reduccién (Division) de
polinomios

9.1. Introduccidon

El algoritmo de la divisién para polinomics en una variable asegura que si f
v ¢ son polinomios, con f # 0, existen dos polinomios gy r tal que g = qf + r
donde 6 r = 0 & gr(r) < gr(f). Esto significa que podemos representar cada
polinomio ¢ € K[z} por un polinomio r con gr(r) < gr(f) ¢ por 0, médulo el
ideal' < f >. Esta representacién es vinica, ya que si g = 1 f + 71 = qof + 72,
entonces r; — o es un multiplo de f, y esto sélo es posible, si 7y — 79 = 0.
Por consiguiente tenemos una inica representacién de polinomics médulo el
ideal < f >. Es la unicidad de representacién de polinomios la que nos permite
realizar cdleulos médulo < f >, es decir, en el anillo coclente Kz]/ < f >.

Si queremos extender esto al anillo de polinomios de varias variables, nos
encontramos con varios obstaculos, El primero es que mientras que en Kz} sélo
hay un orden de términos compatible con la multiplicacién de términos, a saber
l<z<z?<...,enK[zy,... . Tn] hay varias posibilidades. Este obstéculo ya lo
hemos salvado introduciendo, en el capitulo 3, el concepto de “orden admisible”,
y eligiendo para nuestro desarrollo el orden lexicografico. Un segundo obstdculo
es que los ideales en K[z1,...,2,] no son todos principales®. Esto trae consigo
problemas para una buena eleccidn del conjunto generador de un ideal, lo que
nos llevard al concepto de bases de Grobner.

1Puesto que g — r = gf €< [ >, diremos que g y v estdn relacionados mddulo el ideal
<[>

2Un ideal T engendrado por un sélo elemento » del anillo, se le llama ideal principal. En el
anillo Kz], de una sola variable, todos sus ideales son principales.
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9.2. Algoritmo de la division

La meta de esta seccidn es generalizar el algoritmo de la divisién de poli-
nomios en una variable a polinomios en varias (n) variables, también llamado
proceso de reduccién. La principal diferencia es que utilizamos un algoritmo que
divide un polinomio por un conjunto de polinomios; este algoritmo es esencial
para la obtencién de la base de Grébner de un conjunto de polinomios.

9.2.1. Nociones basicas

Una vez fijado un orden admisible <z, sobre los términos de un polinomio,
introducimos en primer lugar la nocién de reduccién de un polinomio g por un
polinomio dado f.

Definicién 9.2.1. Dados f,g,h € K[z1,...,%a] con f #, vpol, decimos que g

se reduce a h médulo f en un sdlo paso (denotado g —— h)} si, y solo si,
existe un término £ € g con (hterm f)|t, y

_ {coef t g) £
h=pg=pf M ( heoef f ' hterm f)

Traduecién en Coq:

Inductive red (f,g,h:pol): Prop:=
redl_simpl: (t:term)(term_in_pol g t)->{full_term_pol g)->
{full_term_pol f£)->(full_term_pol h)->"(equpol f vpal)->
(term_div (hterm f) t)->
(equpol h (suma_app g (pol_opp (mult_m f ((divK (coef g t) (hcoef £)},
(div_term t {hterm £)})))})->(red f g h).

Ejemplo 9.2.1. Sea <, el orden lezicogrdfico definido por (y <p =), y los
polinomios g =, 623y + da’y +4y° — 1 y f =, 22y +°. Entonces,

daty

3
623y + dzly + 4y° — 1 Zavty, h::g—f.(2
Ty

) = 6zdy — 2xy® + 4y® -1
Aqui el término de g elegido pare la reduccion es 4z%y.

Esto reduccion es no determinista, pues si el término elegido es 6y, obten-
driamos

v 6z*
6y + dxPy + 4% -1 VY, o= g—f ( ; y) = —3z%° + dzy + 4y® — 1
Ty
Es decir pan:b las mismas entradas, polinomios f y g, se pueden obtener distintos
polinomios de salida.

En la definicién anterior, el polinomio resultante & se puede pensar como el
resto de la divisién de g por f en un paso, de manera similar a como se realiza
en polinomios de tina variable, es decir, g y h son equivalentes médulo f.

Otra caracterizacién de la reduccién, muy dtil para la simplificacién de las
pruebas cuando se tienen varias opciones (términos) de reduccidn, es formalizar
la reduccion explicitando el término que se simplifica.
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Definicién 9.2.2. Dados f,g,h € K[z1,...,%.| yt € g con f #, vpol, decimos
que g LA h, g se reduce a h mdédulo f por el término t en un sdle paso,
si, y solo si, existe un término u € T™ cont = u.(hterm f), ¢ =g %, Y
h=p9—pf.u(c,u)
Traduccién en Coq;:

Inductive red_exp [f,g,hipol;t:tarm]: Prop:=
redl_exp_simpl: (term_in_pol g t)->(full_term_pol g)}->(full_term_pol £)->
(full_term_pol h)->~(equpel f vpol)->(u:term){full o u)->
t=(term_mult u (hterm f£))->{c¢:K)(eqk c {(divK {coef g t) {(hcoef £}})->
{equpol h (suma_app g (pol_opp (mult_m £ (c,u)))))=>(red_exp £ g h t).

Ejemplo 9.2.2. Seq < el orden lezicogrdfico definido por (y <p, z), dados los
polinomios g =, 6z 4 dz’y + 10zy + 4y® - 1 y F =, 2xy -+ v°. Entonces, lo
reduccidn por el término Ty seria:

10zy

3_1
623 + dxy + 10zy + 4y* — 1 Mg—ﬁ(hy

)=6x3+4m2y—y3—1

Pero si reducimos por el término 2y, obtenemos

2zy+y°; 2y
—i

6z° + d2%y + 102y + 49° - 1 6z — 2zy® 4+ 10zy + 4% — 1

La idea bdsica del algoritmo de la reduccién {divisién} en polinomios de
vartas variables es la misma que en los polinomios de una variable: cuando

hacemos la reduccién g Eile h, queremos cancelar monomios de g utilizando el
término principal de f. En el ejemplo anterior cuando reducimos el polinomio
62% + 4z%y + 10zy + 4y° — 1 por el polinomio 2xy + ¥ utilizando el término
%y, se ve que eliminamos de 62° + 4z%y 4 102y + 43° — 1 el monomio (4z3y) y
lo sustituimos por monomios con términcs estrictamente menores que z2y. La
cancelacion del término por el cual se reduce es, precisamente, lo que se prueba
en la siguiente proposicidn.

Proposicién 9.2.1. Dados f g, h € K[x1,...,2,) yt € T", se verifica que
fit
(g — h) = tdh

Prueba: La prueba se obtiene mediante Inversion de la hipdtesis del contexto

H : (red_exp f g h t}, la definicién {9.2.2) y aplicando propiedades relativas a

términos y coeficientes de un polinomic, probados en capitulos anteriores.
Traduccidn en Cogq:

Lomma elim_red_exp: {(f,g,h:pol)(t:term)(red_exp f g h t)->

a (no_term_in_pol h t}.

Presentamos algunos resultados que ilustran claramente sobre las relaciones
entre las dos definiciones anteriores. En posteriores especificaciones se utilizara la
mas adaptada a nuestro desarrollo.
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Lema 9.2.1. Dados g, h, f; € K[z1,..-,2a] yt € T™, que verifican g 1A h,
entonces

gc Klz1,...,zo tal que|(¥t' €q) = t<pt'] A {g—pq) == N (h—pq)

Prueba; De la hipétesis g 55 b se obtiene que b =p g —p fi -m (c,1),

donde © = W yc= {-ﬁg—zt{f—tﬁ—% Como t € g, por el corolario (6.5.1),

descomponemos g en la forma g =p H{g, t}+p|(coef (t,9)),t]+,L(g,t). Tomando
=, H(g,t), por el teorema (6.4.11) (t¢4q), conlocualt € (g—p q), utilizando
el lema (6.4.3).

Sélo queda demostrar que [k —p H{g,t)] =p (9 —p H(g.8)] —p fi .m0 (),
lo cual es consecuencia de las propledades de las operacmnes algebraicas sobre
polinemios enunciadas en capitulos anteriores.

Traduecién en Coq:

Lemma red_comp: (g,h,fi:pol)(titerm)(red_exp fi gh t)->
(EX x | (full_term_pol x}/\
({t’:term) (tarm_in_pol x t’)-»{Ttm t t’))/\
(red fi {suma_app g {pol_opp x)} (suma_app h {pol_opp x)})).

Aunque las definiciones (9.2.1 y 9.2.2) son analogas, comprobamos formal-
mente su “equivalencia técnica”, dado que en la segunda se explicita el término
utilizado en la reduccién. La prueba se hace por Inversidn sobre ambas defini-
ciones y, en cada caso, aplicando los respectivos constructores.

Lemma red_impl_red_exp: (f,g,h:pol){red f g h)->»

(Ex [titerm)(red_exp f g h t)).
Lemma red_exp_impl_red: (f,g,h:pol)}(t:term)(red_exp f g h t)->(red f g h}.
)

Un caso particular de la definicién 9.2.2, es la reduccién de polinomios por
¢l término principal.

Definicién 9.2.3. Dados f,g,h € K[z1,...,Zn] con f,g #, vpol, decimos que
g se reduce a h mddulo f por el término principal en un sdlo paso si, y
solo si, (hterm f)|(hterm g), y

heyg— f heoef g hterm g
“pITel M heoef ' hterm f

fi hred
_—

Este tipo de reduceion se denota por g h

Traduccién en Coq:

Inductive hred [f,g,h:pol]l: Prop:=
hredi_simpl: (full_term_pol g)->{full_term_pol h}->(full_term_pol f}->
~(equpel g vpol)->"(equpol f vpol)->(term_div (hterm f) (hterm g})->
(equpol b (suma_app g (pol_cpp (mult_m £
({divK (hcoef g) (hcoef f)},(div_term (hterm g) (hterm £33 >
(hred £ g h).
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Ejemplo 9.2.3. Sean <, el orden lexicogrdfico definide por (y < z), g =,
6%y +dzy —z +4y* ~ 1 y f =, 22y + v>. Aqui,

i breg —3zy® +dzy —z+ 45 -1

Comprobamos que, efectivamente, la reduccion por el término principal es
un caso particular de la reduceidn. La prueba es andloga a las anteriores.

%?mma red_hred: (f,g,fi:pol}(hred f1 f g)->(red f1 £ g).

Directamente de la formalizacidn de la reduccién se obtienen los dos resul-
tados siguientes.

Proposicidn 9.2.2. 5i un pelinemio g es reducible por un polinomio f, entonces
g es distinto de vpol.

g —Lih = g #p vpol
Traduccién en Coq:

Lemma red_n_vpoll: {f,g,h:pol)(red f g h)->"(equpol g vpol}.
O
Proposicién 9.2.3.

f
Vi€ Klzy,...,zn]; (f #pupol) = f —— vpol
Traduccidén en Coq:
Efmma red_f_f: (f:pol)(full_ term_pol f)->"(equpol f vpol)->(red f f wpol).

Antes de extender la reduccién a un conjunto de polinomics, demostramos
un resultado auxiliar muy importante para nuestro trabajo posterior.

Proposiciéon 9.2.4. Dados f,p € Klz1,...,za|, 0 bien f se reduce por un
maltiplo del termino principal de p (t = uw.(hterm p)), o bien no se reduce
mddulo p.

Frueba: Utilizando la decidibilidad de la presencia de un término en un poli-
nomio tenemos dos casos:

» Si ¢t @ f entonces coef(t, f) =k 0, es decir el polinomie f no puede
reducirse utilizando el término 1.

» En el caso t € f, tenemos todas las hipdtesis necesarias para la formaliza-
cidén de la reduccién (red), utilizando el término £.

Traduccién en Coqg:

Lemma red_0_un_step: (f,p:pel)(t,u:term)(full_term_pol £}->

(full_term_pol pj->(full n t)->(full n u)->

("(equpol p vpel))->t={term_mult v (hterm p))->

(equpel f (suma_app f (pol_opp (mult_m p {{divK (coef f t} C(hcoef p}),w}))I\/
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(red p £ (suma_app f (pol_opp {mult_m p((divK (coef f t) (hceef p}},u)))}},

Intros £ p ¢t u.

Elim (dec_term_in_pol f t); Intros.
Right.

Split with t; Trivial.

Apply full_term_suma.app; Auto.

Rewrite H4; Auto.

Apply equpol_ss; Trivial.

Apply opp_comp.

Apply mult_pm_comp_2.

Simpl.

Right.

Split; Auto.

Rewrite H4.

Symmetry.

Replace (term_mult u (hterm p)) with {term_mult {(hterm p) u); Auto.
fpply div_mult_mon_inv with n; Auto.
Left.

Apply equpol_tran with {suma_app f vpol).
Auto.

Apply equpol_ss; Trivial,

Apply equpol_tran with (pol_opp vpol); Trivial.
Apply eopp_comp.

Apply equpol_sym.

Apply mult_m_z_monom; Auto.

]

Probamos resultados de extensionalidad de la reduccidn respecto a la relacidn
equpol. Las pruebas se realizan mediante el constructor redl_simpl, y aplicando
en cada caso propiedades de los elementos que forman un polinomio, formuladas
en capitulos anteriores.

Traduccién en Coq:

Lemma red_extl: (f,g,g’,h:pol) (equpol g g'}->(full_term_pol g’)->
(red h £ g)->(red h £ g').

Lemma red_ext2: {f,g,f’,h:pol)(equpol f £’}->(full_term_pol f’)->
{(red h £ g)->(red h £’ g).

Lemma red_ext3: (f,g:pol)(h,h’:pol){equpol h h’)->{full_term_pol h’}->
(red h f g)->(red h’ f g).
jw]

9.2.2. Reduccién por un conjunto de polinomios

La siguiente definicién da el nombre for_alllist_pol al predicado minimo
que determina las listas de polinomios que verifican una propiedad P.
Traduccién en Coq:

Inductive for_all_list_pol [P:pel->Propl: (list pol)-»Prop :=
For_all_nil: (for_all_list_pol P {nil ?))
| For_all_cs: (F:(list pol})(p:pol)(P p)
->(for_all_list_pol P F)=-»(for_all_list_pol P (cons p F}).
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Las dos clausulas, For_all.nil y For.atl.cs, na son mas que la traduccién en
el lenguaje Coq de los axiomas matemiticos:

Ia lista vacia (nil) verifica P
VF € (list pol); ¥p € K[X] sip verifica P y F verifica P =
- {p} U F verifica P

La condicién de minimalidad se expresa en el sistema por el principio de
snduccidn. El principio asociado a for_all l1st_pol es:

(P:{pol-»>Prop); PO:{((list pol)->Prop)}
(PO (nil pol))
->({F:(list pol); p:pol}
(P p)->(for_all_list_pol P F)->(P0 F)->(P0 (cons p F)))
=>(1:(list pol)}(for_all_list_pol P 1)->(P0 1)

Nota: A cada definicidn inductiva el sistema Coq asocia un principio andlogo
al anterior.
El predicado for_all list_pol nos permite definir, como hemos dicho ante-
riormente, los conjuntos finitos de polinomios no nulos con n variables.
Traduccidén en Coq:

Definition full_fam := (for_all_list_pol [(p:poll
(full_term_pol p}/\”(egupel p vpoll).

Los resultados siguientes comprueban que el predicado full_fam es la fun-
cién caracteristica de los polinomios no nulos con n variables. Las pruebas son
inmediatas. Se obtienen, en cada caso, por induccién sobre el pardmetro de la
meta en curso y la técnica de inversion sobre el predicado full.fam.

Traduccién en Coq:

Lemma cons_full_fam: {q:pol}(F:(list pol}}(full_fam (cons q F))->»
(full fam F).

Lemma nvpol full_fam: (g¢:pol)(F:(list pol)) (full_fam (cons g F))->
(" {equpol q vpol)).

Lemma full_term_full_fam: (q:pel)(F:{list pol))(full_fam {(cons q F))->

{full_term_pol q).
[w]

Estamos en condiciones de demostrar una propiedad importante del predi-
cado full_fam, su decidibilidad respecto a un conjunto de polinomios. Hace-
mos esta prueba por recurrencia sobre €l conjunto de polinomios F. El caso
(nil pol) lo deduce automaticamente el sistema a partir de la implementacién
de full_fam. 81 F toma el valor {cons a [); entonces la hipdtesis de recurren-
cia sobre { {liste. de polinomios), los lemas de decidibilidad full pol_tm_dec y
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vpol .dec_full term (piginas 87 y 131, respectivamente) asi como los resultados
anteriores permiten concluir la prueba.
Traduccion en Coq:

Lemma full_fam_dec ; (F:(list pol)){{full_fam F)}+{"(full_fam F}}.

Induction F; Intros.

Left; Auto.

Elim H; Intros; Clear H.

Elim (full_pol_tm_dec a); Intros.-
Elim (vpol_dec_full_term a); Auto; Intros.
Right.

Red:; Intros.

Cut ~(equpol a vpol); Intres; Auto.
Apply nvpol_full_fam with 1; Auto.
Right.

Red; Intros.

Cut (full_term_pol a}; Auto; Intros.
Apply full _term_full fam with 1; Auto.
Right.

Red; Intros.

Apply b.

Apply cons_full_fam with a; Auto.

[m}

Ahora damos algunos resultados técnicos simples, concernientes a la relacién
que hay entre la definicién anterior y el predicado pol_fn_ensemb implementado
en la seccidn 8.2

Lema 9.2.2. Dade un conjunto de polinomios F que verifica el predicado
full_fam, se cumple:

e Vpe F = pe Klr1,...,%a]
= ¥peF = ps#,upol
s Vpe F = (htermp)eT"

Traduecion en Coq:

Lemma elem_full: {p:pol)(F:{list pol)}{(pol_In_ensemb p F)->(full fam F)->
(full_term_pol p).

Lemma elem_n_vpol: {p:pol) (F:(list pol)}){pel_In_snsemb p F}->(full_fam F)->
~(equpol p vpol).

Lemma full_pol_In_hterm: (F:(list pel))(full_fam F)->

a {p:pol){pol_In_ensemb p F)->(full n (hterm plJ.
Con la ayuda del predicado ful.fem, podemos extender el proceso de re-

duccidn, definicién (9.2.1), a un conjunto (lista) de polinomios no nulos de n

variables.

Definicidn 9.2.4. Sean g.h € K[z1,...,24], ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables. Decimos que g se reduce a h médulo F, denotado
por

g——~h
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si, ¥ solo st, existe f € F tal que

f

g——h

Traduccion en Coq:
Inductive Redl [F:(list pol);g,h:pel]: Prop:=

Redl_simp: (full_fam F}->{f:pol){pol_In_ensemb f F)}->
(red £ g h)->(Redl F g h).

Ejemplo 9.2.4. Consideremos el conjunto F := {f1, fa, fa}, donde

fi =3y +92% 4+ 22y + S5z 4y — 3 (9.1)
f2i=20% 4+ 62% - 22% —2y -3z —y +3
fa:= ady + 32° + 22y + 222

Los polinomios fi, fz, fa estdn ordenades respecto al orden lexicogrdfico (y <o
z). Sea

5 3 3 9
g:=22%y + 827 + 2% + g%+ 5y + ¥ =3 (9.4)

F
Ccurre que g — h,

7 11 5 5
P hoi=2z% + <oy - = Troy-= 9.5
arg m+6:cy 6'c+5y +Gy 5 (9.5)
ya que,
272y
h=g—-fi.| —
g-fi (Bmgy)

Podemos decir, grosso modo, que un polinomio g se reduce al polinomio h
moédulo F si, ¥ sdlo si, h resulta de eliminar un monomio de g mediante la
sustraccién de un miltiplo de un polinomio f del conjunto de polinomios F; el
polinomio asi obtenido resulta (en cierto sentido} “menor”.

9.2.3. Proceso de reduccién

De forma similar a como se hace en polinomios de una variable se puede
pensar en el polinomio A, del ejemplo anterior, como el resto de la divisién en
una etapa. Podemos continuar el proceso sustrayendo de g todos los términos
que son divisibles por los términoes principales de los polinomios de F.

Definicién 9.2.5. Sean g,h € K[zy,... x|, y £ = {f1,..., fs} un conjunio
de polinomios ne nulos de n variables. Decimos que g se reduce a h médulo
F en varias etapas, denofado por

g—h

*
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si, y sélo si, existe una secuencia de indices i1,%2,...,% € {1,...,5} y una
secuencia de polinomios hy, ..., he_y € K(z1,...,2Zn] tal que
f i fi Siy_ f
g_f_l,hlﬁ.,hz._‘{.. —L—’—ht_li-

Nota: En adelante siempre se utilizara esta reduccidn y la llamaremos simple-
mente, reduccién médulo un conjunto de polinomios
Asi vernos que la reduccién implementada anteriormente (Redl) puede pen-
sarse como un paso (etapa) en la division generalizada. Por ello definimos la
. s F F )
clausura reflexiva y transitiva de —— , denotada por —, formalizada en

Coq por el predicado Red3.
Traduccién en Cog:

Inductive Red3 [F:{list pol}]: pol->pcl->Prop:=
Red3_eq: {g,h:pol)(full_fam F)->(full_term_pol g)->(full_term_pol h)->
(equpol g h)->{Red3 F g h)
|Red3_step: (g, h:pol)(full_fam F)->(full_term_pol g)->(full _term_pol h)->
(Redl F g h)->(Red3 F g h)
|Red3_trans: {g,f,h:pol)(full_fam F)->{full term_pol £)->{full_term_pol g)->
(full_term_pel h)->(Red3 F g £)->{Red3 F f h)->{Red3 F g h).

Ejemplo 9.2.5. Consideremos el conjunto F':= {f1, fa}, donde
H=xy+1 {9.6)
fai=y+1 (9.7)

Los polinomios f1, f2 estdn ordenados respecto al orden lezicogrdfico (y <i z).
Sen

g=ay? +1 (9.8)
F
Ocurre que g — 2, ya que,

my2+1i~ —y+1i>2

y por tanto, tenemos que g = y ., f1 + (=1) .p fa + 2, donde h = 2 seria el
resto de lo division del polinomio g por el conjunto de polinomios F, es decir,
g—2e< fi, fa >

Algunos lemas técnicos, facilmente demostrables por Inversion, que se uti-
lizarén sistematicamente en pruebas posteriores, son los siguientes.
Traduccién en Coq:

Lemma Red3_ste: (f,g:pol)(F:(list pol))(Redl F f g)->(Red3 F £ g}.

Lemma Red3_full_l: {f,g:pol)(F:(list pol})(Red3 F f g)->(full_term_pol £).
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Lemma Red3_full_r: {(f,g:pol) (F:(list pol))(Red3 F f g}->(full_term_pol g).
Lemma Red3_full_fam: (f,g:pol)(F:{list pol))(Red3 F §f g)->(full_fam F).

Lemma Red3_tran: (f,g,h:pel)(F:{(list pel))(Red3 F f g)->
o {(Red3 F g h)->(Red3 F £ h).

A partir de los lemas de extensionalidad de la reduccién por un polinomio

L. (pag 172), se obtiene facilmente la extensionalidad respecto a equpol de

. F F
las nuevas reducciones; — y — .

*

Traduccién en Coq:

Lemma Redl_extl: (F:(list pol))(f,g,g’ipol) (full_trerm_pcl g')->
(equpol g g’)->(Redl F f g)=>(Redl F f g*).

Lemma Redl_ext2: (F:(list pol))(f,g,f’:pol){(full_term_pol f?)->
(equpol f f*)->(Redl F f g)->(Redl F £? g).

Lemma Red3_extl: (F:(list pol))(f,g:pol)(Red3 F f g)}->
{g7:pol)(equpol g g’)-> (full_term_pol g’)->(Red3 F f g’).

Lemma Red3_ext2: (F:(list pol)){f,g:pol}(Red3 F f g}->
g (f':pol)(equpel f £’)->(full_term_pol f')->(Red3 F £’ g).

Con la ayuda de las definiciones precedentes, es posible demostrar algunas
de las propiedades esperadas.

Proposiciéh 9.2.5. Dados f,g,h € Klzy,...,z,), con g no nulo, y F un
conjunto de polinomios no nulos de n variables, se verifica

f—"f h = f—*-g;F h

Es decir, st un polinomio se reduce por un conjunto de polinomios F, también
se reduce por cualquier conjunto de polinomios no nulos que contenga a F.

: - F
Prueba: Aplicando la recursién estructural sobre f — h obtenemos tres

metas que se resuelven utilizando los constructores de Red3 y las propiedades
del predicado pol_In_ensemb. En todos los casos se utiliza como polinomio de
(g : F) por el cual se reduce, el mismo que se usa en F, obtenido por la hipdtesis
de recursion.

Traduccién en Coq:
Lemma red3_fFh2: (f,h,g:pol)(F:(list pol)){Red3 F f h}->"(equpol g wpol)->
o (full_term_pol g)->(Red3 (cons g F)} f h).
En la seccién (9.2.1), se habia demostrado que cualquier polinomio se reduce
por si mismo a vpol. De forma similar la siguiente propiedad afirma lo mismo
para Red3, en ¢l caso de que se agrege al conjunto por el cual se reduce algin
polinomio obtenido en el proceso de reduccion.
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Proposicién 9.2.6. Dados f,h € K[z1,...,Z.], con h no nulo, y F' un con-
Junto de polinomins no nulos de n variables, se verifica

f—-i:—-—h = fh—f-vpol

Prueba: Para simplificar la prueba probamos en primer lugar el resultado to-
mando come hipétesis la reduccién en un solo paso . . Por inversién de
la hipdtesis f —£ + h obtenemos que f e hoeon fo € F, y la prueba
por transitividad de la reduccién respecto al polinomio h, se sigue sin mas que
utilizar la proposién anterior y la proposion {9.2.3).

F . .
La prueha para —— se obtiene de la prueba de la reduccién en un solo
*

paso de los constructores de Red3 y de la proposicién anterior.
Traduccién en Cog: '

Lemma red3_fFh: (f,h:pol)(F:{list pol))
(Redl F £ h)->"(equpol h vpol)->(Red3 (cons h F} f vpol).

Lemma red3_fFh_vpol: {f,h:pol){F:(list pol))
(Red3 F f h)->"(equpol h vpol)->(Red3 {cons h F) £ vpol).
D .

Proposicion 9.2.7. Dados f,g € K[z1,..., &y}, ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

Ve K, MET™ (f — ) = [far(et) — g.u (et)

Es decir, — e compatible con la multiplicacidn por un monomio.

Prueba: Al igual que hemos hecho en la prueba de la proposicién anterior, en

primer lugar probamos el resultado para la reduccidn en un solo paso LI
Comenzamos traduciendo la hipdtesis (Redl F f g) v obtenemos la hipdtesis
H2: (red f0 f g), de la cual se tiene g =, f — fo .m m'. Otra de las hipétesis
obtenidas es que el monomio principal de fo .»r m/, denotado M(fy .pr ™),
estd en f. Se sigue facilmente que M (fo .ar [m/.(c,1)]) estd en f .u (c,t) ¥ asi,
se verifica que

Fone (et} =2 £ (et) = foonr [/ (e t)] =p g ar (,8)

.y, . F — . ,
En la prueba con la hipdtesis — distinguimos dos casos, segilin sea

¢ =gk 0 6 no. El primer caso se resuelve trivialmente por el primer constructor
de Red3 v el segundo se sigue de la prueba de la reduccién en un solo paso y de
los constructores de Red3.

Traduccién en Coq:
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Lemma Redi_mult.m: (f,g:pol)(F:(list pol})(Redl F f g)->(c:K)("(eqk ¢ OK))->
(t:term}(full n t)->{Redl F (mult_m f (c,t)) (mult m g (c,t))).

Lemma Red3_mult_m: {f,g:pol)(F:(list pol})(Red3 F f g)->
(c:K) (t:term) (full n t)->(Red3 F (mult_z= f {(c,t)) (mult_m g (c,th)).
[m]

Un caso particular, que se obtiene aplicando la extensionalidad respecto a
equpol, de la proposicién anterior es el corolario siguiente,

Corclario 9.2.1. Dadoes g € K[x1,..., 25}, y F un conjunto de polinomios no
nulos de n variables, se verifica

Yec K, VteT™ (g —f» vpol) = (g .m (¢ t) __‘?_.. vpol)

Traduccidén en Coq:

Lemma Red3_vpol mult _m: (g:pel)(F:{list peol))(Red3d F g vpol)->

(ciK)(t:term} (full n t)->(Redd F (mult_m g {(c,t)) vpol).
[m]

Una condicion suficiente, utilizada en pruebas posteriores, para la reduccidn
en una sola etapa es la siguiente,

Teorema 9.2.1. Dados f,g € K(z(,... %], y F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

Vm € My n, no nulo, Vf; € F tal que
F
(f=pg—fi-mm)A[(hterm (fi ym)) & fl=> g—Ff

Prueba: Se explicita el monomio m de la forma {y,y0}, y elegimos para la
reduccién el polinomio f; v el término hterm (f; .a (y,¥0)). Tenemos que
verificar que estos valores cumplen las hipétesis de la reduccidn buscada, lo cual
se traduce en tres submetas a demostrar:

« hterm (fi .m0 (y,90)) € g, que se resuelve utilizando las dos hipdtesis
iniciales hterm (f; .ar (v.30)) € f ¥y f =p 9 — fi-ae{y,y0). Resaltar que se
necesita introducir en el contexto, la hipétesis (fi.asm) #p vpol, obtenida
por el teorema (6.3.20) a través de las hipdtesis H2 : (pol_In_ensemb fi F)
y Hd: =(z_monom (a,b)).

w (hterm f)|(hterm (fi .pr m)), directamente manipulando las propiedades
de la funcién hierm.

. f = 9 - fz' M ([coef (htirc?eg‘f}i,m m)) g]! hterﬂegﬁ.}j m)

mediante resultados de las operaciones algebracias y elementos destacados
de un polinomio, asi como con propiedades de las operaciones sobre T™ y
K.

), que se prueba

Traduccién en Coq:
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Lemma sufc_Redl: (f,g,fi:pol)(F:({list pol})(full_fam F)->(full_term_pol g)=>
(full_term_pol f)=->(pol_In_ensemb fi F)->(m:monom}(full_mon n m)->
“{z_monom m)->(equpol f (suma_app g (pol_opp (mult_m fi m))})->

(no_term_in_pol f (hterm (mult_m fi m)))->(Redl F g £).
a

Enunciamos y probames a continuacién diferentes lemas que relacionan la
clausura reflexiva y transitiva de la reduccién médulo un conjunto de polinomios,

F . . .
{ —_ ), con la pertenencia al ideal generado por dicho conjunto. En todos los
casos, para simplificar la prueba, demostramos primero el resultado para la

reduccién en un solo paso { . ). Las pruebas de todos ellos son similares: se
utiliza la hipdtesis de induccién obtenida de la reduccién por un polinomio del
conjunto F y las submetas resultantes se resuelven utilizando la formalizacion
y propiedades de los ideales, probadas en el capitulo anterior, asi como algunas
otras relativas a operaciones sobre polinomios.

Teorema 9.2.2. Deados g,h € K[z),...,%xa), ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

g --——~f h = {(g—ph)e<F>

Traduccion en Coq:
Lemma Redl_dif_id: {g,h:pol){F:(list pol})(Redl F g h)->
{Ideal (suma_app g (pol_cpp h)} F).

Lemma Red3_dif_id: (g,h:pol)(F:(list pol})(Red3 F g h)~>
{Ideal (suma_app g (pol_opp h)) F).
a
Un caso particular del teorema anterior es el corolario siguiente.

Corolario 9.2.2. Dados g € K[z1,...,2,] ¥y F un conjunto de polinomios no
nulos de n wariables, si g se reduce a vpol entonces g estd en el ideal generado
por F, es decir

F
g —*" UPOE = gE<F>
Traduccién en Coq:

Lemma Redi_vpol: {g:pol)(F:{list pol)){Redl F g vpol)->(Ideal g F}.

Lemma Red_vpol: (g:pol) (F:{list pol)){Red3 F g vpol)->(Ideal g F).
O
Verificamos dos lemas técnicos simétricos.

Proposicién 9.2.8. Dados g, h € K[z1,...,%s] ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, si g se reduce o h, modulo F, entonces h estd en el
ideal generado por g y F, es decir

g —f- h = he<g: F>
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Traduccion en Cog:

Lemma Redl_en_cons: (F:(list pol)}(g.,h:pol)(Redl F g h}-»>(Ideal h (cons g F)).

Lemma Red3_en_cons: (F:(list pol))(g,h:pol)(Red3 F g h)->{Ideel h (cons g F)).
O

Proposicién 9.2.9. Dados g, h € Klz),...,%x] y F un conjunte de polinomios
no nulos de n vartables, si g se reduce a h, mddulo F, entonces g estd en el ideal
generado por h y F, es decir

F
g —/ h = ge<h: F>

Traduccién en Cog:

Lemma Redl_sen_cons_inv: {F:(list pol}){g,h:pol)(Redl F g h)->
(Ideal g (cons h F}).

Lemma Red3_en_cons_inv: {F:(list pol)}(g,h:pol)(Red3 F g h)->»
O (Ideal g (cons h F)).

Probamos a continuacién la relacién que existe entre reduccién y pertenencia
a un ideal de los polinomios componentes. La prueba de este resultado se sigue
de la formalizacién de la reduccién y de las propiedades de los ideales. Para
simplificar la prueba, en primer lugar se demuestra para la reduccién en un solo
paso.

Teorema 9.2.3. Dados g, h € K[z1,...,2), ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

(g —?- ) A (ge<F>) = he< F >

es decir, el resultado de reducir un polinomio del ideal < F > por el conjunto
F estd en el ideal.

Traduccion en Coq:

Lemma Redl_en_id: (g,hipol){(F:(list pol))(Redl F g h}->
{Ideal g F)->(Ideal h F}.

Lemma Red3_en_id: (g,h:pol){(F:(list pocl)}{Red3 F g h)->

o (Ideal g F)->(Ideal h F).

Para finalizar, se prueba el teorema reciproco del anterior; es decir, que si el
. , , P . . L.
polinomio reducido par — estd en el ideal < F >, el que se reduce también
*

estd. La prueba es simétrica de la anteriar.

Teorema 9.2.4. Dados g,h € Kzy,..., 2.}, y F un conjunto de polinomios
ne nulos de n varicbles, se verifica

(g —f- Wy A(he< F>») = ge<F>
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Traduceién en Coq:

Lemma Redl_en_id_inv: {g,h:pel){F:(list pol})(Redl F g h)->
(Ideal h F)->(Ideal g FJ.

Lemma Red3_en_id_inv: (g,h:pol) (F:{1list pol)){Red3 F g h}->

(Ideal h F)->(Ideal g F}.
m]

9.3. Conexién entre congruencia y reduccién

En esta seccién relacionamos la reduccién de polinomios en K[xy,..., %),
formalizada anteriormente, con la relacién de congruencia sobre K(z1,...,Z5)
inducida por los ideales de polinomios. Recordamos que para cada conjun-
to de polinomios F C Klz1,...,Zn}, < F > es el ideal generado por F en
K[y, ..., 2p] (ver Definicién 8.1.2).

9.3.1. Congruencia médulo un conjunto de polinomios

Definicién 9.3.1. Dados f,g € K[z1,...,2s], y F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables,

f=rg e fpge<F>
se dice que f es congruente con ¢ mddulo F.
Traduccion en Coq:
Inductive equiv_Id [F:(list pol);f:pol]: pol->Prop :=

aquiv_Td_cons: (g:pel) (full_fam F)->(full.term_pol f)->(full_term_pol g)->
(Ideal (suma_app f (pol_opp g)) Fl->{equiv Id F f g}.

Ejemplo 9.3.1. Si F=<z? -y, 2+ 13+ 15, entonees f =zt +z -y y
g = z® + 2% + 2* + z son congruentes mdédulo F ya que :

f-g==2" =gt =yt = 0 +yD)" —9) - (et )

Directamente de su formalizacién y de las propiedades de ideal comprobamos
que la relacidn = es una relacidn de equivalencia sobre el anillo de polinomios
K[.'L‘l,. “a ,.’.En}.

Traduccidn en Coq:

Lemma equiv_id_reflex: (F:(list pel))(f:pol)(full_fam F}->(full_term_pol f}->
(equiv_Id F £ £f).
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Lemma equiv_id_sym: (F:(list pol))(f,g:pol)(equiv_Id F f g)->(equiv_Id F g £).

Lemma equiv_id_trans: (F:(list pol))(f,g,h:pol)(equiv_Id F f g)->

g (equiv_Id F g h)->(equiv_Id F f h).

Congruencia y reduccién estin intimamente relacionadas. Para estudiar es-
<z - . P . F
ta relacién utilizamos la clausura reflexiva, simétrica y transitiva de —— ,
F .
denotada >, es decir

Definicién 9.3.2. Dados g,h € K[zy,...,z,] y F C K[z1,...,Zn)
F , . ) . .
g0 h & existe una secuencia de polinomios verificando que:

g=ky e kg e ky e ek =

en donde - F e
g+—h & (0 g—> h, 0bien h— g)

Traduccién en Coq:

Inductive Red_equiv [F:(list pol)] : pol->pol->Prop :=

Red_equiv_eq: (g,h:pol)(full_fam F)->(full_term_pol g)->(full_term_pol h)->
(equpol g h)->(Red_equiv F g h)

IRed_equiv_step: (g,h:pol){(full_fam F)->(full_term_pol g)->(full_term_pol h)->
(Redl F g h)->(Red_equiv F g h)

|Red_equiv_sym: (g,h:pol)(full_fam F)->(full_term_pol g)->(full_term_pol h)->
(Red_equiv F g h)->(Red_equiv F h g)

|Red_equiv_trans: (g,f,h:pol)(full_fam F)-> (full_term_pol g)->

(full_term_pol f)->(full_term_pol h)->(Red_equiv F g £)->
(Red_equiv F f h)->(Red_equiv F g h).

A partir del lema de extensionalidad de la reduccién por un conjunto de

polinomios £, (pdg 177) y utilizando la propiedad transitiva de la relacién
equpol se obtiene facilmente la extensionalidad respecto a equpol de la relacién

. F
anterior <«— .
Traduccién en Cogq:

Lemma Red_equiv_ext: (G : (list pol))(g,h:pol)(Red_equiv G g h)->

o (g’ :pol) (equpol g g’)->(full_term_pol g’)->(Red_equiv G g’ h).

Desarrollamos algunos lemas técnicos elementales sobre el predicado ante-
rior. Se utilizarén, especialmente, para agilizar las pruebas de esta seccién.
Traduccién en Cogq:

Lemma Red3_equiv: (f,g:pol)(F:(list pol))(Red3 F f g)->(Red_equiv F f g).

Lemma Red_equiv_full_l: (f,g:pol)(F:(list pol))(Red_equiv F f g)->
(full_term_pol f).
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Lemma Red_equiv_full_r: (f,g:pol)(F:{list pol)){Red_equiv F f g)->
(full_term_pol g).

Lemma Red_squiv_tran: (f,g,h:pel)(F:(list pol))(Red_equiv F f g}->
(Red_equiv F g h)->(Red_equiv F 1 h).

Lemma Red_equiv_sy: (f,g:pol)(F:{list pol))
(Red_equiv F f g)}->(Red_equiv F g £).
a

. . F
Queremos probar la equivalencia ( — == r) entre la clausura refle-

. (s . F . . .
xiva, simétrica y transitiva de —— y la congruencia mddulo un conjunto de
polinomios.

Proposicién 9.3.1. Dados f,g € K(z1,...,%q] ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

fog = (f-pg)e<F >

. ‘. . . I3 .
Prueba: Aplicando recursién sobre la formalizacién de «—» se obtienen cuatro

submetas, una por cada constructor. La primera se resuelve utilizando el primer
constructor de Ideal y propiedades de la funcién suma_app; la segunda es el
teorema 9.2.2; la dos dltimas son consecuencia de que la pertenencia a un ideal
es estable por la relacién equpol v de la proposicién 8.2.4.

Traduccién en Coq:

Lemma con_red_cong: (f,g:pol}(F:(list pel)}(Red_equiv F f g}->»

(Idea} (suma_app f (pol_opp g)) F).
]

Como consecuencia immediata de esta proposicidn y de la formalizacién de
congruencia obtenemos el resultado siguiente.

Corolario 9.3.1. Sea f,g € K(x1,...,2n] ¥ F un conjunto de polinomios no
nulos de n veriables, se verifica

F
fvr9=f=rFyg

. . F
Prueba: Por la proposicién anterior f «— g = (f —pg) €< F >, que por
definicidn es f =f g.
Traduccién en Coq:

Lemma conv_congr: (F:{1list pol)})(f,g:pol) (Red_equiv F f g)->(equiv_Id F f g}.
[

Nota: Sig L. h entonces tenemos que h =5 g—p f .p¢ ™ para algiin monomio
m verificandose ademas la cancelacién de un término de g y, como veremos més
adelante, que g es “mayor” que h. Por el contrario, si b =5 g — f .ar m para
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alglin monomio m, de esto no podemos deducir que ocurra la cancelacién de
alglin término de g, ni que g sea “mayor” que h.

Para completar la prueba de que la clausura reflexiva, simétrica y transitiva
de —— es equivalente a la congruencia mddulo un conjunto de polinomios,
se utilizard el resultado f €< F > <= f =, 3. m; .p hy con m; € Myga, ¥
hi € F (es decir monomio a monomio en vez de polinomio a polinomio). En este
resultado aparece una suma finita de productos de polinomios por monomios
que es necesario formalizar de forma explicita.

Dado un conjunto de polinomios F', la expresién de que un polinomio f se
diferencia de otro g en una suma finita de productos de monomios por poli-
nomios de F, estd recogida en Coq en el predicade inductive suma_pol_mon.
La notacién que se utilizard es f =7 g <= f—p g9 =p > m; m My con
My € Ad}(ﬂm, h;e F

Traduccién en Coq:

Inductive suma_pol_mon [F:(list pol); f:pol) : pol->Prop :=
suma_pol _moni: {f0:pol) (full_fam F)->(full_term_pol £)->
(full_term_pol £0)->(equpol f f0)->(suma_pol_mon F f £0)
| suma_pol_mon2: (g0:pol}(g:pol) (full_fam F)->({full_term_pol f)->
{full_term_pol gO)->(full term_pol g)-»(suma_pol_mon F f g)-»
(m:monom) (full mon n m)->(fi:pol)(pol_In_ensemb fi F}->
(equpol g0 {(suma_app g (mult_m fi m)))->(suma_pol_mon F f g0},

Esta formalizacion requiere probar que la definicién inductiva suma_pol_mon
es estable por equpol y que verifica las propiedades reflexiva, simétrica y tran-
sitive. Las pruebas se derivan de la definicién del predicado suma_pol_mon, en
combinacién con la aplicacién de resultados de manipulacidn de polinomios.

Lemma equpol_ld_sum2: {p,q,p’:pol)(F:(1list pol}}(equpol p q)->
(suma_pol_mon F p p'y->(full_term_pol g)->(suma_pel_mon F g p’).

Lemma equpol_Id_sum2_op: (p,q,p’:pol)(F:(list pol))(suma_pol_mon F p* p}->
(full_term_pol q)->(equpol p q)}->(suma_pol_mon F p’ q).

Lemma reflex_squiv_Id2: (F:(list pol))(f:pol)(full_fam F)->
(full_term_pol f)->{suma_pol_mon F f f).

Lemma trans_equiv_Td2: (f,g,h:pol}(F:(list pol)){(suma_pel_mon F f g)=>
(suma_po) _mon F g h)->{suma_pecl_mon F f h).

Lemma sym_equiv_Id2: (f,g:pol)(F:(list pol})(suma_pol_mon F f g)-»

(suma_pol _men F g ).
[m]

A continuacién probamos algunos lemas técnicos sobre la relacién =5’ que
se utilizarén en pruebas posteriores. Las pruebas de los tres primeros se deri-
van immediatamente de la definicién de suma_pol_mon y de la utilizacidn de

simplificaciones polinémicas desarrolladas en la seccién 6.3.2.
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Lema 9.3.1. Dados f,g,h € K[z1,...,%n|, ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, si h se diferencia de {f —p g) en uno suma finita de
productos de monomios por polinomios de F, entonees a (h 4+, g) le ocurre lo
mismo respecto del polinomio f.

Traduccién en Coq:

Lemma squat_equiv_Id: (f,g,h:pel)(F:(list pol})(full_term_pol f£)—>
(full_term_pol g}->(suma_pol_mon F (suma_app £ (pol_opp g)) h)->

(suma_pol_mon F £ (suma_app h g)).
a

Lema 9.3.2. Si un polinomio f € K[z1,...,5,] s una suma de productos de
monomios por elementos de un conjunto de polinomios no nulos F, también lo
es si ampliamos el conjunto F con un polinomio no nulo® p, de n variables.

Traduccion en Coq:

Lemma equiv_Id_cpol: (f,p:pol) (F:{list pol)){full_term_pol p)->
(" (equpol p vpol))=>(suma_pel_mon F f vpol)->

(suma_pol_mon {cons p F) f vpol),.
a

Lema 9.3.3. La relacién suma_polmon es mondtona respecto a la suma de
polinomios.

Traduccién en Coq:

Lemma equiv_m: (F:(list pol))(f,g:pel){m:monom) (full mon n m}->
(suma_pol._mon F £ g)->(suma_pol_mon F (¢pol m £) (cpol m g)).

Lemma menot_suma_.pol men: (F:{list pol})(f,g,h:pel}(full_term_pol h)->

(suma_pol_mon F f g)->{suma_pol_mon F (suma_app h f) (suma_app h g}}.
[m]

Para ilustrar claramente la diferencia que presenta la demostracién formal
de una propiedad matematica realizada en Coq frente & la demostracién usual
con lapiz y papel, mostramos la prueba del lema siguiente en las dos versiones.

Lema 9.3.4. Dados f h € K|z, ..., 2, y FU{g} un conjunto de polinomios de
n variables no nulos, si g.,h se diferencia de f en una suma finita de productos
de monomios por polinomios de F U {g}, entonces f se puede erpresar como
suma finita de productos de monomios por polinomios de FU {g}.

i E?Li}{g} gh = f E';L"J{g} vpol

Prueba con lipiz y papel: Directamente de la propiedad distributiva del
producto de polinomios se obtiene que g.h = Y. g.m} con los m] monomios
recorriendo el polinomio h. Entonces f E;;‘L"J{g} gh = f=gh+3 mfi, de
lo que se deduce f = 3 gmi+ 3. m;.f; = >, mi.f{, donde tanto los polinomios
fi como los f! recorren F U {g}. Asf tenemos demostrado que f E?L‘J{g} upol.

3] predicado suma_pol_mon se formalizé sobre un conjunto de polinomios no nulos.
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Prueba: Se razona por recurrencia sobre /i; el caso h =, upol se resuelve utili-
zando que (h ., vpol) =p vpol ¥ que suma.pol_mon es estable por equpol (pig
185). Por otro lado si & =, (m : p), introducimos en primer lugar tres nuevas
hipétesis,

o Hl:g.pmm =g, vpol
© H2: (g.M™M +p 90P) S5 gy 9-vP
« H3:f=T4 1 9P

Combinando la hipétes.is de recurrencia H : (f =7, (o} gp0) = (f =F (o) vpol)
y H3 obtenemos la tesis del lema.

Tenemos que probar ahora, en orden inverso, las tres hipdtesis introducidas
en el contexto.

= Para demostrar H3 aplicamos la transitividad de E’;}b (9} respecto a la
expresion {g.pm +, g.,p)- Se obtienen asi dos nuevas submetas: una es la
hipdtesis H2, y la otra f =0 (s} {g.pem +p g.pp) se transforma, mediante
la estabilidad de ET_SL"J{Q} respecto a equpol, en f E?Li;(g} (g.p{m : p)) que
es, precisamente, la hipdtesis inicial.

= Utilizando, de nuevo, la estabilidad de E;?U {9} respecto a equpol, la meta

H?2 se transforma en (g.,p +p g.asm)) E}',‘L"J{g} (g.pp +pupol). Aplicando el
lema anterior monot.suma.pol.man, guedaria la meta g.pym _=.';‘U {9} vpol
que coincide con H1.

= Para probar H1 aplicamos el constructor suma_pol_mon2, eligiendo como
elementos intermedios g := (g.mym), m 1= (—m) y fi:= g. S56lo quedaria
probar vpol =, g.arm+p g p(—m) y g.mm 5’;&{9} g-pm, que se demues-
tran automéaticamente pues la primera es una propiedad ya probada sobre
polinomios y la segunda es el constructor suma_pol_monl.

Traduccién en Coq;

Lemma split_pol mon: (F:(list pel))(f,g,h :pol)(full_term_pol g)->
(full_term_pol h)->{full _fam F}->{suma_pol_mon (cons g F) f (mult_p g h))~->

o (suma_pel_mon (cons g F) £ vpol}.

Lema 9.3.5. 5i ¢ uno suma de productos de monomios por polinomios ne

nulos de un conjunto F, se le oriade el producto de un polinomio no nulo g

por un monomio, se obiiene de nueve una suma de productos de monomios
=TT

por polinomios de la familia ampliada F U {g}. Es decir, f =%* vpol —=
{g.mm 4+, ) E;‘t{g} upol.

Prueba: Como f se puede poner en la forma f =, 3 my.arh; donde m; € My »
y h; € F, por el lema (9.3.2), también podemos escribir f =, Y m;.arh; donde
m; € Mgy hi € FU{g}. Asl por el lema (9.3.3) y la transitividad de la
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relacién suma._pol_mon respecto a g.,rm, el polinomio (g.prm 4+, f) es suma de
producto de monomios por polinomios de la familia ampliada F U {g}.

Traduccion en Coq:

Lemma split_mon_mon: (F:(list pol))(f,g:pel}(m:monom)(full _term_pol g)->
{~(equpol g vpol)}->{(full_mon n m)->(suma_pol_.mon F f vpol}->
a (suma_pol_men (cons g F} (suma_app (mult_m g m) f) vpol).

Los dos teoremas siguientes prueban la equivalencia f =3 g <= [ =r
¢. Demostramos que dado un conjunto de polinomios F', el hecho de que un
polinomio se diferencie de otro en una suma finita de productos de monomios
por polinomios del conjunto F, es equivalente a que dichos polinomios sean
congruentes médulo F

Teorema 9.3.1. Sea f,g € K([z1,...,2n] y & un conjunto de polinomios no
nulos de n variohles, que verifican el predicado suma.pol_mon, entonces f =p g.

Prueba: Por recurrencia sobre la definicién inductiva de suma_pol_mon, se
obtienen dos metas. La primera meta, cuando f =, g, es trivial utilizando el
constructor ideal_vpol de la definicidn de ideal; en cuanto a la segunda f =p
(g1+pFfi-sm), esto es (f —pg1—pfi.m} €< F >, dado que f =F g1 por hipotesis
de recursién y fi.m €< F > por el corolario 8.2.1, se sigue de las propiedades
de Ideal

Traduccién en Coqg:
Lemma equiv_Id2_equiv_Id: (f,g:pol)(F:(list pol))(suma_pol mon F f g}->
O (equiv_Id F f g},

Para el reciproco se utilizan, entre otros, los lemas técnicos sobre la relacién
suma_pol_mon dados anteriormente.

Teorema 9.3.2. Sea f,g € K[z1,...,24] y F un conjunto de polinomios no
nulos de n variables, se verifica que si f = g, entonces f y g se diferencian en
una suma finite de monomios por polinomios de F, (f =% g).

Prueba: En primer lugar aplicamos recurrencia sobre (f —, g) €< F >; hay
que hacer notar que antes se debe transformar la meta inicial utilizando el lema.
9.3.1 en la nueva meta (f —p g) =" vpol. La primera submeta es consecuencia
immediata del constructor suma.pol_monl; la segunda es, p =p 3~ my.ph; con
mi € Mg n y by € FU{g}, bajo las hipStesis p =, q.p¢' +p 0’ vy 2 =p 3 ma-mhy
donde m; € My n y h; € F. Esta nueva meta se resuelve por induecién sobre el
polinomio ¢; el caso ¢’ =, vpol es consecuencia del constructor suma_pol_monl;
el caso ¢’ =, {m : ¢") se resuelve aplicando los lemas (9.3.2, 9.3.3, 9.3.4 y 9.3.5).
Notemos que, para finalizar las pruebas, debemos utilizar resultados acerca del
nimero de variables de los términos.
Traduccién en Coq:
Lemma ideal_suma_pel_mon: (F:(list pol))(f,g:pol){full_term_pol f]->

(full_term_pol g}->(full_fam F)->(Ideal (suma_app f {(pol_opp g)) F)->
(suma_pol_mon F f g).

Lemma equiv_Id_equiv_Id2: (f,g:pol>(F:(list pol)}(equiv_Id F f g)->
| (suma_pel_men F f g}.
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9.3.2. Sucesor comun

Para la caracterizacién de la clausura por la congruencia médulo un conjunto
de polinomios, objetivo tultimo de esta seccién, hemos definido el predicado
auxiliar suma_pol_mon. Por el mismo motivo, definimos la propiedad de que
dos polinomios tengan un sucesor comin, mediante el proceso de reduccién de
dos polinomios por un conjunto de polinomios no nulos.

Definicién 9.3.3. Sean g,h,p € K[z1,...,2,] y F un conjunto de polinomios

no nulos de n variables. Llamamos a p sucesor comun de g y h respecto a
F

— s
" A

Denotaremos dicha relacidn por g |F h, y en este caso decimos que los polino-
mios g y h tienen un sucesor comin.

Traduccién en Coq:

Inductive common_succ [F:(list pol);g,h:pol]: Prop:=
common_succ_red: (p:pol)(Red3 F g p)->(Red3 F h p)->(common_succ F g h).

Formalizamos resultados elementales sobre la definicién common_sucec y su
., L., F . Ny
relacién con la definiciéon <—— . Las pruebas se basan en la utilizacién del
*

- F
constructor common_succ_red y la transitividad de Q.

Lema 9.3.6. Dados f,g,h € K[z1,...,2n], y F un conjunto de polinomios no
nulos de n variables, se verifica

F
1. flfg = f+~—yg
F F
Traduccién en Coq:
Lemma common_is_Red_equiv: (f,g:pol)(F:(list pol))(common_succ F f g)->

(Red_equiv F f g).

Lemma trans_equiv_common: (f,g,h:pol)(F:(list pol))(Red_equiv F f g)->

g (common_succ F g h)->(Red_equiv F f h).

Explicitando la definicién de reduccién se puede elegir el polinomio adecuado
para ser el sucesor comin buscado en cada caso.
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Lema 9.3.7. Dados f,g,h,h' € K[z1,...,2n], ¥ F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica

1. La relacion |F es simétrica.

2 h-e Al = glfh
5 (k) A(g— M)A h=h) = FLFg

F
4 f—9 = flig
Traduccién en Coq:

Lemma conmt_common_succ: (f,g:pol)(F:{list pol)){common_succ F f g)->»
(common_suce F g f3.

Lemma trans_common_ted: (f,g,h:pol)(F:(list pol)}(Redi F h f)->
{common_succ F g f)->{cemmon_succ F g h).

Lemma eq_Red_equiv_common: (f,g:pol}(F:(list pol}}(h:pol)(Redl F £ h)->
(h':pol)(Redi F g h’}->(equpol h h')->{common_succ F f g).

Lemma Redl_is_common: {f,g:pol)(F:{list pel})(Redl F £ g)-»

o (common_succ F f gJ}.

A partir de la extensionalidad de —f—— (pdg 177) respecto a egupol, se

obtiene la extensionalidad de common._succ.
Traduccién en Coq:

Lemma comp_common_succ: (p,q,r,s:pol)(F:(list pol))(full_term_pol q)->
(full_term_pol s)->{equpol p gq)->(equpel r a)->

a (common_suce F p r)->(common_succ F q s}.

Utilizando el teorema 9.2.1, se demuestra que los polinomios g y g —p fi.pem
tienen sucesor comiin. Este resultado que enunciamos y demostramos a con-
tinuacién serd clave tanto para la prucba del teorema siguiente {9.3.4), como
para la prueba de la semicompatibilidad de la reduccién respecto de la adicidén
de polinomios (lema 9.7.1).

Teorema ©.3.3. Dades f,g € Klz1,...,2;], v F un eonjunto de polinomios
no nulos de n variobles, se verifice

Vm € Mg VHEF, (F=pg—p finm) = f 1l g

Prueba: Se explicita el monomio m de la forma (y,y0) y se procede en dos
etapas.

1. Cuando {y,y0) es un monomio no nulo, distinguimos dos casos.

a) hterm [fi .am (y,40)] € f, procedemos de nuevo por casos:
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1} Si hterm [fi . (y,40)] ¢ g, como g =, f — [fi.u(—m)],
aplicando el teorema (9.2.1) se tiene que f £, g. Luego,
utilizando la propiedad 4) del lema (9.3.7), se deduce f |F g.

2) Suponiendo que Aterm [fi .m (y,30)] € g, de la definicién red,

. F , i
se tiene que g — g = fi.pg ((Coef {Merh"zii} J‘Qi (,y0)]} 9),y0).

Por otro lado de la hipdtesis g =, f -+p fi-ar (v, ¥0} deducimos que
el coeficiente de hterm [fi .am (y,y0)) en g es igual al coeficiente
de hterm {fi .ar (y,y®)] en f mas (y .k [heoef fi]). Procediendo
de la misma manera que en la reduccién anterior tenemos que

F e g fim ((coef {hterm /s .2 (y.yﬂ)]}g),y[)). Con lo cual

coe 1

tenemos efectivamente que

WF RS
* :' IJ *
‘k F'

g — fi.pm’

donde m = ({eoel bterm e aOli} ol o)

b) Si hterm [fi {y,¥0)] & f, estamos en la condiciones del teorema

9.2.1; por consiguiente tenemos que g N f, y mediante el lema
9.3.7, se deduce f {F g.

2. Si(y,90) es el monomio nulo, es suficiente, mediante las operaciones de
polinomios, obtener que f =, g, y asi de la formalizacidn de common_suec,
se deduce que f | g, lo que acaba la prueba.

Traduccién en Coq:

Lemma sufc_commonl: (f,g,.fi:pol)(F:{(list pol))(full_fam F)->
(full_term_pol £)->(full_term_pol g)->{pol_In_ensemb fi F)->
(m:monom) (full _mon n m)->"(z_monom m)->

(equpol f (suma_app g {pol_opp (mult_m fi m)}})->(common_succ F f g}.

Lemma sufc_common: (f,g,fi:pol)(F:{list pol))(full_fam F)->(full_term_pol £}->
(full_term_pol g)->(pol_In_ensemb fi F)->(m:monom){full _mon n m)->
{equpol ¥ (suma_app g (pol.opp (mult_m fi m}}))->{(common_succ F £ g).
Ahora estamos en condiciones de demostrar el reciproco del corolario 9.3.1,
P . . F
cerrando asi la equivalencia ( — = = r). Hay que hacer notar que se

utiliza la relacidén suma_pol_mon la cual nos permite expresar de otra forma la
pertenencia de la diferencia de dos polinomios a un ideal
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Teorema 9.3.4. Sea f,g € Klzy,...,2s} ¥ F un conjunto de polinomios no
nulos de n variables, se verifica

My

Ia
fzrg & fspg= f~1+9

Prueba: Por recurrencia sobre la definicién de suma_pol_mon. El casc del pri-
. F

mer constructor, cuando f =, g, es trivial. La segunda submeta f ~— g, en

donde g =, g1 +p fi-mm, se resuelve aplicando en primer lugar la transitividad

. F T .
de Red_equiv respecto a g;. En efecto, f +— g) es una de la hipétesis obtenidas

. . F . . . .,
por recurrencia, mientras que g1 «—— g se obtiene combinando la aplicacién de
*

la propiedad 1 del lema 9.3.6 junto con el teorema anterior, segin el siguiente
esquema:

F
[ " > g=p g1 +p fi-mm
F F F
* * LS
F
a1 > T
*

Traduccién en Coq:

Lemma congr_conv : (F:(list pol)){f,g:pol}{suma_pol_men F f g)->
(Red_equiv F f g},
O

9.4. Noetherianidad de la reduccion

La noetherianidad [102, 66, 99] es sin duda, entre las nociones clésicas del
slgebra, la que tiene un tratamiento constructive mas delicado.

Examinando las exigencias de las matematicas constructivas sobre la noet-
herianidad se aprecia que no se trata simplemente de proporcionar algoritmos;
hace falta que las pruebas de su terminacion sean constructivas. Se trata de una
exigencia que roza la epistemologia, vy que es dificil de definir si no es por la
préactica.

En nuestro caso, si queremos obtener el algoritmo que calcule la forma normal
de un polinomio médulo un conjunto de polinomios, se necesita la propiedad de
noetherianidad?® de la reduccién para garantizar la terminacién de los cdlculos.

Definicién 9.4.1. Una relacién R definida en un conjunto A ¢s noetheriana
s no existe una sucesion infinita de la formaag Ray R ea R .. ..

4La noetherianidad garantiza la terminacién de los cdlculos sea cual sea la estrategia de
reduccion adoptada.
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Otra definicidn posible para lo noetherianidad es: una relacién R es noet-
heriana si, y sélo si, R~! es bien fundada, siendo R~! la relacién
simétrica de R (a R™'6 b Ra).

Pensainos que esta Ultima definicién de la noetherianidad es la méis apropiada
en nuestro caso v la formalizamos en Coq por:
Traduccién en Cogq:

Definition simetrice [A:Set;R:A -> A -> Prop; a,b:A) : Prop:= (R b a).

Definition noetheriano := [A:Set]}[R:A -> A -> Propl
{well_founded 4 (simetrico 4 R)).

Para demostrar que la relacion de reduccidon por un polinomio dado es noet-
heriana, se necesita que el orden definido sobre polinomios sea bien fundado.
Como esta propledad sobre polinomios se ha probado sobre el tipo pol_full (ver
pig 156), necesitamos formalizar la notacién de la reduccidén por un polinomio
para dicho tipo.

Traduccién en Coq:

Definition inc_red: pel_full -> pol_full -> pol_full -> Prop :=
[p.q,r:pol_full] (red (imc p) (inc q) {inc r)).

Ya hemos visto que el algoritmo de reduccién de un polinomio f médulo un
conjunto de polinomios F' es no determinista. Sin embargo, siempre termina:
probaremaos que T+ es noetheriana. Esto se debe esencialmente al hecho
que cuando en el paso de reduccién se elimina un término ¢ de ¢, entonces los
términos t' de g que verifican ¢ <, ¥, no cambian.

Para probar que en el paso de reduccion, el polinomio obtenido es menor
que el inicial, se necesita el siguiente lema técnico.

Lema 9.4.1.

Ya € K; Vbt € T™ ¥p,q,r € K(zy,...,x,); [fullpol ((a,b) : p)]
At € ((e,0) : p)} Afgr #p vpol) A

{({a, ) : p) =p g +p [(coef ((a,b) : p),t) : vpol] +5 7} A

(Mt eg=t<ptY AV er=t < t)

= tEp

Prueba: Comenzamos utilizando la decidibilidad de términos (¢ # b) V (¢t = b);
asi tenemos dos casos:

s El casot # b, una vez desdoblado la notacién term_in_pol, es consecuencia
del teorema 6.4.5 y de la hipdtesis t € ((a,b) : p).

» 8it = b. Dela hipdtesis (Vt' € ¢ = t <1, t') obtenemos que t <p (hterm g),
utilizando las reglas de reescritura ¥ el lema 6.8.8 dos veces tenemos que
(hterm ¢} = (hterm (g +, [(coef ((a,t) : p),t) : vpol] +p 7). Combinado
estos dos iltimos resultados, por la transitividad de términos y los lemas de
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la pégina 140, deducimos que t <z, (hterm ((a,t) : p)). Como el polinomio
((a,b) : p) es candnico, se obtiene que (¢ <z t) lo que es contradictorio con
la propiedad irreflexiva del orden <.

Traduccién en Coq:

Lemma auxl_red_menor2: {a:¥)(b,t:term){p,x:pol) (full_pol (cpol (a,b) pl}->

(term_in_pol {cpel (a,b) p} t)-»"{equpol x vpol)->(full_term_pol x)->

{equpol (cpol {a,b) p)(suma_app x (cpel ((coef (cpol {(a,b) p} t),t) vpol}))->
((t7:term) (term_in_pol x t*)->(Ttm t t’})-»(term_in_pol p t).

Lemma aux?_red_menor2: (a:K)(b,t:term){p,x,x0:pol) (full_pol (cpol (a,b) p)}->
(term_in_pol (cpol (a,b) p) t)->"(equpol x vpol)->~{equpol xC vpol)->
(full_term_pol x)->(full_term_pol x0)->(equpol (cpol {(a,b) p)
(suma_app x (suma_app (cpol ({coef (cpol (a,b) p) t),t} wvpoel) x0}))->
((t’:term) (term_in_pol x t7)->(Ttm t t'})->
((t?:term) (term_in_pol x0 t?}->(Ttm t’ t))->{term_in_pol p t).

Teorema 9.4.1. 5i f,g, f; € K [X], se verifica que

£
f—g9g=>9<f

Prueba: Simplificamos las notaciones relativas al tipo pol_full para trabajar
con el tipo usual pol verificando el predicado full_pol. Procedemos por induccion
sobre el polinomio f; el caso f = wpol se resuelve por inversion sobre la hipdtesis

vpol L g (contradice la definicién de red). Para resolver el segundo caso
aplicamos induccién sobre g. Cuando ¢ = vpol la prueba se obtiene mediante el
primer constructor (Tpol_Lez3_v) del orden definido sobre polinomios.

Ahora la meta es ((a0,60) : p0) < ((a,b) : p), con ambos polinomios no
nulos por ser candnicos y de tipo (cpol ((¢,t) : g)} (teorema 6.6.8). Aplicando
la tactica de inversion sobre la hipodtesis ((a,b) : p) i, ((20,50) : p0) se
obtienen tres nuevas hipétesis: t € {(a,b) : p) , ¢t € ((20,50) : p0) ¥

({a0,60) : p0) =p ((a,b) :p) ~—p fim ([COthtC((JE-)af’ ,f;g_ : p)]1 hte:’m ft)

Par el Corolaric 6.5.1 podemos descomponer el polinomie inicial de la forma:

(((_I, b] : p) =p T +P ((Coef {ts [((1, b) : p])),t) +IJ To
donde z = H[((a,b) : p),t] y zo = L[((a,b) : p), t], notaciones de dicho corolario.
Utilizando la decidibilidad de la relacién =, respecto a vpol, de los polino-
mios ¥ zo, distinguimos cuatro casos:

1. Cuando r =, To =, vpol, entonces ((a,b) : p) =, ((coef (¢, [(a, b} : p])), 1),
utilizando diversos resultados sobre los términos principales de polinomios
candnicos obtenemos la igualdad entre los términos b0 ¥

coel t ((a,b):p)) t )
heoef f; " hterm f; ]

hterm | ({(coel(t, [{a,b) < p])), t) = Find ([
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asi, como b = hterm ({coef(t, [{a,b) : p])),t). Aplicando el lema (6.8.14) y
la transitividad de términos se obtiene que b0 <y, b; se concluye este caso
directamente del segundo constructor de Tpol_Lex3.

2. Siz =g, vpol A zg #, vpol. Asi ((a,b) : p) =, ({coef (t, [(a,b) : p))), t)+p20;
come todos los términos del polinomio x4 son menores que ¢, podemos pro-
ceder de forma andloga al caso anterior a través del lema (6.8.14) y obtener
b0 < b. Ello nos permite utilizar el segundo constructor de T'pol_Lex3
para probar la submeta.

3. Siz #p vpol A zo =, vpol. Asi ((e, ) : p) =p z+,((coef (¢, [{a,b) : p])), 1),
utilizando lemas técnicos scbre los coeficientes y términos principales, de
forma analoga a los dos casos precedentes tenemas

~ . _ [coef t ({a,b) : p)] t
b0 = hterm [((“»b) 1) =p fim ( hecoef f; " hterm fi)]

» [coef ¢ ((a,b) : p)] t .
hterm [f,.M ( hooet 7, Ny fg‘.)] < hterm((a,b) : p)

v b = hterm((o,b) : p). Usando estas propiedades, el lema 6.8.8 deduce
que b = b). Combinando esta nueva hipétesis con el tercer constructor
de Tpol_Lex3d nos queda mostrar que p < pp. Aplicando la hipétesis

obtenida por la induccién, transformamos la meta anterior en p L To.
Es suficiente aplicar el lema anterior con @, b, = y zo = vpol, para deducir
quef € p. Las demds precondiciones de la reduccion se consiguen aplicando
propiedades de las operaciones algebraicas sobre polinomios.

4. Caso (z =p#p vpol) A (Te #, vpol). Se prueba de forma simétrica al caso
anterior, obteniendo b = b0 y aplicando el constructor T'pol_Lex3.cdr,
pues tenemos que {(a,b) : p} =, = +, ((coef (¢, [(a,b) : p))), t) +p Zo.

Nota: En todos los casos debemos utilizar muchos resultados técnicos sobre la
longitud de los términos y las formalizaciones de los elementos destacados de
un polinomio que alargan bastante la prueba.

Traduccion en Cogq:

I.E.]emma red_menor2: (f,g,fi:pol_full){inc_red fi f g)->(Tpol_full g ).

Como consecuencia del lema anterior y del hecho de que <. sobre K [X]
estd bien fundada (teorema 7.3.1), obtenemos que la reduccién por un polinomio
es una relacién noetheriana.

Teorema 9.4.2. Para cada f; € K [X], la relacidn i, es noetheriana.

Traduccidn en Coq:
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Lemma buen_ord _red: (fi:pel_full) (noetheriano ? (inc_red fi}).
m}

Ahora nos queds. probar que la reduccién por un conjuntc de polinomios
canénicos también verifica la propiedad de noetherianidad. Para ello, al igual
que en el caso de la reduccién por un polinomio, antes debemos formalizar dicha
reduccidn sobre el tipo polinomio canénico, pel_full.

Traduccién en Coq:

Definition inc_Redl: (list pol_full)->pol_full->pol_full->Prop:=
[F:(list pol_full)I[p,q:pol_full]l (Redi {inc_list F) (inc p) (inc q)).

Como consecuencia del teorema (9.4.1) y de la extensionalidad de la reduc-
cién de polinomios respecto a la relacién equpol se obtiene inmediatamente el
siguiente resultado.

Teorema 9.4.3. Sean f,g € K [X]| y F un conjunto de polinomios candnicos.
Se verifica que

F
f—9g=g=f
Traduccién en Coaq:

Lemma Redi_menor2: (F:{list pol_full)}{f,g:pol_full)(inc Redl F f g)}->

(Tpel_full g £).
O

Al igual que hemos hecho para probar la noetherianidad de N , demos-
- F . .
tramos la noetherianidad de —— a partir del teorema anterior.

Teorema 9.4.4. Pare cade conjunio de polinomics candnicos F, la relacion
F .
— &8 noetheriana.

Traduccién en Cogq:

Lemma buen_ord_redl: {(F:(list pol_full))(noetheriano ? (inc_Redl F)).
a

9.5. Forma normal

En esta seccién, formalizamos el algoritmo para el célculo de la forma normal
de un polinomio médulo un conjunto de polinomios F. La terminacién de este

algoritmo esta garantizada por la noetherianidad de r. , probada en la
seccién anterior. Es importante resaltar que esta forma normal ne es Unica en
general, y la idea central en la teorfa de la bases de Grébner es “completar”
(alargar) F' para que la forma normal sea tnica.

9.5.1. y Definiciones y propiedades elementales

Definicién 9.5.1. Un polinomio f € K[z1,...,Z,] estd en forma normal (o
forma reducide) mddulo F si f no es reducible mddulo F, es decir no existe un

polinomio g € K[z1,...,2x] tal gue f L. g. Se denotard por f_p.
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Traduccién en Coq:

Definition normal: (1list pol)-»>pol->Prop:= [F:(list pol)][f:pol])
(g:pol)("(Redi F £ g)).

Algunos autores llaman irreducible médulo F' a un polinomio que estd en for-
ma normal médulo F; no emplearemos esta terminologia para evitar confusidn
con el concepto de “no tener factorizacién propia”.

Ejemplo 9.5.1. Ei polinomio h en el ejemplo 9.2.4 estd en forma normal modu-
lo F = {f1, f2, f3}: ningiin término de dicho polinomio es miltiplo de los térmi-
nos principeles de los polinomios contenidos en F. Por lo tanto, no se puede
reducir por ningdn polinomio de F.

Por otro lado, si g ;= 623y + 822 + Szy + 3z + 5y° + 3y — 9, reduciendo por
el polinomio fi € F y por el términa 623y obtenemos,

gL gt = —18z% — 4z%y - 222 + 3zy — 3z + 547 + 3y — 9

a su vez g' se puede reducir por f1 y por el término —4x?y,

17 11 i3
q N, g1 = —182% 4 102% + ?xy-i- —3—m+5y2 + Fidn 13

Ahore g1 no puede reducirse por ningun polinomio de F, es decir estd en forma
normal modulo F; por lo tanto g1 es una forma normal de g médulo F. Decimos
una forma normal debido a que si hacemos otra reduceidn posible del polinomio
indcial g utilizando el polinomio fu y el término 623y, se obtiene,

g LIS gz = —18z° + 142% 4 8zy + 122 + 5y° + 6y - 18

g2 s también una forma normal mddulo F y sin embargo g, # g

De este ejemplo se infiere que la forma normal de un polinomio mddule un
conjunto de polinomios no es tnica. La eleccidn de tales conguntos F para que
la forma normal de un polinomio sea tUnica juega un papel fundamental en la
solucidn de problemas de ideales polinomiales y nos lleva ol concepto de base
de Grébner.

Al igual que hemos hecho con otras definiciones anteriores comprobamos la
extensionalided de lo relocidn normal con respecto a egqupol. La prueba es trivial

. . , F
a partir de la extensionalidad de — .

Traduccidén en Cog:

Lemma normal_sxt: (p,q:pol}{F:(list pol})(normal F p)->(full_term_pol p}->

{equpol p q}->{normal F q).
[

Un resultado técnico esperade v que induce la notacién (quizds desafortu-
F .,
nada) f —_ f, utilizada por algunos autores [87, 88], para expresar que el

polinomio f estd en forma normal, es el siguiente.
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Teorema 9.5.1. Dados f,g € K[z1,...,Zn], ¥y F un conjunto de polinomios
no nulos de n variables, se verifica que

(f = ) A for = (J=pg) A g-r

. C e F
Prueba: Se razona por recurrencia sobre la hipdtesis f —_ g Esto genera tres
casos: el primero se resuelve directamente por el lema anterior; el segundo por
contradiccidn entre las hipatesis obtenidas por recurrencia (go_) y (g0 —= h}
y; la tercera aplicando la transitividad de equpol y de nuevo las hipdtesis de
recurrercia.
Traduccion en Coq:

Lemma normal_eq_aux: (F:{list pol)}}{f:pol)(g:pol)(Red3 F f g)->

. (normal F £)->(equpol f g)/\(normal F g).

Un resultado Gtil que se obtiene a partir de la implementacién de polinomio
en forma normal es que el polinomio vpol estd en forma normal®. Se prueba
por introduccién de la negacién: supuesto gque vpol . g, por inversion se
obtiene gue existe un término t tal que ¢ € vpol. Desdoblando la formalizacién
de term_in_pol se obtiene como meta (coef t wpol) =k 0, que coincide con la
definicidn de la funcidn coef de la pagina 109

Traduccion en Coq:

Lemma vpol_normal: {G:(list pol))}(normal G vpol).
o

A partir del resultado anterior y del teorema 9.5.1 se obtiene el siguiente

corolario.

Corolario 9.5.1. Dados f € Kizy,...,Ts], y F un conjunto de polinomios no
nulos de n variobles, se verifica

F
(vpol —F £y = vwpol =, f

Traduccioén en Cogq:
Lemma Red3_vpol_normal: (F:{list pol)}(f:pol}{(Red3 F vpol f)->(equpel wpol f).
a
9.5.2. Procedimiento de normalizacion.

Demostramos resultados calculatorios para obtener el algoritmo del calculo
de una forma normal de un polinomic médulo un conjunto de polinomios.

Necesitamos previamente probar algunos lemas de decidibilidad de la reduc-
cidn, que simplificardn la prueba final.

Lema 9.5.1. Dados f,g € K[z1,...,%x], se verifica

(fullpol g) A (f #pvpol) = {3he Kla,..  2alig — h}V {g_(51}

5 Algunos autores suelen introducirlo como axioma.
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Prueba: Este resultado se prueba por recurrencia estructural sobre el polinomio
g. En el caso del primer constructor, es decir cuando g =, vpol, se verifica
automdticamente la afirmacién por el lema vpol_normel. Si ¢ =, {({y,30) : p)
utilizamos la hipétesis de recurrencia para el polinomio p; la existencia de un

polinomio = que verifica p Ly permite construir & =, ((y,y0) : =). La prueba

de g L. {{(y,¥0) : x) se hace por el término ¢, ya que el coeficiente de ten p y
en ((y,y0) : p) es el mismo por la hipdtesis de que g estd en forma canénica. En
la otra rama de la hipdtesis de recurrencia se abtiene que p esta en forma normal
médulo f, denotado por (p_(s}). Mediante la decidibilidad de la divisibilidad
de términos, teorema (3.5.5), estudiamos los dos casos posibles,

v hterm (f) | y0. Se tiene que el polinomio buscado es

{(,90) : ) —p foa (hcoef (f)’ hterm (f ))

es decir que g se reduce por el término de cabeza. Utilizamos aqui de
nueve que g es candnico y diversos resultados sobre términos y coeficientes
probados en capitulos anteriores.

= —(hterm (f) | y0). Se prueba por reduccién al absurdo: supuesto que

existe un polinomio g0 tal que {{y,y0) : p) N g0, por inversidn se

obtiene que existe un término ¢ tal que ¢ € {(y,70) : p), por el cual se
reduce ((y,y0) : p) médule f, verificdndose que (hterm (f} | t). 8it = 30
contradice el hecho ~{hterm (f) | y0), si t € p encontramos un polinomio

h tal que p LS que contradice la hipdtesis de recurrencia (p_y}).

Traduccion en Coq:

Lemma prev_calcula_fn2: (g,f:pol)(full_pel g)->(full_term_pol f)->

g ~(equpel £ vpol)->{h:pol | (red f g h)}+{(normal (cons f (nil pol)) g)}.
Generalizamos el lema anterior a la reduccién por un conjunto de polinomios

candnicos. La prueba se hace por induccién scbre el conjunto de polinomios

candnicos F, aplicando el lema anterior y resultados sobre la reduccién a cada

una de las submetas obtenidas.

Lema 9.5.2. Dados f € K [X], y F un conjunto de polinomios candnicos no
nulos, se verifica

{3geKX]; f —T= g} V {4=r}
Traduccién en Coq:

Lemma prev_calecula_fundbis: (F:{list pel_full)){f:pol_full)

(full_fam {inc_list F}}->{g:pol_fulll .

o (Redl (inc_list F) {inc £) (inc¢ g})} + {(normal (inc_list F} {inc £))}.
Para obtener el algoritmo que calcule una forma normal de un polinomio

mddulo un conjunto de polinomios, trabajamos sobre tipo pol_full debido a que,

como se ha comentado anteriormente, se necesita la propiedad de noetherianidad

de la reduccion (teorema 9.4.4}, para garantizar la terminacién de los calculos.
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Teorema 9.5.2. Dados f € K [X] y F un conjunto de polinomios candnicos
no nulos, se verifica

{3g€KlX]; (f —— g) A g-r}

Prueba: Utilizando la recurrencia sobre la noetherianidad de la reduccién por
. . . £ . T .
un conjunto de polinomios [ — ) se obtiene la hipdtesis de recurrencia noet-

F F .
heriana (¥ y; f — v = {3wo; (y —= W) A vo—r}). Aplicando el lema
anterior al polinomio f tenemos dos casos,

F . T ‘s .
» 3 p; f —— p. Aplicando la hipétesis de recursién noetheriana al po-
linomio p, mediante la tictica Elim, se obtiene un polinomio en forma

normal g, que verifica p —f- g. Asi el polinomio buscado es g. Al obtener

: F
por la transitividad de Red3 respecto al polinomio p, la meta f — g,
deducimos que el polinomio buscado es g.

= f estd en forma normal. El polinomio elegido es el propio f por la clausura
reflexiva de —— .

Traduccién en Cogq:

Lemma calcula_fnbis: (F:(list pel_full))(f:pel_full)
(full_fam {inc_list F})->{g:pol_fulll (normal (inc_list F} (inc g))/\
a (Redd (inc_list F) (inc f) (inc g))}.

A igual que hemos hecho con la funcidén que obtiene el polinomio candni-
co (pagina 129) a partir de un polinomio cualquiera, asociamos a un nombre,
for_norm, la construccién de la forma normal de un polinomio canénico médulo
un conjunto de polinomios candnicos no nulos. Asociamos el valor vpol al caso
en el que el conjunto de polinomios candnicos {list pol) contenga algiin polino-
mio nulo. La forma normal de un polinomio p, obtenida mediante esta funcién
se denotard (for_norm F p).

Traduccién en Coq:

Definition for_morm: (list pel_full)->pel_ full->pel_full.
m]

Aplicando la herramienta de extraccién del sistema a la asignacion for_norm
se obtiene el siguiente cédigo OCaml, que calcula una forma normal de un
polinomic candnico, médulo un conjunto de polinomios candnicos ne nulos.
let for norm f g =

match full_fam_dec {inc_list f) with

| true -> calcula_fnbis f g
| false -> Vpol

Los lemas siguientes prueban que el polinomio obtenido al aplicar la funcién

for_morm a un polinomio f candnico, estd en forma normal, tiene el mismo
. . e . F

nlimerc de variables que el inicial y verifica que f —_/0 (for_norm F f). Las

pruebas se obtienen directamente de la aplicacién del lema calcula. fnbis.
Traduccién en Coq:
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Lemma norm_corr: (F:{(list pol_full)}(f:pol_full)(full fam (inc_list F))->
({normal {inc_list F) {inc {(for_norm F f£))).

Lemma Red3_norm: (F:{(list peol_full})(f:pol_full)(full_fam (inc_list F))->
(Red3 (inc_list F} (inc f) (inc (for_morm F £)}).

Lemma full_term_norm: (F:{list pol_full))
(f:pol_full) (full_fam (inc_list F))->(full_term_pol (inc (for_norm F £))).
=]

Como aplicacidn de estos resutados, se comprueba que el resultado de aplicar
la funcién for_norm al pelinomio nulo es el mismo vpol; ocurre lo mismo con
un polinomio candnico que estd en forma normal.

Traduccién en Coq:

Lemza fn_equpol_vpol:(F:(list pol_full)){f:pol_full)}(full_fam (inc_list F})->
(equpol (ine £) vpol)=->(equpol {inc (fer_morm F f)) wvpol).

Lemma equpel_fn: (F:(list pel_full))(f:pol_full)(full_fam (inc_list F))->

a (normal (inc_list F) (inc f))->(equpol {inc {fer_norm F £}) (inc £)}.

A partir de la construccién de la funcién for_norm, y respectivamente, del
corolario 9.2.2 v de las proposiciones 9.2.8 y 9.2.9, son inmediatos los tres si-
guientes teoremas.

Teorema 9.5.3. Dados g € K [X]| y F un conjunto de polinomios candnicos
no nulos, st la forma normal de g es vpol entonces g estd en el ideal generado
por F', es decir

[(formorm F g) =, vpol] = ge< F >
Traduccién en Coq:

Lemma pol_fn_id2: (F:(list pol_full))(g:pol_full) (full_fam (inc_list F))-»>
{equpol (inc (for_norm F g)} vpol)->(Ideal (inc g) (inc_list F)).

a
Teorema 9.5.4. Dados g € K [X]| y F un conjunto de polinomios candnicos
no nulos, entonces lo forme normal de g, mddulo F, estd en el ideal generado
por g y F, es decir

{fornorm Fg)e<g: F >

Traduccién en Coqg:

Lemma fn_p_id: (F:{list pol_full}}(g:pol_full) (full_fam (inc_list F})-»

- (Ideal (inc (for_morm F g)) (cons (inc g) (inc_list F})).

Teorema 9.5.5. Dados g € K [X] y F un conjunte de polinomios canénicos
no nulos, entonces g estd en el ideal generado por la forma normal de g y el
conjunte de polinomios F, es decir

ge< (formorm Fg) . F>
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Traduccién en Coq:

Lemma pol_fn_id: {(F:(list pol_full))(g:pol_full)(full fam (inc.list F))-»
{Ideal (inc g) {coms (in¢ (for_norm F g)) (inc_list F))).
m]

Comprobamos que efectivamente, cualquier término de la forma normal
médulo F de un polinomio dado, no es divisible por el término principal de
ningin polinomio del conjunto F.

Teorema 9.5.6. Dados g € K [X] y F un conjunto de polinomios candnicos
no nulos, se verifica

(Vf € F) A (¥t € (for-norm F g)) = - [(hterm f)|t]

Prueba: Introduciendo en el contexto de hipdtesis la negacién de la conclusién
se obtiene como hipdtesis que (hterm f)|t. Utilizando esta nueva hipdtesis en
combinacidn con la formalizacién de la reduccién, se puede deducir que el poli-
nomio (for_norm F g) se puede reducir médulo f por el término ¢, con f € F,
lo que contradice la definicién de (for_norm F g).

Traduccién en Coq:

Lemma no_div_term_fn: {(F:(list pol_full))(g,f:pol_full)
(full_fam (inc_list F))->(pol_In_ensemb {inc f) {inc_list F))->
(t:term) (term_in_pol (inc (for_nerm F g)} t) -> ~“(term_div (hterm (inc f}) t).
o

La decidibilidad de la forma normal de un polinomio canénico médulo un
conjunto de polinomios, respecto del polinomio nulo (vpol) se obtiene automati-
camente de la aplicacién de la decidibilidad, respecto a equpol, de polinomios
cualesquiera.

Traduceidn en Coq:

Lemma for_norm_dec_vpol: (F:(list pol_full)}(g:pol_full)

(full_fam (inc_list F))->

{{equpol (inc (for_norm F g)) vpol)}+{ (equpol (inc (for_norm F g}} vpol)}.
[m]

9.6. Relaciones basicas entre reduccién y térmi-
nos principales
Si expresamos un polinomio de varias variables como una lista de mono-

mios ordenados, en orden decreciente, entonces la reduccion en un paso red
(definicidn 9.2.1) se puede interpretar de la manera siguiente.

crt 4+ it c.t +(monomios menores) —
{ (EEE;f'f-E’ m)-M(fj) +{monomios menores)} =

i b+ .. citi +{monomios menores).
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De este esquema podemos inferir informalmente que, en el caso de la reduc-
cién por un término distinto del término de mayor grado (término principal),
el polinomio resultante de la reduccién tiene el mismo término principal que el
del polinomio inicial. Y en el caso de la reduccién por el término de cabeza, el
polinomio resultante tiene el término principal menor que el inicial.

El teorema siguiente, muy 1til en posteriores resultados, formaliza la infe-
rencia anterior. '

Teorema 9.6.1. Dados f,qg, f; € K(z1,...,24,], se verifica

(f L g) = hterm (g) <y hterm (f)

Prueba: Por casos sobre la decidibilidad de los polinomios f y g respecto a
vpol. Cuando f =, g =, vpol, por la extensionalidad de hterm respecto a
equpol y la transitividad de términos, se obtiene facilmente la igualdad de los
términos principales. Si g =, vpol y f #p, vpol se utiliza la decidibilidad de

términos (teorema 3.3.1), respecto a (hterm f) y (z9z9...2%). En el subca-

so (hterm f) = (z929%...29) por la proposicién 6.8.5 se alcanza la igualdad
(hterm f) = (2923 ...20) = (hterm g); si (hterm f) # (2929...2%) se re-
suelve utilizando la condicién de minimalidad de (x9z9...z%) para el orden
lexicografico (teorema 3.4.8).

En el caso g #, vpol, explicitando la definicién de reduccién en f i, g,
tenemos que existe un término ¢t € f con (hterm f;)|t, tal que

(coef t f) t
heoef (f;) hterm (fj)>

A partir de la existencia de un término ¢t € f, introducimos en el contexto dos
nuevas hipétesis: f #, vpol y t <1, hterm (f), que se deducen de la formalizacién
de la reduccién y de la presencia de un término en un polinomio. Estudiamos
los dos casos posibles obtenidos a partir de esta tltima hipdtesis:

9=pf—pfim (

s t = hterm (f). Reescribiendo esta igualdad de términos y utilizando re-
sultados sobre términos y cuerpos probados en capitulos anteriores, de-

ducimos que M(f) =p M (fj.M (,(12‘;2“){%, e (fj)))s. Combinando

esta nueva hipétesis con g # vpol y la igualdad polinémica anterior, obte-
nemos mediante el lema 6.8.14 (hterm._eq.suma.Ttm), que hterm (g) <y,
hterm (f).

s Casot < hterm (f). Procediendo de la misma forma que en el caso anterior

se obtiene hterm {fj.M ('(I‘C’ZZ ‘(ffj)), et (fj)>] = t. De este hecho y de

la hipétesis t < hterm (f), mediante el lema 6.8.8 (hterm_suma-Ttm), se
obtiene directamente que hterm (g) = hterm (f).

Traduccién en Coq:

6Es la reduccién por el término de cabeza, es decir el monomio cancelado es el principal
de f.
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Lemma aux_no_hterm_Ttm_in_red: (f,g,fj:pol}(red £fj f gi->

(Ttm (hterm g) (hterm £)) \/ (hterm g)=(htern £).
]

Como consecuencia inmediata de este teorema y de las propiedades del orden
lexicografico sobre términos, se obtienen los dos corolarios siguientes.

Corolario 9.6.1. Dados f, g, f; € K[z1,...,%a), y t € T", se verifica

(f LN g) A {hterm (f) <pt) =  hterm(g) <t

Traduccién en Coq:

Lemma no_hterm_Ttm_in_red: (f,g,fj:pol)(titerm){full n t}->

(Ttm ¢hterm f) t)->(red fj f g)->(Ttm (hterm g} t).
m]

Corolario 9.6.2. Dados f, g, f; € K[%1,...,%n], yt € T™, se verifica

(F 2o g) A (hEfiti<st) = (V2 g ta < t)
Traduccién en Coq:

Lemma no_hterm_Ttm_in_red_bis: (f,g,fj:pol)(t:term){full n t)->
((t1l:term)(term_in_pol f t1}->(Ttm tl t))->{red fj £ g)->
((t2:term) (term_in_pol g t2)->(Ttm t2 t)).

9.7. Semicompatibilidad respecto de la adicién

Una de las razones por las que los teoremas sobre reduccién de polinomios
son dificiles de probar (en comparacién con pruebas anilogas en teoria de rees-
critura) es que no se verifica en general la compatibilidad de la suma de po-

. , L. . . F
linomios respecto de la reduccién. Es decir, no es cierto que f —— g =

F . . . . . L
(f +p b} — (g9 +p h). Aln asi se va a verificar bajo ciertas restricciones;
estos resultados seran pieza clave para demostrar la caracterizacion de gue la
reduccién de polinomios satisface la propiedad de Church-Roser.

Ejemplo 9.7.1. En el ejernplo 9.2.1 vimos que siendo f =, 6x3y+4zy-+4y°~1
¥ fi=p 2zy + y®, entonces,

2ey+y”; hred
el

62y + dz’y + 4y - 1 g=p —3z%y° +4zy + 4° - 1

Tomande h =p —6z%y + 3zy + 1, se tiene que,

2zy+y°; hred
—_—

f+ph 3zy + 4y° — 2a9° #p —62%y - 32%° —dz?y+ 4 =, g+, h

También, tomando h =, 6zy + 3Ty + 1, se tiene que,
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3.
f +p h 2zy+yT; hred
La clave de estos ejemplos es la relacidn gue hay entre los términos principales
de los polinomios f y h; en el primer case se verifica que hterm(h) = hterm(f)
y en el segundo hterm(h) <p hterm(f)

= 3z%® + 102%y + 3oy + dy® =, g +p b

Nota: Las observaciones de este ejemplo se generalizan en los dos siguientes
teoremas. Por razones de aplicabilidad se formalizan en Coq de dos formas
equivalentes,

Teorema 9.7.1. Dados f, g, h, fi € K[z1,...,Ts], se verifica

fis hred Fii hred
—_— [

(f
Prueba: Dela hipétesis Aterm (h) <, hterm (f}, por el lema (6.8.8) deducimos

que hterm (f +, h) = hterm (f), y asimismo por el lema (6.8.9) sabemos que

heoef (f +p h) =k hecoef (f). Combinando estas nuevas propiedades con la
fii hred

g) A (hterm (k) <y hterm (f)} = (f +5 h) (9 +ph)

reduccién por el término t = hterm (f); de la hipétesis f g se obtiene

directamente que (f +, h) e, {g +p h). Se finaliza la prueba demostrando las
igualdades sobre polinomios que se necesitan en la definicion de red asi como
las propiedades referentes al ndmero de variables de los polinomios dados y a la
presencia de términos en polinomios.

Traduccién en Coq:

Lemma hred_suma: (f,g,fi:pol){hred fi f g)->(h:pol)(full_term_pol h)->
(Ttm (hterm h) {hterm f£))->(red fi (suma_app f h) (suma_app g h)).

Lemma hred_suma_bis: (f,g,fi:pol)(hred fi f g}->{h:pol){full_term_pocl h)->
((t:term) (term_in pol h t)->{Ttm t (hterm f}))->

(red fi (suma_app f h) (suma_app g h)).
O

Teorema 9.7.2. Dados f,g,h, fi € K[zy,...,T,), se verifica
(f Lo g) A Ve e h = (hterm (f) <L 8)] = (f+ph) —Lo (g+ph)

Prueba: Como f i g, sabemos que existe un término £ € f por el cual el
polinomio f se reduce a ¢ médulo f;. Utilizando el mismo razonamiento que en
la prueba precedente de la hipétesis [Vt € h = (hterm (f) < t)] v los lemas (
6.8.10 y 6.8.11), se obtiene que, t € (f +, h) v (coef t f} =k (coef t (f +, h)).
Con lo cual disponemos de todas las condiciones necesarias para poder aplicar
el constructor redl_simpl de red y asi probar la meta: (f 4, h) ——= (g 4+, h)
mediante el término t.
Traduccion en Coq:

Lemma basic2; (f,g,fiipol)(red fi f g)-»>{h:pol)(full_term_pol h)->
{(t:term)(term_in_pol h t)->(t’:term){(term_in_pel f t’}->(Ttm t’ t))->
(red fi (suma_app f h) {sume_app g h)).
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Lemma basic2_bis: (f,g,fi:pel)(red fi f g)->(h:pol){full_term pol h)->
((t:term) (term_in_pol h t)->(Ttm Chterm f) t))->

0 {red fi (suma_app f h) (suma_app g h)}.

Lema 9.7.1. (Semicompatibilidad) Dados f,g,h € K[z1,...,2n] ¥ un con-
junto de polinorios no nulos de n variables F', se verifica

F—Sog = (F+ph) 1F (g+ph)

Prueba: Explicitando la hipdtesis f . ¢ se obtiene que g =, f —p fim
donde f; € F y m € Mg . Por consiguiente g+, b =, (f +p b} —p fim; de esta
igualdad y del teorema (9.3.3) se deduce directamente que (f +5 k) 15 (9+5 4),
de acuerdo con ¢l siguiente diagrama.

fph (9 +5h) =p (f +p k) =p fimm

Traduccién en Coq:

Lemma basic3: (h,f,g:pol)(F:{list pol})(Redl F f g)->(full_term_pol h)->

O (common_succ F (suma_app f k) (suma_app g h)).

Terminamos esta seccidén con dos resultados técnicos de mucha utilidad en
la caracterizacién de las bases de Gribner.
Lema 9.7.2. Dados f,g,h,h' € K[z1,...,Tx] ¥ un conjunto de polinomios no
. _ . £
nulos de n uvarinbles F, se verifica que si, (h — Mynlh=p f—pg) =

F F
', g tal que (f — FY A (g —— @) A(H = ' =4 ")

Prueba: Al ipual que hemos hecha en pruebas anteriores, en primer lugar pro-
; P . F
bamaos el resultado bajo la hipdtesis de la reduccién en un solo pase —— .
P F . . L .
De la hipdtesis h —— k' se obtiene que existe un termmo t € h que verifica
‘ h .
W=ph—pfimymdonde fy € F ym= (,E_‘Z‘;Z’}Ef)), merm T )). Dependiendo
de la presencia o no del término £ en los polinomios f ¥ g tenemos los siguientes
Casos:

1. te fyteg Procedemos de nuevo por casos, segun:

a) f{coeft f) =k {coef t g). Esta nueva hipdtesis junto con h =p f—pny,
nos permite deducir que ¢ ¢ h, lo cual contradice la hipotesis t € h,
obtenida anteriormente.
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b) (coef t f) #x (coef t g). Eligiendo:

PSS C- LY )
F'=pf-pfim (hcoef (f:)’ hterm (fi))

=gy fi {coef t @) t
§=9TIEM N heoef (£ hterm (1)
y siguiendo el siguiente diagrama
f - g = h
fis t fir t fis t
f.' _ gl _ hl

se obtiene el resultado

‘F' r £
h =p (f_pg) - h =pf"p9 =p (f_pg)““pfi M

donde,
_ [coef ¢ f)—w{coef t g} _ {coef t h)
m' =u ( = hcoefK(f..} . re (f;)) M (h‘é‘éif (F)e Kierm (f,))
2. tefytg¢yg. Tomando:
v s [ lcoeft f) ¢ r
Fr=p =k (hcoef (£:) hterm (f:) )’ Y 4°=p9

de (coef t f) =k (coef t h) se deduce f ALY F'. Como por la clausura
F

reflexiva tenemos que g — g =p ¢', se finaliza la prueba al verificar que
I
th (.f _pg) " ! =p hid "pg,-
3. té¢ fyte g, essimétrico al anterior. Ahora:

(coef t g) t
heoef (f;) hterm ( fi))

4. t¢ fytd¢yg Aligual que el caso 1.a), obtenemos la contradiccidn dada
portg hyteh.

F=pf, v ¢ ==9—pf1--(

En los casos donde la prueba no se obtiene por contradiccidn, debemos utilizar
igualdades sobre polinomios, términos y elementos del cuerpo, asi como las pro-
piedades de los términos de n variables, demostrados en capitulos anteriores,
que hacen un poco farragosa la prueba.

L, F . .
La demostracién para — se obtiene de la correspondiente prueba de la

reduccién en un solo paso y de los constructores de Red3.

Traduccién en Cog:
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Lemma pre_basic4_Redi: (h,h’:pol)(F:(list pol))(Redl F h h’)->
(f:pol) (full_term_pol f)->(g:pol)(full_term_pol g)->
(equpol h (suma_app f (pol_opp g)))->(EX £’ | (Red3 F f £’) &
(EX g’ | (Red3 F g g’) & (equpol h’ (suma_app £’ (pol_opp g’))))).

Lemma pre_basic4_Red3: (h,h’:pol)(F:(list pol))(Red3 F h h’)->
(f:pol) (full_term_pol f£)->(g:pol)(full_term_pol g)->
(equpol h (suma_app f (pol_opp g)))-> (EX f’:pol | (Red3 F £ £’) &

(EX g’:pol | (Red3 F g g’) & (equpol h’ (suma_app f’ (pol_opp g’))))).
(m]

Teorema 9.7.3. Dados f,g € K[z1,...,z,] y un conjunto de polinomios no
nulos de n variables F, se verifica

(f ~pg) — vpol = f1F g

, . F
y, ast en particular f 9
Prueba: Aplicando, mediante la tactica Elim, el lema anterior con la hipétesis
F . . . .
(f-p9) —Q vpol, se obtienen dos nuevos polinomios, ¢ y go, que verifican

F F .
f — ¢y g—/ tales que ¢ =, go, pues (vpol =, ¢ —p qo), obteniendo
asi un sucesor comun de f y g.

Traduccién en Coq:

Lemma basic4: (f,g:pol)(F:(list pol))(full_term_pol f£)->(full_term_pol g)->

(Red3 F (suma_app f (pol_opp g)) vpol)->(common_succ F f g).
]



Capitulo 10

Bases de Grobner

10.1. Relevancia practica

En 1926 Hermann propuso una cuestion [64], mas tarde conocida como el
problema de pertenencia a un ideal; dicha cuestién ha sido presentada de
diferentes formas y estudiada en varias Areas.

En 1965 Bruno Buchberger encontré una solucién [29] a este problema. Su
descubrimiento, llamado bases de Grobner en honor al director de su tesis {Wolf-
gang Groébner), es un conjunto especial de generadores para ideales en un anillo
de polinomios en varias variables,

Pasaron alrededor de 10 afios antes de que este concepto fuese conocido por
las comunidades de investigadores en Matemadtica y en la Teoria de Ciencias
de la Computacién. Ahora estd ampliamente reconocido y las técnicas que uti-
lizan bases de Grobner son capaces de resolver muchas cuestiones interesantes
de Algebra, ver [53, 58, 33|, con aplicaciones en Fisica, Quimica e Ingenieria.
Algunas son:

= Especificacién de un ideal: ;Todo ideal I < K[zq,...,z,] tiene un
conjunto generador finito? (Teorema de la base de Hilbert, 1.888).

» Pertenencia a un ideal: Dado un polinomio f € K[z),...,2,] ¥ un
ideal I =< f1,..., fs >, determinar si f € .

= Resolucién de ecuaciones polinomiales: encontrar todas las solucio-
nes comunes en K™ de un sistema de ecuaciones polinomiales en n varia-
bles.

« Problema de la igualdad: ;Son dos polinomios f, f' iguales en el anillo
cociente K[X|/ < F >7 o equivalentemente jes f — f' un miembro de
< F>7

= Problema de la interseccidén: ;Qué ideal es la interseccién en K{X] de
dos ideales < F > y < F' »7



210 Bases de Gridbner

s Problemas de simplificacién: Simplificacién de términos con respecto
a relaciones polinomiales. Este problema tiene dos aspectos: obtener obje-
tos equivalentes pero mds simples y calcular representaciones dnicas para
objetos equivalentes.

» Matrices de polinomios: Dados F = {f1,....fa} v G = {91,.. ., 9m}
dos conjuntos de polinomios, siendo G una base de Grébner para F.
Encontrar la matriz de polinomios ¥ con m filas y n columnas donde

fi=2icicm9iYis (paraj=1,...,n).

En K|z] no se plantea ninguno de estos problemas al tratarse de un dominio
de ideales principales. Esto ocurre siempre que el anillo es (como en le caso de
Z y de K|z]) un dominio euclideo.

La teoria de las bases de Grébner es una herramienta fundamental en la
moderna geometria computacional algebraica y es parte importante del dlgebra
computacional. En el caso conmutativo estd incluida en los mejores y mas im-
portantes programas de sistemas de computacién simbélica y se aplica en una
amplia variedad de dreas de investigacién aparentemente no relacionadas entre
si. Por nombrar algunas: aplicaciones en robética (104, 116], geometria com-
putacional [110], andlisis estadistico, probadores de teoremas geométricos [74],
técnicas de reescritura [27, 65], etc. Ademads, se estdn empezando a aplicar en
el modelado de superficies v criptografia. Una conferencia conmemorando los
33 afios de las bases de Grobner fue celebrada en R.I.S.C. en Linz, v las actas
[36] contienen articulos sobre diferentes aspectos de las bases de Grobner que
estan siendo motivo de investigacién. Como dice Barkee en [11] “es inevitable
que al igual que la teoria de Galois, la teoria de Buchberger se convierta en una
herramienta usada por mateméaticos en pruebas”.

Resumiendo, la teoria de las bases de Grébner continua su desarrollo y genera
“un interés creciente por su utilidad como herramienta computacicnal, la cual se
aplica en un amplio abanico de problemas en matemadticas, ciencia e ingenieria”

[4].
10.2. Nociones basicas. Definicién

Los dos primeros problemas, propuestos en la seccidn anterior, sobre ideales,
tienen distintas soluciones en los casos de una y de varias variables.

1. Pertenencia a un ideal: Dado el anillo de pelinomios Kz1,...,2Za] ¥
un ideal [ =< fl;---:fs >,

DATO: feKlzi,...,Tn]

PROBLEMA: fel

es decir, existen polinomios py,...,ps € K|z1,...,T,] de modo que se
verifique que f=p1.fi + ... + s fs
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En el caso de una variable, a partir del algoritmo de la divisién, dado un
polinomio f € K[z] y un ideal I =< g >, dividiendo f por g, obtenemos

f=ag+r

en donde ¢,r € Kfz] y r = 0 6 grad(r) < grad(y). Entonces, f € I si, y
sélo sir = 0; y asi tenemos un test algoritmico para resolver este problema.
Utilizando la notacidén que se ha introducido en las secciones anteriores,

para polinomios de varias variables serfa; fe I =<g> & f —i- 0.

2. Especificacidon de un ideal: Dado un ideal I C Kiz,...,z,] jexis-
ten polinomios f; € K[zi,...,zx] que verifiquen I =< f1,..., f; >7 En
otras palabras, dadas dos familias distintas de polinomios fi,...,fs €

Klzy,....zal ¥ fi,. . [l € Klz1, ..., 2], {se verifica la igualdad de idea-
les < fl:"'sfs >=< f{a""nfr‘,’ >7?

En el caso de una variable, K{z|, por ser dominio euclideo se verifica que
< f11"‘1f8 >=< MCd(f11"‘:f3) >.

Por el contrario, en el anillo K{z1,...,z,], si después de hacer la reduccién
del polinomio f mediante la familia de polinamios F' = {f},..., fs) obtenemos
un resto nulo, entonces

f = 31f1+...a3f3

vasi f € < fi1,...,fs > Por consiguiente » = 0 es una condicién suficiente
para resolver ¢l problema de la pertenencia a un ideal. Sin embargo, no es una
condicién necesaria como se ve en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 10.2.1. Sean los polinomios f =xz?y -y, fi=xzy—x; fa =22 -y
en Qz,yl, la familia F = {f1, fa} y el ideal I =< F >C Q[x,y]. Utilizando el
orden graduade lexicogrdfico con x > y, se obtiene

-
FEEE (@ -y

-1 r
iz, 0, es decir f—*'-O

Luego f = zf1 + fa, y ast f € I. Sin embargo, si en lo reduccidn, uwiilizamos
-]

primero el polinomio fa, tenemos que f Eka) (y? —vy), mientras que y® — y

no es reducible mddulo F. Asi, el resto con esta otra reduccidn (division) de f

por F no es cero, pese a que f estd en el ideal 1.

Incluso en el caso de polinomios de una variable siguiendo el procedimiento
del ejemplo, se tiene la misma dificultad. Por ejemplo, siendo f = z?; fi = 2>+
f2 = 28 —z?+z, entonces f no es reducible médulo f1, f, y sin embargo tenenios
que f = fi — fo € I =< f1,f2 >. Este problema se resuelve encontrando,
como hemos dicho anteriormente, un “buen” conjunto generador para I. Para
tal conjunto el resto de la divisidn deberia ser dUnico y asi la condicidn » = 0
serfa equivalente a la pertenencia al ideal. En K[z], por ser dominio de ideales
principales, se tiene que < fi, f2 >=< z >=< med(z* + z,2° =22 + z) > En
el anillo Kz1,...,Zs), que no es un dominio de ideales principales, serdn las
bases de Grobner los “buenocs” conjuntos generadores.
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Definicién 10.2.1. Un conjunto de polinomios no nulos de n varigbles F, se
dice que s una base de Grobner (para el ideal generado por F) si se verifica
que:

(G1) VfeKz1,....zn], fe<F> = (f—i—vpol)

En otras palabras, si F es una base de Grébner para el ideal < F' >, entonces
cuelquier polinomio no nulo de < F > es reducible modulo F.
Cuando F es una base de Gribner y f €< F > es irreducible, entonces se

. F P . .
vertfica f — vpol sélo si f =, vpol. Inversamente, si encontrarmos un h para
F . . . .
cualquier f €< F > tal que f — h, siendo h irreducible modulo F', tenemos

F
claramente que h €< F >, as{ pues h debe ser vpol y entonces f —Q wpol,

Esto es, F' es una base de Grobner precisomente cuando la reduccidn mddulo F
es un “simplificador” de la forma normal para K{z1,...,zs)/ < F >.

Nota: La formulacién anterior de base de Grobner es la inicialmente dada por
Bruno Buchberger en [31, 6]. Mis tarde, como veremos en las siguientes seccio-
nes, se dieron otras formulaciones alternativas dirigidas especialmente a propor-
cionar un modelo constructivo de dichas bases.

Ejemplo 10.2.2. Sea < F > el ideal generndo por los polinomios
g1 = 2’yz —x2”,

02 = wy’z —Tyz,
g3 = 2y’ — 2
en K(z,y, z|.
Una base de Grébner de este ideal (con respecto al orden lexicogrdfico, tomando

x>y > z)es el conjunto

C = {g2, g3, 2%yz — 2%,y2* — 2%, 2%2% - )
r . G
Ya que < F >=< G >, ademds para todo f €< F > se vertfica que f — vpol,

independientemente de la secuencia de reducciones seguida. Como se puede ver
en este ejemplo, una base de Grobner puede contener, y contiene normalmente,
mds polinomios que el conjunto iniciol.

Traduccién en Coq:

Definiticn Groebmeri_full:= [F:(list pol_full}]((full_fam {inc_list F)}/\
(f:pol_full){Ideal (inc £} (inc_list F))->(Red3 (inc_list F} (inc £} vpel)).

Nota: Por las razones dadas anteriormente (ver seccidn 7.3}, implementamos
asta formalizacién de base de Grobner, al igual que haremos mas adelante con
las demas formalizaciones alternativas, sobre el tipo pol_full.
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Esta formulacién de base de Grébner resuelve el problema de la pertenencia
a un ideal en polinomios de varias variables. Sin embargo, no nos dice cémo
construir la base de Grébner para un ideal I de una base F. La idea del méto-
do de Buchberger es “completar” la base £ ahadiendo (un nmimero finito) de
polinomios. La primera contribucidn de Buchberger fue demostrar que esta com-
pleccién sélo necesita una cantidad finita, para un ndmero finito de polinomios
de F.

Sea { =< f1,...,fs > unideal de K[z,...,znl, v F = {f1,..., fs}, slendo
fi #0(1 <i < s). De la definicién 10.2.1 y de la dada para la reduccién por un

conjunto de polinomios ( £, ), se deduce que F es una base de Gritbner si, y
sblo s1, Vf € I, existe i € {1,...,s} tal que hterm (f;) divide a algin término
del polinomio f; en el caso particular de la reduccién por el término de cabeza
si, y s6lo si, divide a hterm (f).

En el caso anterior, la dificultad surge con los elementos de [ cuyos términos
no son divisibles por ninguno de los Aterm (f:}. Esto ocurre porque aunque
f esté en I, es decir f = 5;_, hifi para alglnos h; € Kizy,..., 2], pueden
cancelarse términos de estos productos de polinomios, vease el siguiente ejemplo.

Ejermplo 10.2.3. Sea el ideal I =< 23 — 2zy, 2%y + x — 2% >, utilizando el
orden lericogrdfico en Kz, y], tenemos que

z . (2Py+z—2) -y (2 - 22y) = 27,

con lo cual % € I, sin embargo 2 no es divisible por T ni por z2y.

De manera similar a lo que se hace en los sistemas de reescritura {5, para
evitar estas eliminaciones de términos (pares criticos, ver [34]) se introducen
unas combinaciones especiales (resolventes) de elementos del ideal de polinomios

I, llamadas normalmente S-polinomios, que se estudian en la seccidn siguiente.

10.3. S-Polinomios

El ¢cémputo de una base de Grébner de un conjunto de polinomios no nulos
de n variables est4 intimamente relacionado con el de S-polinomio! $(p,¢) de
dos polinomios p, g € K{zy,..., 2.

De manera intuitiva el S-polinomio de dos polinomios p y ¢ se obtiene
con &l siguiente proceso: hallamos el minimo comin maltiplo L de los términos
principales de p y ¢, multiplicamos p y ¢ por los factores apropiados ¢ y ¢’, de
modo que los términos principales de (p’ . p) y (¢’ . ¢) sean ambos L y, con el
mismo coeficiente (el 1 del cuerpo). Entonces se forma el polinomio (p'.p—¢".q).
Este polinomio es lo que denominaremos S-polinomio de p y ¢. Resaltar que el
término L sélo “aparece” en la definicién formal de S-polinomio.

Definicién 10.3.1. Sean wvpol # p,q € K|z1,...,2z.|. Entonces se define el

'Es una abreviacién de “syzygy polynomial”.
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S-polinomio de p y g, como

S = . = : =
(D) =p P (hcoef (p)" hterm (p)> T (fwoef (g)" hterm (q))

donde L = mcemlhterm (p), hterm (q)]. En el caso que p o q sean el polinomio
vpol el S-polinomio resultante es también vpol.

Traducecién en Coq:
Definition S_pol :=(p,q:pol] Cases p q of

vpel x  =>  wpol
| x wvpol => wpol

L pg =
(suma_app
(mult_m p

((divK unK Chcoef p)),
(div_term (lem (hterm p) (hterm q}) (hterm p))})
(pol_opp (mult_m q
((divK unK (hcoef qlJ,
{div_term {icm {hterm p) (hterm q)) (hterm q)>))))
end.

De la definicién de S-polinomio se deduce que el polinomio construide S{p, ¢}
cancela el mem[hterm (p), hterm (q)|, siendo este el primer término (el término
més pequefio) que puede ser reducido médule p y médulo ¢, aunque la reduccién
de mem[hterm (p}, iterm (q)] puede diferir segtin sea el polinomio utilizado en
la. reduccion.

Ejemplo 10.3.1. Sean fi = 2zy —y, fo = 3z° -~y € Q[z,y], con el or-
den lezicogrifico definido sobre términos por (y <r ). Entonces L = x?y,

2 2
S(f1.fa) = hiah—fagr = fidz—fady = 2%y —day—rly+ jyv? = — oy +3v°
Se ve que hterm (f1 . 3z) = z2y = hterm (f2 . 3¥), se cancelo en S(fr, f2)-

Existe otra manera de considerar los S-polinomios. En la reduccién del po-
linomio f por el conjunto F = {f1, f2,.... fs}, puede ocurrir que el térmi-
no t de algin monomio m que figure en f sea divisible por hterm (fi) ¥
hterm (f;) para ¢ # j. Por lo tanto, dicho término ¢ es divisible por L =
memlhterm (fi), hterm (f;)]. Si reducimos f utilizando f;, obtenemos el po-
linomio h; = f — (ﬁ . fi); en cambio si lo hacemos utilizando f;, obte-
nemos iy = f — (W"(mf,_) . f;). La ambigliedad que se introduce es precisa-
mente un miltiple del S-polinomio S(fi, f;). mas concretamente hy — h; =

(at77 - fo — w0y - f1) = (B) - S(fa f)-

Ejemplo 10.3.2, Sean f = z%y+1, fi =2y —y, fo=2%—y € Q[x,y], con &l
orden lexicogrifico definido sobre términos por (y < z). Eligiendo el monomie
m = xy tenemaos quefi— f—zfi =zy+1, yf—-—&-»f—yfzr-y2+1.
Vemos ast que t = L = 2%y, y que la ambigiiedad introducide es —zy + y° =
zf) — yfe = S(f1, f2). Hay que hacer notar que S(fy, f2) €< f1, fa >, y que
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se puede reducir S(f1, f2) L y® —y, pero no por fy. El polinomio y? —y es
ahora normal con respecto a {f1, f2}, pero no es nulo.

Desafortunadamente, no siempre se elimine la “ambigiedad” con la primera
construceion del S-polinomio correspondiente; puede comprobarse en este mismo
ejemplo tomando f = 5z%y* + 1.

Se introduce el concepto de S-polinomio como una manera de “cancelar”
términos principales y para justificar la ambigliedad en la reduccién de polino-
mios. Precisamente en esto va a basarse la estrategia del algoritmo de Buchber-
ger para el calculo de bhases de Grobner,

A partir de la formalizacidén anterior de S-polinomio en el sistema Coq damos
un resultado técnico, para simplificar pruebas posteriores, que comprueba que
dicha formalizacién es igual sintdcticamente a la expresidn deseada,

Traduecién en Coq:

Lemma S_pol_n_vpoel: (p,q:pol) ("(equpol p vpol))->(~(equpol q vpol})}->
{S.pol p q) = (suma_app (mult_m p {((divK unk (hcoef p)),
(div_term (lem (hterm p) (hterm q)) (hterm p))})
(pel opp (mult_m q ({divKk unK (hcoef q}),

o (div_term (lcm (hterm p) (hterm q)) (hterm ql)})))).
Al igual que hemos hecho con otras operaciones sobre polinomios se com-
prueba que la funcidn S_pol es interna en polinomios de n variables y su exten-
sionalidad respecto a la relacién equpol. Las pruebas son andlogas a las de las
operaciones sobre polinomios.

Traduccién en Coq:

Lemma full_term_S_pol: (f,g:pol){full term_pol f)->(full_term_pol g)}->
{full_term_pol (S_pol f g)).

Lomma S_pol_ext: (f,x,g,y:pol){full_term_pol f)->(full_term_pol x)->
(full_texrm_pol g)->(full_term_pol y)->"(equpol f vpol)->"(equpol g vpal)->
o (equpol f x)->(equpal g y)->{equpol (S_pol f g) {S_pol x y}).

En el resultado que damos a continuacién se resumen algunas de las propie-
dades de los S-polinomios que se necesitaran para la demostracién del teorema
de Buchberger. Se prueban por induccién sobre los polinomios, dados y son
immediatas a partir de las propiedades de, las operaciones algebraicas de los
polinomios, probadas en capitulos anteriores, ¥ de la definicién de S-polinomio.

Proposicién 10.3.1. Dados los polinomios f y g se verifica
= S(f, f) = vpol

« 5(f,9)=-5(g, /)
Traduccién en Coq:

Lemma S_pol_ff: (f:pol){equpol (S_pol f £) wvpol}.

Iljemma S_pol_sym: {(f,g:pol)(equpel (S_pol f g) (pol_opp (S_pol g f)}).
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10.4. Bases de Grobner. Caracterizaciones al-
ternativas

Comprobaremos que, de igual manera que en el caso de los “sistemas de rees-
critura”, la confluencia de polinomios puede decidirse considerando un nimero
finito de “situaciones criticas”, formalizadas anteriormente cotno S-polinomios,
10.4.1. Caracterizacion por la confluencia

En primer lugar definimos y formalizamos la nocién de confluencia? para la

s F -, . . s , L.
relacion —— . Se utilizard esta definicion para dar una caracterizacién de las
hases de Gribner.

Definicidn 10.4.1. Dado un congunto F de polinomios no nulos de n variables,

la relacion —— se dice confluente si, y solo si, verifica la propiedad del
Diamante, es decir:

hy h2

Figura 10.1: Propiedad de Confluencia

F F F F
Vhy ki ha; (R — B} A (h — h2) = 3g; (ha — g9) A (ha —/= 9)

A esta propiedad la denotamos por G3CR.
Traduccién en Coq:
Inductive common_succ_full [F:(list pol_full);g,h:pol_full]:Prop:=

comman_succ_red_full: (p:pol_full)(Red3 (inc_list F) (inc g) (inc p})->
(Red3 (inc_list F) (inc h) (inc p)>)->(common_succ_full F g h).

®La nocidn de confluencia para —— significa que el resultado de una computacién
(reduccidn por cualquier término posible} es independiente de la estrategia de evaluacién.
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Definition confluante_full :=
(F:(list pol_full)](f:pol_fulll{(g:pol_full)(h:pel_full)
(Red3 (inc_list F)} {inc £} (inc g)}->
(Red3 (inc_list F) (inc f) (inc h))->{commen_succ_full F g h).

Definition Groebner3_CR_full:= [F:(list pol_full))
({(full_fam {inc_list F))/\(h:pol_full)(confluenta_full F h))}.

Nota: La nocién de confluencia se define a partir de la definicién (9.3.3) de
sucesor comiin de dos polinomios f v g (f |¥ g). Como vamos a trabajar con
polinomios candnicos, tipe pol_full, necesitamos extender la formalizacién de
common.succ a dicho tipo,

Definicién 10.4.2. Dadeo un conjunto F' de polinomios no nulos de n variables,

.. F . . . ; .
la relacion — se dice localmente confluente si, v sdlo si, verifice que:

Vi g, b (f —— g) A (f —— k) = 325 (g —> 2) A (h — 2)
f
g h

Figura 10.2: Confluencia local

A partir de los lemas de extensionalidad de la reduccion por un conjunto de

F
polinomios — (pdg 177), obtenemos la extensionalidad respecto a la relacién
equpol de |¥. De la misma forma, a partir de los constructores de Red3 y del
predicado anterior common_suce_full, restringimos las propiedades 1 y 2 del

lema (9.3.7) a polinomios candnicos.
Traduccién en Coq:

Lemma comp_common_sucec_full: (p,a,r,s:pol_full)(F:(list pol_full))

(equpol (inc p} (inc q)}->(equpel (in¢ r) (inc s))}->
(common_succ_full F p r)->(common_succ_full F q s).

Lemma trans_common_red_full:(f,g,h:pol_full)(F:(list pol_full)})
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{Red1 (inc_list F) (inc h) (inc £))-»(common_succ_full F g f)->»
(common_succ_full F g h).

Lemma conmt_common_succ_full: {p,q:pol_full)(F:{list pol_full)}}
(common_succ_full F p q)->(common_succ_full F g p).
O

Ejemplo 10.4.1. Sea F = {fi = z%y — 2%, fo = zy® — y?}, con el orden
lexicogrdfico definido sobre términos por (y <p z). Se verifica que:

%y ay?
“F Fi

. ;
2 2
T_p Fp Y -F

Esto muestra que, en general, para un conjunte F de polinomios cualesquiera,

L. F .
la reduccion —— no es localmente confluente, ni, por supuesto, confluente.
Serd confluente, precisamente, cuando F' sea unc base de Gribner.

10.4.2. Caracterizacion por S-polinomios

Comenzamos utilizando los S-polinomios para dar otra caracterizacién de
las bases de Grébner,

Definicién 10.4.3. Un conjunte F de polinomios no nulos de n wariables,
verifica la propiedad (G2) si:
F
(G2) VfgeF = (5(f,9) —= vpol).

En otras palabras, todos los S-polinemios de elementos del conjunto F' se reducen
a cero modulo F.

Traduecidén en Coq:
Definition Groebmer2_full:= (F:{list pol_full}] ({full_fam (inc_list F))/\

(f,g:pol_full){pocl_In_ensemb {inc f)} (inc_list F))->

(pol_In_ensemb (inc g) (inc_list F))->
(Red3 (inc_list F) (S_pol {(inc f) (inc g)} vpoll}.
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Ejemplo 10.4.2, Por lo visto en el ejemplo (10.8.2) vy, utilizando la definicidn
anterior, podemos decir que el conjunto de polinomios { fi = xy—y, f2 = z%-vy},
con el orden lexicogrdfico definido sobre términes por {y <p ), no verifica la

propiedad anterior puesto que S(f1, f2) = —ay + ¥*, S(f1, f2) LN v -y
ahora este polinomio estd en formae normal con respecte al conjunto {f1, f2} u
sin embargo no es el polinomio cero,

Los algoritmos para la construccién de bases de Grébner que generen el
mismo ideal se basan en la propiedad anterior (G2).

Queremos probar que la propiedad (G2) es equivalenie a la condicién dada
en la definicién de base de Grobner (ver definicidén 10.2.1). La prueba de que la
definicién (G1) implica la propiedad (G2) es directa, ya que si f, ¢ € F, entonces
por la propia definicién de S-polinomio, se verifica que S{f,¢) €< F >. Asi,

utilizando (G1) se obtiene la meta S(f, g) —f— vpol. En la prueba se utilizan

resultados sobre polinomios candnicos v propiedades que cumplen los elementos
de un ideal.

Teorema 10.4.1.
(GUIVf €< F> = (f — vpol)] = (9,9 € F = (S(f,9) — vpol)|(G2)

Traduccion en Coq:

Lemma Gi_impl_G2_full: (G:(list pol_full)}) (Groebneri_full G}-»

o (Groebner2_full Q).

Para probar la implicacién inversa (G2) = (G1), utilizamos algunos re-
sultados intermedios y, para ello, demostraremos, paso a paso, su equivalencia.
Algunas de estas implicaciones son resultados generales que, nosotros restringi-
mos al contexto de nuestra formalizacién de polinomios (por ejemplo el lema de
Neuwman).

10.4.3. Caracterizacion por la forma normal

Podriamos haber escogido como definicién de base de Grobner, la propiedad
de unicidad de la forma normal. Demostraremos que, dado un conjunto F' de

. . . . . F . .
polinomios no nulos de n variables, la confluencia de la relacién — implica

la unicidad de la forma normal, es decir:

(G3) Vhhyhoy hi_p A ho_p A (h—s by} A (A — h) = hy=pha

donde h_p significa que h es normal respecto a F.
Traduccién en Coq:

Definition Groebner3_full:= [F:(list pol_fwll)]){(full fam (inc_list F))/\
(h,h1,h2:pol_full){normal {inc_list F) {(inc h1))->
(normal (inc_list F)} {(inc h2))->
(Red3 (inc_list F) (inc h) (inc h1))->
(Red3 (inc_list F) {inc h) {inc h2))->(equpcel (inc hl) (inc h2))).
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hl_p =p h‘? "
Figura 10.3: Unicidad de la forma normal

Teorema 10.4.2.
(G3CR) = (G3)

Prueba: Supuesto que {(h _c:b hi) v (h —?—» ha), para Ay y hy en forma
normal respecto a G, la hipétesis de confluencia permite deducir que existe un
polinomio g tal que {k, —f» q)y (ha —f- g). Directamente del teorema (9.5.1),
se ohtiene que hy =, ¢ =; ha.

Traduccién en Coq:

Lemma G3_CR_impl_G3_full: (G:(list pol_full))(Grosbner3_CR_full G)->

- (Groebner3_full G}.

10.5. Equivalencias entre las caracterizaciones

Veamos ahora las demostraciones que nos conducen a probar la equivalen-
cia de tres de las definiciones dadas anteriormente.

Teorema 10.5.1.
(G3CR) = (G1)

Antes de probar este resultado, necesitamos una formulacién intermedia, que
consiste en una definicién y un lema preliminar.

Definicién 10.5.1, Una reduecidn e se dice que verifica lo propiedad de
Church-Rosser?® si (Figura 10.4)

f e g £l

Lema 10.5.1. Sea F un conjunio de polinomios candnicos no nulos de n varia-
., F
bles que verifican la condicion (G3CR) y sean by, ho € Ko [X] tal que hy «— hs.

Entonces, se tiene que:

A9 € Ko[X]; (hr — g) A (b —— )

3Alonzo Church y J. Barkley Rosser prabaron que el A—cdlculo tiene esta propiedad.
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Figura 10.4: Propiedad de Church-Rosser

. T £
Prueba: Se razona por recurrencia sobre la hipdtesis h; «— ha. Esto genera
E ]
cuatro submetas (una por cada constructor de Red_equiv, pdg 183). En el primer
caso, (h1 =, ha}, el polinomio comin g al cual se reducen, puede ser cualquiera

de ellos. Para el caso —— , €l polinomio cuya existencia se predica es aquel,
de entre fr; y ho, el cual es final en un paso de reduceién. En el tercer caso, la
simetria de la definicién FHed.equiv nos permite afirmar que el polinomio al que
se reducen hy y he es el mismo al que se reducen hs y A1. En el caso del cuarto

, . . . P
constructor, Red_eguiv_trans, obtenemos las hipétesis de recurrencia h; +— f,
.

, £ . .
con go su sucesor comin de f y hy, y f -— ho, siendo g; el sucesor comiin de
*

f ¥ ha. La propiedad de confluencia aplicada a f, go y g1 garantiza la existencia
de g2, al que se reducen hy y b, como puede verse en el siguiente diagrama.

F F
hy = " f " h
F F F F
* * * *®
g1

go G3CR

Traduccién en Cogq:

Lemma cr_full: (G:{list pol_full)}{hil,h2:pol_full)
(Groebner3_CR_full G)-»(Red_equiv (inc_list G) (inc h1) {inc h2))->
(Ex2 [g:pol_full] (Red3 {inc_list G} (inc hi} (inc g))
[g:pol_full} (Red3 {inc_list G} (inc h2} (inc g))}.
a

Ahora ya tenemos todas las condiciones requeridas para poder demostrar el
resultado (G3CR) = (G1) (teorema 10.5.1).
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Prueba: Al explicitar las definiciones G3CR y G1 la meta es f —f» vpol.

De la hipdtesis f €< G >, y, de la formalizacion de la congruencia médulo G,
se deduce que f =g vpol; a su vez, mediante el teorema (9.3.4) del capitulo an-

. c . . .
terior, tenemos que f - ypol. Aplicando el lema anterior, con los pardmetros

G,f v vpol, se obtiene que;

> ypol

G

f *
G &

q

Como vpol esté en forma normal médulo G, se deduce la meta en curso, es decir
G . . G ..
f — 4= ypol, por la extensionalidad de —— respecto a la relacién equpol

(pag 177) v por el teorema (9.5.1).
Traduccion en Coq:

Lemma G3_CR_impl_G1_full: (G:(list pol_full))(Groebner3 CR_full G)}->
(Groebnerl_full G).
3

Para probar que {G2) = (G3CR) se procede en tres etapas.

s Demostramos un teorema intermedio mas débil, utilizando la confluencia
local, en lugar de la confluencia.

‘s F .
» Como hemos probado que la reduccién ——+ es noetheriana, podemos
obtener el lema de Newman: la confluencia local implica lo confluencio.

» Se concluye componiendo los dos resultados anteriores.

Nota: Como estamos trabajando con polinomios candnicos (K[ X]) necesitamos
restringir el lema (9.7.1) y €] teorema (9.7.3) a dichos polinomios. Para ello
utilizamos el teorema (6.6.9), la extensionalidad de Red3 mediante equpol y la
construccién de un polinomio candnico a partir de un tipo pol que verifica el
predicado full_pol.

Traduccién en Coq:

Lemma basic3_full: ¢h,f,g:pel){F:{list pol_full)){(Redl (imc_list F} £ g)->
(full_term_pal h)->(x,y:pol_full)(equpol (inc x} {suma_app f h)})->
(equpol {inc y; (suma_app g h))->(common_succ_full F x y).

Lemma basic4_full; {f,g:pol_full)(F:(list pol_full))
{Red3 (inc_list F) (suma_app (inc f) (pel_opp (inc g)}) vpol)->
(common_succ_full F [ g).
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Teorema 10.5.2. Sea F un conjunto de polinomios candnicos no nulos de n
variables que verifican la propiedad (G2) y sean f,g,h € K [X]. Se cumple que

si(f L. g) y(f £, h), entonces g | h (confluencia local).

L . F F )
Prueba: Al explicitar las reducciones {f —— ¢) y (f —— 1), se obtiene la
existencia de los términos t,tp € f y les polinomios f;, f; € F que satisfacen
(coef t [ t ) y

las igualdades polinémicas siguientes: g =, f ~, fi.m ( Tcoef [+ Rierim T,

— (coef to f) L
h =r f p fj‘M ( hcoefnf_.,- ; hterfn J'J-)‘
Utilizando que el orden lexicografico de términos <, es total (teorema 3.4.7),
distinguimos tres casos.

1. ty <t

A partir de la hipétesis ¢ € f, mediante el corolario (6.5.1) descomponemos
el polinomio f en tres sumandos f =, f1 +p ((coef ¢ f},t) 45 fo, siendo
fi =p Zt'ef/\ t<1,t’((coef t' f)at") Y f2 =p Z:'e A :l(,,:((coef t ).
De las hipdtesis del contexto y, aplicando resultados de capitulos anterio-
res, se obtienen los siguientes resultados, que introducimos como hipétesis
en el contexto mediante la tactica Cut.

i) ((coef t f),t) ELY ((coef t £),t) —p fim ((;225;}?, ezrsn f.-)‘ Esta
reduccién se consigue a partir de la formalizacién de la reduccidn
(red), t € ((coef ¢ f),1), v, con la ayuda de las propiedades probadas
sobre las operaciones algebraicas de los polinomios.

i) Como tg <g t vy tyg € f entonces tg € fz. De este modo, vemos que

L, Ji5 t .
la reduccién fo == fo —p f;.1 (‘“ﬁiief“fﬁ”, R f,-) es posible,

debido a que sabemos por hipétesis que ((Aterm f;) | to).

{coef L f) L
heaef fi ) hterm fi

mente los teoremas (9.7.1 y 9.7.2) a la hipdtesis obtenida en i}.

iii) Se obtiene h ELLa —p fiona ( ) al aplicar sucesiva-

iv) De la descomposicidn del polinomio f, se deduce la igualdad de coe-
ficientes (coef to f2) =k (coef to f). A partir del paso de reduc-
cién obtenido en i) y, utilizando el lema (9.7.1) de semicompatibi-
lidad de la reduccién respecto de la adicién de polinomios canéni-
cos, obtenemos un polinomio que verifica la condicidén de ser €l su-
cesor comtn ([f) degy [h —p fira ((ﬁzziftfi), — f,-)]' Para ello
afiadimos en ambos lados de dicho pase de reduccidn el polinomio

t .
Fi+p ((coef ¢ f),t) —p fiome ((ﬁ‘zzif ;{)’ — ﬁ), ¥ realizamos las
simplificaciones polindmicas oportunas.

Por consiguiente, de los apartados iit) y tv) y la propiedad 2 del lema
(9.3.7), sobre polinomios canénicos, se resuelve directamente la meta ini-
cial g | h. La figura (10.5) ilustra el caso.
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h
F:

'

(coef t f) t
g . h pf‘"’.\.'r ( heoef fi 7 hterm f;
.'.'F F |‘
LR
’ q

Figura 10.5: Caso tg <1 ¢

2. t<ip

Es totalmente simétrica a la prueba del caso anterior, obteniéndose de la
misma manera que h |7 g (ver la figura 10.6).

g
Fi
t
_ ot (coef to f) to
h . g pfj'{\./f( heoef f; * hterm f;
“F F.
* Lk
b ¥
q

Figura 10.6: Caso t <y, g

J. ta=rt

Ceneralizamos lo que hemos visto en el ejemplo (10.3.2). La ambigiiedad
que se tiene al reducir un polinomio f por f;, f; € F (cuando un término
de f es divisible por hterm (f;} v también lo es por hterm (f;) para i # J)
se elimina utilizando los S-polinomios.

De tp =1 t podemos obtener por reescritura que hterm (f;) y hterm (f;)
dividen a ¢. Directamente del teorema (3.6.5), deducimos que su mini-
mo comin multiplo t, = memlhterm (f;), hterm (f;) también divide
a t. Por consiguiente, existe un término ¢’ tal que ¢ = tm .t Si ¢, 4]
denctan los términos tal que (hterm (fi)).t] = tm = (hterm (f;)).2],
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entonces utilizando las igualdades de polinomios, obtenemos S(fi, f;) =,

(m,ti) wmfi—p (m, t’J) .m f;. Cabe resaltar que, para probar
la igualdad polinémica anterior, debemos demostrar las siguientes igual-
dades de términos (Aterm (fi)).ts = t = tp.t’ = (hterm (fi)).t;.t'. Ello
implica que t; = t}.t', obteniendo #; de la condicién de divisibilidad de ¢
por hterm (f;). La igualdad t; = ¢/.t' se obtiene de manera similar.
Combinando la igualdad polinémica anterior con las ya obtenidas en el
contexto de hipétesis para ¢ y h de la reduccién de f por f; y f;, respec-
tivamente, probamos que

L3

£
(g =5 h) =p S{fis f5)-n1 ((coef tf), mern{hterm (f;), hterm (f_.,)])

La prueba se finaliza utilizando hipétesis y resultados demostrados ante-
riormente para polinomios candnicos, reproduciendo en Coq el siguiente
esquenma.

F
} N S(fi, f3) —= wpol N
(G2) corolario (9.2.1) (Red3_vpol amult_m)

F
S(-fii f.’r) -M [(COCf ¢ f)’ memlhterm (};),hterm (f,)]] - Upoz =
extensionalidad de la reduccidn y la igualdad obtenida arriba

F

(9 —p k) —= vpol wglFh
teorema (9.7.3) (basic4)

Traduccién en Coq:

Lemma G2_impl_G3_LCR_full: (F:{list pol_full))(Groebner2_full F}->
((f,g,h:pol_full}(Redl {inc_list F} (inc £} (inc g))->
o (Redl (inc_list F) (inc f) (imc h))->{common_succ_full F g h)).

Para obtener ahora la prueba de que (G2) = {G3CR), es suficiente demos-
trar la equivalencia entre la confluencia y la confluencia local. Es inmediato

. F . . . \
demostrar que la confluencia de —— implica la confluencia local de dicha
reduccion. .

Lema 10.5.2. Sea F un conjunto de polinomios no nulos de n variables que
verifican lo propiedad (G3CR) y sean f,g,h € Kl|z1,...,z,]. Se cumple que si

(f £, 9) v (f . h), entonces g |¥ h (confluencia local).
Traduccién en Coq:

Lemma G3CR_impl_G3CR_L: (F:{list pol)}{Groebner3_CR_full F)->
O {({f.g,h:pol) (Redl F f g}->{Redl F f h)->(common_succ F g h)).
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10.5.1. Lema de Newman

En la prueba de la implicacién inversa del resultado anterior, que llamaremos

lema de Newman [91] (Newman 1942), se necesita la noetherianidad de L
{ver ejemplos en [5]), descrita en términos de la relacién de accesibilidad y
probada en el teorema (9.4.4). La prueba del lema de Newman es una prueba
ya clasica, tanto en matemaéticas como en sistemas de reescritura. Adaptamos la
prueba hecha en ({5], [13], [106], [68], [99]) a nuestra implementacién. Un guion
de la prueba en Coq, generalizada a un relacién cuatquiera puede verse en {13}.
Comenzamos probando resultados parciales sobre la fractura de la clausura

reflexiva transitiva de la reduccién en la reduccién en un solo paso ( — ).

Lema 10.5.3. Sean F' un conjunte de polinomios no nulos de n variables y
polinomios g, h € Klx1,...,xz,], con g #p h. Se verifica que:

F F F

g-:-—>h = 3f € K.[X]: g—»f—th
Prueba: Por recurrencia sobre la definicién de Red3 se obtienen tres subcasos,
que se corresponden a sus constructores.

» Si g =, h, se contradice la hipétesis g #, h.

F . . . .
» Cuando g — h, es suficiente elegir como polinomio de fractura f, al
polinomio A.

F F
s Caso g — fo —_/ h. Tenemos dos nuevos casos, comparando g y fo:
*

¢ Si g =p fo, entonces fo #, h. Adaptando la hipdtesis de recurrencia a
F . , . F F
Jo —_Q h, obtenemos un polinomio g que verifica g — ¢ — fo.

Es fécil ver que el polinomio g cumple la meta.
. . . F
e Si g #, fo adaptando la hipétesis de recurrencia a g — fo, obte-

R . . F F .
nemos un polinomio ¢ que verifica g — ¢ —/ fo. El polinomio

buscado es precisamente g, sin mds que aplicar la transitividad de

Red3.

Traduccidén en Cogq:

Lemna Red3_nuevo_Redl_bis_full: (F:(list pol}){g,h:pol)(Red3 F g h)->

o {~(equpol g h))->(Ex [f:pol_fulll(Redi F g (inc f))/\(Red3 F (inc £f) h)).

Formalizamos la definicién de localmente confluente para polinomios candni-
cos de manera mas practica, para simplificar las pruebas referentes al lema de
Newman.

Traduccién en Coq:

Definition local_confluente_full :=[F:(list pol_£ull)][f:pel_fulll{g:pol_full)
(h:pol_full){Red1l {(inc_list F) {inc f) (inc g))->
(Redl {inc_list F} (inc f)} (inc h))->(common_succ_full F g n).
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En las préximas demostraciones necesitamos otro esquema de recurrencia:
el principio de induccién bien fundada* sobre polinomios canénicos en Coq,
expresado por la siguiente regla de inferencia:

¥g € K(X], (vhe K[X], g —= h = P(h)) = P(g)
Vg € K.[X], P(g)

(WFIR)

donde F' es un conjunto de polinomios candnicos y P es una propiedad definida
sobre dichos polinomios.

En otras palabras: si se desea probar P(g) para todo polinomio g, es suficiente
probar P(g) bajo la hipétesis de que P(h) es cierto para todos los polinomios A

. . F
que se obtienen como sucesores de g mediante la ——» .
Hemos puesto el esquema de induccién sin hacer explicito el “caso base”,

debido a que la premisa de WFIR incluye dicho caso. Como L termina
(no hay una cadena descendente infinita de polinomios, teorema 9.4.4), el “caso
base” de la induccién consiste en probar que P(g) es cierto para todos los
pelinomios sin sucesor, es decir en forma normal. Por consiguiente, la hipdtesis
(Vhe K [X], g SLIGY N P(h)) es trivialmente verdad y la premisa de WFIR
degenera a P(g), como era de esperar.

Traduccion en Coq:

Definition noether_Redl_full :=
[F:(list pol_full)](x:pol_full)(P:pol_full->Prop)
({y:pol_full) ({z:pol_full)(Redl (inc_list F) (inc y) (inc 2))=>{(P 2})->(P y))->
(P x).

WFIR no es cierto para una reduccidn cualquiera, pero si lo es, para una
reduccién noetheriana como se prueba a continuacion.

. . , . R F
Teorema 10.5.3. Paera cada conjunio de polinomios candnicos F, si ——
terminag (es noetheriana), entonces se verifica WFIR.

Prueba: Una vez explicitadas las definiciones: noetheriano, well_founded y
noether_Redl_full, la prueba se obtiene directamente de la aplicacién del es-
guema de induccién bien fundada a la propiedad de accesibilidad.

Traduccién en Coq:

Lemma noeth_noether2: (F:{list pol_full)){ncetheriano 7 (inc_Redl F))->
(noether_Redl_full F).
a

Probamos el inverso del teorema anterior como una aplicacién del esquema
de induccion WFIR.

Teorema 10.5.4. Para cada conjunto de pelinomies candnicos F, si se verifico
F . .
WFIR, entonces — termina {es notheriana).

1Es una generalizacién de la induccién de (N, >) a cualquier sistema de reduccién que no
tenga una cadena descendente infinita (K {X], £ )
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Prueba: Tenemos que probar WFIR donde P(g) := “no existe una cadena
infinita comenzando en ¢”. El paso de induccién es sencillo: si no existe una
cadena infinita que comience de cualquier sucesor de g, entonces tampoco existe
una cadena infinita comenzando en g. Por consiguiente P(g) es cierto para

. . . . F R
cualguier polinomio g, es decir ——  termina.
Traduccidén en Coq:

Lemma noeth_noether2_inv: (F:{list pol_full)) (noether_Redl_full F}->
(noetheriano 7 {(inc_Redl F)).
O

Para demostrar el lema de Newman demostramos algunos resultados in-
termedios. Para ello utilizamos el mecanismo de Section que implementa el
sistema Coq (descrito ya en el capitulo de introduccién al sistema (vedse pag
19)). Este mecanismo permite organizar la prueba estructurada en secciones.
Para alcanzar dicha prueba utilizamos la prueba genérica descrita por Bruno
Barras en [13].

Teorema 10.5.5. Sea EF' un conjunto de polinomios candnicos no nules gque
verifican la confluencia local y sean .y, z,u,v € K [X] se cumple que:
F F

F F
L P R T I

F F
T + U =
* :
F
Fix
, F ;
y e T Y S T T LR LR T R LI TP PR R T PRR R TN PR L E P TR ISR RS q

. T . . F
Prueba: Aplicando la hipétesis de confluencia local a las reducciones (z — u)
F ) . . . F F
y (z —— v), se obtiene un polinomio p que verifica (u — p)y (v—>p)
Por la hipétesis de induccién a partir de (z — u —f- y)y{z BN D),
F F
encontramos un py tal que (p — po} e (y —— po). De manera analoga, de
F F F F F
(£ —>u—=po)y (€ — v — z), obtenemaos un p; tal que (po — »1)

F P . . . sy .
y {z — p1}. Por ultimo, a partir de los polinomios obtenidos anteriormente

. eea F . . .
y aplicando la transitividad de —, probamos que el polinomio p;, obtenido
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carmno sucesor comin de py ¥ de 2, es el sucesor comuin buscado (y 1f z), como
se muestra en el siguiente diagrama.

F F
x > U - Z
N * .
F L.C. Fix Fix
F 1
[ TPV P PRI PIOT & r Ind
* .
Flx Ind Fix
F ' F 1 *
Y cvrarars > p(} . e - pl
* ®

Traduccién en Cogq:
Section Newman_pol.
Variable F:{list pol_full}.

Hypothesis Hypl:{noether_Redl_full F).
Hypothesis Hyp2:{x:pol_full)(local_confluente_full F x).

Section Induccion.
Variable xz:pol_full.

Hypothesis hyp_ind:((u:pol_full)(Redl {inc_list F) (inc x) (inc u}}->
{confluente_ful}t F u)).

Variables y,z:pol_full.

Hypothesis hi:(Red3 {inc_list F) (inc x} (inc y}).
Hypothesis h2:(Red3 {(inc_list F} (inc x} (inc 2z)).

Section Newman_f.
Variable u:pol_full.

Hypothesis tl1:(Redl (inc_list F) (inc x) {inc u)).
Hypothesis t2:(Red3 (inc_list F) (inc u) (inc y)).

Theorem Diagrama: {v:pol_full)(ul:{(Redl {inc_list F) (inc x} (inc v)))

a {u2:{(Red3 (inc_list F) (inc v) (inc z))) {common_succ_full F y =z}.

Nota: La seccidn abierta con el nombre de Newman_f la cerramos después de
demostrar el siguiente lema.

Teorema 10.5.6. Sea F un conjunto de polinomios candnicos ne nulos que
verifican lo confluencie local y sean z,y, z,u € K [X]. Se cumple que:



230 Bases de Grobner

F F F
z—>u—ey)Alz—2) = yll2
Prueba: Distinguimos dos casos:

» Si z =, z, el sucesor comtin buscado (¥ LF 2), es, légicamente, y.

= En el caso (z #, z) escindimos, mediante el lema (10.5.3), la reduccidn
F F F -
T —+ z en & — g — 2. Con ello, estamos en las condiciones del
* *

teorema anterior y, asi, obtenemos que y | ¥ z, es decir, podemos construir
el diagrama siguiente:

zo
..‘ .
F " W
*
F
T il z
* ;
F
Fl=* F *
, F ;
y e ceramrerees >~
X

Traduccién en Cogq:

Theorem caseRedlxy: (common_succ_full F y z).

End Newman_f.
[m]

Ahora tenemos todas las condiciones necesarias, dentro de la seccién anterior
Newman.pol, para deducir el lema de Newman.
Teorema 10.5.7. (Lema de Newman)
. . . . P
Sea F un conjunto de polinomios candnicos no nulos. Dade que —— es una
L, . . F
relacidn noetheriana, s —  es localmente confluente, entonces es confluente.

Prueba: Para demostrar la confluencia utilizamos la induccién bien fundada
con la siguiente propiedad sobre polinomios candnicos:

Plz)i= Vyz€KX] y—z——z=ylfz
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F . .

Obviamente — es confluente si el predicado P(z) es cierto para todo po-

linomio candnico z. El esquema de recurrencia WFIR de la induccidn bien

fundada (pag 227) requiere probar P(z) bajo la hipdtesis de que es clerto P(y)
F .

para cualquier polinomio y tal que x — y, recogido en la hipdtesis hyp.ind

de la seccidn Induccion. Probamos P(x) por casos:

1. 8ix=,y, el sucesor comin de y y de z, trivialmente seria el polinomio z.

2. En el caso ¢ #;, y, mediante el lema (10.5.3), escindimos la hipétesis
E - F -
T+ yeng —> Top——* Y Con ello, estamos en las condiciones del

teorema anterior {en Coq denotado por caseRedlzy) y, asi, obtenemos la
meta buscada y |F 2.

Nota: La prueba de este teorema se hace dentro de las secciones Induccion

. s . F
y Newman.pol utilizando como hipdtesis la noetherianidad de —— para
simplificar y modularizar los pasos a seguir. Una vez demostrado esto y, dado

que va hemos demostrado, en nuestra formalizacién, la noetherianidad de L,
en el teorema (9.4.4), probamos el lema de Newman sin necesidad de incluir
dicha noetherianidad en el contexto de hipdtesis.

Traduccion en Coq:

Theorem Ind_prueba: (common_succ_full F y z).

End Induccion.

Theorem Newmansi: (x:pol_full){confluente_full F x).
End Newman_pol.

Lemma G3CR_L_impl_G3CR_full: (F:{(list pol_full)){full_fam (inc_list Fl}->
((f,g,h:pol_full){Redl (in¢_list F) (inc f) (inc g))->
{Redl (inc_.list F) (inc f} (inc h))->(common_succ_full F g h))->
{Groebner3_CR_full F).

Intros.

Red; Split.

Assumption,

Apply Newmansi; Auto.

Apply noeth_noether2; Auto.
Epply buen_ord_redl; Auto.

Ahora va tenemos todas la herramientas necesarias para probar la implica-
cidén inversa del teorema (10.4.1) y, asi cerrar el ciclo de la demostracidn del
llamado teorema de Buchberger.

Teorema 10.5.8.
(GRS g€ F = (5(f.g) — vpol)] = [Vf €< F > = (f —» vpol)](G1)
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Prueba: Se prueba utilizando teoremas demostrados en este capitulo, reprodu-
ciende en Coq el siguiente esquema,

(G2) = (Localconfluente) = (G3CR) = (Gl)

Traduccién en Coq:
Lemma G2_impl_G1_full: {G:(list pol_full))(Groebner2_full G)->(Groebnerl full a).

Intros.

fut (f,g,h:pol_full}(Redl (imec_list &) (ine f) (inc g})-»
(Redl (inc_list &) (inc f) (inc h))->{common_suce_full @ g h); Intros.

Cut (Groebner3_CR_full §}; Intros.

Apply G3_CR_impl_Gi_full; Trivial.

Apply G3CR_L_impl_G3CR_full; Trivial.

Red in H.

Elim H; Trivial,

Elim G2_impl_G3_LCR_full with G f g h; Auto; Intros.

8plit with p; Trivial.

a

El resultado probado (G1 <= G2}, para polinomios canénicos corresponde
al siguiente esquema:

Gl.impl G2
Gl G2

G3.CRampl G1 G24mpl G3_.LCR

G3CR_L_impl G3CR
G3CR 4 Local .confluente




Capitulo 11

Conclusion

En primer lugar hemos formalizado en Coq el anillo de polinomios sobre un
cuerpo, dada la falta de biblictecas en este sentido. De hecho, en [9, 10], hemos
desarrollo parte de dicha formalizacién.

A través de esta memoria se puede confirmar que Coq es un sistema de ayuda
a la prueba que obliga a hacer un esfuerzo hacia la formalizacién y especificacién
de pruebas, muy estricta, lo cual permite transcribirlas de modo mads preciso en
lenguaje matemdtico. A la hora de hacer balance del uso de Coq en la teoria de
polinomios, resaltamos los siguiente hechos.

» Importancia del hecho de disponer de estructuras cocientes {Setoid).

= La formalizacién de una relacién de equivalencia que refleja la igualdad de
polinomios cualesquiera.

s La necesidad de formalizar cuidadosamante los polinomios candnicos por
razones de eficiencia.

» Distintas caracterizaciones de la nocién de reduccién para su utilizacién
en las pruebas.

a En la prueba matematica empleamos muchos lemas intermedios sin repa-
rar en ellos. El hecho de que, en Coq es necesario probarlos, profundiza
nuestro conocimiento de las teorfas en que estamos trabajando.

s Se evidencia la necesidad de establecer un orden bien fundado para garan-
tizar la terminacién del algoritmo de normalizacién.

Es de resaltar que la extraccién produce programas legibles, reutilizables y
eficaces. De todo ello podemos deducir que la verificacién formal de programas
no triviales podria seguir una metodologia andloga.

Globalmente, el balance es positivo respecto a lo esperado al principio en
una prueba tan veluminosa. Se ha alcanzado el objetive de probar un teorema
puramente matemdético en el cual se base el Algoritmo de Buchberger, utilizando
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un sistema de ayuda a la prueba. Esto nos permite determinar los eventuales
limites del sistemna utilizado. En nuestre caso particular, hemos podido confirmar
que este sistema de ayuda a la prueba esta bien adaptado al desarrollo de pruebas
de teorias matematicas de talla y complejidad considerable.

Esperamos que la presentacion, p veces bastante técnica, de nuestra forma-
lizacién ayude a comprender mejor el sistema Coq, en particular el estudio de
los tipos inductivos.

11.1. Aspectos practicos

Hemos comprobado que el sistema Coq permite tratar con objetos matemati-
cos de manera casi natural, y la mayor parte de las veces, las pruebas formales
siguen fielmente a las informales.

El grado de detalle de la implementacién es bastante bueno; hay muy pocos
lemas demostrados que no valga la pena ser mencionados.

Los tipos inductivos de Coq permiten un grado de confortabilidad conside-
rable, tanto para definir estructuras de datos como para definir predicados.

Un aspecto a destacar, es que, contrariamente a la idea que tenfamos inicial-
mente, no es absolutamente necesario tener la prueba escrita sobre papel antes
de pasarla a Coq. Muchas veces es suficiente una idea mds o menos precisa de
como hacer la prueba. Evidentemente, tener la prueba escrita nos sirve para
guiarnos en el camino hacia la demostracién. Esta memoria es testigo de esto,
puesto que, aunque hemos intentado seguir, fundamentalmente [4, 31, 6, 35, 15],
varios resultados parciales técnicos son inéditos. Otro punto de vista técnico pa-
ra el cual el sistema estd especialmente adaptado es para minimizar hipétesis
(en caso de ser posible).

Uno de los problemas técnicos més usuales es que los guiones de prueba son
poco modulares, v muy sensibles a los cambios, salvo si se mantienen algunas
precauciones.

11.2. Perspectivas

Una vez hecho el desarrollo de la prueba se tiene la sensacién de que probar
requiere més esfuerzo que programar. Aunque esto no es una sorpresa, indica
que la perspectiva de utilizar un sistema CAS (Computer Algebra Systems)
para certificar completamente no es realista de momento. AdGn asi, creemos
que resultars ventajoso el desarrollo de algoritmos de dlgebra computacional en
sisternas donde se puede razonar acerca de ellos.

La obtencién de implementaciones “certificadas” dentro de la propuesta ge-
neral de obtencién de bibliotecas de programas de cilculo formal certificado,
parece abordable por nuestros métodos. Hay proyectos como FOC' [62, 22], en
esta direccidn. A la vista de este trabajo, se pueden seguir varios caminos.

lProyecto de desarrollo de bibliotecas de Calcule Formal certificadas en Coq, con una
metodologia basada en los ojetos y médulos de OCaml.
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s Extender bibliotecas de programas de célculo formal certificado para al-

goritmos algebraicos en CAS. Evidentemente la construccién de estas li-
brerias deberia ser hecha de manera gradual.

Desarrollar tdcticas generales de automatizacion, al estilo de las tacticas
Ring y Fourier en Coq, para simplificaciones de determinados médulos
en sistemas de ayuda a la prueba. En particular, la implementacién de la
mecanizacion de estructuras cocientes.

Formalizar en paralelo algoritmos de sistemas CAS en Coq y PVS, al es-
tilo de lo hecho en [21]. Ambos sistemas tienen una arquitectura similar
v aportan un entorno interactivo donde el usuario puede desarrollar una
teoria y enunciar propiedades expresadas en lenguajes de especificacion.
A pesar de las similitudes mencionadas, los dos sistemas son fundamen-
talmente diferentes, como ya hemos comentado en la introduccién. Serfa
interesante un estudio detallado, tanto desde el marco 16gico como desde
el marco de programacién, de las comparaciones de desarrollos similares
en ambos sistemas, aprovechando los puntos fuertes de cada uno de ellos.
Este estudio podria ayudar a definir una metodologia de trabajo, que tanto
se echa en falta, en los sistemas de ayuda a la prueba.

Los aplicacién de los métodos formales en programacion es esencial en la ma-

yor parte del software utilizado en nuestra vida cotidiana, desde los transportes,
medios de comunicacién, medicina (verificacién de marcapasos), ...etc, hasta los
servicios bancarios (validacién de tarjetas de crédite). La implementacién de
algoritmos debe respetar propiedades matematicas. Las hipdtesis necesarias pa-
ra su aplicacién, deben estar verificadas. Es decir, la implementacién no debe
“traicionar” a las matemadticas. Por todo ello, para obtener un software de con-
fianza, hace falta una herramienta que permita al programador realizar pruebas
sin alejarse demasiado de las mateméticas.



Bibliografia

(1] The Coq proof assistant. LogiCal proyect. Standard Libray. Documenta-
tion. http://pauillac.inria.fr/cdrom/www/coq/.

[2] Formalizacién de bases de Grébner: Repositorio de cédigo Coq. Versién
7.3.1. http://www.dc.fi.ude.es/staff/gilberto/.

[3] P. Aczel. An Introduction to Inductive Definitions, pages 739-782. Hand-
book of Mathematical Logic. North-Holland Publishing Company, 1977.

(4] WW. Adams and P. Loustaunau. An Introduction to Grébner Bases.
Graduate Studies in Mathematics. American Mathematical Society, 1994,

(5] F. Baader and Tob. Nipkow. Term Rewriting and All That. Cambridge
University Press, 1998.

(6] L. Bachmair and B. Buchberger. A simplified proof of the characterization
theorem for Grébner. SIGSAM BULL, (39):19-29, 1976.

[7] H.P. Barendregt. Lambda caleuli with types, volume II of Handbook of
Logic in Computer Science. Oxford University Press, 1993.

(8] J.M. Barja. Légica para Informaticos. Facultad de Informatica. Universi-
dad de A Coruila, 1993.

(9] J.M. Barja and G. Pérez. Demostraciones en implementaciones concretas
de Anillos de Polinomios. RSMAE, 2000.

(10] J.M. Barja and G. Pérez. Extraccién de programas a partir de pruebas:
Forma Normal de polinomios. RSMAE, 2002,

[11] B. Barkee. Grobner bases: The ancient secret mystic power of the algu
Compubraicus: A revelation whose simplicity will make Ladies Swoon and
Grown Men Cry. Technical Report 87, Cornell University, 1888,

[12] B. Barras. Pruebas en Coq utilizando listas. Comunicacién personal.
INRIA (Roequencourt).

(13] B. Barras. Coq en Coq. Technical Report 3026, INRIA, Qctubre 1996,



238 BIBLIOGRAFIiA

(14] B. Barras. Auto-validation d’un systéme de prewves avec familles induc-
tives. PhD thesis, Université de Paris 7. Denis Diderot, 1999.

[15] T. Becker and V. Weispfenning. Grébner Bases: A Computational Ap-
proach to Commutative Algebra. Springer-Verlag, 1993.

(16] M.J. Beeson. Foundations of Constructive Mathematics. A Series of Mo-
dern Surveys in Mathematics. Springer-Verlag, 1985.

[17] J. Bertot, Y. Bertot, Y. Coscoy, H. Goguen, and F. Montagnac. User
Guide to the CtCoq Proof Environment. INRIA, Sophia-Antipolis, 1996.

(18] Y. Bertot and P. Casteran. Interactive Theorem Proving and Program
Development Coq’Art: The Calculus of Inductive Constructions. Texts in
Theoretical Computer Science. An EATCS Series. Springer, 2004.

[19] Y. Bertot, G. Kahn, and L. Théry. Proof by pointing. LNCS. Proceedings
of STACS, 1994.

[20] W. Bibel. Automated Theorem Proving. Vieweg, second edition, 1987.

[21] J.P. Bodeveix, M. Filali, and C. Mufioz. A formalization of the B-Method
in Coq and PVS. Electronic proceedings of the B-User group meeting at
the World Congress on Formal Methods FM99, 1999.

[22] S. Boulmé. Specifying in Coq inheritance used in Computer Algebra Li-
braries. Technical report, LIP6, 2000.

[23] S. Boutin. Réflexion sur les Quotients. PhD thesis, Université Paris 7,
1997.

[24] R. Boyer and J.S. Moore. A Lemma driven automatic theorem prover for
recursive function theory. 5th International Joint Conference on Artificial
Intelligence, pages 511-519, 1977.

[25] R.S. Boyer and J.S. Moore. The correctness problem in Computer Science.
Academic Press, 1981.

[26] R.S. Boyer and J.S. Moore. A Computational Logic Handbook. Academic
Press, 1988.

[27] M. Bronstein, J. Grabmeier, and V. Weispfenning, editors. Symbolic Rew-
riting Techniques. Birkhauser, 1998.

[28] N. De Bruijn. Automath a languaje for mathematics. Les Presses de
I’Université de Montréal, 1973.

[29] B. Buchberger. Ein algorithmus zum auffinden der basiselemente des rest-
klassenringes nach einem nulldimensionalen polynomideal. Dissertation
Math. Inst. Universitdt Innsbruck, 1965.



BIBLIOGRAFIiA 239

[30] B. Buchberger. Some Properties of Grébner-Bases for Polynomial Ideals.
SIGSAM BULL, {10):19-24, 1976,

[31] B. Buchberger. A theoretical basis for the Reduction of Polynomials to
Canonical Forms. ACM-SIGSAM BULL, (14):29-34, 1980.

[32] B. Buchberger. Grébner: An algorithmic method in polynomial ideal
theory, chapter 6. Multidimensional Systems Theory. D. Reidel Publis-
hing Company, 1985.

(33] B. Buchberger. A survey on the method of Grébner Bases for solving pro-
blems in connrection with systems or multi-variate polynomials. Symbolic
and algebraic computation by computers, pages 69-83, 1085,

[34] B. Buchberger. History and Basic Features of the Critical-Pair, Comple-
tion Procedure. J. Symbolic Computation, (3):3-38, 1987.

[35] B. Buchberger. Introduction to Gribner Buses, pages 35-66. Number
157 in Logic of Computation. Computer and Systems Sciences. Springer-
Verlag, 1997.

(36] B. Buchberger and F. Winkler, editors. Grébner Bases and Applications,
volume 251 of London Mathematical Society Lecture Notes Series. Cam-
bridge University Press,, Febrero 1998, Proc. of the Conference 33 Years
of Grébner Bases,

[37] V. Capretta. Certifying the Fast Fourier Transform with Coq. LNCS,
(2152):154-+, 2001.

[38] A.J. Cohn. High level proof in LCF. Four Workshop on Automated De-
duction, pages T3-80, 1979.

[39] T. Coquand. Une Théorie des Constructions. PhD thesis, Université Paris
7, 1985.

[40] T. Coquand and G. Huet. Constructions: A higher order proof system for
mechanizing mathematics. EVROCAL 85, 1985,

(41] T. Coquand and C. Paulin-Mohring. Inductively defined types. Procee-
dings of Colog’88. LNCS, (417), 1990,

[42] T. Coquand and H. Persson. Grébner bases in type theory. Proceedings
of Calculernus and Types’98, 1998,

[43] C. Cornes. Conception d'un langage de haut niveau de représentation de
preuwves. PhD thesis, Université Paris 7, 1997.

(44] C. Cornes and D. Terrasse. Inverting Inductive Predicates in Coq. TY-
pes for Proofs and Programs: International Workshop TYPES'95. LNCS,
(1185), 1995.



240 BIBLIOGRAFIA

[45] D. Cox, J. Little, and D. O'Shea. [Ideals, Varieties and Algorithms.
Springer-Verlag, 1991. :

(46} Ole-Johan Dahl. Verificable Programming. Prentice Hall, 1992.

[47) H. Davenport, Y. Siret, and E. Tournier. Computer Algebra: Systems and
algorithms for algebraic computation. Academic Press, second edition,
1993.

[48] G. Dowek. Démonstration Automatique dans le Calcul des Constructions.
PhD thesis, Université Paris 7, 1991.

[49] G. Dowek. Théorie des types. Notes de cours du DEA Programmation,
1998,

{50 M.B. Forester. Formalizing constructive real analysis. Technical Report
1382, Cornell University, 1993. '

[51] J.L. Freire, J.E. Freire, A. Blanco, and V.M. Gulias. On the Strong Co-
induction in Coq. LNCS, (2809):279-290, 2003. EUROCAST 2003.

[52] 1.L. Freire, J.E. Freire, A. Blanco, and J.J. Sinchez. Fusion in Coq. LNCS,
(2178):583-596, 2001, EUROCAST 2001.

[53] R. Froberg. An Introduction to Grobner Bases. Pure and applied mathe-
matics. John Wiley and Sons, 1997.

[54] K.O. Geddes, S.R. Czapor, and G. Labahn. Algorithms for Computer
Algebra. Kluwer, 1992.

(55] P. Gianni, B. Trager, and G. Zacharias. Grobner Bases and Primary
Decomposition of Polynomial Ideals. J. Symbolic Computation, (6):149-
167, 1988.

(56] J.I. Girard. Interpretation fonctionnelle et élimination des coupures dans
Parithmétique d’ordre supérieur. PhD) thesis, Université Paris VI, 1972,

[57] J.Y. Girard, Y. Lafont, and P. Taylor. Proofs and Types. Cambridge
University Press, 1989.

[38] L. Gonzdlez-Vega and T’ Recio, editors. Algorithms in Algebraic Geometry
and Applications. Birkhauser, 1996.

[59] M.J.C. Gordon. ngmmmz'ﬁg languaje theory and its implementation.
Prentice Hall, 1988,

[60] M.J.C. Gordon and T.F. Melham. Introduction to HOL: A theorem pro-
ving, environment for higher orde logic. Cambridge University Press, 1993.

[61] M.J.C. Gordon, A.J. Milner, and P. Wadsworth. Edinburgh LCF: A me-
chanised logic of computation, LNCS, (78), 1979.



BIBLIOGRAFIA 241

[62] T. Hardin. Produire un logiciel de confiance: quelles hypothéses, quelles
limites? JFLAO2, Enero 2002.

[63] H. Herbelin. Le théoréme de Schroeder-Bernstein dans le Calcul des Cons-
tructions. Memoire de DEA d’Informatique, 1988.

[64] G. Hermann. Die frage der endlich vielen schritte in der theorie der poly-
nomideale. Math. Ann, 95:736-788, 1926.

[65] A. Heyworth. Applications of rewriting systems and Grébner Bases to
computing Kan extensions and identities among relations. PhD thesis,
University of Wales, 1998,

[66] D. Hirschkoff. Mise en Oeuvre de Preuves de Bisimulation. PhD thesis,
L’Ecole nationale des Ponts et Chaussées, 1999,

[67] W.A. Howard. The Formulae-as-type Notion of Construction. To H.B.
Curry: Essays on Combinatorial Logic, Lambda Calculus and Formalism,
pdginas £79-490, 1980. Editores J.R. Hindley and J.P. Seldin.

[68] G. Huet. Confluent reductions: Abstract properties and applications to
term rewriting systems. J.A.C.M., 4{27):797-821, Octubre 1980.

[69] G. Huet. Inductive principles formalized in the calculus of constructions.
Programming of Future Generation Computers, 1988,

[7T0] G. Huet. The Gallina Specification Language: A case study. LNCS,
(652):229-240, 1992,

[71] G. Huet. Residual theory in A—calculus: A formal development. Technical
Report 2009, INRIA, Agosto 1993,

[72] G. Huet, G. Kahn, and C. Paulin-Mohring. The Cog Proof Assistont, A
Tutorial. Project Coq, INRIA Rocquencourt / CNRS-ENS Lyon, 1998.

[73] INRIA, http://paunillac.inria.fr/cdrom/www/coq/doc. The Cog Proof As-
sistant. Reference Manual

[74] D. Kapur and J. L. Mundy, editors. Geometric Reasoning. MIT Press,
1989,

{78] M. Kaufmann, P. Manolios, and 1.8. Moore, editors. Computed-Aided
Reasoning: ACLZ Cases Studies. Kluwer Academic Publishers, 2000.

{76] H. Kirchner. Orderings in Automated Theorem Proving. Proceedings of
Symposia in Applied Mathematics, pages 55-95, 1998,

[(77] R. Lalement. Logique. Réduction. Résolution. Masson, 1990.

[78] M. Lecat. Erreurs de mathématiciens des origines a nos jours. Castaigne,
1935.



242 BIBLIOGRAFIA

[79] Chin liang Chang and R. Char-Tung Lee. Symbolic Logic and Mechanical
Theorem Proving. Academic Press, INC, 1973.

[80] 2. Luo. Computation and Reasoning: A Type Theory for Computer Scien-
ce. Oxford Science Publications, 1994.

[81] Z. Luo and R. Pollack. LEGO proof development system: User’s manual.
Technical Report 211, Department of Computer Science, University of
Edinburgh, 1992.

[82] L. Magnusson. The implementation of ALF- a proof editor based on
Martin-Léf’s monomorphic type theory with explicit substitution. PhD
thesis, Chalmers University of Géteborg, 1994,

{83] P. Martin-L&f. Intuitionistic Type Theory. Bibliopolis, 1984.

(84] M. Mayero. Formalisation et automatisation de preuves en analyses réelle
et numérique. PhD thesis, Université Paris 6, 2001.

[85] W. McCune. OTTER 8.0 Reference Manual and Guide. ANL, 1994

[86] 1. Medina, J.A. Alonso, and F. Palomo. Automatic verification of polyno-
mial rings fundamental properties in ACL2. ACL2 Workshop, 2000.

[87] B. Mishra. Notes on Grobner Bases. Information Sciences, (48):219-252,
1980,

[88] B. Mishra. Algorithmic Algebra. Springer-Verlag, 1993.
[89] J.F. Monin. Understanding Formal Methods. Springer, 2003.

[90] C.A. Muiioz. Démonstration automatique dans la logique intuitionniste.
Master’s thesis, DEA d'Informatique Fondamentale, Université Paris 7,
Septiembre 1994.

{91] M.H.A. Newman. On theories with a combinatorial definition of equiva-
lence. Annals of Mathemafics, (43):233-243, 1942.

[92] P. Odifredi, editor. Logie and Computer Science. Number 31 in APIC
Studies in Data Processing. Academic Press, 1990.

(93] S. Owre, J.M. Rushby, and N. Shankar. PVS: A prototype verification
system. LNCS, (607}, 1992.

[94] C. Parent. Developing certified programmes in the system coq, the pro-
gram tactic. Types for Proofs and Programs. LNCS, (806), 1993.

[95] C. Parent. Synthése de preuves dp programmes dans le Coleul des Cons-
tructions Inductives. PhD thesis, Ecole Normale Supérieure de Lyon, 1995.

[96] C. Paulin-Mohring. Extraction de programmes dans le Calcul des Cons-
tructions. PhDD thesis, Université Paris 7, 1989,



BIBLIOGRAFIA 243

[97] C. Paulin-Mohring. Inductive definitions in the System Coq: Rules and
Properties. Proceedings TLCA. LNCS, (664), 1992,

(98] C. Paulin-Mohring and B. Werner. Synthesis of ml programs in the system
Coq. Journal of Symbolic Computation, (15):607-640, 1993.

[99] L.C. Paulson. Constructing Recursion Operators in Intuitionistic Type
Theory. J. Symbolic Computation, 11{4}:325-355, 1986.

[100] L.C. Paulson. Logic end Computation. Interactive proof with Camébridge
LCF. Cambridge University Press, 1990.

[101] L.C. Paulson. The Isabelle reference manual. Technical Report 283, Uni-
versity of Cambridge Laboratory, 1993.

1102] H. Perdry. Aspects constructifs de la théorie des corps valués. (précédée
d'un chapitre sur lo noetherianité constructive). PhD thesis, Université de
Franche-Comté, 2001.

(103] H. Persson. An Integrated Development of Buchberger’s Algorithm in
Coq. Technical Report 4271, INRIA, Setiemhbre 2001.

(104] J. Pfalzgraf and D. Wang, editors. Automated Practical Reasoning.
Springer-Verlag, 1995.

[105] W. Pugh. The omega test: a fast and practical integer programming algo-
rithm for dependence analysis. JEEF, editor, Proceedings, Supercomputing
‘91, pages 4-13, 1991,

{106] A. Saibi. Formalization of a A — caleulus with explicit substitutions in
Coq. Types for Proofs and Programs. LNCS, (996), 1994.

(107] A. Saibi. Théorie constructive des catégories. Technical Report 1993,
INRIA, 1996.

(108] B. Schneier. Applied Cryptography. John Wiley Sons, Inc, second edition,
1996.

[109] J. Biekmann and G. Wrightson, editors. Automation of Reasoning.
Springer-Verlag, 1983. A computer program for Presburger’s algorithm.

[110] B. Sturmfels. Gribner Bases and Convez Polytopes. American Mathema-
tical Society, 1995.

[111] D. Terrasse. Vers un environnement d’aide au développement de preu-
ves en sémantique natyrelle. PhD thesis, L’Ecole nationale des Ponts et
Chaussées, 1995.

[112] L. Théry. A certified version of Buchberger’s algorithm. Proceedings of
Automated Deduction, CADE-15. LNAI (1421):349-364, 1998.



244 BIBLIOGRAFIA

[113] A.S. Troelstra and D. van Dalen. Constructivism in Mathematics. An
introduction {, volume 121 of Studies in Logic and the Foundations of
Mathematics. North-Holland, 1988,

[114] A.S. Troelstra and D. van Dalen. Constructivism in Mathematics. An
introduction II, volume 123 of Studies in Logic and the Foundations of
Mathematics. North-Holland, 1988.

(115] A. Trybulec. The Mizar/QC/6000 logic information language. Bulletin
ALCC Association for Literaty and Linguistic Computing, 2(6):136-140,
1978.

[116] J. Von Zur Gathen and J. Gerhard. Modern Computer Algebra. Cambridge
University Press, 1999,

[117] B. Werner. Une Théorie des Constructions Inductives. PhD thesis, Uni-
versité Paris 7, 1994.

[118) B. Werner. Sets in Types, Types in Sets. Proceedings of TACS'97. LNCS
1281, pages 530-546, 1999.




Apéndice A

Programas extraidos de los
resultados calculatorios

En este apéndice mostramos el cédigo OCaml extraido de los resultados cal-
culatorios probados en nuestra formalizacién. En la primera seccidn describimos
la. forma de especificar programas en Coq.

A.1. Especificaciéon de programas
En Coq existen tres tipos para especificar programas:

1. (sig T {x:T|P) denotado {z : T|P} especifica los elementos = de tipo T
que satisfacen la propiedad P. Este tipo estd definido de forma existencial,
pero dentro de la clase Set. Como Coq utiliza una logica constructiva, los
objetos de este tipo se prueban dando un elemento de T ¥ una prueba de
que dicho elemento verifica la propiedad P. El programa extraido es un
objeto de tipo T' que verifica la propiedad P.

Inductive sip [A:Set; P:A->Prop): Set :=
exist : (x:A)(P x)->(sig A P}.

El principio de recurrencia asociado a este tipo es el siguiente:

Sig_ind =
[A:5et; P:(A-»Prop); PO:({sig A P)->Prop)](sig.rect & P PO)
: (A:Set; P:{A->Prop); PC:{{sig A P)->Prop))
((x:4; p:(P x)){PC (exist A P x p)))->{a:((slg A PI))(PO &)

Se diferencia del tipo ex, utilizado para la cuantificacién existencial, en
que sig esta definide en la clase Set, mientras que ex lo estd en Prop.

2. (sumor [x:T|P Q) denotado {z : T|P} + {Q} especifica un objeto
de tipo (T sumor), que es la suma disjunta de T y un tipo singleton. Se
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denota por inleft un término z de tipo T’ que verifica la propiedad P o por
inright que significa que se verifica Q. Suele utilizarse para funciones de
brisqueda que pueden fallar y para la descripcién de funciones parciales.

Inductive sumor [A:Set; B:Prop): Set :=
inleft: A->A+{B}
| inright: B->A+{B}.

Una definicién equivalente seria:

Inductive option [A:Set; P: A->Prop; B: Prop): Set :=
exito : (x:A)(P x)->(option A P B)
| falla : B->{option A P B).

Un “habitante” de este tipo es un elemento z de A junto con una prueba
de que z verifica el predicado P, o una prueba de B.

3. (sumbool P Q) denotado {P} + {Q} especifica true si P se verifica,
y false si @ es verdadera (si P y @ son ambas verdaderas, el resultado
no se especifica y puede depender de la implementacién). Para esta espe-
cificacion, es suficiente dar una prueba de P o una prueba de Q. El caso
particular de {P} + {-P} especifica la decidibilidad de la propiedad
P y su prueba es el algoritmo que decide P, siempre, claro estd, que no
tengamos axiomas calculatorios.

Inductive sumbool [A:Prop; B:Propl: Set ;=
left: A->{A}+{B}
| right: B->{A}+{B}.

Este tipo inductivo estd particularmente adaptado para describir funciones
de test, que retornan un valor booleano en la programacién convencional. Al
igual que el tipo sig es el correspondiente en la clase Set del tipo ex, el tipo
sumbool es el correspondiente del tipo or.

La prueba de un lema con contenido calculatorio tiene idéntica estructura
gue la del algoritmo que realiza dicho lema, por lo cual nos podemos ayudar
de los programas para demostrar estos lemas {ver [95]). Existe una téctica,
Program*, que permite asociar un programa a un lema, siendo posible entonces
automatizar algunas partes de la prueba siguiendo dichos programas. Una vez
que todas las informaciones contenidas en el programa se han utilizado, solo
queda probar las metas no calculatorias, que no tienen ninguna influencia en el
algoritmo extraido. Las ventajas de este método son:

e las especificaciones més sencillas se prueban automiticamente mediante
dicha tactica, con lo cual podemos concentrarnos en la justificacién de
la correccién del programa {normalmente los resultados no calculatorios
restantes).

» nos aseguramos de que el programa que se extrae sigue el algoritmo dado.

1En fase de experimentacidn.
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A.2. Procedimiento de extraccion

Las extracciones que mostramos en este apéndice estan generadas por la
versién V7.3.1, del sistema Coq.

Se pueden ver mas detalles sobre los principios tedricos de la implementacién
de la extraccién en {98] y sobre ejemplos concretos en [95, 13].

La extraccion consiste en la interpretacién de una prueba por un programa
gjecutable. Esta interpretacion se hace en tres etapas:

» Eliminando todos los objetos no calculatorios de la prueba (los de tipo
Prop), es decir borrando las partes puramente légicas en la prueba. El
sistema de tipos esta construido de tal manera que conserva la validez
de una sentencia de tipado para esta operacién: no se puede probar un
resultado calculatorio por recurrencia sobre una hipdtesis légica.

» Eliminacién de los tipos dependientes.

» La interpretacién propiamente dicha. Se hace explotando la similitud del
sistema Fw'® y los lenguajes de programacién funcionales, como ML o

Haoskell.

A continuacién exponemos la sintaxis basica del proceso de generacién de
codigo OCaml. Se puede ver de forma mucho més completa y con otros enfoques
en [73].

Finalizada la prueba calculatoria de un teorema, cargamos mediante la tActi-
ca Require, la libreria Extraction. Una vez cargada dicha librerfa podemos
extraer el cédigo OCaemi,? asociado a una prueba, de manera rapida de dos
formas: utilizando la orden Extraction “nombre del teorema” se extrae ini-
camente al término explicitado; utilizando la orden Recursive Extraction
“nombre del teorema” se extrae ademds del término explicitado, todos los ele-
mentos del entorno de los cuales depende la prueba. Otra opcidén que permite
el sistema, es la de generar ficheros conteniendo los programas extraidos en el
lenguaje elegido; para ello se utiliza la orden Extraction “nombre del fichero”
“nombre del teorema”.

Require Extraction.
Extraction for_norm.
Recursive Extraction for_norm.

Extraction "forma_normal" for_norm.

2Por defecto se obtiene OCami, aunque podria obtenerse cddige Haskell utilizando la
téctica Exiraction Language Haskell.
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A.3. Optimizaciones

El mecanismo de extraccidn de Coq permite ciertas optimizaciones automati-
cas para mejorar la eficiencia y legibilidad del cddigo extraido. Estas conciernen
principalmente a la manera de interpretar los tipos inductivos: con ellas pueden
utilizarse los tipos nativos del lenguaje, en nuestro caso OCaml, en vez de log
generados a partir de los tipos definidos en Coq.

Por ejemplo podemes implementar ¢l tipo inductivo sumbool por el tipo
bool de OCaml, esto nos permitiré utilizar if/then/else. También se puede
implementar e] tipo list con los constructores de OCaml y, el tipo prod por los
pares de OCami, como se puede ver a continuacién.

Extract Inductive sumbool => bool [ true false ].

]
v

Extract Inductive list list [ "[J" "::" ).

1
v

Extract Inductive prod prod [ "" ].

Las traducciones que efectua el sistema en el primer ejemplo son las siguien-
tes:

nleft < true

inright —  false

En el segundo:

Cons —

Y en el tercero:

Pair (z,y) — (z,y)

A.4. Cobdigo Extraido

En teoria, el codige producido por el sistema nos asegura que obedece fiel-
mente a la especificacién hecha. Sin embargo, es interesante su lectura y analisis
para realizar “a mano” las mejoras que se puedan aportar, en términos de efi-
cacla, legibilidad e interpretacién de tipos inductivos, no solamente en nuestro
cddigo, sing también en préximas versiones de Coq.

Agrupamos el cédigo extraido, sin optimizacidn, por conceptos y siguiendo
el orden de nuestra formalizacidon.
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A.4.1. Términos

(s s oo oot o ok ok o o o ook ol o ok o S o 3 ok K Ko o o KR o SRR KoK KR K )

{(* Decidibilidad de la igualdad de términos. *)
o ok ok ook o oo o 6 R K KK K o O OK o ok AR o ko R R R R R R R )

type ’a list =
I Nil
| Cons of ’a * ’a list

type sumbool =
| Left
| Right

type nat =
| O
| 8§ of nat

let rec eq_nat_dec nm =
match n with
| 0 -> (match m with
| 0 -> Left
| 8 n0 -> Right)
| 8 n0 -> (match m with
| 0 -> Right
| 8 nl -> eq_nat_dec n0 nl)

let rec eq_tm_dec 1 t2 =
match 1 with
[ Nil -> (match tZ with
| Nil -> Left
| Cons (a, 10) -» Right)
| Cons (a, 10) -»>
(match t2 with
| Nil -> Right
| Cons {al, 11) ->
(match eq_nat_dec a a{ with
| Left -> eq_tm_dec 10 11
| Right -> Right))

O ok oo oo o o o oo ko o o s o o o o s o o o o o oo Ko K KK KK oK 3Kk K o o ok )
(% El orden lexicegrdfico es un orden total *)

(938 o o ok o K ke oK s o o o o R KKK R K A oK ok AR K N KK ok )

type ’'a sumer =
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| Inleft of ’‘a
| Inright

ed = function
=> 0

let
|
| u->u

pr
D
3

let rec lt_eq_lt_decnm =
match n with
| 0 -> {match m with
| 0 -> Inleft Right
| $ o0 -> Inleft Left)
| S n0 —>
{(match m with
| 0 -> Inright
| $nl -> lt_eq_lt_dec n0 nl)

let rec ttm_total_good 1 t2 n =
match 1 with
| Nil ->
{match t2 with
| Nil -> Inright
| Cons (a, 10) -> Imleft Left)
| Cons (a, 10) ~->
(match t2 with
| Nil -> Inleft Right
| Cons (a0, 11) ->
(match lt_eq_1lt_dec a a0 with
| Inleft x ->
{match x with
| Left -» Inleft Left
| Right -> ttm_total_good 10 11 (pred n))
| Inright -> Inleft Right)})

let ttm_total t1 t2 n =
ttm_total_good tl t2 n

(****************#********************************************)

(= Decibilidad de la divisibilidad de términes *)
(*************************************************************)

let rec dec_term_div 1l t2 n =
match 1 with
| Nil -» Left
| Cons (a, 10) —>
(match t2 with
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| Nil -> eq_tm_dec (Cons (a, 10)) Nil
| Cons (a0, 11) ->
(match lt_eq_lt_dec a a0 with
| Inleft x -> dec_term_div 10 11 (pred n)
| Inright -> Right))

(*************************************************************)

(* Decibilidad de términos respecto al nimero de variables *)
(*************************************************************)

let rec length = function
| Nil -> O
| Cons (a, m) -> S (length m)

let full_tm_dec t =
eq_nat_dec n (length t)

A.4.2. Cuerpo

En Coq es posible incluir® algunos axiomas en el desarrollo de una prueba. En
nuestro caso, tenemos que dar una interpretacién de los axiomas utilizados para
formalizar la nocién de cuerpo. Mediante la tdctica Extract podemos asociar
una interpretacién a cada axioma, asi como, también, a las variables libres que
se necesitaran para fijar el nimero de variables de un término en un polinomio.
La sintaxis es la siguiente:

Extract Constant multK_neg => string.

Extract Constant n => nat.

(et ok sk sk ok o ok o o ok K ook oK KKK KKK Ko KKK KK ok o Ko K R KoK oK oK )
(* Decibilidad de la igualdad sobre elementos de un cuerpo *)
(oo ok ok sk oo ook ok ok o sk o skt sk ok ok ko soRK Sk ok KKK KKK oK ook )
let multK_neg = string

let multK = string

let invK = string

let pluskK = string

let decK = bool

3Realizing axioms.
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let oK = string

let decK_t k k’ =
decK (plusK k (multK_neg k’))

A.4.3. Monomias

(*************************************************************)

{* Decibilidad respecto al monomio cero *)
(*************************************************************)

type (*a, 'b) prod =
| Pair of ’a * 'b

let z_monom_dec = function
| Pair (x, x0) -> decK x

let mon_coef = functicn
| Pair (q, t)} ->» q

let dec_coef_meonomm =
decK (mon_coef m)

A.4.4. Polinomios

(***************t*********************************************)

(*Decibilidad respecto al niimerc de variables de un polinomiox}
(**************t*****t****************************************)

type term = nat list
type monom = {0bj.t, term) prod

type pel =
| Vpol
| Cpol of monom * pol

let rec full_pol_tm_dec = function
| Vpol —> Left
| Cpol (m, p0) ->
let Pair (x, x0) = m in
{match full_tm_dec x0 with
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| Left -> full_pol_tm_dec p0
| Right -» Right)

A.4.5. Coeficientes

(o 3o e o e o oK oo o e oo o ook o o oo o o o o o A o A o R o ok R Rk )

{* Decibilidad de la pertenencia de un término a un polinomio *)
(**************************************************************)

let coef_z_in_pel y t p hd y0 =
ho

let rec coef p t =
match p with
| Vpol -> oK
| Cpol (m, pl) ->
let Pair (¢, uw) = m in
{match eq. tm_dec t u with
| Left -> pluskK ¢ {(coef pl t}
| Right -> coef pl t)

let rec dec_term_in_peol = function
| Vpol -» (fun t -> Right)
| Cpol (m, p0) -»
let h = dec_term_in_pol p0 in
(fun t ->
let Pair {x, x0) = m in
(match decK x with

| Left ->h t
| Right ->
{match eq_tm_dec t x0 with
| Left -»

{match decK_t (coef pQ t) (multK_neg x) with
| Left -> Right
| Right -> Left)
| Right => h t)})

A.4.6. Polinomios candnicos

(*************************************************************)
{x Decibilidad de polinomios candénicos respecto a vpol *)
(*************************************************************)

let vpol_dec = function
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| Vpol -> Left
| Cpol (m, p0) -> Right

(*************************************************************)

(* Insercién de un monomio no mulo en un polinomio candnico *)
(********************************t****************************)

let insertm x =
let Pair (x0, x1) = m in
let rec f = function
| Vpol => Cpol ((Pair (x0, x1)), Vpol)
| Cpol (m0, p0) ->
let Pair (x2, x3) =m0 in
{match ttm_total x1 x3 n with
| Inleft x4 ->
{match x4 with
| Left -> Cpol ((Pair (x2, x3)), (£ p0))
| Right -> Cpol ((Pair {x0, x1)),
(Cpol ({Pair (x2,
x3)), p0)»)}

| Inright ->
{match decK (plusK x0 x2) with
| Left -> p0

| Right -> Cpol ((Pair ({plusk x0 x2), x1)), p0)))
in £ x

oot sk s o sk ko ook o ok o s o sk ek KR KRR R ROR Sk ROk K s ok ok sk o ok ok kb ok )
(x Construccién de un polinomio canénice *)
(e Mok o ek oo o o o e s e o o ok KR O R K KK ko sk e ok kR k)
let rec can_fun = function
| Vpol =-> Vpol
| Cpol (m, pC) ->
let x = can_fun p0 in
(match z_monom_dec m with
| Left —>» x
| Right -> insert m x)

let fun_can p =
match full_pol_tm_dec p with
| Left -> can_fun p
| Right -> Vpol

(*****************************************$*****$*************)

(* Decibilidad de polinomios raespecto a vpol *}
(*************************************************************)
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let vpol_dec_full_term p =
match can_fun p with
| Vpol -> Left
| Cpol (m, p0) -> Right

(*************************************************************)

(* Decibilidad de la igualdad de dos polinomios *)
Rk ko sk sk ok o s ko ook o oK oo ok oo sk oK o Ko ok o ok ook kK o ook ko ok ook )

let rec suma_app p q =
match p with
| Vpol -> q
| Cpol (m1, p1) -> Cpol (ml, (suma_app pl q))

let rec pol_opp = function
| Vpol -> Vpol
| Cpol (m, p0O) ->
let Pair (c, t) = m in
Cpol ((Pair ((multK_neg c), t)), (pol_opp p0))

let equpol_dec_full_termp q =
vpol_dec_full_term (suma_app p {(pol_opp q))

A.4.7. Operaciones con polinomios candnicos

(*************************************************************)

(* Adicién de polinomios canénicos *)
(*************************************************************)

let rec add_effic = function
| Vpol -> (fun q -> q)
 Cpol (m, p0) ->
let hRp = add_effic p0 in
(fun q ->
let Pair (x, x0) = m in
let rec £ = function
| Vpol -> Cpol ((Pair (x, x0)), p0)
| Cpol (mO, p2) ->
let Pair (x1, x2) = m0 in
(match ttm_total_good x0 x2 n with
| Inleft x3 ->
(match x3 with
| Left -> Cpol ((Pair (x1, x2)), (f p2))
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| Right -> Cpol ((Pair (x, x0)),
(hRp (Cpol ((Pair (x1, x2}), p2)))))
| Inright ->
{match decK_t x {multK_neg x1) with
| Left -> hRp p2
| Right -> Cpol ((Pair ({plusK x x1}, x0)

(hRp p2)3))
in f q)

let add_effic fun p q =
add_effic p q

(******************************t***#**************************)

(* Producto de un polinomioc candnice por un monomio *)
(*********************************#***************************)

let rec plus n0 m =
match n0 with
[ 0 ->m
| 8p -> 8 (plus p m)

let rec term_mult tl t2 =
match t1 with
| Nil -> t2
| Cons {ml, tl1’) ~>
{match 12 with
| Nil -> t1
| Cons (n2, t2’) -> Cons ((plus nit n2), (term_mult t1’ t2°)))

let mult_mon mi m2 =
let Pair (k1, ti) = ml in
let Pair (k2, t2) = m2 in Pair
({multK ki1 k2), (term_mult ti t2))

let re¢ mult_m_full pm =
match p with
| ¥pol -> Vpol
| Cpol (mQ, p0) ->
(match z_monom_dec m with
| Left -> Vpol
| Right ->
add_effic (Cpol {(mult_mom mQ m), Vpol))
(mult_m_full p0 m))

let mult_m_effic funpm =
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mult _m_full pm

s s s s s o o KSR KK K R Ko o ok o oo KRR Kk )

(* Producto de polinomics candénicos *)
(****#**t*******************#******************t**************)

let rec mult_p_can p q =
match p with
| Vpol -> Vpol
| Cpol {m, p0) -> add_effic (mult_m_full q m) (mult_p_can p0 q)

let mult_p_effic_fun p q =
mult_p_can p g

€ ek ook ook oo kAo K R KR K R R ok AR R KRR K K )

(= Tipo polinomio candnico *)
(*********************t**********************t**#*************)

1]

type pel_full = pol sig0

let ex_fpol I
f

let ex_fpol_eq £ =
f

(***********************************************m*************)

{* Decibilidad respecto de un conjunto de polinomios *)
(**&**t***************#**********************#*****&**********)

let rec full_fam_dec = function
[ Nil -> Left
| Cons {(a, 10) -»
(match full_fam_dec 10 with
| Left ->
(match full_pol_tm_dec a with
| Left —>
{match vpol_dec_full_term a with
| Left -> Right
| Right -> Left)
| Right -> Right)
| Right -> Right)
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A.4.8. Forma normal B}

(*******************************#*****************************)

(* Algoritme de normalizacién *)
(o e s o e sk sk ok o o sk ok e ook ok ko ok ok o s oo o o ok o ook o o ok ok ok ok R )

let rec mult_m pm =
match p with
| Vpol -> Vpol
| Cpol (ml, pl) -> Cpol {((mult_mon m ml), (mult_m pl m))

let divK k1l k2 =
multK k1 (invK k2)

let rec n_term_0 = function
[ O -> Nil
[ § ni ->» Cons (0, {(n_term_GC nl1}))

let hmonom p =
match fun_can p with
| Vpol -> Pair (oK, (n_term_0 n))
| Cpol (m, @) > m

let hceoef p =
mon_coef (hmonom p)

let rec minus n0 m =
match nd with
| 0->0
| 8 k -> (match m with
| 0 ->8 k
| 81 -> minus k 1)

let rec div_term t1 t2 =
match tl1 with
| Nil -» t2
| Cons (mi, t1’) ->
(match t2 with
[ Nil -> ti1
| Cons (n2, t2’) -> Cons ({minus nl n2}, (div_term ti1’ t2')))

let mon_term = function
| Pair (q, t) —> t

let hterm p =
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mon_term (hmonom p)

let rec prev_calcula_fn2 p £ =
match p with
| vpol -> Inright
| Cpol (m, pO) -»
let Pair (x, x0) = m in
(match prev_calcula_fn2 p0 f with
| Inleft xi -> Inleft (Cpol {({(Pair (x, x0)), x1))
| Inright ->
(match de¢_term_div (hterm f) x0 n with
| Left -> Inleft
{suma_app (Cpol ({(Pair (x, xQ)}), p0))
{pol_opp
(mult_m f (Pair ({divK x (hcoef f}),
{div_term x0 (hterm £))))}))

| Right -> Inright))

let inc p =
P

let rec prev_calcula_fn3dbis 1 f =
match 1 with
| Nil -> Inright
| Cons (a, 10) -»
(match prev_calcula_fn3bis 10 £ with
| Inleft x ->» Inleft x
| Inright ->
(match prev_calcula_fn2 {inc ) (inc a) with
| Inleft x -» Inleft {can_fun x)
| Inright -> Inright})

let rec calcula_fnbis £ £0Q =
match prev_calcula_fn3bis £ £0 with

| Inleft x -» calcula_fnbis f x
| Inright -> £0

let rec inc_list = function
| Nil -> Nil
| Cons (pl, p2) ->» Cons ({inc pl), {inc_list p2))

let for . norm f g =
match full_fam_dec (inc_list f) with

| Left -» calcula_fnbis f g
| Right -> Vpol
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(***************************7&*******&*************************)

(* Decibilidad respecto a la forma normal de un polinomic  *)
(o ok ook ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok Rk Ok sk ok ok )

let for_norm_dec_vpel f g =
equpol_dec_full_term
{inc
{match full_fam_dec (inc_list f) with
| Left -> calcula_fnbis f g
| Right -> Vpol)) Vpol

Hemos axiomatizado el cuerpo K, por eso al extraer el cédigo no se genera
una definicién ni del tipo ni de las funciones definidas sobre él. Como el resto del
codigo depende de dicha axiomatizacidn, para poder compilar en OCaml, seria
preciso definir una interfaz donde esté declarado el tipo K vy sus operaciones.

Si ademas, se proporciona una implementacién se podra ejecutar el cddi-
go generado. Tal implementacién podria consistir en utilizar directamente el
médulo Num de OCaml, que proporciona una formalizacién de los niimeros
racionales.



Apéndice B

Moaédulos de utilidad general

B.1. Induccién Completa para listas

El primer médule contiene un resultado sobre las listas que permite razonar
por recurrencia sobre la longitud de una lista. Es equivalente al “Metateorema
de la Induccion Completa para listas” (pag 41) utilizado en nuestra formali-
zacion. El resultado se obtiene a partir de formulaciones ya existentes en las
librerias de Coq; en particular, del uso del mddulo wf_inverseimage de la
libreria Well founded cuyo autor es Bruno Barras.

(ot ook o ok ok o o ook o o oo o o o o o o o K o oK ook oK o K K SR o oK S KoK K KoK o )

(% LFCIA *% )
(% *ok )
(%% Facultad de Informitica *i)
(% *x)
(*x Universidade da Corufia %)
(o *%)
(% Induccidén Completa para listas *%)
(*= %)

(#* Autores: Gilberto Perez Vega y Jose Luis Freire Nistal **)
(o e oo o o e s e s sl s koS o R 3K K KR K oK o o o KoK o Ko o oo ok R o o ok )

Require PolyList.

Require Wif.

Require Wf_nat.

Require Inverse_Image.

(* Un resultado general: #)

Secticen trans_imp.

Variables H,G,H1:Prop.
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Lemma transimp:(H->H1)->(H1->G)->(H->G).

Tauteo.
Qed.

End trans_imp.
Section theorems.
Variables A:Set;P:(list A)->Prop.

Definition 1t1l:=[1,m:(list A)}] (1t (length 1} (length m)J.
Definition long:=[1:(1list A)]{length 1).

(*Probando propiedades de listas utilizando 1tl wellfoundedness*)

Theorem list_indls:

(- ——mmm e e e *)
{ (x:(list &))((v:(list &4))(1tl v x)->(P v))
->(P x) )
(#————mm e e *)
-»(a:{1list AY)(P a).
Proof.
Apply

(well_founded_ind (1ist A} 1tl
(wi_inverse_image (list A) nat lt long 1t_wf)).

Qed.
(* Dos lemas auxiliares *}

Lemma 1slg:
{ (n:pat)({v:{list A)) (1t {length v} n)->(P v))
->(x:(list A)}{length x)=n->(P x}) ->
( (x:(list A))((v:{list A)){(1tl v x)~>{P v))
->(P x) }.

Proof.

Intro H.

Intre x.

Intro H1.

Apply (H (length x)); Auto.
Qed.

Lemma lgls:
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C (x:(list A))((v:
->(P
{ (n:nat){(v:{(list
->(x

Proof.

(list A)X{1tl v x)=>(P v))
X)) -

4)){1t (length v) n)->(P v))
:(list A})(length x)=n->(P x)

Intros Hl n H x H2.
Rewrite <- H2 in H.

Unfold 1tl in H1.
Apply (H1 x H).
Qed.

Theorem list_indlg:

{ (n:nat) ({v:{list
->(x

A)) (1t (length v) n)->(P v))
:(list A)){length x}=n->(P x)

-»(a:(list AY)(P a).

Proof.
Intro H.

Cut (x:(list A))}{(v:(list A))(1tl v x)->(P v))->(P x);
[ Intro H’; Apply (list_indls H') | Apply 1islg,; Auto ].

Qed.

End theorems.

1.

)

B.2. Irreflexividad en una relacion bien fundada

En este médulo se prueba que la propiedad irreflexiva es inherente a toda

relacién bien fundada.
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Variable A:Set.
Variable R:A->A->Prop.
Section dec.

(*toda relacion decidible cumple que, si todos los elementos
"mencres" que uno dado no son menores que si mismos, entonces
8l tampoco*)

Hypothesis decR:(a,b:A){(Ra b)}+{"(R a b)}.

Lemma key: (x: ) ({y:0)(Ry x)->"(Ry y))->"(R x x).
Proof.

Intros x H.

Auto.

Case (decR x x}; Auto.

(ed.

(*Como aplicacién, he aqui una prueba de que toda relaciénm bien
fundada y decidible es antirreflexivax)

Theorem norefled: (well_founded A R)->(a:4)"(R a a).
Proof.

Intros wf x.,

Apply (Wf.well_founded_ind A R wf [z:A]1 (R z z) key).
Jed.

End dec.

(*No obstante, aunque este teorema ilustra una aplicacién del
lema key, se puede demostrar que todas las relacionas bien
fundadas son antirreflexivas. He aquf una demostraciénx)

Lemma noreflacc: (x:A)(Acc A R x)->"(R x x).
Proof .

Red.

Intros x H.

Elim H.

Intros.

Apply (H1 x0); Auto.

Qed.

Theorem nerefWf: (well_founded A R)->(a:A)"(R a a).
Proof.

Intros wf a.

Red in wf.

Exact (noreflacc a (wf a)).

Qed.

End propiedades.
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