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Introducción

Esta memoria se enmarca dentro del análisis de supervivencia, un campo de la

Estadística de creciente interés en los últimos años. Su objeto es el estudio de variables

aleatorias positivas que miden, en general, el tiempo que transcurre desde un cierto

suceso inicial hasta un suceso final. Estas variables, denominadas tiempos de vida,

pueden ser el tiempo que transcurre hasta que una componente física (mecánica o

eléctrica) experimenta el primer fallo, o el tiempo hasta la muerte de una unidad

biológica (paciente, animal, célula, etc.). Sus importantes aplicaciones en ciencias como

la Medicina o la Biología, así como en Ingeniería (estudios de fiabilidad) y en Economía,

han provocado una preocupación por la mejora de los métodos de Inferencia Estadística

propuestos en este contexto.

Los métodos de inferencia estadística se basan en la información proporcionada por

una muestra aleatoria procedente de una distribución desconocida, y se desea estimar

una característica de la población, que puede ser un parámetro o una curva de interés.

Este problema puede enfocarse desde dos puntos de vista diferentes:

Paramétricamente, donde se supone que la distribución teórica pertenece a
una familia de distribuciones conocida, Fθ (x), indicada por un parámetro finito

dimensional θ. El problema se reduce a estimar el parámetro a partir de la

información contenida en la muestra. El mayor inconveniente es el riesgo de

cometer un error de especificación del modelo, que podría llegar a invalidar los

resultados obtenidos.

No Paramétricamente, tratando de establecer el modelo probabilístico que ha
generado los datos sin ninguna suposición inicial sobre la distribución. La única

información es la proporcionada por la muestra.

Nuestro interés se centrará en la estimación no paramétrica de curvas, una de las

áreas más activas de la inferencia estadística, puesto que es una metodología muy

flexible que puede usarse en multitud de situaciones prácticas. Permite relajar las

hipótesis sobre el modelo teórico y es muy apropiada en un estudio exploratorio previo



de los datos. En particular, los métodos no paramétricos de estimación de la función

de densidad son extremadamente útiles para determinar las características de una

población a partir de una muestra, y tienen aplicaciones directas en muchos problemas

de inferencia.

El primer estimador no paramétrico de la función de densidad considerado fue el

histograma, pero su construcción es muy subjetiva. Los métodos modernos de esti-

mación de la densidad se han ido desarrollando a partir de los años 50, dando lugar a

estimadores continuos, más adecuados que los simples histogramas: el método del veci-

no más próximo, el estimador de series, el estimador spline y los wavelets son algunos

de los métodos no paramétricos para estimar la densidad. Sin embargo, a partir de los

trabajos de Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), los estimadores tipo núcleo han sido

quizás los más populares en la estimación de la densidad. Dada una muestra aleatoria

simple {Xi}ni=1 de la variable de interés, el estimador tipo núcleo de la función de
densidad viene dado por:

bfh (x) = 1

n

nP
i=1

Kh (x−Xi)

donde K (·) es una función real, llamada núcleo, con integral igual a 1, y Kh (·) =
h−1K (·/h) es la función núcleo reescalada por un parámetro de suavizado, h, positivo,
llamado comúnmente ventana.

Éste es el procedimiento que hemos elegido para estimar la función de densidad, por

ser uno de los más utilizados y estudiados en la práctica. Además, presenta la ventaja

de una formulación algebraica relativamente fácil de tratar. El problema principal de

este estimador sería la elección del parámetro ventana, h, porque regula el grado de

suavización:

Una ventana pequeña conduce a que el estimador utilice pocas observaciones

en la ponderación, disminuyendo el sesgo, pero haciendo que las estimaciones

dependan demasiado de la variabilidad muestral. Esta situación recibe el nombre

de infrasuavización.

Una ventana grande produce un aumento del sesgo, puesto que hace uso de

muchas observaciones en el promedio en el punto x de interés, lo que se conoce

como sobresuavización.

Por lo tanto, es imprescindible el desarrollo y uso de métodos automáticos de

elección de la ventana de acuerdo a algún criterio específico.

Nuestro objeto es, por tanto, estimar de forma no paramétrica las funciones de

distribución y densidad en el campo del análisis de supervivencia. Sin embargo, el



procedimiento de obtención de información empírica de datos que miden el tiempo

transcurrido hasta un suceso puntual no siempre es fácil. Para ello sería necesario

observar el instante del suceso inicial de todos los individuos de la muestra, y esperar

a que se produzca el suceso final igualmente para todos ellos. No obstante, por consi-

deraciones de tiempo o de coste, en muchas ocasiones el investigador finaliza el estudio

antes de que se produzca el suceso final para todos los individuos. Esta situación se

conoce como censura por la derecha, y es en la que nos centraremos en esta memoria. Es

frecuente, por ejemplo, en estudios de fiabilidad sobre la duración de una determinada

componente, en los que no se espera al fallo de la misma. También en Medicina,

puesto que algunos pacientes pueden sobrevivir al final del ensayo clínico, pasar a otro

tratamiento, o morir por otra causa ajena a la enfermedad.

Aunque no todos los datos están completos, está claro que todos los datos disponi-

bles aportan información sobre la distribución de la variable de interés. Se sabe que

los tiempos de vida de los individuos censurados (aquellos para los que no se había

producido el suceso final en el momento de finalizar el estudio) es siempre superior al

valor observado de la variable. Por ello, los métodos clásicos de inferencia estadística

no son eficientes en este contexto, y se hace necesario considerar nuevos métodos que

se ajusten a esta situación y que optimicen el uso de la información contenida en la

muestra.

En esta memoria se presenta un nuevo método de estimación, para las funciones de

distribución y densidad, en presencia de censura aleatoria por la derecha. La novedad

de este método radica en la estimación previa, mediante procedimientos no paramétri-

cos, de la función probabilidad condicional de no censura. Este paso preliminar, lla-

mado presuavización, da lugar a un uso más eficiente de la información aportada en

los datos que mediante los métodos clásicos que se aplican en este contexto.

La memoria consta de seis capítulos, que se organizan de la siguiente manera. En

el primero de ellos, se presenta el modelo de censura con el que trabajaremos, y se hace

una revisión de los principales estimadores de las funciones de distribución y densidad

para datos censurados, y de sus propiedades más relevantes.

El segundo capítulo introduce la presuavización como paso previo para estimar la

función de distribución. Para este nuevo estimador de la función de distribución, se

exponen sus principales propiedades asintóticas y se compara, mediante un estudio

de simulación, con el estimador clásico para datos censurados, el llamado estimador

límite producto o de Kaplan-Meier.

En el tercer capítulo se propone el estimador presuavizado tipo núcleo de la función

de densidad, obtenido por convolución del estimador presuavizado de la función de



distribución, y se presentan sus propiedades asintóticas. Su comportamiento práctico

se ilustra por medio de un estudio de simulación.

El capítulo 4 aborda el problema de selección de los parámetros ventana para el

estimador presuavizado de la función de densidad. En él se proponen dos tipos de

selectores, unos de tipo plug-in y otros bootstrap, se demuestra que el selector plug-in

es consistente, y finalmente se estudia el comportamiento de todos ellos en un estudio

de simulación.

La presuavización consiste en la estimación no paramétrica de la probabilidad

condicional de no censura, que es una función de regresión. En el capítulo 5 se analiza

el efecto, en la estimación final de la densidad, de presuavizar utilizando dos métodos

diferentes para ajustar la función de regresión. En concreto, los métodos considerados

han sido el estimador de Nadaraya-Watson y el estimador local lineal.

El sexto y último capítulo de este trabajo ilustra el comportamiento de los esti-

madores presuavizados de las funciones de distribución y densidad, con los datos de

transplante de corazón de Stanford. Se estudia, además, el efecto de distintas covaria-

bles en el tiempo de vida de los pacientes.



Capítulo 1

Estimación en el modelo de
censura aleatoria por la derecha

1.1. Introducción a los modelos de censura

Tal como se manifestó en la introducción de esta memoria, el término de censura

hace referencia a un tipo de pérdida de información en situaciones en las que la variable

de interés es un tiempo de vida. La censura surge en las ocasiones en las que hay

individuos de la muestra para los que no se conoce exactamente su tiempo de vida,

sino que únicamente se sabe que éste ha ocurrido dentro de un cierto intervalo de

valores. De esta forma se pueden considerar varios tipos de censura: censura por la

derecha, por la izquierda y censura dentro de un intervalo.

Si la variable de interés es el tiempo transcurrido desde que ocurre un suceso

inicial hasta que ocurre un suceso final o suceso de interés, comúnmente llamado fallo,

entonces se asume que hay censura por la derecha cuando en el momento en que

finaliza el estudio hay sujetos para los que no se conoce el instante exacto de fallo, sino

que solamente se conoce que ha sido posterior a un momento dado. Por tanto, el valor

exacto del tiempo de vida será superior al valor observado. Este problema es habitual

cuando se analizan tiempos de vida, puesto que los estudios pueden terminar antes del

fallo de todos los individuos de la muestra. Aquellos sujetos que no hayan fallado antes

del fin del estudio serán censurados por la derecha, puesto que sólo sabremos que, de

continuar el estudio, su instante de fallo sería posterior al instante final del estudio, y

por tanto su tiempo de vida sería mayor que el observado. Lo mismo ocurre cuando no

se puede observar el instante de fallo debido a la pérdida de seguimiento del individuo.

Esto puede ser, entre otras causas, por un fallo debido a alguna razón ajena a la de

interés, el abandono del estudio por parte del individuo, cambio de domicilio, etc.
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Análogamente, el tiempo de vida asociado a un individuo en estudio se considera

censurado por la izquierda si es menor que cierto valor dado, es decir, si el momento

exacto en el que ocurrió el fallo es desconocido, sabiendo tan sólo que ha ocurrido

antes de que el individuo se incluya en el estudio. Por ejemplo, es posible encontrarse

en la muestra con sujetos que ya hayan fallado antes del comienzo del estudio, sin

saber exactamente cuándo.

Un tipo más general de censura que generaliza los dos anteriores surge cuando de

alguno de los tiempos de vida sólo se conoce que pertenecen a cierto intervalo. Se

habla entonces de censura de tipo intervalo. Es común en estudios donde se hace un

seguimiento periódico a los individuos. En este caso, cuando se encuentra un fallo para

un individuo, solamente se sabe que el suceso de interés, el fallo, ocurrió entre dos

revisiones periódicas.

De todos estos tipos de censura, el más común y en el que nos centraremos a partir

de ahora, es el de censura por la derecha. Ahora bien, como hemos visto en los ejemplos

anteriores, las causas que originan la censura de una observación pueden ser aleatorias

o controladas; esto hace que se distinga entre tres clases de censura:

Censura tipo I: El suceso se observa si ocurre antes de un momento fijo prede-
terminado C. En este caso, C es una constante prefijada por el investigador para todas

las unidades muestrales. Este tipo de censura es común cuando, por diversas causas, el

investigador finaliza el estudio antes de que todos los individuos hayan experimentado

el suceso de interés. Si no hay pérdidas accidentales, todas las observaciones censuradas

son iguales a la longitud del periodo en estudio.

Censura tipo II: Este tipo de censura surge cuando se fija el final del estudio en el
momento en que un número r < n predeterminado de individuos falla. Los tiempos de

vida observados son los r menores valores de la muestra, de forma que C se convierte

en la variable aleatoria C = T(r).

Censura tipo III: En la mayoría de los estudios, se fija la duración y los individuos
entran a formar parte de la muestra a lo largo de ese periodo. Para los individuos que

fallan antes del final del estudio, se conocen exactamente sus tiempos de vida. Para

los que no han experimentado el suceso al final del estudio, la censura de sus tiempos

de vida es semejante a la de tipo I. En ocasiones, algunos sujetos experimentan otros

sucesos independientes del de interés que provocan su eliminación del estudio. Esta

situación se denomina también censura aleatoria. En este tipo de censura, C es una

variable aleatoria que se supone independiente de la variable de interés.
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En esta memoria nos centraremos en el estudio de la censura aleatoria por la

derecha.

1.1.1. El modelo de censura aleatoria por la derecha

Denotaremos por Y la variable aleatoria de interés tiempo de vida con función de

densidad f (·) y función de distribución F (·). En presencia de censura aleatoria por
la derecha, lo que realmente observa el estadístico para cada unidad muestral es la

variable aleatoria bidimensional (Z, δ) definida por:

Z = mı́n(Y,C) y δ = 1{Y≤C},

siendo C la variable de censura por la derecha y 1A la función indicadora del suceso

A, es decir:

Z =

(
Y si Y ≤ C

C si Y ≥ C
y δ =

(
1 si la observación no es censurada (Z = Y )

0 si la observación es censurada (Z = C)

Bajo este modelo, C es una variable aleatoria con función de distribución G(t) =

P (C ≤ t) y función de densidad g (·) , que supondremos independiente de Y . Por lo
tanto, la variable observada Z tiene función de distribución H (·) dada por:

1−H(t) = (1− F (t))(1−G(t)). (1.1)

Supondremos además, sin pérdida de generalidad, que las variables aleatorias son

positivas, y adoptaremos la siguiente notación:

aF = inf {t > 0 : F (t) > 0} y bF = sup {t > 0 : F (t) < 1}

para representar los extremos inferior y superior del soporte de la función de distribu-

ción F (·). Extenderemos esta notación no sólo para la función F (·) , sino también para
las funciones de distribución G (·) y H (·) : aG, bG, aH y bH respectivamente. Bajo la

relación (1.1), estos extremos verifican lo siguiente:

aH = mı́n {aF , aG} y bH = mı́n {bF , bG} .

Asociadas a este modelo necesitaremos definir algunas funciones de interés. En

primer lugar, sea p (t) la probabilidad condicional de que una observación sea no cen-

surada condicionado a que Z = t :

p(t) = P (δ = 1|Z = t) = E(δ|Z = t).
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Junto a esta probabilidad, definimos ahora la probabilidad incondicional γ de que

una observación sea no censurada:

γ = P (δ = 1) = E(δ) = P (Z ≤ C) =

Z ∞

aF

(1−G(v)) dF (v) = H1 (+∞) ,

donde H1(t) = P (Z ≤ t, δ = 1) es la función de subdistribución de las observaciones

sin censura, que se puede escribir de la siguiente formaZ t

aH

p(v)dH(v) = P (Z ≤ t, δ = 1) = H1(t) = P (Y ≤ t, Y ≤ C)

=

Z t

aF

¡
1−G(v−)

¢
dF (v),

es decir,

dH1 (t) = p (t) dH (t) .

Análogamente, la función de subdistribución de las observaciones censuradas es

H0 (t) = P (Z ≤ t, δ = 0) .

1.2. Estimación de la función de distribución

1.2.1. El estimador de Kaplan-Meier

El estimador de la función de supervivencia para datos censurados aleatoriamente

por la derecha más usado y estudiado en la práctica es el propuesto por Kaplan y

Meier (1958), también conocido en la literatura como estimador límite-producto. Su

expresión se puede derivar siguiendo distintos métodos, algunos más intuitivos que

otros, aunque aquí se expondrá la que se obtiene a partir de la siguiente relación entre

la función de supervivencia y la razón de fallo acumulada:

1− F (t) = exp [−ΛF (t)] , (1.3)

puesto que es la idea que seguiremos para obtener la expresión del estimador pre-

suavizado de la función de distribución en el siguiente capítulo. Esta relación se puede

generalizar, al caso en el que la función ΛF (·) presente discontinuidades, de la siguiente
manera:

1− F (t) = exp [−ΛcF (t)]
Y

{ai∈A / ai≤t}
(1− ΛF {ai}) ,

donde ΛcF (·) denota la parte continua de ΛF (·), A el conjunto de puntos donde ΛF (·)
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tiene discontinuidades de salto y ΛF {ai} = ΛF (ai) − ΛF
¡
a−i
¢
es la magnitud del

salto de ΛF (·) en ai. Puede verse la demostración de esta relación en la página 301 de
Shorack y Wellner (1986).

En este modelo de censura, podemos escribir la razón de fallo acumulada ΛF (·) en
función de cantidades estimables empíricamente de la siguiente manera:

ΛF (t) =

Z t

0
λ(v)dv =

Z t

0

dF (v)

1− F (v−)
=

Z t

0

1−G(v−)
1−H(v−)

dF (v)

=

Z t

0

dH1(v)

1−H(v−)
=

Z t

0

p(v)

1−H(v−)
dH(v)

para todo t < bH . Si sustituimos las funciones H (·) y H1 (·) en la expresión anterior
por sus respectivas estimaciones empíricas,

Hn(t) =
1

n

nP
i=1
1{Zi≤t} y H1

n(t) =
1

n

nP
i=1
1{Zi≤t}δi,

y tomamosHn(t
−) = ĺım

x↑t
Hn(x), obtenemos el estimador no paramétrico de la razón de

fallo acumulada más utilizado en este contexto, el conocido estimador de Nelson-Aalen:

ΛNA
n (t) =

Z t

0

dH1
n(v)

1−Hn(v−)
=

nX
i=1

1{Zi≤t,δi=1}
n
¡
1−Hn

¡
Z−i
¢¢ = X

Z(i)≤t

δ[i]

n− i+ 1
, (1.4)

donde
©
Z(i), δ[i]

ªn
i=1

son las observaciones ordenadas, y δ[i]’s son los concomitantes

correspondientes a los indicadores de no censura. Notemos que precisamente

nδ[i]/ (n− i+ 1) es la estimación empírica de p (v) / (1−H (v−)). Retomaremos es-
ta idea para introducir los estimadores presuavizados en la siguiente sección.

Este estimador fue sugerido por primera vez por Nelson (1972) en el contexto

de la fiabilidad, y redescubierto por Aalen (1978), quien lo obtuvo usando técnicas de

procesos de contar. Detalles de estas técnicas pueden encontrarse también en Andersen

et al. (1993) y en Fleming y Harrington (1991).

Se puede modificar la expresión (1.4) del estimador de Nelson-Aalen para permitir

más de un fallo en un instante t. Supongamos que los sucesos ocurren en D tiempos

distintos t1 < · · · < tD, y que en el instante ti hay di sucesos o fallos, siendo Ni el

número de individuos en riesgo, es decir, el número de individuos vivos en ti. En el

caso de que sólo haya un fallo en cada instante, entonces di = δ[i] y Ni = n − i + 1.
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El cociente di/Ni proporciona una estimación de la probabilidad condicionada de que

un individuo que sobrevive hasta justo antes del instante ti, falle en el instante ti.

Ésta es la cantidad básica a partir de la cual se construyen los estimadores de la

función de supervivencia y de la razón de fallo acumulada. En este caso, el estimador

de Nelson-Aalen se puede escribir de la forma:

ΛNA(2)
n (t) =

X
Z(i)≤t

di
Ni

.

A partir de la igualdad (1.3), resulta el siguiente estimador de la función de super-

vivencia en el instante t:

1− bF (t) = exp £−ΛNA
n (t)

¤
= exp

− X
Z(i)≤t

δ[i]

n− i+ 1

 = Y
Z(i)≤t

exp

·
− δ[i]

n− i+ 1

¸
.

Podemos obtener una expresión de este estimador más cómoda de calcular si usamos

la aproximación e−t w 1− t para t próximos a 0, dando lugar a la expresión final del

estimador de Kaplan y Meier de la función de supervivencia:

1− FKM
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− δ[i]

n− i+ 1

¶
. (1.5)

Análogamente, en el caso de permitir más de un fallo en un instante t, el estimador

de la función de supervivencia sería

1− FKM(2)
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− di

Ni

¶
.

Se puede comprobar que el estimador de Nelson-Aalen de la razon de fallo acumu-

lada es el primer término de la serie de Taylor de menos el logaritmo del estimador

de Kaplan-Meier de la función de supervivencia. En concreto, la relación entre los

estimadores de Kaplan-Meier y Nelson-Aalen es :

1− FKM
n (t) = exp

£−ΛNA
n (t)

¤
+OP (n

−1).

Observación 1.2.1

En lugar de usar la aproximación

exp

µ
− δ[i]

n− i+ 1

¶
w 1− δ[i]

n− i+ 1
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de la que se obtiene el estimador (1.5), podemos considerar la aproximación

exp

µ
− δ[i]

n− i+ 1

¶
=

·
exp

µ
− 1

n− i+ 1

¶¸δ[i]
w
µ
1− 1

n− i+ 1

¶δ[i]

,

que da lugar a la siguiente expresión del estimador de Kaplan-Meier:

1− FKM
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
n− i

n− i+ 1

¶δ[i]

,

equivalente a la dada en (1.5).

1.2.2. Propiedades del estimador de Kaplan-Meier

El estimador de Kaplan-Meier presenta varias propiedades deseables: su facilidad

de cálculo y el hecho de que sea el estimador no paramétrico de máxima verosimilitud

para datos censurados (Johansen (1978), Scholz (1980) o Wang (1987)) hacen que

sea el estimador más utilizado y estudiado en este contexto. Además, se reduce al

estimador empírico clásico en el caso de no haber censura.

Sin embargo, este estimador presenta problemas cuando la hipótesis de indepen-

dencia entre los tiempos de fallo Y y los tiempos de censura C no se verifica. Por

otra parte, tiene forma escalonada con saltos únicamente en las observaciones no cen-

suradas, con pesos que aumentan desde el menor al mayor dato no censurado, puesto

que dependen del número de observaciones censuradas entre ellos (ver Efron (1967)).

El estimador de Kaplan-Meier está bien definido para todos los valores de tmenores

que el mayor tiempo en estudio observado. No obstante, si el mayor valor observado

corresponde a un tiempo de vida no censurado, entonces la curva de supervivencia para

valores de t posteriores es 0. Pero si la última observación es censurada, el valor de

1− F (·) para tiempos posteriores es indeterminado porque no se puede saber cuándo
este último individuo hubiera fallado de no haber sido censurado. Se han dado varias

soluciones a esta ambigüedad: Efron (1967) propuso estimar 1 − F (t) para t > Z(n)

por el valor 0. Esto equivale a suponer que el individuo con el mayor tiempo de vida

hubiera fallado inmediatamente después de haber sido censurado, y da lugar a un

estimador negativamente sesgado. Gill (1980) sugirió estimar 1 − F (t) para t > Z(n)

por 1 − FKM
n (Z(n)), que corresponde a asumir que este individuo fallaría en t = ∞

y conduce a un estimador con sesgo positivo. Aunque las dos propuestas tienen las
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mismas propiedades asintóticas y convergen a la verdadera función de supervivencia,

un estudio con tamaños muestrales finitos de ambos estimadores realizado por Klein

(1991) revela un mejor comportamiento de la versión de Gill del estimador de Kaplan-

Meier.

Como ya se ha comentado con anterioridad, el estimador de Kaplan-Meier ha sido

el estimador de la función de supervivencia en presencia de censura más estudiado en

los últimos años. Expondremos a continuación algunas de sus propiedades asintóticas

más destacables.

El punto de referencia es, sin duda, el artículo de Kaplan y Meier (1958), en el

que estudian y comparan el estimador límite-producto con otros dos estimadores: los

estimadores de tipo actuarial y el estimador de muestra reducida.

Phadia y Shao (1999) obtuvieron las expresiones exactas de los momentos k-ésimos

del estimador de Kaplan-Meier, tanto de la versión de Efron como de la de Gill, sin

suponer ningún modelo previo de la distribución de la supervivencia. El principal

resultado para la versión de Efron del estimador límite producto es el siguiente:

Propiedad 1.2.1 (Teorema 1 de Phadia y Shao (1999))
Sea F

KM
n (·) el estimador de Kaplan-Meier de la función de supervivencia F (·) =

1− F (·). Entonces, el momento k-ésimo de F
KM
n (·) viene dado por

E
h
(F

KM
n )k(t)

i
=

n−1X
i=0

n!

(n− i)!
H

n−i
(t)

Z t

0

Z ti

0
. . .

Z t2

0

Y
j≤i

dφj(tj), (1.6)

donde 0 < t1 < t2 < · · · < ti ≤ t y

φj(t) = H(t)−H1(t) +H1(t)

µ
n− j

n− j + 1

¶k

,

siendo H1(t) = P (Z ≤ t, δ = 1). El producto se calcula sobre j = 1, 2, . . . , i. Para

i = 0, el producto se define como 1.

En el caso de la versión de Gill del estimador de Kaplan-Meier, el sumatorio de la

expresión (1.6) se extiende hasta el sumando n.

Puesto que la fórmula anterior no es manejable en aplicaciones prácticas, se propuso

la siguiente aproximación:
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Propiedad 1.2.2 (Teorema 2 de Phadia y Shao (1999))

Si se aproxima cada función φj(x) por su componente lineal
£¡
φj(t)− φj(0)

¢
/t
¤
x,

en el intervalo (0, t), y se sustituye en la expresión (1.6), se obtiene

E
h
(F

KM
n )k(t)

i
w

n−1X
i=0

µ
n

i

¶
H

n−i
(t)
Y
j≤i

"
H(t)−H1(t) +H1(t)

µ
n− j

n− j + 1

¶k
#
.

Meier (1975) establece para el estimador límite producto un teorema análogo al de

Glivenko-Cantelli y prueba que es asintóticamente insesgado, la normalidad asintótica

en cada punto y la convergencia débil a un movimiento Browniano apropiadamente

transformado. Paralelamente, Breslow y Crowley (1974) obtuvieron la normalidad

asintótica puntual y sobre intervalos compactos del proceso. La extensión de este

teorema a toda la recta real se puede encontrar en Gill (1983).

Propiedad 1.2.3 (Normalidad asintótica puntual y sobre intervalos compactos, Bres-
low y Cowley (1974))

Sean las funciones de distribución F (·) y G (·) continuas. Entonces:
a) Para todo 0 < t < bH ,

√
n(FKM

n (t)− F (t))
d−→ N (0, σ (t))

donde

σ2 (t) = (1− F (t))2
Z t

0
(1−H (v))−2 dH1 (v) .

b) El proceso estocástico
√
n(FKM

n − F ) converge globalmente en D [0, T ] para
cada T < bH a un proceso Gaussiano Z(·)

√
n(FKM

n − F )
d−→ Z (·)

con media 0 y función de covarianzas:

Cov(Z(x), Z(t)) = (1− F (x))(1− F (t))

Z x∧t

0
(1−H (v))−2 dH1 (v) ,

siendo x ∧ t = mı́n{x, t}, y D [0, T ] = {f ∈ F ([0, T ] ,R) : f continua por la derecha y
discontinuidades, a lo sumo, de salto}, con la topología de Skorohod, y F ([0, T ] ,R) el
conjunto de las funciones que van de [0, T ] a R.

También a principios de los años 80, diversos autores estudiaron la consistencia del

estimador de Kaplan-Meier, entre ellos Földes y Rejtö (1980).
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Propiedad 1.2.4 (Consistencia uniforme fuerte, Földes y Rejtö (1980))

a) Sea 0 < T < bH . Entonces¯̄
FKM
n − F

¯̄→ 0 c.s. uniformemente en [0, T ] .

b) Si además G(b−F ) > 0, donde bF = sup {t : F (t) < 1} , entonces¯̄
FKM
n − F

¯̄→ 0 c.s. uniformemente en R.

Además, se establecen también los órdenes de convergencia, siendo O(n−1/4(logn)1/2).
Los mismos autores, Földes y Rejtö, en 1981 mejoran la razón de convergencia anterior

cuando G (·) pone toda su masa en un número finito de puntos, obteniendo el siguiente
resultado:

sup
0≤t≤T

¯̄
FKM
n (t)− F (t)

¯̄
= O

³
n−1/2(logn)1/2

´
c.s.

Varios autores estudiaron la ley del logaritmo iterado (LIL) del estimador, entre

ellos Csörgo y Horváth (1983), quienes obtuvieron el siguiente resultado:

Propiedad 1.2.5 (Ley del logaritmo iterado, Csörgo y Horváth (1983))

Si F (T ) < 1, entonces

ĺım sup
n→∞

µ
n

2 log logn

¶1/2
sup
0≤t≤T

¯̄
FKM
n (t)− F (t)

¯̄ ≤ 1

1−H (T )
.

Lo y Singh (1986) establecieron una aproximación fuerte uniforme de la diferencia

entre estimador de Kaplan-Meier FKM
n (·) y la función de distribución teórica F (·)

como una media de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas y

acotadas más un término despreciable de orden conocido. También proporcionan algu-

nas versiones bootstrap de estas representaciones. La importancia de estos desarrollos

radica en que permiten trabajar con una suma de variables i.i.d., mucho más manejable

que el producto por el que viene dado el estimador FKM
n (·) , y obtener propiedades

tales como la normalidad asintótica y la convergencia del proceso.

Propiedad 1.2.6 (Representación casi segura, Lo y Singh (1986))

Bajo la hipótesis de que F (·) y G (·) son continuas, se puede escribir, para todo
t ≤ T < bH :

FKM
n (t)− F (t) = n−1

nP
i=1

ξ(Zi, δi, t) + rn(t),
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donde

ξ(Z, δ, t) = (1− F (t))

·
g(Z ∧ t) + 1

1−H(Z)
1{Z≤t,δ=1}

¸
,

siendo

g(t) =

Z t

0
(1−H(v))−2 d(1−H1(v))

y

sup
0≤t≤T

|rn(t)| = O

Ãµ
logn

n

¶3/4!
c.s.

Además, para todo α ≥ 1,

sup
0≤t≤T

E |rn(t)|α = O

Ãµ
logn

n

¶3α/4!
.

El orden del término rn (·) es suficiente para probar la mayoría de las propiedades
asintóticas del estimador de Kaplan-Meier, pero se queda pequeño cuando se estudian

estimadores de la densidad o razón de fallo derivados de FKM
n (·). Fue posteriormente

mejorado hasta O(n−1 logn) c.s por Lo, Mack y Wang (1989).

Mientras las propiedades asintóticas del estimador de Kaplan-Meier han sido am-

pliamente investigadas y estudiadas, no ha ocurrido así con sus propiedades para

tamaños muestrales finitos. Una excepción ha sido el artículo de Chen, Hollander

y Langberg (1982), en el que se obtuvieron los momentos exactos del estimador,

aunque bajo el modelo de Koziol-Green (ver Abdushukurov (1987) y Cheng y Lin

(1987)). Posteriormente Guerts (1985, 1987) consideró dos versiones del estimador

límite-producto, las propuestas por Efron (1967) y Gill (1980), y estudió los compor-

tamientos para tamaños muestrales finitos de los sesgos y de los errores cuadráticos

medios en algunos modelos de riesgos proporcionales mediante simulación.

Por último, hemos de destacar que en los últimos años se han multiplicado los

resultados sobre las integrales Kaplan-Meier. Éstas tienen la siguiente forma

R
ϕdFKM

n ,

donde ϕ (·) es una función Borel-medible tal que R |ϕ| dFKM
n <∞. El interés de estas

integrales se basa en que muchos de los parámetros o funciones de interés en Estadística

se pueden escribir en forma de este tipo de integral sin más que elegir de una forma

adecuada la función ϕ (·). Si X es una variable aleatoria con función de distribución

F (·), tenemos lo siguiente:
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1. Si ϕ (x) = 1(−∞,t] (x), entonces
R
ϕ (v) dF (v) es la función de distribución F (t).

2. Si ϕ (x) = xk, entonces
R
ϕ (v) dF (v) es el momento de orden k, E

¡
Xk
¢
.

3. Si ϕ (x) = exp (itx) , entonces
R
ϕ (v) dF (v) es la función característica de X.

4. Si ϕ (x) = (x− t)1{x>t} y F (t) < 1, entoncesR
ϕ (v) dF (v)

1− F (t)

es la vida media residual en el instante t.

Stute y Wang (1993) han demostrado la convergencia casi segura y en media de

estas integrales. El resultado viene dado en la siguiente propiedad:

Propiedad 1.2.7 (Consistencia de la integral Kaplan-Meier, Stute y Wang (1993))

Supongamos que las funciones F (·) y G (·) no tienen saltos en común, y sea A el

conjunto de todos los valores discretos de H (·). Entonces, con probabilidad uno y en
media,

ĺım
n→∞

R
ϕ (v) dFKM

n (v) =

Z
{s/∈A,s<bH}

ϕ (v) dF (v) +
P
ai∈A

ϕ (ai)F {ai}

=

Z
{s<bH}

ϕ (v) dF (v) + 1{bH∈A}ϕ (bH)F {bH}

donde F {a} = F (a)− F (a−).
En particular, si F (·) es continua y bF = bH , entonces la expresión anterior se

reduce a

ĺım
n→∞

R
ϕ (v) dFKM

n (v) =
R
ϕ (v) dF (v)

Este resultado permite derivar propiedades tan importantes como las siguientes:

1. Si ϕ (x) = 1(−∞,t] (x), entonces tenemos la consistencia fuerte puntual para

FKM
n (t), con t ≤ bH :

ĺım
n→∞FKM

n (t) = F (t) c.s.

2. La consistencia fuerte uniforme de FKM
n (·) en el intervalo [0, bH ] :

sup
0≤t≤bH

¯̄
FKM
n (t)− F (t)

¯̄→ 0 c.s.
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3. Si ϕ (x) = xk, entonces obtendremos la consistencia fuerte de los estimadores de

los momentos:

ĺım
n→∞

R
skdFKM

n (v) = E
³
Y k
´

c.s.

4. Si ϕ (x) = exp (itx) , entonces se deriva la convergencia puntual de la función

característica de Y .

5. Si ϕ (x) = (x− t)1{x>t} y F (t) < 1, entonces podemos concluir queR
{v>t} (v − t) dFKM

n (v)

1− FKM
n (t)

−→
R
{v>t} (v − t) dF (v)

1− F (t)
con probabilidad 1

para la vida media residual en el instante t.

Con respecto a los momentos de las integrales de Kaplan-Meier, Stute (1994) ob-

tuvo bajo ciertas condiciones sobre la función ϕ (·) una acotación tanto superior como
inferior para el sesgo de estas integrales, junto con la expresión exacta. En lo que se

refiere a la varianza, Stute (1996) demostró que bajo ciertas condiciones de integrabili-

dad de la función ϕ (·) , el estimador jackknife de la varianza estima consistentemente
la varianza límite. Finalmente, en Stute (1995) se puede encontrar la demostración de

que la integral
R
ϕ (v) dFKM

n (v) , adecuadamente estandarizada, es asintóticamente

normal.

Propiedad 1.2.8 (Normalidad asintótica de la integral Kaplan-Meier, Stute (1995))
Bajo ciertas condiciones (bastante generales) de integrabilidad de la función ϕ (·),

se verifica que
√
n

Z
ϕ (v) d

¡
FKM
n (v)− F (v)

¢ d−→ N
¡
0, σ2

¢
siendo

σ2 = V ar [ϕ (Z) γ0 (Z) δ + γ1 (Z) (1− δ)− γ2 (Z)]

donde γ0 (·) , γ1 (·) y γ2 (·) tienen una expresión complicada, pero en el caso en que las
funciones F (·) y G (·) sean continuas, sus expresiones se reducen a

γ0 (t) =
1

1−G (t)
,

γ1 (t) =
1

1−H (t)

Z bH

t
ϕ (v) dF (v) ,

γ2 (t) =

Z bH

t
ϕ (v)

·Z bH

t
1{w<t,w<v}

1− F (w)

(1−H (w))2
dG (w)

¸
dF (v) .
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También Stute (1995) obtuvo una representación de la integral de Kaplan-Meier

como una suma de variables independientes más un término despreciable, en función

de γ0 (·) , γ1 (·) y γ2 (·).

Propiedad 1.2.9 (Representación de la integral Kaplan-Meier como suma de va-
riables independientes, Stute (1995))

Bajo las mismas condiciones de integrabilidad de la función ϕ (·) que en la propiedad
anterior, tenemos que

R
ϕdFKM

n =
1

n

nP
i=1

ϕ (Zi) γ0 (Zi) δi +
1

n

nP
i=1

γ1 (Zi) (1− δi)− 1
n

nP
i=1

γ2 (Zi) +Rn,

donde

Rn = oP

³
n−1/2

´
.

Mucho más recientemente, Bae y Kim (2003a,b) generalizaron los resultados de

Stute (1995) a los siguientes procesos:

Un (ϕ) =
√
n
R
ϕd
³
FKM
n − eF´ .

Los autores consideran en lugar de la función de distribución teórica F (·) la siguiente
subdistribución

eF (t) = F (t)1{t<bH} +
©
F
¡
b−H
¢
+ 1{bH∈A}

¡
F (bH)− F

¡
b−H
¢¢ª

1{t≥bH}

puesto que bH puede no ser necesariamente finito, donde A es el conjunto de valores

discretos de H (·). En el caso en que bH < ∞, entonces eF (·) se reduce a la fun-
ción de distribución F (·). Los principales resultados están resumidos en las siguientes
propiedades (ver Bae y Kim (2003a,b) para el detalle de algunas definiciones).

Propiedad 1.2.10 (Consistencia uniforme de los procesos de integrales Kaplan-Meier,
Bae y Kim (2003a))

Si F ⊂ L1 (F ) :=
©
ϕ :
R |ϕ| dF <∞ª tiene una entropía de recubrimiento, y F (·)

y G (·) no tienen saltos en común, entonces

sup
ϕ∈F

¯̄̄̄Z
ϕd
³
FKM
n − eF´¯̄̄̄→ 0

en probabilidad y en media.
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Propiedad 1.2.11 (Teorema central del límite uniforme de los procesos de integrales
Kaplan-Meier, Bae y Kim (2003b))

Sea F la clase de funciones reales medibles definidas en R. Sea (F , d) un espacio
métrico, con N[ ] (u,F , d) el menor n para el que existe

n
f l0,δ, f

u
0,δ, . . . , f

l
n,δ, f

u
n,δ

o
tal

que, para todo f ∈ F existe algún 0 ≤ i ≤ n para el que f li,δ ≤ f ≤ fui,δ y d
³
f li,δ, f

u
i,δ

´
<

δ, y sea

J (δ) :=

Z δ

0

£
logN[ ] (u,F , d)

¤1/2
du para 0 < δ ≤ 1

la integral asociada de la entropía métrica de recubrimiento logN[ ] (u,F , d). Si J (1) <
∞ y F tiene la propiedad puntual minimal, entonces el proceso

Un (ϕ) =
√
n
R
ϕd
³
FKM
n − eF´ converge como elemento de B (F) , el espacio de las

funciones acotadas de F , a un proceso gaussiano W (ϕ) con media E [W (ϕ)] = 0 y

función de covarianzas cov (W (ϕ1) ,W (ϕ2)) = Cov (ξ (ϕ1) , ξ (ϕ2)), donde

ξ (ϕ) = ϕ (Z) γ (Z) δ − R ϕd eF + γ1 (Z) (1− δ)− γ2 (Z)

y

γ (t) = exp

ÃZ t−

−∞
dH0 (v)

1−H (t)

!
con H0 (t) = P (Z ≤ t, δ = 0) ,

γ1 (t) =
1

1−H (t)

Z bH

t
ϕ (v) γ (v) dH1 (v) ,

γ2 (t) =

ZZ
1{w<t,w<v}

ϕ (v) γ (v)

(1−H (w))2
dH0 (w) dH1 (v) .

Los mismos autores (ver Bae y Kim (2003c)) obtuvieron una ley del logaritmo

iterado empírica para los procesos de integrales de Kaplan-Meier, que es la extensión

al modelo de censura aleatoria de la ley del logaritmo iterado para datos completos.

1.2.3. El estimador semiparamétrico de Dikta

Los estimadores de Kaplan-Meier (1.5) para la función de supervivencia y de

Nelson-Aalen (1.4) para la razón de fallo acumulada se basan en considerar la ver-

sión puramente empírica de

ΛF (t) =

Z t

0

p(v)dH(v)

1−H(v−) ,

es decir, en el i-ésimo salto ordenado (de tamaño n−1) de Hn(t) = n−1
Pn

i=1 1{Zi≤t},
estimar el integrando p(v) (1−H(v−))−1 por el valor empírico
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δ[i]

1− i− 1
n

=
nδ[i]

n− i+ 1

y obtener por tanto

ΛNA
n (t) =

X
Z(i)≤t

δ[i]

n− i+ 1
y 1− FKM

n (t) =
Y

Z(i)≤t

µ
1− δ[i]

n− i+ 1

¶
.

La idea de los estimadores semiparamétricos consiste en sustituir p(·) en las expre-
siones

ΛF (t) =

Z t

0

p(v)dH(v)

1−H(v−) y 1− F (t) = exp [−ΛF (t)] = exp
µ
−
Z t

0
p(v)dΛH(v)

¶
por un estimador paramétrico de p(·).

La función p(·) viene dada por

p(t) = P (δ = 1|Z = t) = E(δ|Z = t),

es decir, es la probabilidad condicional de que la observación sea no censurada dado

Z = t. Su importancia ya ha sido apuntada por Stute y Wang (1993) para probar

la consistencia de las integrales de Kaplan-Meier
R
ϕdFKM

n , y es muy útil a la hora

de expresar los funcionales de la variable de interés Y como función de la variable

observada Z = mı́n(Y,C), por ejemplo:

ΛF (t) =

Z t

0
p (v) dΛH (v) ,

λF (t) = p (t)λH (t) ,

1− F (t) = exp

µ
−
Z t

0
p (v) dΛH (v)

¶
.

Los estimadores semiparamétricos, introducidos por Dikta (1998), se obtienen es-

timando p (·) de una forma totalmente paramétrica, es decir, asumiendo que p(t) =
p(t, θ0), donde p(·, ·) es una función continua conocida y θ0 = (θ0,1, θ0,2, . . . , θ0,k) ∈ Θ
es un parámetro k−dimensional desconocido. Para la estimación del parámetro θ0,

Dikta (1998) usa el método de máxima verosimilitud bajo censura aleatoria, es decir,bθ0,MV es el parámetro que maximiza

Ln (θ) =
nY
i=1

p (Zi, θ)
δi (1− p (Zi, θ))

1−δi .
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Sustituyendo, por tanto, p(·) por pn(·) = p(·, bθ0,MV ), obtendremos los estimadores

semiparamétricos de la razón de fallo acumulativa y la función de supervivencia pro-

puestos por Dikta (1998):

ΛDn (t) =

Z t

0

p(v,bθ0,MV )

1−Hn(v−)dHn(v) =
X
Z(i)≤t

p(Z(i),bθ0,MV )

n− i+ 1

y

1− FD
n (t) = exp

£−ΛDn (t)¤ = Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶p(Z(i),θ0,MV )

(1.7)

Observación 1.2.2
Análogamente a lo que ocurría con el estimador de Kaplan-Meier, el estimador

FD
n (·) deriva de la expresión del estimador de la razón de fallo acumulativa ΛDn (·)
mediante la aproximación exp (−x) ' 1 − x para valores de x pequeños. Si en lugar

de usar la aproximación

exp

Ã
−p(Z(i),

bθ0,MV )

n− i+ 1

!
w
µ
1− 1

n− i+ 1

¶p(Z(i),θ0,MV )

de la que se obtiene el estimador (1.7), consideramos la aproximación:

exp

Ã
−p(Z(i),

bθ0,MV )

n− i+ 1

!
= 1− p(Z(i),bθ0,MV )

n− i+ 1
,

obtendremos la siguiente expresión del estimador semiparamétrico:

1− FD(2)
n (t) =

Y
Z(i)≤t

Ã
1− p(Z(i),bθ0,MV )

n− i+ 1

!
.

Ambos estimadores tienen las mismas propiedades asintóticas. La principal dife-

rencia de ambos es el peso que otorgan a la última observación Z(n), puesto que

FD
n

¡
Z(n)

¢
= 1, mientras que F

D(2)
n

¡
Z(n)

¢
< 1 en la mayoría de los casos.

El siguiente teorema presenta la convergencia en norma del supremo de los esti-

madores semiparamétricos de la razón de fallo acumulativa y la función de distribución:
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Propiedad 1.2.12 (Consistencia de los estimadores semiparamétricos, Dikta (1998))

Sea 0 < T < ∞ con H(T ) < 1 y Θ un subconjunto abierto y conexo de Rk.

Supongamos que bθ0,MV ∈ Θ es una solución medible de la ecuación Grad(ln(θ)) =

(D1ln(θ), . . . ,Dkln(θ)) = 0, siendo Drln(θ0) = [∂ln(θ)/∂θr] |θ=θ0 y ln(θ) la función

de logverosimilitud normalizada de los datos, tal que bθ0,MV → θ0 con probabilidad

uno. Sea p(·, θ) también una función con derivadas parciales continuas con respecto
a θ para todo θ ∈ Θ y t ≥ 0, donde Drp(·, θ) es medible para todo θ ∈ Θ y existe

un entorno V (θ0) ∈ Θ de θ0 y una función medible M tal que |Drp(t, θ)| ≤M(t) y

E [M(X)] <∞ para todo θ ∈ V (θ0), t ≥ 0, y 1 ≤ r ≤ k. Entonces, con probabilidad

uno, cuando n→∞,

sup
0≤t≤T

¯̄
ΛDn (t)− ΛF (t)

¯̄→ 0,

sup
0≤t≤T

¯̄
FD
n (t)− F (t)

¯̄→ 0.

Bajo ciertas condiciones de la función de logverosimilitud ln(θ) y de la función

p(·, θ), y suponiendo que H (·) es continua con H(T ) < 1, Dikta (1998) demuestra que
el proceso n1/2(ΛDn (·)−ΛF (·)) converge débilmente a un proceso Gaussiano centrado
S (·), donde la estructura de covarianzas de S (·) viene dada para 0 ≤ s ≤ t ≤ T por

Cov(S(s), S(t)) =

Z s

0

p(v, θ0)

(1−H(v))2
dH1(v)

+

Z s

0

Z t

0

α(x, y)

(1−H(x)) (1−H(y))
dH(x)dH(y),

donde

α(x, y) =

Grad(p(x, θ0)), I−1(θ0)Grad(p(y, θ0))

®
y

I(θ0) = (−E (Dr,s log(p(x, θ))))1≤r,s≤k =
µ
E
µ
Drp(X, θ0)Dsp(X, θ0)

p(X, θ0)(1− p(X, θ0))

¶¶
1≤r,s≤k

.

Como consecuencia de este resultado, Dikta (1998) demuestra la convergencia débil

del proceso n1/2(FD
n (·)− F (·)) al proceso Gaussiano centrado (1− F (·))S (·).

Si denotamos la varianza asintótica del proceso n1/2(FD
n (·)− F (·)) por vD (·), y

la de n1/2(FKM
n (·) − F (·)) por vKM (·), entonces bajo ciertas condiciones sobre la

función de logverosimilitud ln(θ) y la función p(·, θ), se verifica para 0 ≤ t ≤ T

vKM (t)− vD(t) = (1− F (t))2 r(t) ≥ 0,
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donde

r(t) =

Z t

0

1− p(v, θ0)

(1−H(v))2
dHu(v)−

Z t

0

Z t

0

α(x, y)

(1−H(x)) (1−H(y))
dH(x)dH(y),

por lo que queda demostrada la mayor eficiencia asintótica del nuevo estimador semi-

paramétrico de la función de supervivencia con respecto al clásico estimador de Kaplan-

Meier.

Las propiedades de las integrales de funciones Borel-medibles con respecto al esti-

mador semiparamétrico de la función de densidad,
R
ϕdFD

n , han sido estudiadas por

Dikta (2000), quien demostró su consistencia.

Propiedad 1.2.13 (Consistencia de las integrales semiparamétricas
R
ϕdFD

n , Dikta
(2000))

Supongamos que H (·) es continua, bθ0,MV es medible y tiende a θ0 con probabilidad

1, que para cada ε > 0 existe un entorno V (ε, θ0) ⊂ Θ de θ0 tal que para todo θ ∈ V

sup
x≥0

|p (x, θ)− p (x, θ0)| < ε.

Si además Z bH

0

|ϕ (t)|
p (t, θ0) (1−H (t))ε

dF (t) <∞

para algún ε > 0, entonces

ĺım
n→∞

Z ∞

0
ϕ (t) dFD

n (t) =

Z bH

0
ϕ (t) dF (t) con probabilidad uno.

Observación 1.2.3

Si la función ϕ (x) = 1{0≤x≤t} verifica las condiciones de la propiedad anterior, y
t ≤ bH , entonces se obtiene la convergencia puntual del estimador FD

n (·):

FD
n (t) −→ F (t) en probabilidad.

Si además la función ϕ (x) = 1{0≤x≤t} verifica las condiciones de la propiedad
anterior para todo t ≤ bH , entonces se obtiene la consistencia fuerte del estimador

FD
n (·):

sup
0≤t<bH

¯̄
FD
n (t)− F (t)

¯̄ −→ 0, c.s.
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En el resultado análogo de la ley fuerte para las integrales de Kaplan-Meier de

Stute y Wang (1993), no se pide la continuidad de la función H (·) porque se supone
que las funciones de distribución F (·) y G (·) no tienen saltos en común. Sin embargo,
esta suposición no es apropiada en este modelo semiparamétrico. Basta tomar el caso

particular del modelo de censura proporcional o de Koziol-Green, en el que se supone

que 1 − G (·) = (1− F (·))β , para algún β > 0. Obviamente, todos los átomos de

probabilidad de las distribuciones dadas porF (·) y G (·) son los mismos.

Con respecto al estimador semiparamétrico de la razón de fallo acumulativa, Dikta

(2001) obtuvo una representación débil de ΛDn (·), y, basándose en ella, demostró que¯̄
ΛDn (·)− ΛF (·)

¯̄
está uniformemente acotado en probabilidad para todo t ≤ Z(n).

Estos resultados están resumidos en las siguientes propiedades:

Propiedad 1.2.14 (Representación del estimador semiparamétrico de la razón de
fallo acumulativa ΛDn (·), Dikta (2001))

Bajo ciertas condiciones sobre el estimador bθ0,MV , la función p(·, θ), y suponiendo
que H (·) es continua con 1 ≤ rn < n, entonces

ΛDn (t) =

Z t

0

dH1
n (v)

1−H (v)
+

Z t

0

Hn (v
−)−H (v)

(1−H (v))2
dH1 (v) +R0n (t) +R1n (t) ,

donde

sup
0≤t≤Z[rn]

¯̄
R0n (t)

¯̄
= OP

µ
1

n− rn

¶
y sup

0≤t≤Z[rn]

¯̄
R1n (t)

¯̄
= OP

µ
n1/2

rnP
i=1

1

n− i+ 1

¶
.

Propiedad 1.2.15 (Acotación uniforme del estimador semiparamétrico de la razón
de fallo acumulativa ΛDn (·), Dikta (2001))

Bajo ciertas condiciones sobre el estimador bθ0,MV , la función p(t, θ), y suponiendo

que H (·) es continua con 1 ≤ rn < n, entonces

sup
0≤t≤Z[rn]

¯̄
ΛDn (t)− ΛF (t)

¯̄
= OP (1) .

Recientemente, Zhu, Yuen y Tang (2002) han propuesto un test de bondad de

ajuste para este modelo semiparamétrico propuesto por Dikta (1998). Debido a la

complejidad de la distribución del estadístico de contraste bajo la hipótesis nula, los

autores aproximaron los valores críticos mediante el método bootstrap y el método

de simetrización aleatoria. Ambos métodos proporcionaron buenos resultados para

tamaños muestrales moderados.
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1.3. Estimación de la función de densidad.

1.3.1. El estimador basado en el estimador de Kaplan-Meier

El estimador tipo núcleo es el estimador no paramétrico de la función de densidad

más estudiado y utilizado en los últimos años, y es el método en el que nos centraremos

para estimar la densidad en presencia de censura aleatoria por la derecha. Desde los

trabajos de Rosenblatt (1956) y Parzen (1962), los estimadores de tipo núcleo de la

densidad han sido quizás los más populares, aunque los primeros trabajos sobre la

versión para datos censurados por la derecha no aparecieron hasta 1980 (ver Blum y

Susarla (1980)). En general, los estimadores tipo núcleo de la función de densidad son

de la forma:

bfh(t) = h−1
Z

K

µ
t− v

h

¶
d bF (v) = Z Kh(t− v)d bF (v) = ³Kh ∗ bF´ (t) (1.8)

donde Kh(·) = h−1K (·/h) es la función núcleo reescalada, h > 0 es el parámetro de

suavización o ventana, el símbolo ∗ denota la convolución, y bF (·) es un estimador de la
función de distribución, en nuestro caso, el estimador de Kaplan-Meier. Las condiciones

que normalmente ha de verificar la función núcleo es que sea positiva, simétrica y queR
K(u)du = 1. Por tanto, en general, ha de ser una función de densidad, pues así bfh (·)

también lo será ya que hereda todas las propiedades analíticas del núcleo.

Observación 1.3.1

Si F (·) y G (·) son dos funciones de distribución, entonces se define la convolución
F ∗G (·) como la función

H(t) =

Z ∞

−∞
G(t− v)dF (v) ∀t ∈ R.

La operación convolución verifica las propiedades conmutativa, asociativa y dis-

tributiva respecto a la suma. Si G (·) es absolutamente continua con densidad g (·),
entonces H (·) = F ∗G (·) es absolutamente continua con densidad h (·) dada por

h(t) =

Z ∞

−∞
g (t− v) dF (v) ∀t ∈ R.

Si además F (·) es absolutamente continua con densidad f (·), entonces

h(t) =

Z ∞

−∞
g(t− v)f(v)dv ∀t ∈ R.

La importancia de la convolución de funciones de distribución viene dada por el
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hecho de que si X e Y son dos variables aleatorias independientes con funciones de

distribución F (·) y G (·) respectivamente, entonces la función de distribución de la
variable suma S = X + Y es

H(t) =

Z ∞

−∞
G(t− v)dF (v) ∀t ∈ R.

Como ya se comentó antes, no fue hasta principios de los años 80 cuando se publi-

caron las primeras propiedades del estimador tipo núcleo de la función de densidad con

datos censurados por la derecha. Földes, Rejtö y Winter (1981) obtuvieron, tomando

como bF (·) en la expresión (1.8) el estimador de Kaplan-Meier, la convergencia fuerte
para el estimador núcleo de la densidad fKM

n (·), que se reduce al estimador usual tipo
núcleo de Parzen (1962) en el caso de no censura (puesto que FKM

n (·), en tal caso, se
convierte en la función de distribución empírica usual, Fn (·)).

Propiedad 1.3.1 (Consistencia del estimador, Földes, Rejtö y Winter (1981))

Si F (·) es acotada, G(b−F ) < 1, K (·) es continua por la derecha y de variación
acotada en R y la sucesión de ventanas hn verifica que hn → 0 pero hn(n logn)1/8 →
∞, entonces:

(a) Si f (·) es continua en t, entonces

fKM
n (t)→ f(t) c.s. cuando n→∞.

(b) Si −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y f (·) es uniformemente continua en (a, b), entonces
∀ε > 0 :

sup
a+ε<t<b−ε

¯̄
fKM
n (t)− f(t)

¯̄→ 0 c.s.

(c) Si −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y f (·) tiene una derivada acotada en (a, b), en-
tonces:

sup
a<t<b

¯̄
fKM
n (t)− f(t)

¯̄→ 0 c.s.

La consistencia uniforme de este estimador ha sido estudiada por diversos au-

tores: Mielniczuk (1986), Stute y Wang (1993), Stute (1995), Chaubey y Sen (1996) y

Gannoun y Saracco (2002) entre otros, abordando la demostración de muy diferentes

formas. Como consecuencia, las condiciones sobre la sucesión de ventanas se han ido

relajando, pidiendo finalmente tan sólo que hn → 0 y nh2n (logn)
−1 →∞.

Diehl y Stute (1988) representaron el estimador tipo núcleo de la función de den-

sidad con pesos Kaplan-Meier fKM
n (·) como una suma de variables aleatorias inde-

pendientes más un término de error despreciable en probabilidad y de forma casi
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segura. Este resultado es muy importante, ya que permite determinar la razón exacta

de convergencia puntual (o ley del logaritmo iterado), la razón exacta de convergen-

cia uniforme y obtener resultados puntuales sobre la distribución asintótica. Además,

va a permitir relajar las condiciones sobre la sucesión de ventanas en la normalidad

asintótica obtenida por Mielniczuk (1986), pidiendo tan sólo que hn → 0 y nhn →∞.

De los resultados de Diehl y Stute (1988) se puede obtener además una tasa para la

consistencia casi segura del estimador (ver Xiang (1994)). Este orden es óptimo, en

contraste con el obtenido por Karunamuni y Yang (1991).

Propiedad 1.3.2 (Tasa de consistencia fuerte, Diehl y Stute (1988))
Sea J = [a, b] un intervalo, y sea K (·) una función núcleo continuamente dife-

renciable con soporte compacto. Supongamos que f (·) = F 0 (·) y g (·) = G0 (·) son
acotadas en el intervalo [0, T 0] para algún T < T 0 donde 0 < T <∞ es un punto fijo

tal que H (T ) < 1, si f (r) (·) es continua en Jε = [a− ε, b+ ε] , para algún ε > 0,

entonces

sup
t∈J

¯̄
fKM
n (t)− f(t)

¯̄
= O

Ãµ
logn

n

¶r/(2r+1)
!

c.s. con hn = O

Ãµ
logn

n

¶1/(2r+1)!
.

Este resultado ha sido extendido a la derivada de orden m por Xiang (1994).

Propiedad 1.3.3 (Tasa de consistencia fuerte del estimador de la derivada de orden
m, Xiang (1994))

Sea J = [a, b] un intervalo, y sea K (·) una función núcleo continuamente dife-
renciable hasta el orden m+1, para algún m ≥ 1, con soporte compacto, verificando queR
K (v) dv = 1,

R
sjK (v) dv = 0 con j = 1, . . . , r − 1 y R srK (v) dv 6= 0. Supongamos

que f (m+r) (·) es continua en Jε = [a− ε, b+ ε] , con 0 < δ ≤ f (·) ≤ M < ∞, para

todo t ∈ Jε, para algún ε > 0 y para algún r ≥ 2.
Entonces, si hn = O

³
((logn) /n)1/[2(r+m)+1]

´

sup
t∈J

¯̄̄
fKM(m)
n (t)− f (m)(t)

¯̄̄
= O

Ãµ
logn

n

¶r/[2(r+m)+1]
!

c.s.

Por su parte, Ghorai y Pattanaik (1990) estudiaron la consistencia L1 del esti-
mador. El principal resultado hace referencia a la distancia L1, definida por

Jn (T ) =

Z T

−∞

¯̄
fKM
n (v)− f(v)

¯̄
dv,

donde T es un número real convenientemente elegido. Suponiendo que la sucesión de
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ventanas verifica que hn → 0 y nhn → ∞, los autores demostraron que Jn (T ) → 0

completamente cuando n → ∞, así como la convergencia débil y fuerte de Jn (T ) a
cero. En el caso de no censura, este resultado se reduce al obtenido por Devroye (1983).

La generalización de la distancia Jn (T ) a la distancia en Lp dada por

Jn (T, p) =

Z T

−∞

¯̄
fKM
n (v)− f(v)

¯̄p
dv

ha sido estudiada, entre otros, por Csörgo, Gombay y Horváth (1991), quienes demos-

traron que bajo ciertas condiciones impuestas sobre la función núcleoK (·) , la sucesión
de ventanas hn y la función de densidad teórica f (·) , entonces la distancia Jn (T, p) es
asintóticamente normal. El caso particular de p = 2 lo aborda también Zhang (1998),

obteniendo un desarrollo de la función Jn (t− ε) para todo ε > 0 y t > 0 tal que

H (t) < 1.

La distribución asintótica del estimador fKM
n (·) fue estudiada por, entre otros,

Diehl y Stute (1988), Lo, Mack y Wang (1989) y más recientemente, por Zhang (1996)

y Louani (1998), aunque los primeros resultados se deben a Mielniczuk (1986).

Propiedad 1.3.4 (Normalidad asintótica, Mielniczuk (1986))
Si K (·) es una función par, la función de densidad f (·) tiene segunda derivada

acotada en un entorno de t, y la sucesión de ventanas hn es de orden O
¡
n−1/3

¢
,

entonces p
nhn

¡
fKM
n (t)− f (t)

¢ d−→ N
¡
0, σ2 (t)

¢
con varianza

σ2 (t) =
f (t)

1−G (t)

Z
K2 (v) dv.

Lo, Mack y Wang (1989) obtuvieron el sesgo y la varianza asintóticos del estimador

y, basándose en la representación casi segura del estimador de Kaplan-Meier de la

función de distribución obtenida por Lo y Singh (1986), establecieron la representación

casi segura del estimador de la función de densidad con una cota para el término de

error no sólo de forma casi segura, sino también en media. Finalmente establecieron,

bajo ciertas hipótesis sobre la función núcleo y la sucesión de ventanas hn, la ley del

logaritmo iterado.
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Propiedad 1.3.5 (Sesgo y varianza, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (·) una función de densidad continua, simétrica, de variación acotada y con
soporte compacto. Sea hn una sucesión de ventanas tales que hn → 0 y

(logn)2 (nhn)
−1 → 0. Si f (·) es una función de densidad dos veces continuamente

diferenciable en t, entonces

E
£
fKM
n (t)

¤
= f (t) +

1

2
f 00 (t)

µZ
v2K (v) dv

¶
h2n + o

¡
h2n
¢
,

V ar
¡
fKM
n (t)

¢
=

1

nhn

f (t)

1−G (t)

Z
K2 (v) dv + o

³
(nhn)

−1
´
.

El término dominante del error cuadrático medio puede obtenerse directamente a

partir de estas expresiones, de manera que el clásico balance entre el sesgo y la varianza

proporcionará ventanas óptimas del orden n−1/5, al igual que en el caso de no censura.

Propiedad 1.3.6 (Representación casi segura, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (·) una función núcleo de variación acotada y con soporte compacto. En-
tonces el estimador fKM

n (·) admite la siguiente representación

fKM
n (t) = f (t) + βn (t) + σn (t) + en (t) ,

donde

sup
0≤t≤T

|en (t)| = O
³
(nhn)

−1 logn
´

c.s.

y

sup
0≤t≤T

E |en (t)|α = O
³h
(nhn)

−1 logn
iα´

para todo α ≥ 1

siendo

βn (t) =

Z
f (t− hnv)K (v) dv − f (t) ,

σn (t) =
1

nhn

nP
i=1

Z
ξi (t− hnv) dK (v) ,

con

ξi (t) = (1− F (t))

·
−
Z Zi∧t

0

dH1 (v)

(1−H (v))2
+

1

1−H (Zi)
1{Zi≤t,δi=1}

¸
.

El término βn (·) es esencialmente el sesgo del estimador, mientras que σn (·) con-
tendría la parte de la varianza. La expresión del error sería entonces

en (t) = h−1n
R
rn (t− hnv) dK (v), donde rn (·) es el término del error de la repre-

sentación casi segura del estimador de Kaplan-Meier obtenida por Lo y Singh (1986).
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Diehl y Stute (1988) habían obtenido previamente otra representación para el es-

timador de la función de densidad, en función de

fh (t) =

Z
Kh (t− v) dF (v) .

En el caso de no censura, E
¡
fKM
n (t)

¢
= fh (t); sin embargo, en presencia de censura,

ambas funciones pueden diferir.

Propiedad 1.3.7 (Diehl y Stute (1988))

Sea K (·) una función núcleo continuamente diferenciable con soporte compacto, y
supongamos que f (·) = F 0 (·) y g (·) = G0 (·) son acotadas en el intervalo [0, T 0] para
algún T < T 0 donde 0 < T <∞ es un punto fijo tal que H (T ) < 1. Entonces

p
nhn

¯̄̄̄
¯fKM
n (t)− fh (t)−

h1n (t)− E
£
h1n (t)

¤
1−G (t)

¯̄̄̄
¯ = Rn (t) ,

donde

sup
0≤t≤T

|Rn (t)| = O
³
(nhn)

−1/2
´
+O

³
h1/2n

´
en probabilidad

y

sup
0≤t≤T

|Rn (t)| = O
³
(log logn) (nhn)

−1/2
´
+O

³
log lognh1/2n

´
de forma casi segura,

siendo

fh (t) =

Z
Kh (t− v) dF (v)

y

h1n (t) =

Z
Kh (t− v) dH1

n (v)

con

H1
n (t) =

1

n

nP
i=1
1{Z≤t,δ=1}.

Propiedad 1.3.8 (Ley del logaritmo iterado, Lo, Mack y Wang (1989))

Sea K (·) una función de densidad continua, simétrica, de variación acotada y
con soporte compacto. Sea hn una sucesión de ventanas tales que hn → 0, hn/hm → 1

cuando n,m → ∞ con n/m → 1, (logn)4 = o (nhn (log logn)) y

hn = o
³¡
n−1 log logn

¢1/5´
. Si f (·) es una función de densidad dos veces continua-

mente diferenciable en t, entonces

ĺımsup
n→∞

µ
nhn

2 log logn

¶1/2 ¯̄
fKM
n (t)− f (t)

¯̄
=

µ
f (t)

1−G (t)

Z
K2 (v) dv

¶1/2
c.s.



1.3. Estimación de la función de densidad. 31

Diversos autores estudiaron esta propiedad para la diferencia en valor absoluto¯̄
fKM
n (·)− fh (·)

¯̄
. Bajo ciertas condiciones en la sucesión de ventanas hn, Diehl y

Stute (1988) demostraron que

ĺım
n→∞

µ
nhn

2 log (1/hn)

¶1/2
sup
a≤t≤b

¯̄
fKM
n (t)− fh (t)

¯̄ µ1−G (t)

f (t)

¶1/2

=

µZ
K2 (v) dv

¶1/2
c.s.

Este resultado ha sido posteriormente extendido por Xiang (1994), bajo la condi-

ción de que hn = O (n−γ) con 0 < γ < 1, y Giné y Guillou (1999) demostraron, a

su vez, este resultado para valores de t en el intervalo
¡
0, Z[n(1−εn)]

¤
con εn → 0. De-

heuvels y Einmahl (2000) generalizaron el resultado de Xiang (1994) bajo condiciones

menos restricticas e introduciendo una función concreta Ψ (·) continua y estrictamente
positiva, siendo Ψn (·) un estimador de Ψ (·) tal que

sup
a≤t≤b

¯̄̄̄
Ψn (t)

Ψ (t)
− 1
¯̄̄̄
→ 0 en probabilidad y de forma casi segura.

En concreto, estos autores probaron que

ĺımsup
n→∞

µ
nhn

2 (log (1/hn) + log logn)

¶1/2

× sup
a≤t≤b

¯̄
fKM
n (t)− fh (t)

¯̄ µ
Ψn (t)

1−G (t)

f (t)

¶1/2
=

Ã
sup
a≤t≤b

Ψ (t)

Z
K2 (v) dv

!1/2
c.s.

Finalmente, la ley del logaritmo iterado para la diferencia
¯̄
fKM
n (t)− E £fKM

n (t)
¤¯̄

ha sido obtenida por Zhang (1999).

En la estimación tipo núcleo de la función de densidad (con o sin censura), es bien

conocido que la elección de la función núcleo tiene una importancia menor, y son

comunes en la práctica los núcleos dados en la tabla 1.1.

Sin embargo, la bondad de cualquier procedimiento estadístico que implique suavi-

zación y, en concreto, la estimación tipo núcleo de la función de densidad, dependen de

manera crucial de la elección del parámetro de suavización o ventana, ya que regula el

grado de suavización del estimador. Ventanas demasiado pequeñas producen estima-

ciones con mucha variabilidad (infrasuavización), mientras que ventanas grandes dan

lugar a estimaciones sesgadas (sobresuavización).
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Tabla 1.1 Principales funciones núcleo usadas en la estimación no paramétrica tipo núcleo
de la función de densidad.

K(u) =
3

4

¡
1− u2

¢
1{|u|≤1} Núcleo de Epanechnikov

K(u) =
1√
2π

e−u2/2 Núcleo Gaussiano

K(u) = (1− |u|)1{|u|≤1} Núcleo Triangular

K(u) =
15

16

¡
1− u2

¢2
1{|u|≤1} Núcleo Cuártico

K(u) =
1

2
1{|u|≤1} Núcleo Uniforme

La Figura 1.1 ilustra, mediante un ejemplo, la sensibilidad del estimador de Parzen-

Rosenblatt a la elección de la ventana de suavización. Se muestran distintas estima-

ciones de la función de densidad correspondiente a una mixtura de las distribuciones

normales N(2, 1) y N(−2, 1) con probabilidades p1 = 0.6 y p2 = 0.4 respectivamente,

que aparece dibujada en las cuatro gráficas con trazo continuo. Las líneas discontinuas

representan estimaciones tipo núcleo de la función de densidad teórica obtenidas a

partir de una muestra de 300 datos simulada de dicho modelo, utilizando la función

núcleo de Epanechnikov, y considerando cuatro parámetros de suavización diferentes:

h = 0.2 y h = 0.4

h = 0.925

h = 2.5

infrasuavización

suavización adecuada

sobresuavización

Se intuye fácilmente, a partir de las gráficas, qué parámetro de suavización es el

apropiado, debido a que la función subyacente a los datos es conocida; pero en el caso

en el que la verdadera estructura bajo la que se obtuvieron los datos está oculta, la

elección de la ventana puede ser bastante complicada. Por lo tanto, es imprescindible

el desarrollo y uso de métodos automáticos de elección de la ventana h que permitan

elegirla de acuerdo a algún criterio específico.

Podemos encontrar revisiones sobre los distintos métodos de estimación del pará-

metro de suavización en ausencia de censura en Cao, Cuevas y González Manteiga

(1994), Jones, Marron y Sheather (1996) y Devroye (1997) entre otros. No obstante,

cuando la muestra contiene datos censurados, la elección del parámetro ventana es un

tema relativamente poco estudiado todavía.
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Figura 1.1. Función de densidad teórica de una mixtura de normales N(2, 1) y N(−2, 1)
con probabilidades p1= 0.6 y p2= 0.4 respectivamente (línea continua) y su estimación

mediante el método núcleo (línea discontinua).

La primera referencia en la literatura sobre el estudio de la selección de la ventana

en presencia de censura aleatoria por la derecha es de Stute (1985), quien obtuvo

la expresión de la ventana óptima local que minimiza la parte asintótica del error

cuadrático medio (AMSE) de fKM
n (·):

AMSE
¡
fKM
n (t)

¢
=

µ
1

2
h2f 00 (t)

Z
v2K (v) dv

¶2
+

f (t)

nh (1−H (t))

Z
K2 (v) dv,

donde

MSE
¡
fKM
n (t)

¢
= E

h¡
fKM
n (t)− f (t)

¢2i
.
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La expresión de este parámetro ventana local asintóticamente óptimo es igual a

hAMSE (t) =

µ
f (t)

4 (1−H (t))

Z
K2 (v) dv

¶1/5µ1
2
f 00 (t)

Z
v2K (v) dv

¶−2/5
n−1/5.

Paralelamente, Marron y Padgett (1987) proponen el estimador de la ventana de

validación cruzada hCV , introducido por primera vez para muestras completas por

Rudemo (1982) y Bowman (1984), tomando como distancia entre fKM
n (·) y f (·) el

error cuadrático integrado:

ISE
¡
fKM
n , h0

¢
=

Z ¡
fKM
n,h0 (v)− f (v)

¢2
dv

siendo fKM
n,h0

(·) el estimador tipo núcleo con pesos Kaplan-Meier y ventana h0, y de-

muestran que el selector hCV es asintóticamente óptimo en el siguiente sentido:

ISE
¡
fKM
n , hCV

¢
infh ISE (fKM

n , h)
→ 1 c.s.

Patil (1993) probó que este selector de la ventana converge al minimizador del error

cuadrático integrado (ISE) con un orden relativo de n−1/10.

Más recientemente, Kuhn y Padgett (1997) propusieron elegir la ventana local-

mente de manera que minimice la parte asintótica del error medio absoluto:

MAE
¡
fKM
n (t)

¢
= E

¯̄
fKM
n (t)− f (t)

¯̄
,

cuya expresión final es

hAMAE (t) =


4α2f (t)

Z
K2 (v) dvµZ

v2K (v) dv

¶2
f 00 (t)2 (1−H (t))


1/5

n−1/5

donde α es el valor para el cual 4α (Φ (α)− 0.5) − φ (α) = 0 siendo Φ (·) y φ (·) las
funciones de distribución y de densidad respectivamente de la distribución normal

estándar. Scott y Wand (1991) demostraron que α = 0.4809489. La relación entre esta

ventana y la obtenida por Stute (1985) es

hAMAE

hAMSE
=
¡
4α2

¢1/5
= 0.98458,

es decir, el valor es muy parecido.
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Recientemente, Sánchez Sellero, González Manteiga y Cao (1999) han propuesto

un selector tipo plug-in y otro bootstrap para la ventana en la estimación de la función

de densidad en el caso más general de datos censurados y truncados.





Capítulo 2

Estimación presuavizada de la
función de distribución

2.1. Introducción a la estimación presuavizada

La idea básica de los estimadores presuavizados consiste en estimar la función

p(t) = E (δ|Z = t) en las expresiones

ΛF (t) =

Z t

0

p(v)dH(v)

1−H(v−) y 1− F (t) = exp [−ΛF (t)] = exp
µ
−
Z t

0
p(v)dΛH(v)

¶
de forma totalmente suave y no paramétrica. Dado que la función p(t) es la función

de regresión de δ condicionada a que Z = t, una posibilidad será estimar p(Z(i)) por

el estimador núcleo de Nadaraya-Watson pn
¡
Z(i)

¢
basado en las respuestas binarias δi

con covariables Zi, i = 1, . . . , n, es decir:

pn(t) =

(nb)−1
nP
i=1

K

µ
t− Zi

b

¶
δi

(nb)−1
nP
i=1

K

µ
x− Zi

b

¶ =

n−1
nP
i=1

Kb (t− Zi) δi

n−1
nP
i=1

Kb (t− Zi)
, (2.1)

donde K (·) es una función núcleo, Kb(·) = b−1K(·/b) es la función núcleo reescalada,
y b ≡ bn, n = 1, 2, . . . es la sucesión de ventanas.

Este estimador se puede interpretar como el de máxima verosimilitud local de p (·).
Si la logverosimilitud local de los datos (Zi, δi)

n
i=1 es

nP
i=1
[δi log p(Zi) + (1− δi) log(1− p(Zi))]Kb (t− Zi) ,
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y para los Zi de un entorno de t se usa la aproximación local constante

p(Zi) w a(t) ≡ a,

el estimador (2.1) es la solución al problema de maximizar

nP
i=1
[δi log(a) + (1− δi) log(1− a)]Kb (t− Zi)

con respecto a a. Esta relación con los estimadores de máxima verosimilitud local

da pie a usar otros estimadores no paramétricos de p (·), como por ejemplo los esti-
madores polinómicos locales, aunque en este capítulo nos restringiremos al estudio de

los estimadores presuavizados con el estimador de Nadaraya-Watson.

El nombre de estimación presuavizada viene del hecho de que la suavización se usa

únicamente para obtener una versión suavizada de los pesos de Kaplan-Meier, pero el

estimador resultante de la función de distribución no es suave.

2.2. Definición del estimador

El estimador presuavizado de la función de distribución en presencia de censura

aleatoria por la derecha se obtiene directamente del clásico estimador de Kaplan-Meier

1− FKM
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− δ[i]

n− i+ 1

¶
,

sin más que sustituir δ[i] por un estimador suave de p
¡
Z(i)

¢
. Este estimador, propuesto

por Cao, López de Ullibarri, Janssen y Veraverbeke (2005), es

1− FP
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
, (2.2)

donde pn (·) es el estimador tipo núcleo de Nadaraya-Watson basado en las respuestas
binarias δi con covariables Zi, i = 1, . . . , n y dado por la expresión (2.1). Un estimador

relacionado con éste es el propuesto por Ziegler (1995):

1− FZ
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− ξ[i]

n− i+ 1

¶
,

donde ξ[i] está definido por
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ξ[i] :=

(
pn(Z(i)) cuando Z(i) > bn

δ[i] cuando Z(i) ≤ bn

es decir, este estimador coincide con el estimador de Kaplan-Meier en un entorno del

cero, y con el estimador presuavizado en los demás puntos con el fin de evitar posibles

problemas estocásticos en un entorno del cero. Esta autora establece la convergencia

débil del proceso estocástico
√
n
¡
FZ
n (·)− F (·)¢, caracteriza su límite, y basándose

en el trabajo de Hall y Wellner (1980), estudia y proporciona distintas bandas de

confianza para la función de supervivencia.

2.3. Propiedades generales del estimador

A continuación exponemos algunas de las propiedades y observaciones sobre el

estimador presuavizado de la función de distribución, que se derivan fácilmente de su

propia definición.

Propiedad 2.3.1
La expresión del estimador presuavizado de la función de distribución FP

n (·) se
deriva de la del estimador presuavizado de la razón de fallo acumulativa ΛPn (·), tal
como ocurre sin presuavizar con el estimador de Kaplan-Meier de la función de dis-

tribución y de Nelson-Aalen de la razón de fallo acumulativa.

La relación entre la razón de fallo acumulativa ΛF (·) y la función de supervivencia
1− F (·) es, en general,

1− F (t) = exp [−ΛcF (t)]
Y
ai∈A
ai≤t

(1− Λ{ai}), t ∈ R+ (2.3)

donde A es la masa de átomos de F (·),

Λ{t} := Λ(t)− Λ(t−)

y

ΛcF (t) = Λ(t)−
P
ai∈A
ai≤t

Λ{ai}

es la “parte continua” de Λ (·) para todo t ∈ R+.

El estimador presuavizado de la razón de fallo acumulativa es una función constante

a trozos de forma que
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ΛPn {Zi} = pn(Zi)

n− i+ 1

para cada i = 1, . . . , n. Esto motiva, por la relación (2.3), el siguiente estimador de la

función de supervivencia 1− F (·):

1− bF (t) = Y
Z(i)≤t

µ
1− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
= 1− FP

n (t),

es decir, el estimador de Kaplan-Meier presuavizado.

Propiedad 2.3.2

El estimador presuavizado 1 − FP
n (·) puede tener saltos en todos los datos, sin

limitarse únicamente a los datos no censurados, tal como ocurre con el estimador de

Kaplan-Meier.

El estimador de Kaplan-Meier se puede expresar de la forma

FKM
n (t) =

nP
i=1

WKM
i 1{Z(i)≤t},

donde los pesos son

WKM
(i) =

δ[i]

n− i+ 1

i−1Y
j=1

µ
1− δ[j]

n− j + 1

¶
i = 1, . . . , n

es decir, no nulos únicamente en los datos con δ[i] = 1. Sin embargo, el estimador

presuavizado es igual a

FP
n (t) =

nP
i=1

WP
i 1{Z(i)≤t},

con

WP
(i) =

pn(Z(i))

n− i+ 1

i−1Y
j=1

µ
1− pn(Z(j))

n− j + 1

¶
i = 1, . . . , n (2.4)

en el que los productos vacíos valen 1.

Propiedad 2.3.3

Cuando no se presuaviza en absoluto, es decir, cuando se toma una ventana b

muy pequeña (b→ 0+), el estimador presuavizado FP
n (·) de la función de distribución

coincide con el clásico estimador de Kaplan-Meier FKM
n (·).
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Esto es debido a que, con una ventana de presuavizado b muy pequeña, el límite

del estimador de la función p (·) en cada punto Zi es

pn(Z(i)) =

n−1
nP

j=1
Kb

¡
Z(i) − Zj

¢
δj

n−1
nP

j=1
Kb

¡
Z(i) − Zj

¢ → K(0)δ[i]

K(0)
= δ[i],

Propiedad 2.3.4

En el caso de no censura, el estimador presuavizado FP
n (·) de la función de dis-

tribución coincide con la función de distribución empírica.

En el caso de no censura, i.e., cuando δ[i] = 1 para i = 1, . . . , n, se verifica que

pn(t) =

(nb)−1
nP

j=1
K

µ
t− Zj

b

¶
δ[j]

(nb)−1
nP

j=1
K

µ
t− Zj

b

¶ = 1 = δ[i] i = 1, . . . , n,

es decir, los estimadores de Kaplan-Meier y Kaplan-Meier presuavizado son iguales y

coinciden con el estimador empírico de la función de supervivencia de la muestra:

1− FP
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
=

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶
=

Y
Z(i)≤t

µ
n− i

n− i+ 1

¶

=
n− 1
n

n− 2
n− 1 · · ·

n− k

n− k + 1
=

n− k

n
= 1−

nP
i=1

1{Z(i)≤t}
n

,

donde k = máx
©
i : Z(i) ≤ t

ª
y por tanto k =

Pn
i=1 1{Z(i)≤t}.

Propiedad 2.3.5

Tal como ocurre en el caso del estimador clásico de Kaplan-Meier, otro estimador

presuavizado de la función de supervivencia 1− FP
n (·) también se podría expresar de

la forma

1− FP (2)
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶pn(Z(i))

,

si en lugar de usar la aproximación

exp

µ
− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
w 1− pn(Z(i))

n− i+ 1

a la hora de construir el estimador, se usa la siguiente
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exp

µ
− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
= exp

µ
− 1

n− i+ 1

¶pn(Z(i))

w
µ
1− 1

n− i+ 1

¶pn(Z(i))

.

Este estimador es asintóticamente equivalente a (2.2), puesto que

FP
n (t)− FP (2)

n (t) = OP (n
−1).

Por simplicidad, sólo trabajaremos con el estimador FP
n (·), ya que ambos proporcionan

resultados casi idénticos en la mayoría de las situaciones prácticas.

Propiedad 2.3.6
El estimador presuavizado para la función de distribución G (·) de la variable de

censura C viene dado por

1−GP
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1− pn(Z(i))

n− i+ 1

¶
,

o bien

1−GP (2)
n (t) =

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶1−pn(Z(i))
.

Es inmediato, dado que una observación censurada de la variable de interés Y

corresponde precisamente con una no censurada de la variable C.

Propiedad 2.3.7
El producto de los estimadores presuavizados de las funciones de supervivencia

1−F (·) y 1−G (·), en su segunda versión, coincide con la supervivencia empírica de
la variable observada 1−H (·), es decir,³

1− FP (2)
n (t)

´³
1−GP (2)

n (t)
´
= 1−Hn (t) .

El producto de ambas funciones es³
1− F

P (2)
n (t)

´³
1−G

P (2)
n (t)

´
=

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶pn(Z(i)) Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶1−pn(Z(i))
=

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶
= 1−

nX
i=1

1{Z(i)≤t}
n

= 1−Hn (t) .

Esta igualdad se convierte en sólo una aproximación cuando se usa la versión

original del estimador presuavizado.
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2.4. Propiedades asintóticas del estimador

En este apartado obtenemos una representación casi segura del estimador pre-

suavizado FP
n (·) como suma de variables independientes e idénticamente distribuidas,

más un término de orden despreciable. Ésta es una de las propiedades más importantes

de este estimador, pues a partir de ella se pueden demostrar otras como la consistencia

fuerte uniforme o la normalidad asintótica del estimador.

Esta representación ya fue obtenida por Cao, López de Ullibarri, Janssen y Veraver-

beke (2005), aunque únicamente en probabilidad. Nosotros recorreremos su demostra-

ción para obtener, al igual que en la representación obtenida en Lo, Mack y Wang

(1989) para el estimador de Kaplan-Meier, el comportamiento asintótico del resto de

forma casi segura y en media, ya que se necesitará para obtener resultados análogos

en el caso de la función de densidad y en los procedimientos para la selección de las

ventanas. Para ello establecemos ciertos lemas previos.

2.4.1. Lemas previos

Lema 2.4.1

máx
i∈{1,...,n−1}

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢ = O (logn) casi seguro. (2.5)

Demostración.

Es el lema 1 de Sánchez Sellero et al. (2005).

Lema 2.4.2

E

Ã máx
i∈{1,...,n−1}

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!k
 = O (1) .

Demostración.

En la página 61 de Petrov (1995) se puede encontrar la siguiente propiedad:

E
³
|X|k

´
= k

Z ∞

0
P (|X| ≥ x)xk−1dx (2.6)

para cualquier k > 0 y para una variable aleatoria arbitraria X. Este resultado, junto

con la desigualdad de Shorack y Wellner (1986), página 415,

P

Ã
máx

i∈{1,...,n−1}
1−H

¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢ ≥ λ

!
≤ eλe−λ ∀λ ≥ 1 ∀n ∈ N
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conduce a

E

Ã máx
i∈{1,...,n−1}

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!k


= k

Z ∞

0
P

Ã
máx

i∈{1,...,n−1}
1−H

¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢ ≥ x

!
xk−1dx

≤ k

Z ∞

0
exe−xxk−1dx = ek

Z ∞

0
e−xxkdx = ekk!

llegando así a la cota uniforme con el orden que se buscaba.

Lema 2.4.3 Sea H (·) una función de distribución arbitraria y sea Hn (·) su corres-
pondiente distribución empírica. Entonces, para todo k > 0, se verifica que

E

"µ
sup
t
|Hn (t)−H (t)|

¶k
#
= O

³
n−k/2

´
.

Demostración.
Por la desigualdad de Dvoretzky, Kiefer y Wolfowitz (1956) se tiene que

P

µ√
n sup

t
|Hn (t)−H (t)| > λ

¶
≤ 2ce−2λ2 ∀λ ≥ 0 ∀n ∈ N

siendo c una constante universal. Combinando este resultado con la igualdad (2.6)

podemos concluir que

E

"µ
sup
t
|Hn (t)−H (t)|

¶k
#
= k

Z ∞

0
P

µ
sup
t
|Hn (t)−H (t)| ≥ x

¶
xk−1dx

= k

Z ∞

0
P

µ√
n sup

t
|Hn (t)−H (t)| ≥ x

√
n

¶
xk−1dx

≤ k

Z ∞

0
2ce−2nx2xk−1dx = ck

Z ∞

0
e−2nzzk/2−1dz = ck

Γ
¡
k
2

¢
(2n)k/2

,

quedando de este modo demostrado el enunciado del lema.

Lema 2.4.4 Sea el núcleo K (·) una función de densidad con R |v|K (v) dv <∞, con

derivada K(j) (·) continua y de variación acotada para j = 0, 1, . . . ,N. Sea hn (·) el
estimador de Parzen-Rosenblatt de la función de densidad h (·) , con sucesión de ven-
tanas bn. Si h (·) y sus (N + 1) primeras derivadas son acotadas, y εn es una sucesión

de números positivos tales que ĺımn→∞ bn/εn = 0, entonces existen dos constantes C1
y C2 tales que
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P
³
supt

¯̄̄
h
(j)
n (t)− h(j) (t)

¯̄̄
> εn

´
≤ C1 exp

³
−C2nε2nb2j+2n

´
para j = 0, 1, . . . , N.

Demostración.
Es el lema 2.4 de Schuster (1969).

Lema 2.4.5 Sea h (·) una función de densidad arbitraria y sea hn (·) su estimador
de Parzen-Rosenblatt con sucesión de ventanas bn. Entonces, bajo las condiciones del

lema anterior, se verifica para todo k > 0

E

"µ
sup
t
|hn (t)− h (t)|

¶k
#
= O

³¡
nb2
¢−k/2´

.

Demostración.
Usando de nuevo (2.6) y el lema anterior obtenemos:

E

"µ
sup
t
|hn (t)− h (t)|

¶k
#
= k

Z ∞

0
P

µ
sup
t
|hn (t)− h (t)| ≥ x

¶
xk−1dx

≤ kC1

Z ∞

0
exp

¡−C2nb2x2¢xk−1dx
=

1

2
kC1

Z ∞

0
exp

¡−C2nb2v¢ vk/2−1dv
=

1

2
kC1

Γ
¡
k
2

¢
(C2nb2)

k/2
=
1

2
k

C1

C
k/2
2

Γ

µ
k

2

¶¡
nb2
¢−k/2

,

como queríamos demostrar.

Lema 2.4.6 Sea m (t) = E (Y |X = t) la función de regresión de Y sobre X, y sea

mn (·) el estimador de Nadaraya-Watson con sucesión de ventanas bn. Supongamos que
el núcleo K (·) es una función de densidad acotada, simétrica, de variación acotada
con

Z t

0
|v|K (v) dv < ∞, y

Z t

0
v2K (v) dv < ∞. Si las funciones h (·) y m (·) son

continuas en toda la recta real, y mı́n−∞<a≤t≤b<∞ h (t) = µ > 0, entonces

P

Ã
sup
a≤t≤b

|mn (t)−m (t)| > ε

!

≤ C0

h
exp

³
−γ1 [ε (µ− ε)]2 nb2n

´
+ exp

³
−γ2 [ε (µ− ε)]2 nb2n

´
+exp

³
−γ3 [ε (µ− ε)]2 nb2n

´i
+ C1 exp

³
−γ4 [ε (µ− ε)]2 nb2n

´
.

donde las constantes C0, C1, γ1, γ2, γ3 y γ4 son positivas y dependen de

l1 = máxa≤t≤bm (t) <∞ y de la función núcleo K (·).
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Demostración.
Es el teorema 2.1 de Nadaraya (1989).

Observación 2.4.1
Dado µ, para un n suficientemente grande de modo que ε < µ/2, de la desigualdad

anterior se puede deducir la siguiente

P

Ã
sup
a≤t≤b

|mn (t)−m (t)| > ε

!
≤ C2 exp

¡−γ5ε2nb2n¢
siendo C2 y γ5 dos constantes dependientes de C0, C1, γ1, γ2, γ3 y γ4, puesto que si

ε < µ/2, entonces [ε (µ− ε)]2 > ε2µ2/4, y por tanto

exp
³
−γ [ε (µ− ε)]2 nb2n

´
≤ exp

µ
−γµ

2

4
ε2nb2n

¶
.

Lema 2.4.7 Sea p (t) = E (δ|X = t) la función de regresión de δ sobre X, y sea pn (·)
su estimador de Nadaraya-Watson con ventana bn. Entonces, bajo las condiciones del

lema anterior, para todo k > 0 se verifica que

E

"µ
sup
t
|pn (t)− p (t)|

¶k
#
= O

³¡
nb2
¢−k/2´

.

Demostración.
Idéntica a la del lema 2.4.5.

Lema 2.4.8 Sea h (·) una función de densidad, y sea hn (·) el estimador de Parzen-
Rosenblatt con ventana b y función núcleo K (·). Si K (·) es una función de densidad
simétrica y h (·) es cuatro veces diferenciable con h(4) (·) acotada, entonces

E
h
(hn (t)− h (t))4

i
=

3

(nb)2
h2 (t) c2K +

3

2

b3

n
h00 (t)2 h (t) cKd2K

+
1

16
b8h00 (t)4 d4K +

1

n2b
Qn (t) ,

donde

cK =

Z
K2 (v) dv, dK =

Z
v2K (v) dv (2.7)

y Qn (·) depende del núcleo K (·) , de h (·), de h00 (·) , de h(4) (·) y del tamaño muestral
n a través de la ventana b.
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Demostración.

Denotamos por µ (·) la siguiente esperanza

µ (t) = E [hn (t)] = E [Kb (t− Z)] = h (t) + b2Qn1 (t) ,

donde

Qni (t) =

Z
v2Ki (v)

Z 1

0
(1− x)h00 (t− vbx) dxdv.

El primer paso es sumar y restar la esperanza del estimador, µ (·), para así descom-
poner la esperanza de la potencia cuarta de hn (·)− h (·) en los siguientes términos:

E
h
(hn (t)− h (t))4

i
= E [(hn (t)− µ (t)) + (µ (t)− h (t))]4

= E
h
(hn (t)− µ (t))4

i
+ 4 (µ (t)− h (t))E

h
(hn (t)− µ (t))3

i
+6 (µ (t)− h (t))2 E

h
(hn (t)− µ (t))2

i
+4 (µ (t)− h (t))3 E [hn (t)− µ (t)] + (µ (t)− h (t))4 .

La diferencia µ (t)− h (t) es igual a

µ (t)− h (t) = b2Qn1 (t) =
1

2
b2dKh

00 (t) + b4Rn (t) ,

con

Rn (t) =
1

6

Z
v4K (v)

Z 1

0
(1− x)3 h(4) (t− vbx) dxdv,

de modo que el último de los sumandos es igual a

(E [hn (t)]− h (t))4 =
1

16
b8d4Kh

00 (t)4 + b10 eQn,5 (t) ,

donde eQn,5 (·) depende de Rn (·), de h00 (·) y del tamaño muestral n a través de b.

Así mismo, por definición de la función µ (·), el penúltimo sumando es cero. A
continuación, demostraremos que el primero de ellos es igual a

E
h
(hn (t)− E [hn (t)])4

i
= 6

1

(nb)2
h2 (t) c2K +

1

n2b
eQn,1 (t) ,

donde eQn,1 (·) es una función que depende de h (·) , Qn1 (·) , Qn2 (·) , Qn3 (·) y Qn4 (·).
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En efecto,

E
h
(hn (t)− E [hn (t)])4

i
= E

"µ
1

n

nP
i=1
(Kb (t− Zi)− µ (t))

¶4#
=
1

n4

nP
i,j,k,l=1

E [(Kb (t− Zi)− µ (t)) (Kb (t− Zj)− µ (t))

× (Kb (t− Zk)− µ (t)) (Kb (t− Zl)− µ (t))]

=
1

n4

nP
i,j,k,l=1

Eijkl.

La idea consiste en separar la suma en varios términos, clasificando los sumandos en

función de las coincidencias entre los cuatro índices. Denotaremos por N = {1, . . . , n}
al conjunto de valores que puede tomar cada índice y formalizamos la clasificación así

N4 = {(i, j, k, l) /i, j, k, l ∈ N} = I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 ∪ I5

siendo

I1 =
©
(i, j, k, l) ∈ N4/# {i, j, k, l} = 4ª

I2 =
©
(i, j, k, l) ∈ N4/# {i, j, k, l} = 3ª

I3 =
©
(i, j, k, l) ∈ N4/# {i, j, k, l} = 2 empatados dos a dosª

I4 =
©
(i, j, k, l) ∈ N4/# {i, j, k, l} = 2 y tres de ellos empatadosª

I5 =
©
(i, j, k, l) ∈ N4/# {i, j, k, l} = 1ª

Podemos separar la suma anterior en los siguientes términos:

E
h
(hn (t)− E [hn (t)])4

i
=
1

n4
P

(i,j,k,l)∈I1
Eijkl +

1

n4
P

(i,j,k,l)∈I2
Eijkl

+
1

n4
P

(i,j,k,l)∈I3
Eijkl +

1

n4
P

(i,j,k,l)∈I4
Eijkl +

1

n4
P

(i,j,k,l)∈I5
Eijkl

Serán cero las esperanzas de aquellos términos que tengan al menos un índice de los

cuatro no empatado con los restantes, de modo que, únicamente, consideraremos los

casos en los que o bien los cuatro índices coinciden, o bien haya exactamente dos pares

de coincidencias, es decir,

E
h
(hn (t)− E [hn (t)])4

i
=
1

n4
P

i,j,k,l∈I3
Eijkl +

1

n4
P

i,j,k,l∈I5
Eijkl.

Empezando por I3, podemos ver que cardinal (I3) = 3n (n− 1), de modo que
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1

n4
P

i,j,k,l∈I3
Eijkl =

3n (n− 1)
n4

E1122 = 3
n− 1
n3

³
E [Kb (t− Z1)− µ (t)]2

´2
= 3

n− 1
n3

¡
E
£
K2

b (t− Z1)− 2µ (t)Kb (t− Z1) + µ2 (t)
¤¢2

= 3
n− 1
n3

µ
1

b
h (t) cK + bQn2 (t)−

¡
h (t) + b2Qn1 (t)

¢2¶2
=

3

n2b2
h2 (t) c2K +

3

n2b
Qn,I3 (t) ,

y

Qn,I3 (t) = 2h (t) cK eQn,I3 (t) + b eQ2n,I3 (t)− 1

nb

³
h (t) cK + b eQn,I3 (t)

´2
,

siendo eQn,I3 (t) = −h2 (t) + b2 (Qn2 (t)− 2h (t)Qn1 (t))− b4Q4n1 (t) .

Por otro lado, cardinal (I5) = n, de modo que

1

n4
P

i,j,k,l∈I5
Eijkl =

1

n3
E1111 =

1

n3
E
h
(Kb (t− Z1)− µ (t))4

i
=
1

n3
¡
E
£
K4
b (t− Z1)

¤− 4µ (t)E £K3
b (t− Z1)

¤
+ 6µ2 (t)E

£
K2
b (t− Z1)

¤− 3µ4 (t)¢
=
1

n3

·
1

b3
h (t)

Z t

0
K4 (v) dv +

1

b
Qn4 (t)− 4µ (t)

µ
1

b2
h (t)

Z
K3 (v) dv +Qn3 (t)

¶
+6µ2 (t)

µ
1

b
h (t) cK + bQn2 (t)

¶
− 3µ4 (t)

¸
=

1

(nb)3
h (t)

Z
K4 (v) dv +

1

n3b2
Qn,I5 (t) ,

donde Qn,I5 (·) depende de Qn1 (·) , Qn2 (·) , Qn3 (·) , Qn4 (·) y h (·).

En resumen,

E
h
(hn (t)− E [hn (t)])4

i
=

3

(nb)2
h2 (t) c2K +

1

n2b
eQn,1 (t) ,

donde eQn,1 (t) = 3Qn,I3 (t) +
1

nb2
h (t)

Z
K4 (v) dv +

1

nb
Qn,I5 (t) .

Mediante cálculos análogos, podemos obtener la esperanza de la potencia tercera

de hn (t)− h (t):
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E
h
(hn (t)− E [hn (t)])3

i
= E

"µ
1

n

nP
i=1
(Kb (t− Zi)− µ (t))

¶3#
=
1

n3

nP
i,j,k=1

E [(Kb (t− Zi)− µ (t)) (Kb (t− Zj)− µ (t))

× (Kb (t− Zk)− µ (t))] =
1

n3

nP
i,j,k=1

Eijk =
1

n2
E111

El término E111 es igual a

E111 = E
h
(Kb (t− Z1)− µ (t))3

i
= E

£
K3

b (t− Z1)
¤− 3µ (t)E £K2

b (t− Z1)
¤
+ 2µ3 (t)

=

µ
1

b2
h (t)

Z
K3 (v) dv +Qn3 (t)

¶
− 3µ (t)

µ
1

b
h (t) cK + bQn2 (t)

¶
+ 2µ3 (t)

=
1

b2
h (t)

Z
K3 (v) dv + eQn,111 (t) ,

donde eQn,111 (·) es una función que depende de Qn2 (·) , Qn3 (·) y de h (·) .

Por tanto, el segundo término de la descomposición de E
h
(hn (t)− h (t))4

i
es des-

preciable frente al primero, puesto que es igual a

4 (µ (t)− h (t))E
h
(hn (t)− µ (t))3

i
= 4

µ
1

2
b2dKh

00 (t) + b4Rn (t)

¶µ
1

(nb)2
h (t)

Z
K3 (v) dv +

1

n2
eQn,111 (t)

¶
=

2

n2
dKh

00 (t)h (t)
Z

K3 (v) dv +

µ
b

n

¶2 eQn,2 (t) ,

con eQn,2 (·) dependiendo de h (·) , h00 (·) , Rn (·) y eQn,111 (·) .

La esperanza de (hn (t)− µ (t))2 es igual a

E
h
(hn (t)− µ (t))2

i
= E

"µ
1

n

nP
i=1
(Kb (t− Zi)− µ (t))

¶2#
=

1

n
E
h
(Kb (t− Z1)− µ (t))2

i
=
1

n

¡
E
£
K2

b (t− Z1)
¤− µ2 (t)

¢
=

1

n

·µ
1

b
h (t) cK + bQn2 (t)

¶
− ¡h (t) + b2Qn1 (t)

¢2¸
=

1

nb
h (t) cK +

1

n
eQn,11 (t) ,

siendo eQn,11 (·) una función que depende de h (·) , Qn1 (·) y Qn2 (·). Entonces, el tercer
término de la descomposición de E

h
(hn (t)− h (t))4

i
es igual a
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6 (µ (t)− h (t))2 E
h
(hn (t)− µ (t))2

i
= 6

µ
1

2
b2dKh

00 (t) + b4Rn (t)

¶2µ 1
nb

h (t) cK +
1

n
eQn,11 (t)

¶
=
6

4

b3

n
d2Kh

00 (t)2 h (t) cK +
b4

n
eQn,3 (t) ,

con eQn,3 (·) dependiendo de h (·) , h00 (·) , Rn (·) y eQn,11 (·) .

Recopilamos todas estas cotas, y obtenemos finalmente que

E
h
(hn (t)− h (t))4

i
=

3

(nb)2
h2 (t) c2K +

3

2

b3

n
d2Kh

00 (t)2 h (t) cK +
1

16
b8d4Kh

00 (t)4 +
1

n2b
Qn (t) ,

donde Qn (·) depende de h (·) , h00 (·), de Qn1 (·) , Qn2 (·) ,Qn3 (·) , Qn4 (·) y de h(4) (·) a
través de Rn (·).
Lema 2.4.9 Sea p (t) = E (δ|Z = t) la función de regresión de δ sobre Z, es decir,

la probabilidad condicional de que una observación es no censurada, y sea pn (·) el
estimador de Nadaraya-Watson con sucesión de ventanas bn y función núcleo K (·).
Si K (·) es una función de densidad simétrica, y las funciones h (·) y p (·) son cuatro
veces diferenciables con h(4) (·) y p(4) (·) acotadas, entonces

E
h
(pn (t)− p (t))4

i
≤ 8

h4 (t)

µ
3

(nb)2
¡
h2 (t) + ψ2 (t)

¢
c2K +

3

2

b3

n

³
h00 (t)2 h (t) + ψ00 (t)2 ψ (t)

´
cKd

2
K

+
1

16
b8
³
h00 (t)4 + ψ00 (t)4

´
d4K +

1

n2b
Qn (t)

¶
,

donde ψ (t) = p (t)h (t) y Qn (·) depende del núcleo K (·) , de h (·) , p (·), de las segun-
das derivadas de h (·) y p (·) y del tamaño muestral, n, a través de b.

Demostración.

Sea hn (t) = n−1
Pn

i=1Kb (t− Zi) el estimador de Parzen-Rosenblatt,con ventana

b, de la función de densidad h (·), y sea ψn (t) = n−1
Pn

i=1Kb (t− Zi) δi. Debido que

el estimador de Nadaraya-Watson es igual a pn (t) = ψn (t) /hn (t), y por lo tanto tiene

denominador aleatorio, hemos factorizado la diferencia pn (t) − p (t) de la siguiente

manera:

|pn (t)− p (t)| = h−1 (t) |(ψn (t)− ψ (t))− pn (t) (hn (t)− h (t))|

≤ h−1 (t) (|ψn (t)− ψ (t)|+ |hn (t)− h (t)|) ,



52 Capítulo 2. Estimación presuavizada de la función de distribución

puesto que pn (·) ≤ 1. Entonces, su momento de orden 4 se puede acotar por

E
h
(pn (t)− p (t))4

i
≤ h−4 (t)E

h
(|ψn (t)− ψ (t)|+ |hn (t)− h (t)|)4

i
≤ 8h−4 (t)

³
E
h
(ψn (t)− ψ (t))4

i
+ E

h
(hn (t)− h (t))4

i´
.

En el lema 2.4.8 se demostró que

E
h
(hn (t)− h (t))4

i
=

3

(nb)2
h2 (t) c2K +

3

2

b3

n
h00 (t)2 h (t) cKd2K +

1

16
b8h00 (t)4 d4K +

1

n2b
Qn,h (t) .

Mediante cálculos análogos obtenemos también que

E
h
(ψn (t)− ψ (t))4

i
=

3

(nb)2
ψ2 (t) c2K +

3

2

b3

n
ψ00 (t)2 ψ (t) cKd2K +

1

16
b8ψ00 (t)4 d4K +

1

n2b
Qn,ψ (t) ,

donde Qnh (·) y Qn,ψ (·) dependen de la función núcleo K (·), de h (·) , ψ (·) y de sus
derivadas segundas y cuartas respectivamente. Entonces,

E
h
(pn (t)− p (t))4

i
≤ 8

h4 (t)

·
3

(nb)2
¡
h2 (t) + ψ2 (t)

¢
c2K +

3

2

b3

n

³
h00 (t)2 h (t) + ψ00 (t)2 ψ (t)

´
cKd

2
K

+
1

16
b8
³
h00 (t)4 + ψ00 (t)4

´
d4K +

1

n2b
Qn (t)

¸
,

como se quería demostrar.

2.4.2. Representación asintótica

La representación del estimador de Kaplan-Meier se basa en la representación del

estimador de la razón de fallo acumulativa. Esto ocurre también con el estimador

presuavizado de la función de distribución.

Los pasos que seguiremos son, en primer lugar, demostrar que el estimador pre-

suavizado 1−FP
n (·) se puede aproximar por el estimador presuavizado de la razón de

fallo acumulativa ΛPn (·) a través de una transformación exponencial más un término
de error despreciable:

1− FP
n (t) = exp

£−ΛPn (t)¤+Rn1 (t) . (2.8)
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A continuación, a partir de la expresión (2.8) y mediante un desarrollo de Taylor de

orden dos se deriva la siguiente igualdad:

FP
n (t)− F (t) = exp [−ΛF (t)]− exp

£−ΛPn (t)¤−Rn1 (t)

= (1− F (t))
¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
−1
2

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢2
exp [−ηn (t)]−Rn1 (t)

= (1− F (t))
¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
+Rn2 (t)−Rn1 (t) ,

con Rn2 (t) = −12
¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢2
exp [−ηn (t)] y ηn (t) un valor intermedio estocás-

tico entre ΛPn (t) y ΛF (t) . Se probará entonces la despreciabilidad casi segura y en

media de este nuevo término de error Rn2 (t) , teniendo en cuenta que

exp [−ηn (t)] ≤ e0 = 1 ∀t < bH .

Por último, obtendremos una representación casi segura y en media del estimador

presuavizado de la razón de fallo acumulativa

ΛPn (t)− ΛF (t) =
1

n

nP
i=1

ζ (t, Zi, δi) + Sn (t) .

Estos resultados se demuestran a continuación como paso previo a la obtención de

la representación casi segura y en media del estimador FP
n (·). Para ello, será necesario

suponer las siguientes condiciones sobre la función núcleo:

(K1) La función K (·), con soporte en un intervalo compacto el cual, sin pérdida de
generalidad, supondremos [−1, 1], es una función de densidad simétrica, conti-
nua, de variación acotada y dos veces continuamente diferenciable en [−1, 1].
Además, también satisface que K (1) = K 0 (1) = K 00 (1) = 0.

Fijemos un punto tH > 0 tal que tH < bH = sup {t > 0 : H (t) < 1}. Las condi-
ciones sobre la función de distribución H (·) son:

(H1) La función H (·) es continuamente diferenciable en [0, tH ] .

(H2) La función H (·) es tres veces continuamente diferenciable en [0, tH ] .

(H3) La función H (·) es cinco veces continuamente diferenciable en [0, tH ] .

(H4) Existe µ > 0 tal que H 0 (t) = h (t) > µ,∀t ∈ [0, tH ] .

La hipótesis sobre la probabilidad condicional de no censura p (·) es
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(p1) p (·) es dos veces continuamente diferenciable en [0, tH ] .

(p2) p (·) es cuatro veces continuamente diferenciable en [0, tH ] .

Finalmente, las condiciones sobre la ventana b son:

(v1) n1−εb→∞ para algún ε > 0 y
P

bλ <∞ para algún λ > 0 cuando n→∞.

(v2) nb2 (logn)−6 →∞, nb8 (logn)4 → 0 y b3 (logn)5 → 0 cuando n→∞.

Las condiciones (K1) , (H3) y (p2) son condiciones de regularidad estándar. El

grado de diferenciabilidad exigido en ellas se puede relajar para algunos resultados

asintóticos preliminares a la representación casi segura de FP
n (·) dada al final de esta

sección. A su vez, la condición (v1) es necesaria para la obtención de la representación

casi segura y en media de ΛPn (·)−ΛF (·) y de FP
n (·)− F (·), mientras que se necesita

la condición (v2) para la demostración de la normalidad asintótica del estimador pre-

suavizado FP
n (·). Las hipótesis en la condición (v1) son las necesarias para la aplicación

del lema 1 y teorema B de Mack y Silverman (1982).

Proposición 2.4.1 Bajo la condición (H1) se tiene para todo t ∈ [0, tH ]

1− FP
n (t) = exp

£−ΛPn (t)¤+Rn1 (t) ,

donde

sup
0≤t≤tH

|Rn1 (t)| = O
³
n−1 (logn)2

´
c.s. y sup

0≤t≤tH
E
£
R2n1 (t)

¤
= O

¡
n−2

¢
.

Demostración.

Las funciones 1−FP
n (·) y exp

£−ΛPn (·)¤ vienen dadas por las siguientes expresiones
1− FP

n (t) =
Y

Z(i)≤t

Ã
1− pn

¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!
y exp

£−ΛPn (t)¤ = Y
Z(i)≤t

exp

Ã
− pn

¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!
.

Mediante un desarrollo de Taylor de la función exp (−x) en torno al cero, podemos
escribir exp

£−ΛPn (t)¤ de la forma
exp

£−ΛPn (t)¤ = Y
Z(i)≤t

1− pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

+
1

2

Ã
pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!2
e−ξi

 ,

donde ξi es un valor estocástico intermedio entre 0 y pn
¡
Z(i)

¢
/ (n− i+ 1) .
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Basándonos en la siguiente propiedad general¯̄̄̄
¯ nQ
j=1

aj −
nQ

j=1
bj

¯̄̄̄
¯ ≤ nP

j=1
|aj − bj | ,

que se verifica siempre que |aj | ≤ 1 y |bj | ≤ 1 ∀j ∈ {1, . . . , n} , escribimos¯̄
1− FP

n (t)− exp
£−ΛPn (t)¤¯̄

=

¯̄̄̄
¯̄ Y
Z(i)≤t

Ã
1− pn

¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!
−
Y

Z(i)≤t

1− pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

+
1

2

Ã
pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!2
e−ξi

¯̄̄̄¯̄
≤
X
Z(i)≤t

¯̄̄̄
¯̄−12

Ã
pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!2
e−ξi

¯̄̄̄
¯̄ = X

Z(i)≤t

1

2

Ã
pn
¡
Z(i)

¢
n− i+ 1

!2
e−ξi .

Teniendo en cuenta además que e−ξi ≤ e0 = 1 y que pn
¡
Z(i)

¢ ≤ 1, podemos

entonces concluir que

|Rn1 (t)| =
¯̄
1− FP

n (t)− exp
£−ΛPn (t)¤¯̄

≤
X
Z(i)≤t

1

2

1

(n− i+ 1)2
≤
X
Z(i)≤t

1

2

1

n2
¡
1−Hn

¡
Z(i)

¢¢2
=
X
Z(i)≤t

1

2

1

n2

Ã
1−H

¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!2 1¡
1−H

¡
Z(i)

¢¢2
≤ 1

2n

Ã
máx
Z(i)≤t

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!2µ1
n

nP
i=1

1

(1−H (Zi))
2

¶
.

Aplicando el lema 2.4.1 y la ley fuerte de los grandes números a la media muestral

que aparece como último factor, por la condición (H1) se concluye que

sup
0≤t≤tH

|Rn1 (t)| = O
³
n−1 (logn)2

´
c.s.

Acotamos ahora el cuadrado del valor absoluto de Rn1 (t) de la siguiente manera:

R2n1 (t) ≤
1

4n2

Ã
máx
Z(i)≤t

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!4µ 1
n

nP
i=1

1

(1−H (Zi))
2

¶2
de modo que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la esperanza de R2n1 (t) se puede

acotar por

E
£
R2n1 (t)

¤ ≤ 1

4n2

EÃmáx
Z(i)≤t

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!8
1/2 "Eµ 1

n

nP
i=1

1

(1−H (Zi))
2

¶4#1/2
.
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El último término está acotado, puesto que es el momento de orden 4 de la me-

dia muestral de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas. Basta

aplicar el resultado siguiente

E
·µ
1

n

nP
i=1

Xi

¶p¸
<∞ si E (Xp

1 ) <∞ para todo 0 < p <∞.

Apelando a este resultado, al lema 2.4.2 y teniendo en cuenta (H1) resulta entonces

que

sup
0≤t≤tH

E
£
R2n1 (t)

¤
= O

¡
n−2

¢
,

dando por concluida la demostración.

A partir de la expresión (2.8) y mediante un desarrollo de Taylor de orden dos se

deriva la siguiente igualdad:

FP
n (t)− F (t) = (1− F (t))

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
+Rn2 (t)−Rn1 (t) ,

con

Rn2 (t) = −1
2

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢2
exp [−ηn (t)]

y ηn (t) un valor intermedio estocástico entre Λ
P
n (t) y ΛF (t) .

El siguiente lema proporciona la despreciabilidad casi segura y en media de este

nuevo término de error Rn2 (t) , teniendo en cuenta que

exp [−ηn (t)] ≤ e0 = 1 ∀t < bH .

Lema 2.4.10 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (H4) , (p1) y (v1), entonces

sup
0≤t≤tH

¯̄
ΛPn (t)− ΛF (t)

¯̄2
= O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

y

sup
0≤t≤tH

E
h¯̄
ΛPn (t)− ΛF (t)

¯̄4i
= O

Ãµ
b4 +

1

nb

¶2!
.

Demostración.

Llevamos a cabo la siguiente descomposición:
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ΛPn (t)− ΛF (t)

=

Z t

0
pn (v) dΛ

H
n (v)−

Z t

0
p (v) dΛH (v) =

Z t

0

pn (v) dHn (v)

1−Hn (v)
−
Z t

0

p (v) dH (v)

1−H (v)

=

Z t

0

µ
pn (v)

1−Hn (v)
− p (v)

1−H (v)

¶
dHn (v) +

Z t

0

p (v)

1−H (v)
d (Hn (v)−H (v))

= (I) + (II) .

Empezaremos acotando el supremo en t del cuadrado de ambos sumandos, (I) e

(II). Respecto al segundo término, (II), que es despreciable frente al primero, acota-

mos el valor absoluto (a) y realizamos una integración por partes (b):

|(II)|
(a)

≤
Z t

0

p (v)

1−H (v)
d |Hn (v)−H (v)|

(b)

≤ p (t)

1−H (t)
|Hn (t)−H (t)|+

¯̄̄̄Z t

0
|Hn (v)−H (v)|

µ
p (v)

1−H (v)

¶0
dv

¯̄̄̄
≤ p (t)

1−H (t)
|Hn (t)−H (t)|+ sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|

Z t

0

¯̄̄̄µ
p (v)

1−H (v)

¶0 ¯̄̄̄
dv.

Utilizando el siguiente resultado para la función de distribución empírica (ver, por

ejemplo, Dvoretzky, Kiefer y Wolfowitz (1956)):

sup
t
|Hn (t)−H (t)| = O

³
n−1/2 (logn)1/2

´
c.s. (2.9)

y teniendo en cuenta que p (·) ≤ 1, se tiene entonces, bajo (H2) y (p1),

sup
0≤t≤tH

|(II)|2 ≤ sup
0≤t≤tH

|Hn (t)−H (t)|2
·

1

1−H (tH)
+

Z tH

0

¯̄̄̄µ
p (v)

1−H (v)

¶0 ¯̄̄̄
dv

¸2
,

de modo que

sup
0≤t≤tH

|(II)|2 = O
¡
n−1 logn

¢
c.s.

Por su parte, el valor absoluto del primer término (I) se puede acotar por

|(I)| =
¯̄̄̄Z t

0

µ
pn

1−Hn
− p

1−H

¶
dHn

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z t

0

pn (1−H)− p (1−Hn)

(1−Hn) (1−H)
dHn

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z t

0
[(pn − p) (1−Hn) + pn (Hn −H)]

1−H

1−Hn

dHn

(1−H)2

¯̄̄̄
≤
µ
sup
t
|pn − p|+ sup

t
|Hn −H|

¶Ã
máx
Z(i)≤t

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!Z t

0

dHn

(1−H)2
.

Así, utilizando (2.5), (2.9), junto con la aplicación, bajo la hipótesis (v1), del si-
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guiente resultado para la función de regresión (teorema B de Mack y Silverman (1982))

sup
t
|pn (t)− p (t)| = O

³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´
c.s. (2.10)

y aplicando la ley fuerte de los grandes números a la media muestral que aparece como

último factor, podemos concluir que

sup
0≤t≤tH

|(I)|2 = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

En resumen,

sup
0≤t≤tH

¯̄
ΛPn (t)− ΛF (t)

¯̄2
= O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

A continuación, acotaremos el supremo del momento de orden 4 de¯̄
ΛPn (t)− ΛF (t)

¯̄
mediante la acotación de E

¯̄̄
(I)4

¯̄̄
y E

¯̄̄
(II)4

¯̄̄
. El segundo término

no supone ningún problema, puesto que podemos acotarlo directamente por

sup
0≤t≤tH

E
¯̄̄
(II)4

¯̄̄
≤ E

µ
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|4

¶·
1

1−H (tH)
+

Z tH

0

¯̄̄̄µ
p (v)

1−H (v)

¶0 ¯̄̄̄
dv

¸4
,

por lo que, aplicando el lema 2.4.3 y teniendo en cuenta (H2) y (p1) ,

sup
0≤t≤tH

E
¯̄̄
(II)4

¯̄̄
= O

¡
n−2

¢
.

Para acotar el momento de orden 4 de |(I)| , descomponemos previamente la inte-
gral en los siguientes sumandos:

(I) =

Z t

0

pn (v) (1−H (v))− p (v) (1−Hn (v))

(1−Hn (v)) (1−H (v))
dHn (v)

=

Z t

0
(pn (v)− p (v))

dHn (v)

1−H (v)
+

Z t

0
pn (v) (Hn (v)−H (v))

1−H (v)

1−Hn (v)

dHn (v)

(1−H (v))2

de modo que el valor absoluto de (I) se puede acotar por

|(I)| ≤
Z t

0
|pn (v)− p (v)| dHn (v)

1−H (v)
+

Z t

0
|Hn (v)−H (v)| 1−H (v)

1−Hn (v)

dHn (v)

(1−H (v))2

= (I1) + (I2) .
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Así, el momento de orden 4 de (I) es menor o igual que

E |(I)|4 ≤ 8
h
E
³
(I1)

4
´
+ E

³
(I2)

4
´i

.

La esperanza de la potencia cuarta de (I2) se acota de la siguiente manera:

E
h
(I2)

4
i
= E

"µZ t

0
|Hn (v)−H (v)| 1−H (v)

1−Hn (v)

dHn (v)

(1−H (v))2

¶4#

≤ E

"Z t

0
|Hn (v)−H (v)|4

µ
1−H (v)

1−Hn (v)

¶4 dHn (v)

(1−H (v))8

#

≤ E
·
sup

0≤t≤tH
|Hn (v)−H (v)|12

¸1/3
E

Ãmáx
Z(i)≤t

1−H
¡
Z(i)

¢
1−Hn

¡
Z(i)

¢!12
1/3

×E
"µZ t

0

dHn (v)

(1−H (v))8

¶3#1/3
.

La última esperanza está acotada por

E

"µZ t

0

dHn

(1−H (v))8

¶3#1/3
≤
Z tH

0

dH (v)

(1−H (v))8
<

1

(1−H (tH))
8 <∞.

En virtud de esto, y junto con los resultados de los lemas 2.4.2 y 2.4.3, concluimos que

sup
0≤t≤tH

E
h
(I2)

4
i
= O

¡
n−2

¢
.

Ahora descomponemos el sumando (I1) en los siguientes términos

(I1) ≤
Z t

0

|pn (v)− p (v)|
1−H (v)

d (Hn (v)−H (v)) +

Z t

0
|pn (v)− p (v)| dH (v)

1−H (v)

= (I11) + (I12) ,

de manera que, finalmente,

E
h
(I1)

4
i
≤ 8

³
E
h
(I11)

4
i
+ E

h
(I12)

4
i´

.

El primero de los sumandos, (I11) , se puede acotar por

|(I11)| ≤ sup
0≤t≤tH

|pn (t)− p (t)|
Z t

0

d |Hn (v)−H (v)|
1−H (v)

= sup
0≤t≤tH

|pn (t)− p (t)|
µ |Hn (t)−H (t)|

1−H (t)
−
Z t

0

h (v) |Hn (v)−H (v)|
(1−H (v))2

dv

¶
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≤ 2

1−H (tH)
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)| sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)| .

Su momento de orden 4 es entonces menor o igual que

E
h
(I11)

4
i
≤ 16

(1−H (tH))
4E
µ
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)|8

¶1/2
E
µ
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|8

¶1/2
.

Los lemas 2.4.3 y 2.4.7 nos permiten concluir por tanto que E
h
(I11)

4
i
= O

³
(nb)−4

´
.

El momento de orden 4 de la integral (I12) se puede acotar, en [0, tH ], por:

E
h
(I12)

4
i
= E

"µZ t

0
|pn (v)− p (v)| h (v) dv

1−H (v)

¶4#
≤
Z t

0

E
h
(pn (v)− p (v))4

i
(1−H (v))4

h4 (v) dv

≤ sup
0≤t≤tH

E
h
(pn (v)− p (v))4

i Z t

0

h4 (v)

(1−H (v))4
dv

donde, por la aplicación del lema 2.4.9, se tiene

E
h
(pn (t)− p (t))4

i
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
.

Este orden deriva de la aplicación de desarrollos de Taylor de grado dos en las funciones

h (·) y p (·), de modo que bajo las condiciones de regularidad impuestas por las hipótesis
(H2) y (p2), por (H4) y dado que [0, tH ] es un intervalo compacto, concluimos que

sup
0≤t≤tH

E
h
(I12)

4
i
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
.

Recopilando los resultados para (I) y (II) obtenemos las cotas buscadas.

En resumen, el estimador presuavizado de la función de distribución se puede

expresar como función de la razón de fallo acumulativa presuavizada de la siguiente

manera:

FP
n (t)− F (t) = (1− F (t))

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
+Rn12 (t) ,

donde Rn12 (t) = Rn1 (t) +Rn2 (t) verifica que

sup
0≤t≤tH

|Rn12 (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s

y

sup
0≤t≤tH

E
£
R2n12 (t)

¤
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
.
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La representación del estimador de la función de distribución pasa ahora por obte-

ner la representación del estimador presuavizado de la función de razón de fallo acumu-

lativa como una suma de variables i.i.d. más un resto Sn (·). Ésta ha sido obtenida por
Cao, López de Ullibarri , Janssen y Veraverbeke (2005) expresando el comportamiento

límite del resto Sn (·) en probabilidad. Nosotros modificaremos esa demostración para
obtener resultados de forma casi segura y en media. Para ello haremos uso de varios

resultados que se demuestran, en forma de lemas, a continuación del siguiente teorema.

Teorema 2.4.1 (Representación casi segura y en media de ΛPn (·)− ΛF (·)) Bajo las
condiciones (K1) , (H3) , (H4) , (p2) y (v1) se verifica para todo t ∈ [0, tH ] lo siguiente:

ΛPn (t)− ΛF (t) = ΛPn (t)− ΛF (t) + Sn (t) ,

donde

ΛPn (t) = ΛF (t) +
1

n

nP
i=1
(g1 (t, Zi)− g2 (t, Zi) + g3 (t, Zi, δi)) (2.11)

con

g1 (t, Z) =
p (t)

1−H (t)

¡
1{Z≤t} −H (t)

¢
, (2.12)

g2 (t, Z) =

Z t

0

1{Z≤v} −H (v)

1−H (v)
p0 (v) dv, (2.13)

g3 (t, Z, δ) =

Z t

0
Kb (v − Z)

δ − p (v)

1−H (v)
dv, (2.14)

sup
0≤t≤tH

|Sn (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2¶
c.s.

y

sup
0≤t≤tH

E
£
S2n (t)

¤
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
.

Demostración.

Al igual que en la demostración de Cao, López de Ullibarri , Janssen y Veraver-

beke (2005), empezamos descomponiendo ahora la diferencia ΛPn (·) − ΛF (·) en tres
sumandos:

ΛPn (t)− ΛF (t) =
Z t

0
pn (v) dΛ

H
n (v)−

Z t

0
p (v) dΛH (v)

=

Z t

0
p (v) d

¡
ΛHn (v)− ΛH (v)

¢
+

Z t

0
(pn (v)− p (v)) dΛH (v)

+

Z t

0
(pn (v)− p (v)) d

¡
ΛHn (v)− ΛH (v)

¢
= (I) + (II) + (III) ,
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donde

Hn (t) =
1

n

nP
i=1
1{Zi≤t} y ΛHn (t) =

Z t

0
(1−Hn (v−))−1 dHn (v)

son los estimadores empíricos de H (·) y ΛH (·) respectivamente.

Haciendo uso de la representación del estimador empírico de la razón de fallo acu-

mulativa expresamos el primer sumando de la descomposición de la siguiente manera:

ΛHn (t)− ΛH (t) =
Hn (t)−H (t)

1−H (t)
+ rn (t) ,

donde

sup
0≤t≤tH

|rn (t)| = O
¡
n−1 logn

¢
c.s. y sup

0≤t≤tH
E
h
|rn (t)|2

i
= O

¡
n−2

¢
.

Las cotas del término residual uniforme y en media han sido obtenidas por Gijbels

y Wang (1993) y Sánchez Sellero (2001) respectivamente para el caso más general de

censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda.

Por la aplicación de sucesivas integraciones por partes, el término (I) es igual a

(I) =

Z t

0
p (v) d

¡
ΛHn (v)− ΛH (v)

¢
=

Z t

0
p (v) d

µ
Hn (v)−H (v)

1−H (v)
+ rn (v)

¶

=

Z t

0

p (v)

1−H (v)
dHn (v) +

Z t

0

p (v)h (v)

(1−H (v))2
Hn (v) dv

−
Z t

0

p (v)h (v)

1−H (v)
dv −

Z t

0

p (v)H (v)h (v)

(1−H (v))2
dv +

Z t

0
p (v) drn (v)

=

Z t

0

p (v)

1−H (v)
dHn (v)−

Z t

0

p (v)h (v)

(1−H (v))2
(1−Hn (v)) dv + Sn1 (t)

=
p (t)

1−H (t)
Hn (t)−

Z t

0

p0 (v)Hn (v)

1−H (v)
dv −

Z t

0

p (v)h (v)

(1−H (v))2
dv + Sn1 (t)

=
p (t)

1−H (t)
(Hn (t)−H (t))−

Z t

0

p0 (v)
1−H (v)

(Hn (v)−H (v)) dv + Sn1 (t) ,

donde

Sn1 (t) =

Z t

0
p (v) drn (v) .

De este modo,

(I) =
1

n

nP
i=1
(g1 (t, Zi)− g2 (t, Zi)) + Sn1 (t) (2.15)
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donde g1 (·, ·) y g2 (·, ·) son las funciones dadas en (2.12) y (2.13) respectivamente, y

sup
0≤t≤tH

|Sn1 (t)| = O
¡
n−1 logn

¢
c.s. (2.16)

y

sup
0≤t≤tH

E
£
S2n1 (t)

¤
= O

¡
n−2

¢
.

Con respecto al término (III), aplicando de nuevo la descomposición de la razón

de fallo acumulativa, obtenemos que:

(III) =

Z t

0
(pn (v)− p (v)) d

µ
Hn (v)−H (v)

1−H (v)

¶
+

Z t

0
(pn (v)− p (v)) drn (v)

=

Z t

0

pn (v)− p (v)

1−H (v)
dHn (v)−

Z t

0

pn (v)− p (v)

1−H (v)
dH (v)

+

Z t

0

(pn (v)− p (v)) (Hn (v)−H (v))

(1−H (v))2
dH (v) +

Z t

0
(pn (v)− p (v)) drn (v)

= A1 (t)− (II) +A2 (t) + Sn2 (t) ,

donde, para

Sn2 (t) =

Z t

0
(pn (v)− p (v)) drn (v) ,

resulta lo siguiente:

sup
0≤t≤tH

|Sn2 (t)| = o
¡
n−1 logn

¢
c.s. (2.17)

y

sup
0≤t≤tH

E
£
S2n2 (t)

¤
= o

¡
n−2

¢
. (2.18)

Por tanto,

ΛPn (t)− ΛF (t) =
1

n

nP
i=1
(g1 (t, Zi)− g2 (t, Zi)) +A1 (t) +A2 (t) + Sn12 (t)

siendo

Sn12 (t) = Sn1 (t) + Sn2 (t) .

Comprobaremos en primer lugar que el término A2 (t) es despreciable, y a conti-

nuación descompondremos el término A1 (t) en una suma de variables aleatorias i.i.d.

más un término también despreciable de forma casi segura y en media.



64 Capítulo 2. Estimación presuavizada de la función de distribución

El valor absoluto de A2 (t) está acotado por

|A2 (t)| ≤
½
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)|

¾½
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|

¾Z t

0

h (v)

(1−H (v))2
dv,

de modo que, aplicando (2.10) y (2.9),

sup
0≤t≤tH

|A2 (t)| = O
³
n−1/2b2 (logn)1/2 + n−1b−1/2 logn

´
c.s. (2.19)

Con respecto a A2 (t) operamos de la siguiente manera:

A22 (t) =

µZ t

0

(pn (v)− p (v)) (Hn (v)−H (v))

(1−H (v))2
h (v) dv

¶2
≤ sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|2

Z t

0

(pn (v)− p (v))2

(1−H (v))4
h2 (v) dv,

de modo que, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

E
£
A22 (t)

¤
≤

·
E
µ
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|4

¶¸1/2 EÃZ t

0

(pn (v)− p (v))2

(1−H (v))4
h2 (v) dv

!21/2

≤
·
E
µ
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|4

¶¸1/2 "Z t

0

E (pn (v)− p (v))4

(1−H (v))8
h2 (v) dv

#1/2
.

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (p2), la aplicación de los lemas 2.4.3 y 2.4.7 permiten

concluir que

sup
0≤t≤tH

E
£
A22 (t)

¤
= O

³
(nb)−2

´
. (2.20)

Estudiamos ahora el término A1 (t). Empezamos descomponiéndolo en dos suman-

dos, A11 (t) y A12 (t), el segundo de los cuales será despreciable:

A1 (t) =

Z t

0

pn (v)− p (v)

1−H (v)
dHn (v)

=
1

n2

nP
i,j=1

Kb (Zi − Zj) (δj − p (Zi))

(1−H (Zi))h (Zi)
1{Zi≤t}

− 1
n

nP
i=1

(pn (Zi)− p (Zi)) (hn (Zi)− h (Zi))

(1−H (Zi))h (Zi)
1{Zi≤t} = A11 (t)−A12 (t) .

El valor absoluto del término A12 (t) se puede acotar por
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|A12 (t)| =
¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

(pn (Zi)− p (Zi)) (hn (Zi)− h (Zi))

(1−H (Zi))h (Zi)
1{Zi≤t}

¯̄̄̄
≤
½
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)|

¾½
sup

0≤t≤tH
|hn (t)− h (t)|

¾
×
µZ t

0

dHn (v)

(1−H (v))h (v)

¶
.

Por la hipótesis (v1) podemos aplicar el lema 1 de Mack y Silverman (1982),

sup
0≤t≤tH

|hn (t)− h (t)| = O
³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´
c.s.

el conocido para la función de regresión dada en (2.10), y la ley fuerte de los grandes

números a la media muestral que aparece como último factor. Así, teniendo en cuenta

además (H4), se concluye

sup
0≤t≤tH

|A12 (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2¶
c.s. (2.21)

La acotación del momento de orden dos de A12 (t) se puede hacer de la siguiente

manera. En primer lugar, separamos la integral en dos términos, y acotaremos la

esperanza del cuadrado de cada uno de ellos:

A12 (t) =

Z t

0

(pn (v)− p (v)) (hn (v)− h (v))

(1−H (v))h (v)
dHn (v)

=

Z t

0

(pn (v)− p (v)) (hn (v)− h (v))

(1−H (v))h (v)
d (Hn (v)−H (v))

+

Z t

0

(pn (v)− p (v)) (hn (v)− h (v))

(1−H (v))h (v)
dH (v)

= A121 (t) +A122 (t) .

La esperanza del cuadrado del primer término se puede acotar por

E
£
A2121 (t)

¤ ≤ E
·
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)|2 sup

0≤t≤tH
|hn (t)− h (t)|2

×
µZ t

0

d |Hn (v)−H (v)|
(1−H (v))h (v)

¶2#
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≤ E
·
sup

0≤t≤tH
|pn (t)− p (t)|4

¸1/2
E
·
sup

0≤t≤tH
|hn (t)− h (t)|4

¸1/2
×E

"µZ t

0

d |Hn (v)−H (v)|
(1−H (v))h (v)

¶4#1/2
.

Dado que el valor absoluto de la integral del tercer término es menor o igual que

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄Z t

0

d |Hn (v)−H (v)|
(1−H (v))h (v)

¯̄̄̄
≤ sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)|

·
1

(1−H (tH))µ
+

Z tH

0

¯̄̄̄µ
1

(1−H (v))h (v)

¶0 ¯̄̄̄
dv

¸
,

en virtud de (H4) y de los lemas 2.4.3, 2.4.5 y 2.4.7, directamente se obtiene que

sup
0≤t≤tH

E
£
A2121 (t)

¤
= O

µ
1

(nb2)2

¶
O

µ
1

n

¶
= O

µ
1

n3b4

¶
. (2.22)

En relación al segundo término de la descomposición de A12 (·), actuamos de la
siguiente manera. En el paso (a) aplicamos la desigualdad por la que

¡R
f
¢2 ≤ R f2, y

en los pasos (b) y (c) la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

E
£
A2122 (t)

¤
= E

"µZ t

0

(pn (v)− p (v)) (hn (v)− h (v))

1−H (v)
dv

¶2#
(a)

≤ E
"Z t

0

(pn (v)− p (v))2 (hn (v)− h (v))2

(1−H (v))2
dv

#
(b)

≤
Z t

0

E
h
(pn (v)− p (v))4

i1/2
E
h
(hn (v)− h (v))4

i1/2
(1−H (v))2

dv

(c)

≤
Z t

0

E
h
(pn (v)− p (v))4

i
(1−H (v))4

dv

1/2Z t

0

E
h
(hn (v)− h (v))4

i
(1−H (v))4

dv

1/2 .
Aplicando los lemas 2.4.8 y 2.4.9, teniendo en cuenta que [0, tH ] es un intervalo com-

pacto, y bajo la condición (H4), concluimos

sup
0≤t≤tH

E
£
A2122 (t)

¤
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
. (2.23)

Con respecto al término A11 (t) introducimos la siguiente notación

ϕ (t, Zi, Zj , δj) =
Kb (Zi − Zj) (δj − p (Zi))

(1−H (Zi))h (Zi)
1{Zi≤t},
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por lo que

A11 (t)=
1

n2

nP
i=1

nP
j=1

i 6=j

ϕ (t, Zi, Zj , δj) +
1

n2

nP
i=1

ϕ (t, Zi, Zi, δi)

=
1

n2

nP
i=1

nP
j=1

i6=j

ϕ (t, Zi, Zj , δj) + Sn3 (t) .

El término Sn3 (t) se puede acotar de la siguiente manera:

|Sn3 (t)| =

¯̄̄̄
1

n2

nP
i=1

ϕ (t, Zi, Zi, δi)

¯̄̄̄

=

¯̄̄̄
1

n2
1

b
K (0)

nP
i=1

δi − p (Zi)

(1−H (Zi))h (Zi)
1{Zi≤t}

¯̄̄̄

≤ 2

nb
K (0)

1

n

nP
i=1

1{Zi≤t}
(1−H (Zi))h (Zi)

=
2

nb
K (0)

Z t

0

dHn (v)

(1−H (v))h (v)
,

de modo que, bajo la condición (H4) , entonces

sup
0≤t≤tH

|Sn3 (t)| = O

µ
1

nb

¶
c.s. y sup

0≤t≤tH
E
£
S2n3 (t)

¤
= O

µ
1

n2b2

¶
. (2.24)

Mediante la simetrización del núcleo ϕ (·, ·, ·, ·) ,

ψ (t, Zi, δi, Zj , δj) =
1

2
(ϕ (t, Zi, Zj , δj) + ϕ (t, Zj , Zi, δi)) ,

tenemos que el primer término de A11 (t) se puede expresar, salvo términos desprecia-

bles, como el siguiente U -proceso:

Un (t) =

µ
n

2

¶−1 P
1≤i<j≤n

ψ (t, Zi, δi, Zj , δj) , (2.25)

al que calcularemos su proyección de Hajek (ver Hajek y Sidak (1967)). Para ello,

definimos las siguientes funciones:

θ (t) = E [ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2)] ,

ψ1 (t, Z1, δ1) = E [ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2) | Z1, δ1]− θ (t) ,

ψ2 (t, Z1, δ1, Z2, δ2) = ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2)− E [ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2) | Z1, δ1]
−E [ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2) | Z2, δ2] + θ (t) ,

donde
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E [ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2) | Z1, δ1]

=
1

2
E [(ϕ (t, Z1, Z2, δ2) + ϕ (t, Z2, Z1, δ1)) | Z1, δ1]

=
1

2
E [ϕ (t, Z1, Z2, δ2) | Z1, δ1] + 1

2
E [ϕ (t, Z2, Z1, δ1) | Z1, δ1]

=
1

2
G1 (t, Z1) +

1

2
G2 (t, Z1, δ1) ,

con

G1 (t, Z1) =
1{Z1≤t}

(1−H (Z1))h (Z1)

Z
Kb (Z1 − v) (p (v)− p (Z1))h (v) dv (2.26)

G2 (t, Z1, δ1) =

Z t

0
Kb (v − Z1)

δ1 − p (v)

1−H (v)
dv = g3 (t, Z1, δ1) .

siendo g3 (·, ·, ·) la función dada en (2.14). Consideremos en lo que sigue

Qn (t) =

µ
n

2

¶−1 P
1≤i<j≤n

ψ2 (t, Zi, δi, Zj , δj) . (2.27)

Es inmediato comprobar que

ψ (t, Z1, δ1, Z2, δ2) =
1

2
g3 (t, Z1, δ1) +

1

2
G1 (t, Z1) +

1

2
g3 (t, Z2, δ2)

+
1

2
G1 (t, Z2)− θ (t) + ψ2 (t, Z1, δ1, Z2, δ2) ,

de modo que

Un (t) =
1

n

nP
i=1

g3 (t, Zi, δi) +
1

n

nP
i=1
(G1 (t, Zi)− θ (t)) +Qn (t) .

Hemos obtenido así una representación del U -proceso Un (·) en términos de dos
sumas de variables independientes e idénticamente distribuidas, la segunda de las

cuales será despreciable, y un U -proceso degenerado hasta el orden uno.

Llamemos Sn4 (t) = n−1
Pn

i=1 (G1 (t, Zi)− θ (t)) + Qn (t) al resto de la expresión

del U -proceso Un (t):

Un (t) =
1

n

nP
i=1

g3 (t, Zi, δi) + Sn4 (t) .

Para demostrar que Sn4 (·) es despreciable de forma casi segura y en media, em-
pezaremos acotando el resto Qn (·) .
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En virtud al lema 2.4.11, que se probará al final de esta demostración, se tiene que

sup
0≤t≤tH

|Qn (t)| = O

µ
log logn

nb1/2

¶
c.s. y sup

0≤t≤tH
E
£
Q2n (t)

¤
= O

Ã
(log logn)2

nb2

!
(2.28)

Falta ahora acotar el otro componente de Sn4 (·), el sumatorio de variables aleato-
rias i.i.d.:

1

n

nP
i=1
(G1 (t, Zi)− θ (t)) .

El lema 2.4.12, que se probará a continuación del lema 2.4.11, establece una cota

casi segura para esta suma de variables aleatorias centradas, de forma que, bajo las

condiciones (K1) , (H2) y (p1), se tiene que

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1
(G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)])

¯̄̄̄
= O

³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
c.s. (2.29)

El lema 2.4.13 establece la acotación en supremo de la esperanza de este sumatorio,

dada por

sup
0≤t≤tH

E
·
1

n

nP
i=1

G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)]
¸2
= O

¡
n−1b4

¢
. (2.30)

Reuniendo los resultados (2.15)-(2.30) se obtiene la representación dada en (2.11).

Los siguientes lemas 2.4.11-2.4.13 son los resultados usados en la demostración del

teorema anterior.

Lema 2.4.11 Sea Qn (·) el U-proceso degenerado de la descomposición de Hajek del
U-proceso Un (·) definido en (2.25), y sea tH < bH . Entonces, bajo las condiciones

(K1) y (H3),

sup
0≤t≤tH

|Qn (t)| = O
³
n−1b−1/2 log logn

´
c.s

y

sup
0≤t≤tH

E
£
Q2n (t)

¤
= O

³
n−2b−1 (log logn)2

´
.

Demostración.

La idea consiste en comprobar que el U -proceso verifica todas las hipótesis del

teorema 5.4.1 de De la Peña y Giné (1999) para aplicar, más concretamente, la de-

sigualdad (5.4.6) que de él se deduce. Redefinimos el U -proceso degenerado Qn (·) de
la siguiente manera:
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Qn (t) =
¡n
2

¢−1 P
1≤i<j≤n

ψ2 (t, Zi, δi, Zj , δj)

= b−1/2
¡
n
2

¢−1 P
1≤i<j≤n

ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj) ,

donde ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj) = b1/2ψ2 (t, Zi, δi, Zj , δj). Consideramos ahora las familias

de funciones

φδ,t (Z1, δ1, Z2, δ2) = b1/2Kb (Z1 − Z2)
δ2

(1−H (Z1))h (Z1)
1{Z1≤t}

y

φp,t (Z1, δ1, Z2, δ2) = b1/2Kb (Z1 − Z2)
p (Z1)

(1−H (Z1))h (Z1)
1{Z1≤t}.

Estas familias son una clase VC-subgrafo, por ser producto de una función no negativa

por una indicadora de conjuntos de una clase VC. Sus envolturas son

Φδ (Z1, δ1, Z2, δ2) = b1/2Kb (Z1 − Z2)
δ2

(1−H (Z1))h (Z1)

y

Φp (Z1, δ1, Z2, δ2) = b1/2Kb (Z1 − Z2)
p (Z1)

(1−H (Z1))h (Z1)

respectivamente, cuyos momentos de orden 2 son

E
£
Φ2δ (Z1, δ1, Z2, δ2)

¤
= b

Z tH

0

Z tH

0
K2
b (u− v)

p (v)h (v)

(1−H (u))2 h (u)
dudv

=

Z tH

0

Z tH

0
K2 (z)

p (u− bz)h (u− bz)

(1−H (u))2 h (u)
dudz ≤ C1

y

E
£
Φ2p (Z1, δ1, Z2, δ2)

¤
= b

Z tH

0

Z tH

0
K2
b (u− v)

p (u)h (v)

(1−H (u))2 h (u)
dudv

=

Z tH

0

Z tH

0
K2 (z)

p (u)h (u− bz)

(1−H (u))2 h (u)
dudz ≤ C2

para todo n ≥ n0 suficientemente grande.

El núcleo ψ2,b (t, Z1, δ1, Z2, δ2) del U -proceso Qn (t) es, entonces, la siguiente com-

binación lineal de VC-subgrafos:

1

2

¡
φδ,t (Z1, δ1, Z2, δ2)− φp,t (Z1, δ1, Z2, δ2)

¢
+φδ,t (Z2, δ2, Z1, δ1)− φp,t (Z2, δ2, Z1, δ1)

¤
con envoltura de cuadrado integrable:
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Φ (Z1, δ1, Z2, δ2) =
1

2
(Φδ (Z1, δ1, Z2, δ2) + Φp (Z1, δ1, Z2, δ2)

+Φδ (Z2, δ2, Z1, δ1) + Φp (Z2, δ2, Z1, δ1)) .

Por tanto, en aplicación de la ley del logaritmo iterado para U -procesos (teorema

5.4.1 de De la Peña y Giné (1999) y más concretamente su consecuencia (5.4.6)), y

teniendo en cuenta que E
£
Φ2 (Z1, δ1, Z2, δ2)

¤
= O (1) , obtenemos que

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄
¯ P
1≤i<j≤n

ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj)

¯̄̄̄
¯ = O (n log logn) c.s.

y, por tanto,

sup
0≤t≤tH

|Qn (t)| = b−1/2
¡
n
2

¢−1
sup

0≤t≤tH

¯̄̄̄
¯ P
1≤i<j≤n

ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj)

¯̄̄̄
¯

= O
³
n−1b−1/2 log logn

´
c.s.

Para acotar uniformemente el momento de orden 2 de Qn (t) , E
£
Q2n (t)

¤
, utilizare-

mos de nuevo el teorema 5.4.1 de De la Peña y Giné (1999):

sup
0≤t≤tH

E
£
Q2n (t)

¤
= b−1

¡n
2

¢−2
(2n log logn)2

× sup
0≤t≤tH

E

Ã 1

2n log logn

P
1≤i<j≤n

ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj)

!2
≤ b−1

¡n
2

¢−2
(2n log logn)2

× sup
0≤t≤tH

E

sup
n∈N

Ã
1

2n log logn

P
1≤i<j≤n

ψ2,b (t, Zi, δi, Zj , δj)

!2
≤ b−1

¡n
2

¢−2
(2n log logn)2 sup

0≤t≤tH
CE

£
Φ2 (Z1, δ1, Z2, δ2)

¤
para cierta constante C > 0, de modo que

sup
0≤t≤tH

E
£
Q2n (t)

¤
= O

³
n−2b−1 (log logn)2

´
.

Lema 2.4.12 Sea G1 (·, ·) la función dada en (2.26); bajo las condiciones (K1), (H1),
(H4) y (p1), se tiene, para tH < bH , que

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1
(G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)])

¯̄̄̄
= O

³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
c.s.
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Demostración.

La función G1 (·, ·) es igual a

G1 (t, Z) =
1{Z≤t}

(1−H (Z))h (Z)

Z
Kb (Z − u) (p (u)− p (Z))h (u) du.

Si aplicamos el cambio de variable s = Z − vb (paso (a)) y un desarrollo de Taylor

en las funciones p (·) y h (·) (paso (b)), bajo las hipótesis (H1) y (p1) podemos expresar
la función G1 (·, ·) de la siguiente manera:

G1 (t, Z) =
1{Z≤t}

(1−H (Z))h (Z)

Z
Kb (Z − u) (p (u)− p (Z))h (u) du

(a)
=

1{Z≤t}
(1−H (Z))h (Z)

Z
K (v) (p (Z − vb)− p (Z))h (Z − vb) dv

(b)
=

1{Z≤t}
(1−H (Z))h (Z)

×
Z

K (v)
¡−vbp0 (Z) + 1

2v
2b2p00

¡
ζZ,t

¢
dx
¢ ¡
h (Z)− vbh0

¡
ξZ,t

¢¢
dv

=
1{Z≤t}

(1−H (Z))h (Z)

Z
K (v)

¡
1
2v
2b2p00

¡
ζZ,t

¢
h (Z)

+v2b2p0 (Z)h0
¡
ξZ,t

¢− 1
2v
3b3p00

¡
ζZ,t

¢
h0
¡
ξZ,t

¢¢
dv,

donde ζZ,t y ξZ,t son dos puntos intermedios entre Z y Z − vb. Bajo (H4), ´

sup
0≤z≤t≤tH

|G1 (t, z)| ≤ 1

(1−H (tH))
sup

0≤t≤tH

¯̄̄̄
1

h (t)

¯̄̄̄
×
µ
1

2
b2
¡°°p00°°∞ khk∞ + °°p0°°∞ °°h0°°∞¢ dK

+
1

2
b3
°°p00°°∞ °°h0°°∞ Z |v|3K (v) dv

¶
= Cb2

para cierta constante C > 0, para todo Zi, i = 1, . . . , n y todo t ∈ [0, tH ], siendo
khk∞ = sup0≤t≤tH |h (t)| .

Dado que el intervalo D = [0, tH ] es compacto, podemos hacer una partición en Ln

intervalos tales que

LnS
k=1

(D ∩ Ik) = D y que Ik ∩ Ij = ∅ si k 6= j.

Entonces,
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sup
u∈D

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (u,Zi)− E [G1 (u,Z)]
¯̄̄̄
= máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (u,Zi)− E [G1 (u,Z)]
¯̄̄̄

≤ máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (u,Zi)− 1
n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)

¯̄̄̄

+ máx
1≤k≤Ln

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)]
¯̄̄̄

+ máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

|E [G1 (uk, Z)]− E [G1 (u,Z)]|

= Q1 +Q2 +Q3
donde uK es el centro de los intervalos de la partición. Analizamos a continuación cada

uno de los términos Qi.

El sumando Q1 se puede acotar de la siguiente manera:

Q1 = máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (u,Zi)− 1
n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)

¯̄̄̄

= máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄Z
G1 (u, v) dHn (v)−

Z
G1 (uk, v) dHn (v)

¯̄̄̄

≤ sup
0≤Z≤t≤tH

|G1 (t, Z)| máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄Z u

uk

dHn (v)

¯̄̄̄
≤ Cb2 máx

1≤k≤Ln
sup

u∈Ik∩D
|Hn (u)−Hn (uk)| .

La idea es tomar la partición lo suficientemente fina para que la última cota pueda

ser controlada a través de máx1≤k≤Ln supu∈Ik∩D |u− uk| . Sea Ln el número de inter-

valos y sea ln → 0 la longitud de cada uno de ellos. Si tomamos ln de orden exacto³
n−1/2 (logn)1/2

´
entonces

Q1 = O
³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
c.s.

Esta misma idea se aplicará al término Q3:

Q3 = máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

|E [G1 (uk, Z)]− E [G1 (u,Z)]|

= máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄
E
µ
1{Z≤u} − 1{Z≤uk}
(1−H (Z))h (Z)

Z
Kb (Z − s) (p (s)− p (Z))h (s) ds

¶¯̄̄̄

= máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

¯̄̄̄Z u

uk

1

1−H (z)

Z
Kb (z − s) (p (s)− p (z))h (s) dsdz

¯̄̄̄
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≤ sup
0≤z≤t≤tH

|G1 (t, z)| sup
0≤t≤tH

|h (t)| máx
1≤k≤Ln

sup
u∈Ik∩D

|u− uk|

para todo t ∈ [0, tH ]. Si tomamos ln del mismo orden que para Q1, es decir,

ln = O
³
n−1/2 (logn)1/2

´
, entonces

Q3 = O
³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
.

Y por último, para el sumando Q2 se tiene lo siguiente,

Q2 = máx
1≤k≤Ln

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)]
¯̄̄̄
.

Para demostrar que Q2 = O (an) c.s. con an → 0, veremos que

P (|Q2| > an infinitas veces) = 0.

La idea consiste en acotar la probabilidad P (|Q2| > an) por una sucesión bn de mo-

do que la serie
P∞

n=1 bn sea convergente, y aplicar posteriormente el lema de Borel-

Cantelli. Empezamos aplicando la desigualdad de Bonferroni a la siguiente probabili-

dad:

P (|Q2| > ε) = P

µ
máx

1≤k≤Ln

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)]
¯̄̄̄
> ε

¶

≤ P
1≤k≤Ln

P

µ¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)]
¯̄̄̄
> ε

¶

≤ Ln máx
1≤k≤Ln

P

µ¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)]
¯̄̄̄
> ε

¶

= Ln máx
1≤k≤Ln

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)])

¯̄̄̄
> nε

¶
.

Trataremos de aplicar a la probabilidad

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)])

¯̄̄̄
> nε

¶
la desigualdad de Bernstein, por la cual si W1,W2, . . . ,Wn son n variables aleatorias

independientes verificando que

P (|Wi − E [Wi]| ≤ m) = 1 para cada i = 1, 2, . . . , n, donde m <∞
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entonces, para cada t > 0 y para todo n = 1, 2, . . . se tiene

P

µ¯̄̄̄P
i
Wi −

P
i
E [Wi]

¯̄̄̄
≥ nt

¶
≤ 2 exp

(
− (nt)2

2
P

i V ar [Wi] +
2
3mnt

)

Puesto que las variables G1 (·, Z) verifican que

sup
0≤Zi≤t≤tH

|G1 (t, Zi)| ≤ Cb2 para todo Zi y todo t ∈ [0, tH ]

entonces

P (|G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Zi)]| ≤ m) = 1 para cada i = 1, 2, . . . , n

con m = 2Cb2. Además,

V ar (G1 (t, Z)) ≤ 2E
µ
sup

0≤t≤tH
|G1 (t, Z)|

¶2
≤ 2C2b4.

Entonces, aplicando la desigualdad de Bernstein y la independiencia de las varia-

bles G1 (·, Z) (paso (a)), que V ar (G1 (·, Z)) ≤ 2C2b4 y que m = 2Cb2 (paso (b)), y

finalmente simplificando (paso (c)), obtenemos las siguientes desigualdades:

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Zi)])

¯̄̄̄
> nε

¶
(a)

≤ 2 exp
(
− (nε)2

2nV ar [G1 (t, Z)] +
2
3mnε

)
(b)

≤ 2 exp
(
− n2ε2

4nC2b4 + 2
32Cb

2nε

)
(c)

≤ 2 exp
(
− nε2

4C2b4 + 4
3Cb

2ε

)
.

Si tomamos ε = Cεn
−1/2b2 (logn)1/2, entonces

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Zi)])

¯̄̄̄
> nε

¶
≤ 2 exp

(
− nε2

4C2b4 + 4
3Cb

2ε

)

= 2 exp

(
− C2ε b

4 logn

4C2b4 + 4
3CCεb4n−1/2 (logn)1/2

)

= 2 exp

(
− C2ε logn

4C2 + 4
3CCεn−1/2 (logn)1/2

)
.

Para un valor de n suficientemente grande se tiene que el denominador del expo-

nente se puede acotar por una constante C0 :

4C2 +
4

3
CCεn

−1/2 (logn)1/2 ≤ C0 para todo n ≥ nC0 .
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Por tanto,

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Zi)])

¯̄̄̄
> nε

¶
≤ 2 exp

(
− C2ε logn

4C2 + 4
3CCεn−1/2 (logn)1/2

)

≤ 2 exp
½
−C

2
ε logn

C0

¾
= 2exp

³
logn−C2ε/C0

´
= 2n−C2ε/C0 .

Ahora bien, volviendo a la acotación inicial para la probabilidad P (|Q2| > ε) ,

tenemos lo siguiente:

P (|Q2| > ε) ≤ Ln máx
1≤k≤Ln

P

µ¯̄̄̄
nP
i=1
(G1 (uk, Zi)− E [G1 (uk, Z)])

¯̄̄̄
> nε

¶
≤ 2Lnn

−C2ε/C0 ,

donde Ln es el número de intervalos de la partición. Si, en consonancia con el orden

fijado para ln, tomamos Ln de forma que

Ln ≤ CLn
1/2 (logn)−1/2 ,

entonces basta tomar una cota Cε suficientemente grande para que, fijado C0,

∞P
n=1

Lnn
−C2ε/C0 ≤

∞P
n=1

CLn
1/2 (logn)−1/2 n−C

2
ε/C0

= CL

∞P
n=1

n1/2−C
2
ε/C0 (logn)−1/2 <∞.

En ese caso, puesto que habíamos tomado ε = Cεn
−1/2b2 (logn)1/2 , podemos con-

cluir que

P (|Q2| > ε) = P
³
|Q2| > ε = Cεn

−1/2b2 (logn)1/2 infinitas veces
´
= 0,

de modo que

Q2 = O
³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
c.s.

En resumen,

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄
1

n

nP
i=1

G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)]
¯̄̄̄
= O

³
n−1/2b2 (logn)1/2

´
c.s.

finalizando así la demostración.
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Lema 2.4.13 Sea G1 (·, ·) la función dada en (2.26). Bajo las condiciones (K1) , (H2)
y (p1) se tiene, para un n suficientemente grande y para todo tH < bH ,

sup
0≤t≤tH

E
·
1

n

nP
i=1

G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)]
¸2
= O

¡
n−1b4

¢
.

Demostración.

El momento de orden dos de este término es igual a

E
·
1

n

nP
i=1

G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)]
¸2
=
1

n
E
£
G21 (t, Z)

¤− 1
n
θ2 (t) .

Calculamos ahora el momento de orden dos de la variable G1 (t, Z) :

E
£
G21 (t, Z)

¤
=

Z t

0

1

(1−H (u))2 h (u)

ZZ
Kb (u− v1)Kb (u− v2)

× (p (v1)− p (u)) (p (v2)− p (u))h (v1)h (v2) dv1dv2du

=

Z t

0

1

(1−H (u))2 h (u)

ZZ
K (z1)K (z2) (p (u− bz1)− p (u))

× (p (u− bz2)− p (u))h (u− bz1)h (u− bz2) dz1dz2du

=

Z t

0

1

(1−H (u))2 h (u)

ZZ
K (z1)K (z2)

¡−bz1p0 (u) + b2z21p
00 ¡ζu,b,z1¢¢

× ¡−bz2p0 (u) + b2z22p
00 ¡ζu,b,z2¢¢ ¡h (u)− bz1h

0 (u) + 1
2b
2z21h

00 ¡ξb,u,z1¢¢
× ¡h (u)− bz2h

0 (u) + 1
2b
2z22h

00 ¡ξb,u,z2¢¢ dz1dz2du,
donde ζu,b,z1 , ξu,b,z1 , ζu,b,z2 y ξu,b,z2 son valores intermedios entre u y u − bz1, u − bz2

respectivamente. Bajo las hipótesis (K1) , (H2) y (p1) se tiene que

sup
0≤t≤tH

E
£
G21 (t, Z)

¤
= O

¡
b4
¢
.

Como además se tenía que, bajo estas mismas condiciones, sup0≤t≤tH |θ (t)| = O
¡
b2
¢
,

podemos concluir que

sup
0≤t≤tH

E
·
1

n

nP
i=1

G1 (t, Zi)− E [G1 (t, Z)]
¸2
= O

¡
n−1b4

¢
.
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Finalmente, la representación asintótica de ΛPn (·)−ΛF (·) dada en el teorema 2.4.1,
el lema 2.4.10 y la relación

FP
n (t)− F (t) = (1− F (t))

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
+Rn12 (t)

demuestran el siguiente teorema.

Teorema 2.4.2 (Representación casi segura y en media de FP
n (·) − F (·)) Bajo las

condiciones del teorema 2.4.1 se tiene, para todo t ∈ [0, tH ] con tH < bH ,

FP
n (t)− F (t) = FP

n (t)− F (t) +Rn (t) , (2.31)

donde

FP
n (t) = F (t) +

1

n
(1− F (t))

nP
i=1
(g1 (t, Zi)− g2 (t, Zi) + g3 (t, Zi, δi))

con

sup
0≤t≤tH

|Rn (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s (2.32)

y

sup
0≤t≤tH

E
£
R2n (t)

¤
= O

µ³
b4 + (nb)−1

´2¶
. (2.33)

Este resultado es muy importante, pues nos basaremos en él para obtener, en el

siguiente capítulo, una descomposición del estimador presuavizado de la función de

densidad fPn (·) en términos de la función de densidad teórica f (·), un término βn (·)
que representa el sesgo, otro término σn (·) que representa la varianza, y en (·) que
sería el error cometido con dicha aproximación.

La importancia de esta representación radica en que permite obtener propiedades

asintóticas del estimador presuavizado de la función de densidad trabajando única-

mente con una suma de variables i.i.d., y no con la complicada estructura del estimador

original fPn (·).

Teorema 2.4.3 (Consistencia casi segura de FP
n (·)− F (·)) Bajo las condiciones del

teorema 2.4.1 se verifica que

sup
0≤t≤tH

¯̄
FP
n (t)− F (t)

¯̄
= O

³³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´
logn

´
c.s.
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Demostración.

El estimador presuavizado de la función de distribución se relaciona con el esti-

mador de la razón de fallo acumulativa de la siguiente manera:

FP
n (t)− F (t) = (1− F (t))

¡
ΛPn (t)− ΛF (t)

¢
+Rn12 (t) ,

donde

sup
0≤t≤tH

|Rn12 (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

Por otro lado, en el lema 2.4.10 se ha probado que

sup
0≤t≤tH

¯̄
ΛPn (t)− ΛF (t)

¯̄2
= O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

Teniendo en cuenta que la función de supervivencia 1−F (·) está acotada, se obtiene
directamente el resultado deseado.

Basándose en la representación asintótica del estimador 1−FP
n (·) dada en (2.31),

en el mismo trabajo de Cao, López de Ullibarri, Janssen y Veraberveke (2005) se dan

las expresiones asintóticas para el sesgo y la varianza:

E
h
FP
n (t)− F (t)

i
= (1− F (t))α (t) dKb

2 + o
¡
b2
¢
, (2.34)

V ar
³
FP
n (t)− F (t)

´
= n−1 (1− F (t))2

¡
γ(t)− 2q1(t)eKb+O(b2)

¢
, (2.35)

con la siguiente notación:

dK =

Z
v2K (v) dv, (2.36)

eK =

Z
vK (v)K (v) dv donde K (v) =

Z v

−1
K (u) du, (2.37)

α (t) =

Z t

0

1
2p
00 (v)h (v) + p0 (v)h0 (v)

1−H (v)
dv, (2.38)

γ (t) =

Z t

0

dH1(v)

(1−H(v))2
=

Z t

0

p (v)h (v)

(1−H (v))2
dv =

Z t

0
q2 (v) dv, (2.39)

con

q1 (t) =
p (t) (1− p (t))h (t)

(1−H (t))2
y q2 (t) =

p (t)h (t)

(1−H (t))2
. (2.40)

A partir del sesgo y varianza dados en (2.34) y (2.35), los autores derivan la
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expresión para el error cuadrático medio de FP
n (·):

MSE
³
FP
n (t)

´
= AMSE

³
FP
n (t)

´
+ o

¡
b4
¢
+O(n−1b2),

donde

AMSE
³
FP
n (t)

´
= (1− F (t))2 α2 (t) d2Kb

4+
1

n
(1− F (t))2 γ(t)−2 b

n
(1− F (t))2 q1(t)eK .

El efecto beneficioso de la presuavización en el caso de la función de supervivencia es

apuntado también por Cao, López de Ullibarri, Janssen y Veraverbeke (2005), quienes

muestran que la parte dominante del estimador presuavizado FP
n (·) tiene un error

cuadrático medio menor que el estimador de Kaplan-Meier clásico FKM
n (·), aunque

esta eficiencia será de segundo orden.

Así, la ventana puntual asintóticamente óptima, bOPT (t), que minimiza

AMSE
³
FP
n (t)

´
, es

bOPT (t) =

µ
q1 (t) eK
2α2 (t) d2K

¶1/3
n−1/3.

De este modo, la expresión de AMSE
³
FP
n (t)

´
para esta ventana es

AMSEbOPT (t)

³
FP
n (t)

´
=
1

n
(1− F (t))2 γ(t)− 3

24/3
(1− F (t))2

µ
q21 (t) e

2
K

α (t) dK

¶2/3
n−4/3,

mientras que, en el caso del estimador de Kaplan-Meier, el error cuadrático medio con

la respectiva ventana puntual AMSE es

AMSEbKM (t)

¡
FKM
n (t)

¢
=
1

n
(1− F (t))2 γ(t) +O

³
n−3/2

´
.

Los términos dominantes de AMSEbOPT (t)

³
FP
n (t)

´
y AMSEbKM (t)

¡
FKM
n (t)

¢
son

iguales, pero el término de segundo orden de AMSEbOPT (t) del estimador presuavizado

es de signo negativo y de mayor orden frente al del estimador de Kaplan-Meier, de

modo que FP
n (·) presenta una eficiencia de segundo orden con respecto a FKM

n (·).

2.4.3. Normalidad asintótica

A partir de las expresiones (2.34) y (2.35), y de la representación del estimador

presuavizado FP
n (·) dada en el teorema 2.4.2, es fácil demostrar la normalidad asin-

tótica puntual del proceso
√
n
¡
FP
n (·)− F (·)¢. El resultado viene dado por el siguiente

teorema.
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Teorema 2.4.4 (Normalidad asintótica de FP
n (·) − F (·)) Bajo las condiciones del

teorema 2.4.1, y si la ventana b verifica la condición (v2), se tiene, para cada t < bH ,

a) Si nb4 → 0 entonces

√
n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢ d−→ N
¡
0, σ2 (t)

¢
donde

σ2 (t) = (1− F (t))2 γ(t) (2.41)

y γ (·) es la función dada en (2.39).

b) Si nb4 → C4, entonces

√
n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢ d−→ N
¡
b (t) , σ2 (t)

¢
donde

b (t) = C2 (1− F (t))α (t) dK ,

y α (·) y dK dados en (2.38) y (2.36).

Demostración.

Por el teorema 2.4.2 se tiene que, para todo t < bH ,

FP
n (t)− F (t) =

1

n
(1− F (t))

nP
i=1
(g1 (t, Zi)− g2 (t, Zi) + g3 (t, Zi, δi)) +Rn (t) ,

donde

sup
0≤t≤tH

|Rn (t)| = O

µ³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

Como, bajo la hipótesis (v2), se tiene que

√
n
³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2 → 0,

entonces la distribución asintótica de
√
n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢
coincide con la de

√
n
³
FP
n (t)− F (t)

´
=
√
n (1− F (t))

1

n

nP
i=1

ξ (t, Zi, δi)

=
√
n (1− F (t))

1

n

nP
i=1
(ξ (t, Zi, δi)− E [ξ (t, Zi, δi)])

+
√
n (1− F (t))

1

n

nP
i=1
E [ξ (t, Zi, δi)]

= (I) + (II)
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siendo

ξ (t, Z, δ) = g1 (t, Z)− g2 (t, Z) + g3 (t, Z, δ) . (2.42)

El sesgo de
√
n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢
viene del término (II), para el que se tiene

(II) =
√
n (1− F (t))

1

n

nP
i=1
E [ξ (t, Zi, δi)] =

√
n (1− F (t))E [ξ (t, Z1, δ1)]

=
√
n (1− F (t))E [g3 (t, Z1, δ1)] =

√
n (1− F (t))

¡
dKα (t) b

2 + o
¡
b2
¢¢

= (1− F (t)) dKα (t)
√
nb4 + o

³¡
nb4
¢1/2´

,

puesto que E [g1 (t, Z)] = E [g2 (t, Z)] = 0. Bajo la hipótesis nb4 → 0 se tiene que (II) =

o (1), y por tanto la distribución asintótica de
√
n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢
coincide únicamente

con la de (I) y el sesgo será despreciable. En caso de que b = Cn−1/4 + o
¡
n−1/4

¢
,

entonces

E
£√

n
¡
FP
n (t)− F (t)

¢¤
= C2 (1− F (t))α (t) dK + o (1) .

Con respecto al término (I), éste puede escribirse como una suma de variables

aleatorias i.i.d. de media cero:

(I) =
nP
i=1

ηi,n (t)

siendo

ηi,n (t) =
√
n (1− F (t))

1

n
(ξ (t, Zi, δi)− E [ξ (t, Zi, δi)]) .

La idea consiste en aplicar el Teorema Central del Límite para disposiciones trian-

gulares (teorema 7.2 de Billingsley (1968), pag. 42) para tener

nP
i=1

ηi,n (t)

nP
i=1

V ar
£
ηi,n (t)

¤ d−→ N (0, 1) .

Para ello será necesario demostrar que V ar
£
ηi,n (t)

¤
= σ2i,n < ∞ para cada i =

1, . . . , n, que σ2n (t) =
Pn

i=1 V ar
£
ηi,n (t)

¤
es positiva y finita, y además que se verifica

la condición de Lindeberg.

La primera condición se cumple, puesto que la varianza de ηi,n (t) es

V ar
£
ηi,n (t)

¤
=
1

n
(1− F (t))2 V ar [ξ (t, Z, δ)] =

1

n
(1− F (t))2 (γ (t) +O (b)) .
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Además, este resultado lleva a que σ2n (t) es finita:

σ2n (t) =
nP
i=1

V ar
£
ηi,n (t)

¤
= (1− F (t))2 γ (t) +O (b) .

Por último, demostraremos que se verifica la condición de Lindeberg:

1

σ2n (t)

nP
i=1

Z
{|ηi,n(t)>εσn(t)|}

η2i,n (t) dP → 0 ∀ε > 0. (2.43)

Si definimos las siguientes cantidades

Ii,n = 1{|ηi,n(t)>εσn(t)|} y ηn =
nP
i=1

η2i,nIi,n,

entonces la condición de Lindeberg dada en (2.43) puede escribirse como

1

σ2n (t)
E (ηn)→ 0 ∀ε > 0.

Usando que n→∞, y que la función ξ (t, Z, δ) definida en (2.42) es acotada para todo

t ∈ [0, tH ], entonces:

∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ Ii,n (ω) = 1{|ηi,n(ω)>εσn(ω)|} = 0 ∀ω, ∀i = 1, . . . , n
⇒ ∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ ηn (ω) = 0 ∀ω
⇒ ∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ E (ηn) = 0

de modo que

ĺım
n→∞

1

σ2n (t)
E (ηn) = 0 ∀ε > 0,

quedando así demostrada la condición de Lindeberg y, finalmente, lo establecido en el

teorema.

Observación 2.4.2

Breslow y Cowley (1974) demostraron que el proceso
√
n
¡
FKM
n (·)− F (·)¢ con-

verge puntualmente a una distribución normal centrada y con varianza σ2 (·) cuya ex-
presión viene dada en (2.41), es decir, los procesos

√
n
¡
FKM
n (·)− F (·)¢ y√

n
¡
FP
n (·)− F (·)¢ tienen la misma distribución asintótica puntual.
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2.5. Estudio de simulación

En esta sección se presentan los resultados de un estudio de simulación realizado

para comparar el comportamiento en la práctica del estimador de Kaplan-Meier y el

estimador presuavizado de la función de distribución. Para ello hemos trabajado con 4

modelos distintos, con el fin de estudiar la posible influencia de la forma de la función

p (·). En el modelo 1 la función p (·) es casi constante, en el segundo modelo es una
función unimodal, mientras que en el modelo 3 es una función decreciente en todos

los puntos, y finalmente para el modelo 4 se ha tomado una función p (·) que presenta
tanto un mínimo como un máximo local.

En los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribución Z
d
= U [0, 1] ,

mientras que en el modelo 3 se tiene que Z
d
= W (1.75, 5) , donde W (a, b) denota

la distribución de Weibull con parámetro de escala a y parámetro de forma b, cuya

densidad es fW (a,b) (t) = abbtb−1 exp
h
− (at)b

i
.

Para favorecer la comparación, en todos los modelos la probabilidad incondicional

de no censura es semejante (ver tabla 2.1).

En la tabla 2.2 se muestran las funciones de distribución teóricas a estimar, F (·), y
las probabilidades condicionales de no censura p (·) para cada uno de los modelos. En
la figura 2.1 se representan la función de distribución F (·) de la variable de interés,
la función de densidad de la variable observable h (·), y la función de probabilidad
condicional de no censura p (·) para cada uno de los modelos.

En todo el estudio de simulación se ha empleado el núcleo de Epanechnikov. Se han

simulado m = 500 muestras, para cada modelo, de tamaños n = 50, 100, 200 y 1000,

para aproximar por Montecarlo el valor del error cuadrático medio integrado (MISE)

de ambos estimadores de la función de distribución, el estimador presuavizado FP
n (·)

y el estimador clásico de Kaplan-Meier FKM
n (·). El MISE de un estimador genéricobFn (·) viene dado por

MISE
h bFn (·)i = E ·Z ³ bFn (v)− F (v)

´2
ω (v) dv

¸
siendo ω (·) una función peso convenientemente elegida para evitar problemas en la
frontera de los intervalos de integración. En estas simulaciones se han tomado las

funciones de ponderación ω (·) como funciones indicadoras de los intervalos dados
por las líneas verticales en la figura 2.1, es decir, ω (t) = 1{0≤t≤0.9} para el modelo
1, ω (t) = 1{0≤t≤0.95} para el modelo 2, ω (t) = 1{0.2≤t≤0.75} para el modelo 3 y
ω (t) = 1{0≤t≤0.95} para el modelo 4.
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Figura 2.1. Funciones p( · ), h( · ) y F ( · ) para los modelos 1-4. La función peso ω( · ) es
la función indicadora que toma el valor 1 en el intervalo marcado por las líneas verticales.

Tabla 2.1. Probabilidad incondicional de no censura en los modelos 1-4.

Modelo 1 2 3 4

γ 0.4583 0.5 0.5355 0.5
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Tabla 2.2. Funciones de distribución F ( · ) y probabilidad condicional de no censura p( · )
en los modelos 1-4 para t ≥ 0.

Modelo Función de distribución Función p (t)

1 F (t) = 1− (1− t)3/8 e−
1
4
t2 p (t) = 1

2

h
1− ¡t− 1

2

¢2i
1{0≤t≤1}

2 F (t) = 1− e−
3
2
t2 p (t) =

h
3
4 − 3

¡
t− 1

2

¢2i
1{0≤t≤1}

3 F (t) = 1− 1
2

³
e−t5 + e−32t5

´
p (t) =

5
2e
−t5 + 80e−32t5

41.0327
¡
e−t5 + e−32t5

¢
4 F (t) = 1− exp ¡−5t4 + 4t3 − t

¢
p (t) =

¡
20t3 − 12t2 + 1¢ (1− t)

Además, se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-Meier

FKM
n (·) con respecto al estimador presuavizado FP

n (·) como el cociente entre

MISE
£
FP
n (·)

¤
y MISE

£
FKM
n (·)¤ en función del parámetro de presuavizado b:

REKM,P (b) =
MISE

£
FP
n (·)

¤
MISE [FKM

n (·)] .

Valores de REKM,P (·) menores que 1 indican una mayor eficiencia del estimador
presuavizado FP

n (·) con respecto al estimador de Kaplan-Meier FKM
n (·) para la co-

rrespondiente ventana de presuavizado b.

Los resultados se representan en las figuras 2.2-2.5. Se puede ver que, para todos

los modelos, existe un amplio rango de valores para la ventana de presuavizado b (en

escala logarítmica neperiana) con los que se obtiene una estimación de F (·) mediante
la presuavización más eficiente que mediante el estimador de Kaplan-Meier.

En las tablas 2.3-2.6 se muestran, para cada modelo, el valor mínimo que alcanza

REKM,P (·), así como la ventana bMISE en la que se alcanza dicho mínimo y la ven-

tana bAMISE que minimiza la expresión dominante de MISE
h
FP
n (·)

i
. En general, el

valor mínimo de REKM,P (·) para cada uno de los modelos se acerca a uno a medida
que aumenta el tamaño muestral, debido a que la eficiencia de FP

n (·) con respecto
a FKM

n (·) es de segundo orden. Esto hace particularmente aconsejable la estimación
presuavizada de la función de distribución cuando se dispone de muestras de tamaño

relativamente reducido.
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Figura 2.2. Eficiencia relativa, REKM,P (b), de FKM
n ( · ) respecto a FP

n ( · ) para el
modelo 1 con los tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.3. Ventanas bAMISE y bMISE que minimizan la expresión exacta del

AMISE
¡
FP
n (·)

¢
y, por simulación, del MISE

¡
FP
n (·)

¢
, y valor mínimo de la eficiencia

relativa REKM,P (b) de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el modelo 1.

n bAMISE bMISE mı́n
b>0

REKM,P (b)

50 0.803 1.214 0.761

100 0.637 1.025 0.780

200 0.506 1.020 0.814

1000 0.373 0.336 0.878
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Figura 2.3. Eficiencia relativa, REKM,P (b), de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el
modelo 2 con los tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.4. Ventanas bAMISE y bMISE que minimizan la expresión exacta del

AMISE
¡
FP
n (·)

¢
y, por simulación, del MISE

¡
FP
n (·)

¢
, y valor mínimo de la eficiencia

relativa REKM,P (b) de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el modelo 2.

n bAMISE bMISE mı́n
b>0

REKM,P (b)

50 0.233 0.139 0.956

100 0.176 0.123 0.972

200 0.140 0.102 0.974

1000 0.082 0.067 0.976
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Figura 2.4. Eficiencia relativa, REKM,P (b), de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el
modelo 3 con los tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.5. Ventanas bAMISE y bMISE que minimizan la expresión exacta del

AMISE
¡
FP
n (·)

¢
y, por simulación, del MISE

¡
FP
n (·)

¢
, y valor mínimo de la eficiencia

relativa REKM,P (b) de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el modelo 3.

n bAMISE bMISE mı́n
b>0

REKM,P (b)

50 0.140 0.072 0.829

100 0.110 0.060 0.874

200 0.088 0.063 0.862

1000 0.052 0.043 0.876
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Figura 2.5. Eficiencia relativa, REKM,P (b), de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el
modelo 4 con los tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000.

Tabla 2.6. Ventanas bAMISE y bMISE que minimizan la expresión exacta del

AMISE
¡
FP
n (·)

¢
y, por simulación, del MISE

¡
FP
n (·)

¢
, y valor mínimo de la eficiencia

relativa REKM,P (b) de FKM
n (·) respecto a FP

n (·) para el modelo 4.

n bAMISE bMISE mı́n
b>0

REKM,P (b)

50 0.216 0.149 0.941

100 0.171 0.159 0.951

200 0.136 0.108 0.955

1000 0.101 0.077 0.972
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Estos resultados son totalmente concordantes con los obtenidos por Cao et al.

(2005) para el caso del estimador presuavizado de la función de fallo acumulativa,

estimador que se propone como alternativa al estimador clásico de Nelson-Aalen.

El modelo 1 es, en cierto modo, especial, puesto que el estimador presuavizado

FP
n (·) es más eficiente que el estimador de Kaplan-Meier FKM

n (·) prácticamente para
cualquier ventana b > 0. Esto se debe a la forma aproximadamente plana de la fun-

ción p (·) en el intervalo de integración [0, 0.95] de modo que se puede considerar que
prácticamente se verifica el modelo de Koziol-Green. Bajo dicho modelo, el estimador

ACL de la función de distribución FACL
n (·) (ver Abdushukurov (1987) y Chen y Lin

(1987)), al que tiende el estimador FP
n (·) cuando el parámetro de presuavización b se

hace infinitamente grande, es un estimador de la función de distribución más eficiente

que el estimador de Kaplan-Meier FKM
n (·).





Capítulo 3

Estimación presuavizada de la
función de densidad

3.1. Definición del estimador. Propiedades

El estimador presuavizado de la función de densidad se obtiene sin más que sustituir

en la expresión general del estimador tipo núcleo de la densidad

bfh(t) = h−1
Z

K

µ
t− v

h

¶
d bF (v) = Z Kh(t− v)d bF (v) = ³Kh ∗ bF´ (t),

el estimador genérico bF (·) de la función de distribución por el estimador presuavizado
FP
n (·), de forma que:

fPn (t) = s−1
Z

K

µ
t− v

s

¶
dFP

n (v) =

Z
Ks(t− v)dFP

n (v) =
¡
Ks ∗ FP

n

¢
(t), (3.1)

donde Ks(·) = s−1K (·/s) es la función núcleo reescalada y s > 0 es el parámetro de

suavización.

Obsérvese que (3.1) tiene la estructura de los estimadores tipo núcleo, pero con

pesos del estimador presuavizado de la función de distribución:

fPn (t) =
nP
i=1

Ks (t− Zi)
¡
FP
n (Zi)− FP

n (Z
−
i )
¢
=

nP
i=1

Ks (t− Zi)W
P
i ,

y que serán necesarios, por tanto, dos parámetros ventana, el parámetro de pre-

suavización, b, para estimar los pesosWP
i dados en (2.4), y el parámetro de suavización,

s, para, a partir de esos pesos, estimar mediante el método núcleo la función de den-

sidad.
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Propiedad 3.1.1

Cuando se toma una ventana de presuavizado b muy pequeña (b→ 0+), el esti-

mador fPn (·) de la función de densidad coincide con el clásico estimador con pesos
Kaplan-Meier fKM

n (·).

Como se vio en el capítulo anterior, el límite del estimador pn (Zi) cuando la ven-

tana de presuavizado, b, es muy pequeña es precisamente δi, de modo que el estimador

presuavizado FP
n (·) se reduce el estimador de Kaplan-Meier FKM

n (·). Es inmediato
concluir entonces que

fPn (t) =
nP
i=1

Ks (t− Zi)W
P
i

b→0+−→
nP
i=1

Ks (t− Zi)W
KM
i = fKM

n (t) .

Propiedad 3.1.2

En el caso de no censura, el estimador presuavizado fPn (·) se reduce al estimador
clásico tipo núcleo de la densidad bfn (·).

El estimador presuavizado de la función de distribución FP
n (·) se reduce, en ausen-

cia de censura, al estimador empírico Fn (t) =
Pn

i=1 1{Zi≤t}, de modo que

fPn (t) =
nP
i=1

Ks (t− Zi)W
P
i =

nP
i=1

Ks (t− Zi)
1

n
= bfn (t) .

3.2. Propiedades asintóticas del estimador

Desde el punto de vista computacional, este estimador es análogo al estimador clási-

co tipo núcleo, sin embargo, las propiedades estadísticas son más difíciles de obtener

debido a la complicada estructura de los pesos aleatoriosWP
i . No obstante, derivaremos

la representación casi segura y otras propiedades asintóticas a partir de las propiedades

del estimador presuavizado de la función de distribución expuestas en el capítulo an-

terior.

3.2.1. Representación asintótica del estimador

Una de las propiedades más importantes del estimador presuavizado de la densidad

fPn (·) es su representación asintótica como suma de variables independientes e idén-
ticamente distribuidas, más un término de orden despreciable. Esta representación es

clave en la obtención de otras propiedades del estimador, tales como su consistencia o

su normalidad asintótica.
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El comportamiento límite del término del resto en la representación ha sido obtenido

de forma casi segura así como en media, puesto que se requerirá en el estudio de la

selección de las ventanas s y b que se tratará en el siguiente capítulo.

Además de las condiciones (K1) , (H1)− (H4) , (p1) , (p2) y (v1) enunciadas en el
capítulo anterior, en éste se necesitarán las siguientes hipótesis adicionales sobre la

función de densidad f (·):

(f1) La función de densidad f (·) es dos veces continuamente diferenciable en el in-
tervalo [0, tH ].

(f2) La función de densidad f (·) es cuatro veces continuamente diferenciable en el
intervalo [0, tH ].

y sobre las ventanas s y b:

(v3) nb2s (logn)−6 →∞, b3s−1 (logn)5 → 0 y nb8s−1 (logn)4 → 0 cuando n→∞.

(v4) nb2s → ∞, b3s−1 → 0, nb8s−1 → 0, nb4s2 → 0, nb6 → 0 y b−1s2 → 0 cuando

n→∞.

Las condiciones (K1) , (H3) , (p2) y (f2) son condiciones de regularidad estándar.

El grado de diferenciabilidad exigido en ellas se puede relajar para algunos resultados

preliminares al cálculo del sesgo y varianza de fPn (·).

Con respecto a las condiciones sobre las ventanas, (v1) es necesaria para la obten-

ción de la representación casi segura y en media del estimador presuavizado fPn (·),
puesto que se requería para la representación casi segura y en media de FP

n (·)−F (·),
y de dicha representación de deriva la del estimador presuavizado de la densidad.

La condición (v3) es necesaria para la demostración de la normalidad asintótica del

estimador fPn (·). Por último, se pedirá la condición (v4) para la obtención de la re-
presentación asintótica del MISE de fPn (·).

Estas condiciones no son mutuamente excluyentes. Por ejemplo, la condición (v3)

implica las condiciones nb2s→∞, nb8s−1 → 0 y b3s−1 → 0 en (v4).

El siguiente resultado proporciona la representación asintótica del estimador como

una suma de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas más un

término de error despreciable.
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Teorema 3.2.1 (Representación casi segura y en media de fPn (·) − f (·)) Bajo las
hipótesis (K1) , (H3) , (H4) , (p2) y (v1), entonces para todo t < bH , se verifica que el

estimador presuavizado de la función de densidad se puede expresar como

fPn (t) = f (t) + βn (t) + σn (t) + en (t)

con

βn (t) =

Z
f (t− sv)K (v) dv − f (t) (3.2)

σn (t) =
1

ns

nP
i=1

Z
εi (t− sv)K 0 (v) dv (3.3)

ε1 (t) = (1− F (t)) (g1 (t, Z1)− g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1, δ1)) (3.4)

donde las funciones g1 (·, ·) , g2 (·, ·) y g3 (·, ·, ·) vienen dadas en (2.12),(2.13) y (2.14),
y el término despreciable en la representación, en (·), verifica

sup
t∈[0,tH ]

|en (t)| = O

µ
s−1

³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

y

sup
t∈[0,tH ]

E
£
e2n (t)

¤
= O

µ³
b4s−1 + (nbs)−1

´2¶
.

Demostración.
Para descomponer el estimador presuavizado de la densidad fPn (·), en el paso (a)

realizamos una integración por partes, en el paso (b) un cambio de variable, y por últi-

mo, en el paso (c) sustituimos el estimador presuavizado FP
n (·) por su representación

asintótica dada en (2.31):

fPn (t) =
1

s

Z
K

µ
t− v

s

¶
dFP

n (v)
(a)
=
1

s2

Z
FP
n (v)K

0
µ
t− v

s

¶
dv

(b)
=
1

s

Z
FP
n (t− sv)K 0 (v) dv

(c)
=
1

s

Z µ
F (t− sv) +

1

n

nP
i=1

εi (t− sv) +Rn (t− sv)

¶
K 0 (v) dv.

El primer término da lugar a f (t) + βn (t):

1

s

Z
F (t− sv)K 0 (v) dv =

Z
f (t− sv)K (v) dv = f (t) + βn (t)

mientras que el segundo sumando es σn (t). Con respecto al resto, éste viene dado por
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en (t) =
1

s

R
Rn (t− vs)K 0 (v) dv.

Entonces,

sup
t∈[0,tH ]

|en (t)| = sup
t∈[0,tH ]

¯̄̄̄
1

s

Z
Rn (t− vs)K 0 (v) dv

¯̄̄̄
≤ 1

s
sup

t∈[0,tH ]
|Rn (t)|

Z ¯̄
K 0 (v)

¯̄
dv.

Bajo la hipótesis (K1) y en virtud de (2.32) podemos concluir que

sup
t∈[0,tH ]

|en (t)| = O

µ
s−1

³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

Respecto a la tasa en media cuadrática del resto, en el paso (a) aplicamos el

teorema de Fubini, en el paso (b) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz y, por

último, extraemos el supremo en el paso (c),

E
£
e2n (t)

¤
= E

"µ
1

s

Z
Rn (t− vs)K 0 (v) dv

¶2#
(a)

≤ 1

s2

ZZ
E |Rn (t− v1s)Rn (t− v2s)| |K 0 (v1)| |K 0 (v2)| dv1dv2

(b)

≤ 1

s2

µZ
E
£
R2n (t− v1s)

¤1/2 |K 0 (v1)| dv1
¶

×
µZ

E
£
R2n (t− v2s)

¤1/2 |K 0 (v2)| dv2
¶

(c)

≤ 1

s2
sup

0≤t≤tH
E
£
R2n (t)

¤µZ |K 0 (v)| dv
¶2

de modo que, bajo la hipótesis (K1) y teniendo en cuenta (2.33), se concluye

sup
t∈[0,tH ]

E
£
e2n (t)

¤
= O

µ³
b4s−1 + (nbs)−1

´2¶
.

En la representación del teorema anterior, el término βn (·) representa el sesgo,
σn (·) representa el término de variabilidad, y en (·) es el error cometido con dicha
aproximación. Cabe destacar que la parte del sesgo βn (·) no es aleatoria, y que el tér-
mino de la variabilidad σn (·) es una suma de variables i.i.d. Este resultado resulta muy
útil, puesto que permite obtener propiedades asintóticas del estimador presuavizado

de la función de densidad trabajando únicamente con una suma de variables i.i.d., y

no con la complicada estructura del estimador original fPn (·).
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Considérese fPn (·) = f (·) + βn (·) + σn (·) la parte dominante del estimador pre-
suavizado fPn (·). Calcularemos a continuación las expresiones asintóticas del sesgo y
varianza de fPn (·).

El sesgo de fPn (·) se calcula fácilmente, ya que es igual a

E
h
fPn (t)− f (t)

i
= βn (t) + E [σn (t)] ,

con βn (·) y σn (·) dados en (3.2) y (3.3).

Con respecto a la varianza de fPn (·), ésta coincide con la varianza de σn (·) dado que
las funciones f (·) y βn (·) no son aleatorias. Para calcularla, reescribimos la función
σn (·) de la siguiente manera:

σn (t) =
1

ns

nP
i=1

Z
εi (t− vs)K 0 (v) dv =

1

n

nP
i=1

Z
Ks (t− v) dεi (v)

= − 1
n

nP
i=1

ω1 (t, Zi) +
1

n

nP
i=1

ω2 (t, Zi)− 1
n

nP
i=1

ω3 (t, Zi, δi)

+
1

n

nP
i=1

ρ1 (t, Zi)− 1
n

nP
i=1

ρ2 (t, Zi) +
1

n

nP
i=1

ρ3 (t, Zi, δi) ,

donde

ωj (t, Zi) =

Z
Ks (t− v) f (v) gj (v, Zi) dv, j = 1, 2 (3.5)

ω3 (t, Zi, δi) =

Z
Ks (t− v) f (v) g3 (v, Zi, δi) dv, (3.6)

y

ρj (t, Zi) =

Z
Ks (t− v) (1− F (v)) dgj (v, Zi) , j = 1, 2 (3.7)

ρ3 (t, Zi, δi) =

Z
Ks (t− v) (1− F (v)) dg3 (v, Zi, δi) . (3.8)

De esta manera, la varianza de σn (·) es igual a

V ar (σn (t)) = n−1 [V ar (ω1 (t, Z)) + V ar (ω2 (t, Z)) + V ar (ω3 (t, Z, δ)) (3.9)

+V ar (ρ1 (t, Z)) + V ar (ρ2 (t, Z)) + V ar (ρ3 (t, Z, δ))

−2Cov (ω1 (t, Z) , ω2 (t, Z)) + 2Cov (ω1 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ))
−2Cov (ω1 (t, Z) , ρ1 (t, Z)) + 2Cov (ω1 (t, Z) , ρ2 (t, Z))
−2Cov (ω1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))− 2Cov (ω2 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ))
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+2Cov (ω2 (t, Z) , ρ1 (t, Z))− 2Cov (ω2 (t, Z) , ρ2 (t, Z))
+2Cov (ω2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))− 2Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ1 (t, Z))
+2Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ2 (t, Z))− 2Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ))
−2Cov (ρ1 (t, Z) , ρ2 (t, Z)) + 2Cov (ρ1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))
−2Cov (ρ2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))] .

Puesto que E [g1 (t, Z)] = E [g2 (t, Z)] = 0 y que

E [g3 (t, Z, δ)] = dKα (t) b
2 + o

¡
b2
¢
,

fácilmente se puede comprobar que

E [ω1 (t, Z)] = E [ω2 (t, Z)] = E [ρ1 (t, Z)] = E [ρ2 (t, Z)] = 0,

E [ω3 (t, Z, δ)] = b2f (t)α (t) dK + o
¡
b2
¢
,

E [ρ3 (t, Z, δ)] = b2 (1− F (t))α0 (t) dK + o
¡
b2
¢
.

Las varianzas y covarianzas del desarrollo de V ar (σn (·)) se calcularán en los lemas
siguientes. En las demostraciones de dichos lemas se hará uso de ciertas igualdades,

que se enumeran en forma de propiedad a continuación, que involucran integrales de

funciones genéricasm (·) y n (·), y de las funcionesK (·) , p (·) , h (·) ,H (·) y γ (·), donde
γ (·) viene dada por (2.39).

Propiedad 3.2.1 Z t

0

p0 (v)
1−H (v)

dv =
p (t)

1−H (t)
− γ (t) . (3.10)

Demostración.
Inmediato, usando integración por partes y que γ (·) es la función dada en (2.39).

Propiedad 3.2.2 Z t

0

p0 (v)H (v)
1−H (v)

dv =
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t) . (3.11)

Demostración.
Inmediato al usar de nuevo integración por partes.

Propiedad 3.2.3Z t

0
h (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv = γ (t) (1−H (t)) . (3.12)
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Demostración.

En el paso (a) hacemos un cambio de variable, en el paso (b) utilizamos (3.10), en

el paso (c) se usa (3.11), y por último, en el paso (d) simplificamos la expresión final.

Z t

0
h (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

(a)
=

·µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
H (v)

¸t
0

−
Z t

0
H (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶0
dv

(b)
=

p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)H (t)−

Z t

0

p0 (v)H (v)
1−H (v)

dv

(c)
=

p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)H (t)−

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
(d)
= γ (t) (1−H (t)) .

Propiedad 3.2.4Z t

0
h (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶2
dv =

Z t

0

p2 (v)h (v)

(1−H (v))2
dv − γ2 (t) (1−H (t)) . (3.13)

Demostración.

En el paso (a) hacemos un cambio de variable y utilizamos (3.12), en el paso (b)

usamos (3.10), en el paso (c) hacemos integración por partes, y finalmente en el paso

(d) sustituimos la derivada de γ (·) por su expresión en función de p (·) , h (·) y H (·):
Z t

0
h (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶2
dv

=

Z t

0
h (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

(a)
=

·µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
γ (v) (1−H (v))

¸t
0

−
Z t

0

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶0
γ (v) (1−H (v)) dv

(b)
=

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
γ (t) (1−H (t))−

Z t

0
p0 (v) γ (v) dv

(c)
= p (t) γ (t)− γ2 (t) (1−H (t))−

µ
γ (t) p (t)−

Z t

0
p (v) γ0 (v) dv

¶
(d)
=

Z t

0

p2 (v)h (v)

(1−H (v))2
dv − γ2 (t) (1−H (t)) .
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Con respecto al núcleo K (·), necesitaremos los resultados que se exponen a contin-
uación. En ellos consideramos dos funciones genéricas m (·) y n (·), junto a la función
de distribución H (·).

Propiedad 3.2.5 Z
K (u1)

Z u1

−1
K (u2) du2du1 =

1

2
.

Demostración.
Inmediata, usando integración por partes.

Propiedad 3.2.6 Z
K (u1)

Z u1

−1
u2K (u2) du2du1 = eK .

Demostración.
Se realiza una integración por partes, teniendo en cuenta que eK es la constante

dada en (2.37) en el capítulo anterior.

Propiedad 3.2.7 Si el núcleo K (·) es una función de densidad simétrica y m (·) es
dos veces continuamente diferenciable, entoncesZ

Ks (t− u)m (u) du = m (t) +O
¡
s2
¢
. (3.14)

Demostración.
Se realiza en primer lugar un cambio de variable, y a continuación un desarrollo

de Taylor de orden dos con resto en forma integral en la función m (·):
Z

Ks (t− u)m (u) du =

Z
K (v)m (t− vs) dv

=

Z
K (v)

·
m (t)− vsm0 (t) + v2s2

Z 1

0
(1− x)m00 (t− vsx) dx

¸
dv.

Puesto queK (·) es una función de densidad simétrica, y el valor absoluto del tercer
sumando se puede acotar por 12s

2dK km00 (·)k, donde dK viene dada por (2.7), y siendo
kg (·)k = supx |g (x)| de una función arbitraria g (·), se obtiene (3.14).
Propiedad 3.2.8 Si el núcleo K (·) es una función de densidad simétrica y m (·) es
cuatro veces continuamente diferenciable, entoncesZ

K2
s (t− u)m (u) du =

1

s
m (t) cK +

1

2
sm00 (t)mK +O

¡
s3
¢
. (3.15)

donde mK =

Z
v2K2 (v) dv, y cK dado en (2.7) en el capítulo anterior.
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Demostración.

Se realiza en primer lugar un cambio de variable, y a continuación un desarrollo

de Taylor de orden cuatro con resto en forma integral en la función m (·). Puesto que
K (·) es una función de densidad simétrica, entoncesZ

K2
s (t− u)m (u) du =

1

s

Z
K2 (v)m (t− vs) dv

=
1

s
m (t) cK +

1

2
sm00 (t)mK +

1

6
s3
Z

v4K2 (v)

Z 1

0
(1− x)3m(4) (t− vsx) dxdv.

De la acotación del valor absoluto del último término por
1

24
s3
Z

v4K2 (v) dv
°°m(4) (·)°°

se obtiene (3.15).

Propiedad 3.2.9 Sea el núcleo K (·) una función de densidad simétrica y las fun-
ciones m (·) y n (·) dos veces continuamente diferenciables. EntoncesZZ

Ks (t− u)Ks (t− v)m (u)n (v)1{u≤v}dudv

=
1

2
m (t)n (t)− s (m0 (t)n (t)−m (t)n0 (t)) eK +O

¡
s2
¢
,

(3.16)

donde eK viene dada en (2.37).

Demostración.

En primer lugar, en el paso (a), realizamos un cambio de variable; a continuación,

paso (b), llevamos a cabo un desarrollo de Taylor en las funciones m (·) y n (·), donde
ζt,s,u1 y ξt,s,v1 son dos puntos intermedios entre t y t−su1, y t y t−sv1 respectivamente,
en el paso (c) desarrollamos el producto, y finalmente en el paso (d) utilizamos la

definición de eK dada en (2.37).

ZZ
Ks (t− u)Ks (t− v)m (u)n (v)1{u≤v}dudv

(a)
=

ZZ
K (u1)K (v1)m (t− su1)n (t− sv1)1{u1≥v1}du1dv1

(b)
=

ZZ
K (u1)K (v1)

µ
m (t)− su1m

0 (t) +
1

2
s2u21m

00 ¡ζt,s,u1¢¶
×
µ
n (t)− sv1n

0 (t) +
1

2
s2v21n

00 ¡ξt,s,v1¢¶1{u1≥v1}du1dv1
(c)
= m (t)n (t)

ZZ
K (u1)K (v1)1{u1≥v1}du1dv1
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−sm0 (t)n (t)
ZZ

u1K (u1)K (v1)1{u1≥v1}du1dv1

−sm (t)n0 (t)
ZZ

v1K (u1)K (v1)1{u1≥v1}du1dv1 +O
¡
s2
¢

(d)
=
1

2
m (t)n (t)− s (m0 (t)n (t)−m (t)n0 (t)) eK +O

¡
s2
¢

Propiedad 3.2.10 Sea el núcleo K (·) una función de densidad simétrica, y sean las
funciones m (·) y n (·) dos veces continuamente diferenciables. Entonces

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)n (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

= m (t)n (t)H (t)− 2sm (t)n (t)h (t) eK +O
¡
s2
¢
.

(3.17)

Demostración.

Este resultado se obtiene sin más que aplicar desarrollos de Taylor de orden dos a

las funciones m (·) y n (·), junto con (3.10), (3.11) y la definición de eK dada en (2.37):ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)n (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

=

ZZ
K (u1)K (u2)m (t− u1s)n (t− u2s)H (t− s (u1 ∨ u2)) du1du2

=

Z
K (u1)m (t− u1s)H (t− u1s)

Z u1

−1
K (u2)n (t− u2s) du2du1

+

Z
K (u2)n (t− u2s)H (t− u2s)

Z u2

−1
K (u1)m (t− u1s) du1du2

= m (t)H (t)n (t)

Z
K (u)K (u) du− s [m (t)H (t)]0 n (t)

Z
uK (u)K (u) du

− sm (t)H (t)n0 (t)
Z

K (u)

Z u

−1
vK (v) dvdu

+ n (t)H (t)m (t)

Z
K (u)K (u) du− s [n (t)H (t)]0m (t)

Z
uK (u)K (u) du

− sn (t)H (t)m0 (t)
Z

K (u)

Z u

−1
vK (v) dvdu+O

¡
s2
¢

= m (t)n (t)H (t)− 2sm (t)n (t)h (t) eK +O
¡
s2
¢
.
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Una vez establecidas estas propiedades, volvemos a la tarea de calcular la varianza

de σn (·) mediante el cálculo de todas las varianzas y covarianzas en las que se descom-
pone V ar (σn (·)) dadas en el desarrollo (3.9). De todas ellas, empezamos calculando
las que no involucran la ventana de presuavizado b, es decir, las que no incluyen a

ω3 (·, Z, δ) ni a ρ3 (·, Z, δ).

Lema 3.2.1 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

V ar (ω1 (t, Z)) = f2 (t)
p2 (t)H (t)

1−H (t)
− 2sf2 (t) p2 (t)h (t)

(1−H (t))2
eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.

Considerando (3.5) y (2.12), la función ω1 (·, ·) es igual a

ω1 (t, Z) =

Z
Ks (t− v)

f (v) p (v)

1−H (v)

¡
1{Z≤v} −H (v)

¢
dv. (3.18)

Dado que la esperanza de ω1 (·, Z) es cero, la varianza de ω1 (·, Z) es igual a

V ar (ω1 (t, Z)) = E
£
ω21 (t, Z)

¤
= E

µZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)

f (v2) p (v2)

1−H (v2)

× ¡1{Z≤v1} −H (v1)
¢ ¡
1{Z≤v2} −H (v2)

¢
dv1dv2

¢
=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)

f (v2) p (v2)

1−H (v2)

× (H (v1 ∧ v2)−H (v1)H (v2)) dv1dv2.

Finalmente, aplicamos los resultados (3.14) y (3.17) tomando las funciones m (t) =

n (t) = f (t) p (t) (1−H (t))−1 y bajo (H2) , (p1) y (f1):

V ar (ω1 (t, Z)) =

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)m (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

−
·Z

Ks (t− v)m (v)H (v) dv

¸2
= m2 (t)H (t)−m2 (t)H2 (t)− 2sm2 (t)h (t) eK +O

¡
s2
¢

= f2 (t)
p2 (t)H (t)

1−H (t)
− 2sf2 (t) p2 (t)h (t)

(1−H (t))2
eK +O

¡
s2
¢
.
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Lema 3.2.2 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

V ar (ρ1 (t, Z))

=
1

s

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p2 (t)h (t) cK +

(1− F (t))2

1−H (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
p0 (t)

+
1

2
s

"µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p2 (t)h (t)

#00
mK − 2s (1− F (t))2

"
h (t) p0 (t)2

(1−H (t))2

+p0 (t)
µ

h (t) p (t)

(1−H (t))2

¶0
− p (t)h (t)

(1−H (t))2
p00 (t)

¸
eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.

Considerando (3.7) y (2.12), la función ρ1 (·, ·) es igual a

ρ1 (t, Z) =

Z
Ks (t− v)m (v)1{Z≤v}dv +Ks (t− Z)

1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z) (3.19)

−
Z

Ks (t− v)n (v) dv,

donde las funciones m (·) y n (·) son

m (t) = (1− F (t))

µ
p (t)

1−H (t)

¶0
y n (t) = (1− F (t))

µ
p (t)H (t)

1−H (t)

¶0
.

Dado que, de nuevo, la esperanza de ρ1 (·, Z) es cero, la varianza de ρ1 (·, Z) es
igual a

V ar (ρ1 (t, Z)) = E
£
ρ21 (t, Z)

¤
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)m (v2)1{Z≤v1∧v2}dv1dv2

+K2
s (t− Z)

µ
1− F (Z)

1−H (Z)

¶2
p2 (Z) +

µZ
Ks (t− v)n (v) dv

¶2
+ 2Ks (t− Z)

1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v)m (v)1{Z≤v}dv

− 2
Z

Ks (t− v)m (v)1{Z≤v}dv ×
Z

Ks (t− v)n (v) dv

−2Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v)n (v) dv

¸
= E [I1 + I2 + I3 + I4 − I5 − I6]
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Calculamos ahora la esperanza de cada uno de los seis sumandos en los que se

descompone la varianza V ar (ρ1 (t, Z)). La primera de las esperanzas es, aplicando

(3.17) y en virtud de (H2) , (p1) y (f1) ,

E [I1] =
ZZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)m (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2
= m2 (t)H (t)− 2sm2 (t)h (t) eK +O

¡
s2
¢
,

mientras que, aplicando (3.15), la segunda esperanza es igual a

E [I2] =

Z
K2
s (t− u)

µ
1− F (u)

1−H (u)

¶2
p2 (u)h (u) du

=
1

s

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p2 (t)h (t) cK +

1

2
s

"µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p2 (t)h (t)

#00
mK +O

¡
s3
¢
.

La tercera esperanza es

E [I3] =
µZ

Ks (t− v)n (v) dv

¶2
= n2 (t) +O

¡
s2
¢
,

sin más que usar (3.14). Para calcular la cuarta esperanza aplicamos (3.16):

E [I4] = 2

Z
Ks (t− u)

1− F (u)

1−H (u)
p (u)h (u)

Z
Ks (t− v)m (v)1{u≤v}dvdu

=
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)m (t)

−2s
·µ
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)

¶0
m (t)− 1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)m0 (t)

¸
eK +O

¡
s2
¢
.

La quinta esperanza es igual a

E [I5] = 2
Z

Ks (t− v)m (v)H (v) dv×
Z

Ks (t− v)n (v) dv = 2m (t)H (t)n (t)+O
¡
s2
¢
,

mientras que la última es igual a

E [I6] = 2

Z
Ks (t− u)

1− F (u)

1−H (u)
p (u)h (u)

Z
Ks (t− v)n (v) dvdu

= 2n (t)
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t) +O

¡
s2
¢
,

por la aplicación de (3.14). La suma de todas estas esperanzas demuestra el lema.
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Lema 3.2.3 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

V ar (ω2 (t, Z)) = 2f
2 (t)

Z t

0
(p (t)− p (v))

H (v) p0 (v)
1−H (v)

dv +O
¡
s2
¢
.

Demostración.

De las expresiones (3.5) y (2.13) se deduce que

ω2 (t, Z) =

Z
Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v2}dv1dv2 (3.20)

−
Z

Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv,

Puesto que E [g2 (·, Z)] = 0, de nuevo la esperanza de ω2 (·, Z) es cero, de modo que
su varianza es igual a

V ar (ω2 (t, Z)) = E
£
ω22 (t, Z)

¤
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− w1) f (v1) f (w1)

×
Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

Z w1

0

p0 (w2)
1−H (w2)

1{Z≤v2}1{Z≤w2}dv1dv2dw1dw2
¸

− 2
Z

Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

× E
µZ

Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v2}dv2dv1
¶

+

·Z
Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

¸2
= E [I1]− 2E [I2] + I3.

La primera de las esperanzas en las que se descompone esta varianza, aplicando

(3.10) en el paso (a), es igual a

E [I1] = E
·ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− w1) f (v1) f (w1)

Z v1

Z

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v1}dv2

×
µZ w1

Z

p0 (w2)
1−H (w2)

1{Z≤w1}dw2
¶
dv1dw1

¸
(a)
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− w1) f (v1) f (w1)
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×
µ

p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶

×
µ

p (w1)

1−H (w1)
− γ (w1)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v1∧w1}dv1dw1

¸

Con el fin de aplicar la expresión (3.17) definimos la función m (·) como:

m (t) =
p (t)

1−H (t)
− γ (t) .

Entonces la esperanza anterior es igual a

E [I1] =

ZZ
Ks (t− v)Ks (t− w) f (v)m (v) f (w)m (w)H (v ∧w) dvdw

−2
ZZZ

Ks (t− v)Ks (t− w) f (v) f (w)m (w)m (u)h (u)1{u≤v∧w}dudvdw

+

ZZZ
Ks (t− v)Ks (t− w) f (v) f (w)h (u)m2 (u)1{u≤v∧w}dudvdw.

Para aplicar las propiedades (3.12) y (3.13), definimos ahora las funciones m1 (·) y
m2 (·) de la siguiente manera:Z t

0
h (u)m (u) du = γ (t) (1−H (t)) = m1 (t)

y Z t

0
h (u)m2 (u) du =

Z t

0

p2 (u)h (u)

(1−H (u))2
du− γ2 (t) (1−H (t)) = m2 (t) .

Entonces, aplicando (3.17) en el paso (a), y sustituyendo las funciones m (·) ,m1 (·)
y m2 (·) por sus expresiones (paso (b)), podemos simplificar la expresión la primera de
las integrales en las que se descompone V ar (ω2 (·, Z)) de la siguiente manera:

E [I1] =

ZZ
Ks (t− v)Ks (t− w) f (v)m (v) f (w)m (w)H (v ∧ w) dvdw

−2
ZZ

Ks (t− v)Ks (t− w) f (v) f (w)m (w)m1 (v ∧ w) dvdw

+

ZZ
Ks (t− v)Ks (t− w) f (v) f (w)m2 (v ∧ w) dvdw
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(a)
= f2 (t)m2 (t)H (t)− 2sf2 (t)m2 (t)h (t) eK

−2f2 (t)m (t)m1 (t) + 4sf
2 (t)m (t)m0

1 (t) eK

+f2 (t)m2 (t)− 2sf2 (t)m0
2 (t) eK +O

¡
s2
¢

(b)
= f2 (t)

"µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶2
H (t)− 2γ (t) (1−H (t))

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶

+

Z t

0

p2 (u)h (u)

(1−H (u))2
du− γ2 (t) (1−H (t))

¸
+O

¡
s2
¢

= f2 (t)

"µ
p (t)

1−H (t)

¶2
H (t)− 2γ (t) p (t)

1−H (t)
+ γ2 (t) +

Z t

0

p2 (u)h (u)

(1−H (u))2
du

#
+O

¡
s2
¢
.

La esperanza de la segunda integral de la descomposición de V ar (ω2 (·, Z)) es, por
la aplicación de (3.11) y (3.14),

E [I2] =

Z
Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

×
Z

Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)H (v2)

1−H (v2)
dv2dv1

= f2 (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶2
+O

¡
s2
¢
.

Para terminar, el tercer término de la descomposición es, por (3.14),

I3 =

·Z
Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

¸2
= f2 (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶2
+O

¡
s2
¢
.

Todos estos cálculos permiten concluir que

V ar (ω2 (t, Z)) = f2 (t)

µ
p2 (t)H (t)

1−H (t)
− 2γ (t) p (t) +

Z t

0

p2 (u)h (u)

(1−H (u))2
du

¶
+O

¡
s2
¢
.

Esta varianza se puede expresar también de la siguiente manera:

V ar (ω2 (t, Z)) = 2f2 (t)

µ
p2 (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t) p (t)

+
1

2

Z t

0

p2 (u)h (u)

(1−H (u))2
du− 1

2

p2 (t)H (t)

1−H (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.
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La diferencia entre los dos primeros términos, por la propiedad 3.2.2, es igual a

p (t)

Z t

0

p0 (v)H (v)
1−H (v)

dv,

mientras que los dos últimos términos son el resultado de aplicar integración por partes

a la integral Z t

0

p (v) p0 (v)H (v)
1−H (v)

dv.

De esto se deduce que

V ar (ω2 (t, Z)) = 2f
2 (t)

Z t

0
(p (t)− p (v))

H (v) p0 (v)
1−H (v)

dv +O
¡
s2
¢
.

Lema 3.2.4 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

V ar (ρ2 (t, Z)) =
(1− F (t))2

1−H (t)
p0 (t)2H (t)− 2s

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)2 h (t) eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.

De las expresiones (3.7) y (2.13) se obtiene que

ρ2 (t, Z) =

Z
Ks (t− v)

1− F (v)

1−H (v)
p0 (v)

¡
1{Z≤v} −H (v)

¢
dv. (3.21)

La esperanza de ρ2 (·, Z) es cero, dado que E [g2 (·, Z)] = 0, y por tanto su varianza es
igual a

V ar (ρ2 (t, Z)) = E
£
ρ22 (t, Z)

¤
= E

µZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)

×1{Z≤v1}1{Z≤v2}dv1dv2
¢

− 2E
µZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2)

×1{Z≤v1}dv1dv2
¢
+

·Z
Ks (t− v)

1− F (v)

1−H (v)
H (v) p0 (v) dv

¸2
= E [I1]− 2E [I2] + I3.

Por (3.17), la esperanza de la primera integral es igual a
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E [I1]

=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

=

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)2H (t)− 2s

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)2 h (t) eK +O

¡
s2
¢
.

Las esperanzas de la segunda y tercera integral son, aplicando (3.14), igual a

E [I2] =
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)H (v1)

× 1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv1dv2 =
µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)2H2 (t) +O

¡
s2
¢

y

I3 =

·Z
Ks (t− v)

1− F (v)

1−H (v)
H (v) p0 (v) dv

¸2
=

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)2H2 (t) +O

¡
s2
¢

respectivamente. Con la suma de estas tres integrales queda demostrado el lema.

Pasamos ahora a calcular las covarianzas que no involucren ρ3 (·, Z) ni ω3 (·, Z, δ).
Empezaremos por la covarianza entre ρ1 (·, Z) y ω1 (·, Z).

Lema 3.2.5 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ρ1 (t, Z) , ω1 (t, Z))

=
1

2

1− F (t)

(1−H (t))2
p2 (t)h (t) f (t) +

1− F (t)

1−H (t)
p (t) p0 (t) f (t)H (t)

+ s

"
f2 (t)

p2 (t)h (t)

(1−H (t))2
− f (t) (1− F (t))

µ
p2 (t)h (t)

(1−H (t))2

¶0
+f 0 (t) (1− F (t))

p2 (t)h (t)

(1−H (t))2

¸
eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.

Dado que E [ρ1 (·, Z)] = E [ω1 (·, Z)] = 0, la covarianza de ambas funciones es la

esperanza de su producto. Si definimos las siguientes funciones,

m (t) =
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
,

n (t) =
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
,

el producto entre ρ1 (·, Z) y ω1 (·, Z) es igual a
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ρ1 (t, Z)ω1 (t, Z)

=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
m (v2)1{Z≤v1}1{Z≤v2}dv1dv2

−
Z

Ks (t− v1)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) dv1

Z
Ks (t− v2)m (v2)1{Z≤v2}dv2

+Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v1)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
1{Z≤v1}dv1

−Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v1)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) dv1

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
1{Z≤v1}n (v2) dv1dv2

+

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1)n (v2) dv1dv2

= I1 − I2 + I3 − I4 − I5 + I6.

Calculamos ahora la esperanza de cada uno de estos sumandos, teniendo en cuenta

que la esperanza de la resta de las dos últimas integrales es cero, es decir, E [I5] =
E [I6]. Empezamos calculando la esperanza del primero de los sumandos, para lo cual
aplicamos la propiedad (3.17):

E [I1] =

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
m (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

=
f (t) p (t)

1−H (t)
m (t)H (t)− 2sf (t) p (t)

1−H (t)
m (t)h (t) eK +O

¡
s2
¢
.

Por la propiedad (3.14), la segunda esperanza es igual a

E [I2] =

Z
Ks (t− v1)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) dv1

Z
Ks (t− v2)m (v2)H (v2) dv2

=
f (t) p (t)

1−H (t)
H2 (t)m (t) +O

¡
s2
¢
,

mientras que la tercera, en virtud a la propiedad (3.16), es

E [I3] =
ZZ

Ks (t− v)Ks (t− u)
f (v) p (v)

1−H (v)

1− F (u)

1−H (u)
p (u)h (u)1{u≤v}dvdu
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=
1

2

1− F (t)

(1−H (t))2
f (t) p2 (t)h (t)− s

·µ
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)

¶0 f (t) p (t)
1−H (t)

− 1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)

µ
f (t) p (t)

1−H (t)

¶0¸
eK +O

¡
s2
¢
.

Por último, aplicando de nuevo (3.14), la cuarta integral se puede escribir como

E [I4] =

Z
Ks (t− u)

1− F (u)

1−H (u)
p (u)h (u) du×

Z
Ks (t− v1)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) dv1

=
1− F (t)

(1−H (t))2
f (t) p2 (t)h (t)H (t) +O

¡
s2
¢
.

La suma de todos estos términos da como resultado la expresión del enunciado del

lema.

Lema 3.2.6 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ω1 (t, Z)ω2 (t, Z)) = f2 (t) p (t)

µ
H (t) p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Demostración.

De nuevo se tiene que E [ω1 (·, Z)] = E [ω2 (·, Z)] = 0, de modo que la covarianza
entre ω1 (·, Z) y ω2 (·, Z) es igual a la esperanza de

ω1 (t, Z)ω2 (t, Z) =

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
f (v2)

×
µZ v2

0

p0 (v3)
1−H (v3)

1{Z≤v3}dv3
¶
1{Z≤v1}dv1dv2

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) f (v2)

×
µZ v2

0

p0 (v3)
1−H (v3)

1{Z≤v3}dv3
¶
dv1dv2

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)

¡
1{Z≤v1} −H (v1)

¢
×f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv1dv2

= I1 − I2 − I3.
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La esperanza del último sumando es cero, E [I3] = 0, mientras que, por la aplicación,
en primer lugar, de la propiedad 3.2.1, y posteriormente la propiedad 3.2.3 (paso (a)),

la propiedad 3.2.10 (paso (b)), y la propiedad 3.2.3 (paso (c)), la esperanza de la

primera integral es

E [I1] = E
·ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
f (v2)

×
µ

p (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v1∧v2}dv1dv2

¸
(a)
=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)

× f (v2)

µ
p (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
H (v1 ∧ v2) dv1dv2

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
f (v2) γ (v1 ∧ v2) (1−H (v1 ∧ v2)) dv1dv2

(b)
=

f2 (t) p (t)

1−H (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
H (t)− 2sf

2 (t) p (t)

1−H (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
h (t) eK

− f2 (t) p (t)

1−H (t)
γ (t) (1−H (t)) + 2s

f2 (t) p (t)

1−H (t)
[γ (t) (1−H (t))]0 eK +O

¡
s2
¢

(c)
=

f2 (t) p (t)

1−H (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

La esperanza E [I2] es, aplicando las propiedades 3.2.2 (paso (a)) y 3.2.7 (paso (b)),

E [I2]

=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) f (v2)

Z v2

0

p0 (v3)H (v3)
1−H (v3)

dv3dv1dv2

(a)
=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1) f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv1dv2

(b)
=

f2 (t) p (t)

1−H (t)
H (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Con la diferencia entre ambas esperanzas se da por concluida la demostración.

Lema 3.2.7 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ω1 (t, Z) , ρ2 (t, Z))

=
1− F (t)

1−H (t)
p (t) p0 (t)H (t) f (t)− 2s 1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)h (t) f (t) eK +O (s) .
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Demostración.

Puesto que E [ω1 (·, Z)] = E [ρ2 (·, Z)] = 0, la covarianza entre ω1 (·, Z) y ρ2 (·, Z)
es igual a E [ω1 (·, Z) ρ2 (·, Z)]. De las expresiones de ω1 (·, Z) y ρ2 (·, Z) dadas en (3.18)
y (3.21) respectivamente, se obtiene que el producto de ambas funciones es igual a

ω1 (t, Z) , ρ2 (t, Z) =ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)1{Z≤v1∧v2}dv1dv2

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)1{Z≤v2}dv1dv2

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)
f (v1) p (v1)

1−H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2)1{Z≤v1}dv1dv2

+

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv1dv2

= I1 − I2 − I3 + I4.

La media del tercer sumando en la expresión anterior coincide con la media del cuar-

to sumando, es decir E [I3] = E [I4], de modo que la covarianza Cov (ω1 (·, Z) , ρ2 (·, Z))
es igual a la esperanza del primer sumando menos la del segundo. La esperanza del

primer sumando es, aplicando (3.17),

E [I1]

=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

=
1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)H (t) f (t)− 2s 1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)h (t) f (t) eK +O

¡
s2
¢
,

mientras que, por la aplicación de (3.14), la esperanza del segundo sumando es igual a

E [I2] =

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)

f (v1) p (v1)

1−H (v1)
H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)H (v2) dv1dv2

=
1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)H2 (t) f (t) +O

¡
s2
¢
.

El resultado del presente lema se obtiene con la diferencia entre estas dos esperan-

zas.
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Lema 3.2.8 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ρ1 (t, Z) , ω2 (t, Z)) =
1− F (t)

1−H (t)
f (t) [H (t) p (t)− γ (t) (1−H (t))] p0 (t)

+2s
1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)h (t) f (t) eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.
Las esperanzas de ω2 (·, Z) y ρ1 (·, Z) son cero, de modo que para calcular su

covarianza basta obtener la esperanza del producto entre ambas funciones, dadas en

(3.20) y (3.19) respectivamente. Si definimos previamente las funciones m (·) y n (·)
como

m (t) =
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
, (3.22)

n (t) =
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
,

este producto se puede escribir de la forma

ρ1 (t, Z) , ω2 (t, Z)

=

Z
Ks (t− v1)m (v1)1{Z≤v1}dv1

Z
Ks (t− v2) f (v2)

Z v2

0

p0 (v3)
1−H (v3)

1{Z≤v3}dv2dv3

+Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v2}dv1dv2

−
Z

Ks (t− v1)n (v1) dv1

Z
Ks (t− v2) f (v2)

Z v2

0

p0 (v3)
1−H (v3)

1{Z≤v3}dv2dv3

−
Z

Ks (t− v1)m (v1)1{Z≤v1}dv1
Z

Ks (t− v2) f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv2

−Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

+

Z
Ks (t− v1)n (v1) dv1

Z
Ks (t− v2) f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv2

= I1 + I2 − I3 − I4 − I5 + I6.

Para calcular la esperanza del primer término del producto entre ω2 (·, Z) y ρ1 (·, Z)
se usa en primer lugar la propiedad 3.2.1 y se toman esperanzas (paso (a)), se aplican

las propiedades 3.2.10 y 3.2.3 (paso (b)) y, finalmente, se sustituye la función m (·) por
su expresión dada en (3.22):
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E [I1] = E
·ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1) f (v2)

µ
p (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v1∧v2}dv3dv1

¸
(a)
=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1) f (v2)

µ
p (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
H (v1 ∧ v2) dv2dv1

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1) f (v2)

×
Z v1∧v2

0

µ
p (u)

1−H (u)
− γ (u)

¶
h (u) dudv2dv1

(b)
= m (t) f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
H (t)− 2sm (t) f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
h (t) eK

−m (t) f (t) γ (t) (1−H (t)) + 2sm (t) f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
h (t) eK +O

¡
s2
¢

(c)
= f (t)

1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Con respecto al segundo término, en el cálculo de su esperanza se aplicaron la

propiedad 3.2.1 (paso (a)), la propiedad 3.2.9 (paso (b)) y de nuevo la propiedad 3.2.1

(paso (c)). Se tiene por tanto

E [I2]

(a)
= E

·Z
Ks (t− v)Ks (t− Z)

1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z) f (v)

µ
p (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
1{Z≤v}dv

¸

−E
·Z

Ks (t− v)Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z) f (v)

µ
p (Z)

1−H (Z)
− γ (Z)

¶
1{Z≤v}dv

¸
(b)
= 2s

1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t) f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶0
eK +O

¡
s2
¢

(c)
= 2s

1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)h (t) f (t) eK +O

¡
s2
¢

La esperanza de la tercera integral es, por la propiedad 3.2.1 (paso (a)), las

propiedades 3.2.3 y 3.2.7 y por la definición de la función n (·) (paso (b)), igual a

E [I3]
(a)
=

Z
Ks (t− v1)n (v1) dv1 ×

Z
Ks (t− v2) f (v2)

µ
p (v2)

1− h (v2)
− γ (v2)

¶
dv2

−
Z

Ks (t− v1)n (v1) dv1

Z
Ks (t− v2) f (v2)E

·µ
p (Z)

1− h (Z)
− γ (Z)

¶
1{Z≤v2}

¸
dv2
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(b)
=
1− F (t)

1−H (t)
f (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
γ (t) (1−H (t)) +O

¡
s2
¢
,

y la de la cuarta integral, tomando esperanzas (paso (a)), aplicando la propiedad 3.2.7

y teniendo en cuenta la definición de la función m (·) (paso (b)), es igual a
E [I4]

(a)
=

Z
Ks (t− v1)m (v1)H (v1) dv1

×
Z

Ks (t− v2) f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv2

(b)
=
1− F (t)

1−H (t)
H (t) f (t)

µ
p0 (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

La esperanza del quinto término es, por la propiedad 3.2.7,

E [I5] = E
·
Ks (t− Z)

1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv

¸

=
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t) f (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Finalmente, el último sumando es, aplicando la propiedad 3.2.7, igual a

E [I6] =

Z
Ks (t− v1)n (v1) dv1

Z
Ks (t− v2) f (v2)

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)
− γ (v2)

¶
dv2

=
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
f (t)

µ
p (t)H (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Con la suma de todas estas esperanzas se obtiene la expresión de

Cov (ρ1 (·, Z) , ω2 (·, Z)) que se establece en este lema.

Lema 3.2.9 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ρ1 (t, Z) , ρ2 (t, Z)) =

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p0 (t)

·
p0 (t)H (t) (1−H (t)) +

1

2
p (t)h (t)

¸

− s

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2µ
3p0 (t)2 h (t) + 2

p (t) p0 (t)
1−H (t)

h2 (t)

+p (t) p0 (t)h0 (t)− p (t) p00 (t)h (t)
¢
eK +O

¡
s2
¢
.

Demostración.

La expresión de las funciones ρ1 (·, Z) y ρ2 (·, Z) viene dada en (3.19) y (3.21) res-
pectivamente. Como la esperanza de ambas funciones es cero, la covarianza se reduce

a la esperanza del producto de ambas funciones. Si definimos previamente las funciones
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m (t) =
1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
y n (t) =

1− F (t)

1−H (t)

µ
p0 (t)H (t) +

p (t)h (t)

1−H (t)

¶
,

este producto es igual a

ρ1 (t, Z) , ρ2 (t, Z) =Z
Ks (t− v1)m (v1)1{Z≤v1}dv1

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)1{Z≤v2}dv2

−
Z

Ks (t− v1)m (v1)1{Z≤v1}dv1
Z

Ks (t− v2)
1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv2

+Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)1{Z≤v2}dv2

−Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv2

−
Z

Ks (t− v2)
1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)1{Z≤v2}dv2

Z
Ks (t− v1)n (v1) dv1

+

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv2
Z

Ks (t− v1)n (v1) dv1

= I1 − I2 + I3 − I4 − I5 + I6.

La esperanza de la resta de las dos últimas integrales es cero, es decir E [I5] = E [I6],
mientras que la primera de las cuatro integrales restantes es, por la propiedad 3.2.10:

E [I1] =

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)m (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)H (v1 ∧ v2) dv1dv2

= m (t)
1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)H (t)− 2sm (t) 1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)h (t) eK +O

¡
s2
¢
.

Aplicando la propiedad 3.2.7, la esperanza de la segunda integral es igual a

E [I2] =

Z
Ks (t− v1)m (v1)H (v1) dv1

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv2

= m (t)H (t)
1− F (t)

1−H (t)
H (t) p0 (t) +O

¡
s2
¢
.

La esperanza del tercer sumando es, por la propiedad 3.2.9,

E [I3] =
ZZ

Ks (t− v2)Ks (t− v1)
1− F (v2)

1−H (v2)
p0 (v2)

1− F (v1)

1−H (v1)
p (v1)h (v1)1{v1≤v2}dv2
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=
1

2

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p (t) p0 (t)h (t)− s

·µ
1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)

¶0 1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)

− 1− F (t)

1−H (t)
p (t)h (t)

µ
1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)

¶0¸
eK +O

¡
s2
¢
.

Por último, aplicando de nuevo la propiedad 3.2.10, la esperanza de I4 es igual a

E [I4]

=

Z
Ks (t− v1)

1− F (v1)

1−H (v1)
p (v1)h (v1) dv1

Z
Ks (t− v2)

1− F (v2)

1−H (v2)
H (v2) p

0 (v2) dv2

=

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p (t) p0 (t)H (t)h (t) +O

¡
s2
¢
.

Con la suma de estas cuatro esperanzas se concluye lo establecido en este lema.

Lema 3.2.10 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ω2 (t, Z) , ρ2 (t, Z)) = (1− F (t)) f (t) p0 (t)
µ
H (t) p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Demostración.
Como ya se vio en las demostraciones de lemas anteriores, las esperanzas de ω2 (·, Z)

y ρ2 (·, Z) son cero, de modo que la covarianza entre ω2 (·, Z) y ρ2 (·, Z) es la esperanza
del producto entre ambas funciones:

ω2 (t, Z) ρ2 (t, Z) =

Z
Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v2}dv1dv

×
Z

Ks (t− v3)
1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)1{Z≤v3}dv3

−
Z

Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0

p0 (v2)
1−H (v2)

1{Z≤v2}dv1dv2

×
Z

Ks (t− v3)
1− F (v3)

1−H (v3)
H (v3) p

0 (v3) dv3

−
Z

Ks (t− v) f (v)

µ
p (v)H (v)

1−H (v)
− γ (v)

¶
dv × ρ2 (t, Z)

= I1 − I2 − I3.

La esperanza del tercer término es cero, E [I3] = 0, por ser nula la esperanza de

ρ2 (·, Z), de modo que bastará calcular la de los dos primeros sumandos. La espe-
ranza del primer sumando es consecuencia de la propiedad 3.2.1 (paso (a)), de tomar

esperanzas (paso (b)) y de las propiedades 3.2.3 y 3.2.10 (paso (c)):
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E [I1]
(a)
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3) f (v1)

1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)

×
µ

p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v1∧v3}dv3dv1

¸
(b)
=

ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3) f (v1)

1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)

×
µ

p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)

¶
H (v1 ∧ v3) dv3dv1

−
ZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v3) f (v1)
1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)

×
Z µ

p (u)

1−H (u)
− γ (u)

¶
h (u)1{u≤v1∧v3}dudv3dv1

(c)
= f (t)

1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
H (t)

− 2sf (t) 1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
h (t) eK

− 1− F (t)

1−H (t)
f (t) p0 (t) γ (t) (1−H (t))

+ 2s
1− F (t)

1−H (t)
f (t) p0 (t) [γ (t) (1−H (t))]0 eK +O

¡
s2
¢

= f (t)
1− F (t)

1−H (t)
p0 (t)

µ
p (t)

1−H (t)
H (t)− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

Por otra parte, la esperanza de la segunda integral es, por la aplicación de la

propiedad 3.2.1 (paso (a)) y de las propiedades 3.2.3 y 3.2.7 (paso (b)), igual a

E [I2]
(a)
= E

·Z
Ks (t− v1) f (v1)

µ
p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)− p (Z)

1−H (Z)
− γ (Z)

¶
1{Z≤v1}dv1

¸
×
Z

Ks (t− v3)
1− F (v3)

1−H (v3)
H (v3) p

0 (v3) dv3

(b)
=
1− F (t)

1−H (t)
H (t) p0 (t)

×
·
f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
H (t)− f (t) γ (t) (1−H (t))

¸
+O

¡
s2
¢

=
1− F (t)

1−H (t)
H (t) p0 (t) f (t)

µ
p (t)

1−H (t)
− γ (t)

¶
+O

¡
s2
¢
.

De la diferencia entre E [I1] y E [I2] se obtiene la expresión de la covarianza.
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A continuación obtenemos las expresiones de las varianzas y covarianzas que in-

volucran ambas ventanas, la de suavizado s y la de presuavizado b, es decir, las que

implican la función ω3 (·, Z, δ) o ρ3 (·, Z, δ). Empezamos calculando ahora la varianza
del término ω3 (·, Z, δ) .

Lema 3.2.11 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

V ar (ω3 (t, Z, δ)) = f2 (t)

Z t

0
q1 (u) du

−2 (s+ b) f2 (t) (q1 (t) + q1 (0)) eK +O
¡
s2
¢
+O

¡
b2
¢
,

donde

q1 (t) =
p (t) (1− p (t))h (t)

(1−H (t))2
. (3.23)

Demostración.

De las expresiones (3.6) y (2.14) se deriva que la función ω3 (·, Z, δ) es igual a

ω3 (t, Z, δ) =

Z
Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0
Kb (v2 − Z)

δ − p (v2)

1−H (v2)
dv2dv1.

Dado que E [g3 (t, Z, δ)] = O
¡
b2
¢
, el término dominante de V ar (ω3 (t, Z, δ)) es

E
£
ω23 (t, Z, δ)

¤
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t−w1) f (v1) f (w1)

×
Z v1

0
Kb (v2 − Z)

δ − p (v2)

1−H (v2)

Z w1

0
Kb (w2 − Z)

δ − p (w2)

1−H (w2)
dw2dv2dw1dv1

¸

= E
·ZZZZ

Ks (t− v1)Ks (t− w1)Kb (v2 − Z)Kb (w2 − Z) f (v1) f (w1)

×δ − δ (p (v2) + p (ω2)) + p (v2) p (ω2)

(1−H (v2)) (1−H (ω2))
1{0≤v2≤v1}1{0≤w2≤w1}dw2dv2dw1dv1

¸

=

Z Z Z Z Z
Ks (t− v1)Ks (t− w1)Kb (v2 − u)Kb (w2 − u) f (v1) f (w1)h (u)

× p (u)− p (u) (p (v2) + p (w2)) + p (v2) p (w2)

(1−H (v2)) (1−H (w2))

× 1{0≤v2≤v1}1{0≤w2≤w1}dw2dv2dw1dv1du.

Realizamos ahora los cambios de variable v1 = t− sx1, w1 = t− sz1, v2 = u+ bx2

y w2 = u+ bz2 :
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E
£
ω23 (t, Z, δ)

¤
=

Z Z Z Z Z
K (x1)K (z1)K (x2)K (z2) f (t− sx1) f (t− sz1)h (u)

×p (u)− p (u) (p (u+ bx2) + p (u+ bz2)) + p (u+ bx2) p (u+ bz2)

(1−H (u+ bx2)) (1−H (u+ bz2))

×1{0≤u+bx2≤t−sx1}1{0≤u+bz2≤t−sz1}dx1dz1dx2dz2du

Si definimos la función m (x, y, z) como

m (x, y, z) =
p (x)− p (x) (p (y) + p (z)) + p (y) p (z)

(1−H (y)) (1−H (z))

podemos escribir el momento de orden 2 de ω3 (t, Z, δ) como:

E
£
ω23 (t, Z, δ)

¤
=

Z Z Z Z Z
K (x1)K (z1)K (x2)K (z2) f (t− sx1) f (t− sz1)h (u)

× ζ (u, u+ bx2, u+ bz2)1{−bx2≤u≤t−sx1−bx2}1{−z2≤u≤t−sz1−bz2}dx1dz1dx2dz2du

= f2 (t)

Z Z Z Z Z
K (x1)K (z1)K (x2)K (z2)m (u, u+ bx2, u+ bz2)h (u)

× 1{−b(x2∧z2)≤u≤t−s(x1∨z1)−b(x2∨z2)}dx1dz1dx2dz2du

− sf (t) f 0 (t)
Z Z Z Z Z

(x1 + z1)K (x1)K (z1)K (x2)K (z2)m (u, u+ bx2, u+ bz2)

× h (u)1{−b(x2∧z2)≤u≤t−s(x1∨z1)−b(x2∨z2)}dx1dz1dx2dz2du+O
¡
s2
¢

= f2 (t)

Z Z Z Z
K (x1)K (z1)K (x2)K (z2)

Z
m (u, u, u)h (u)

× 1{−b(x2∧z2)≤u≤t−s(x1∨z1)−b(x2∨z2)}dudx1dz1dx2dz2 +O
¡
s2
¢
+ o (b) .

Definimos ahora la siguiente función:

n (t) =

Z
h (u)m (u, u, u)1{0≤u≤t}du =

Z t

0

p (u) (1− p (u))h (u)

(1−H (u))2
du =

Z t

0
q1 (u) du,

de modo que el término dominante en la expresión de E
£
ω23 (t, Z, δ)

¤
se puede escribir

también como
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f2 (t)

ZZZZ
K (x1)K (z1)K (x2)K (z2)

× n (t− s (x1 ∨ z1)− b (x2 ∨ z2)) dx1dz1dx2dz2

− f2 (t)

ZZ
K (x2)K (z2)n (−b (x2 ∧ z2)) dx2dz2.

Mediante un nuevo desarrollo de Taylor de grado dos en la función

n (t− s (x1 ∨ z1)− b (x2 ∨ z2)) en torno a t > 0, y de grado uno en la función

n (−b (x2 ∧ z2)) en torno a cero, la expresión anterior es igual a

f2 (t)n (t)− f2 (t)n0 (t) (s+ b)

ZZ
(x1 ∨ z1)K (x1)K (z1) dx1dz1

+
1

2
f2 (t)

ZZZZ
[s (x1 ∨ z1)− b (x2 ∨ z1)]2K (x1)K (z1)K (x2)K (z2)

× n00 (τ t,s,x1,z1,b,x2,z1) dx1dz1dx2dz2

−f2 (t)n (0) + bf2 (t)n0 (0)
ZZ

(x2 ∧ z2)K (x2)K (z2) dx2dz2

−1
2
b2
ZZ

(x2 ∧ z2)2K (x2)K (z2)n
00 (τ b,x2,z2) dx2dz2.

donde τ t,s,x1,z1,b,x2,z1 y τ b,x2,z2 son dos puntos intermedios entre t − s (x1 ∨ z1) −
b (x2 ∨ z2) y t, y entre −b (x2 ∧ z2) y 0 respectivamente. Puesto que, por la propiedad
3.2.6, se tiene queZZ

(x1 ∨ z1)K (x1)K (z1) dx1dz1 = 2

ZZ
x1K (x1)K (z1)1{x1≥z1} dx1dz1

= 2

Z
x1K (x1)K (x1) dx1 = 2eK ,

y ZZ
(x2 ∧ z2)K (x2)K (z2) dx2dz2 = 2

ZZ
z2K (z2)K (x2) 1{x2≥z2}dx2dz2

= 2

ZZ
z2K (z2) (1−K (z2)) = −2eK ,

donde eK viene dado por (2.37), entonces el resultado del lema queda demostrado.

La siguiente varianza a calcular es V ar (ρ3 (·, Z, δ)). Su expresión depende ahora
de la relación entre las ventanas de suavizado s y la de presuavizado b.
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Lema 3.2.12 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s = Ln → 0, entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

s
(1− F (t))2 q1 (t)AK (Ln)+

1

2
s
h
(1− F (t))2 q1 (t)

i00
mK+o (s)+o (b) .

b) Si b
s = Ln → L > 0, entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

s
(1− F (t))2 q1 (t)AK (L) +O (s) .

c) Si b
s →∞, entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

b
(1− F (t))2 q1 (t) cK +O (b) ,

donde

AK (L) =

ZZZ
K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw, (3.24)

la función q1 (·) está dada en (3.23), y las constantes mK y cK en (3.15) y (2.7)

respectivamente.

Demostración.

Teniendo en cuenta (3.8) y (2.14), la función ρ3 (·, Z, δ) es igual a

ρ3 (t, Z, δ) =

Z
Ks (t− v)Kb (v − Z)

1− F (v)

1−H (v)
(δ − p (v)) dv. (3.25)

Como E [ρ3 (t, Z, δ)] = O
¡
b2
¢
, la parte dominante de la expresión de la varianza de

ρ3 (t, Z, δ) es

E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
= E

·ZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v1 − Z)Kb (v2 − Z)

× 1− F (v1)

1−H (v1)

1− F (v2)

1−H (v2)
(δ − p (v1)) (δ − p (v2)) dv1dv2

¸
=

ZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v1 − u)Kb (v2 − u)h (u)

1− F (v1)

1−H (v1)

× 1− F (v2)

1−H (v2)
[p (u)− p (u) (p (v1) + p (v2)) + p (v1) p (v2)] dv1dv2du
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(a)
=

ZZZ
Ks (t− u− bw1)Ks (t− u− bw2)K (w1)K (w2)h (u)

× 1− F (u+ bw1)

1−H (u+ bw1)

1− F (u+ bw2)

1−H (u+ bw2)

× [p (u)− p (u) (p (u+ bw1) + p (u+ bw2)) + p (u+ bw1) p (u+ bw2)]

× 1{u+bw1≥0}1{u+bw2≥0}1{u≥0}dw1dw2du

donde en el paso (a) realizamos los cambios de variable v1 = u+ bw1 y v2 = u+ bω2.

Debemos ahora distinguir dos posibles situaciones, según el cociente entre las ven-

tanas b/s tienda a un número no negativo, o bien a infinito. En el primer caso, en el

que b/s→ L ≥ 0, realizamos el cambio de variable u = t− sz − bw1 :

E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
=
1

s

ZZZ
K (z)K

µ
z +

b

s
(w1 − w2)

¶
K (w1)K (w2)h (t− sz − bw1)

× 1− F (t− sz)

1−H (t− sz)

1− F (t− sz − b (w1 − w2))

1−H (t− sz − b (w1 − w2))

× [p (t− sz − bw1)− p (t− sz − bw1) (p (t− sz) + p (t− sz − b (w1 − w2)))

+p (t− sz) p (t− sz − b (w1 − w2))]

× 1{t−sz≥0}1{t−sz−b(w1−w2)≥0}1{t−sz−bw1≥0}dw1dw2dz

=
1

s

ZZZ
K (z)K

µ
z +

b

s
(w1 − w2)

¶
K (w1)K (w2)

×m (t− sz, t− sz − bw1, t− sz − b (w1 − w2))

× 1{t−sz≥0}1{t−sz−b(w1−w2)≥0}1{t−sz−bw1≥0}dw1dw2dz,

donde se ha definido la función m (·, ·, ·) como

m (x, y, z) =
1− F (x)

1−H (x)

1− F (z)

1−H (z)
[p (y)− p (y) (p (x) + p (z)) + p (x) p (z)]h (y) .

Usando la siguiente notación:

mijk (x1, x2, x3) =
∂3

∂xi∂xj∂xk
m (x1, x2, x3)
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para las correspondientes derivadas parciales, realizamos un desarrollo de Taylor de

orden dos sobre la función m (·, ·, ·) en las tres variables en torno al punto (t, t, t):

m (t− sz, t− sz − bw1, t− sz − b (w1 − w2)) = m (t, t, t)− szm1 (t, t, t)

− (sz + bw1)m2 (t, t, t)− [sz + b (w1 − w2)]m3 (t, t, t)

+
n
1
2s
2z2m11 +

1
2 (sz + bw1)

2m22

+ 1
2 [sz + b (w1 − w2)]

2m33 + sz (sz + bw1)m12

+ sz [sz + b (w1 − w2)]m13 + (sz + bw1) [sz + b (w1 − w2)]m23}
(t− szθ, t− (sz + bw1) θ, t− [sz + b (w1 −w2)] θ)

donde 0 < θ < 1. Si sustituimos este desarrollo en la expresión de E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
, para

un t > 0 fijo y para un n suficientemente grande para que las funciones indicadoras

sean uno, ésta se reduce a

E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
=
1

s
m (t, t, t)AK

µ
b

s

¶
− [m1 +m2 +m3] (t, t, t)AK,1

µ
b

s

¶
−b
s
m2 (t, t, t)AK,2

µ
b

s

¶
+ b [m21 +m22 + 3m23 + 2m33 + 2m13] (t, t, t)AK,3

µ
b

s

¶
+
b2

s

·
1

2
m22 +m33 +m23

¸
(t, t, t)AK,4

µ
b

s

¶
− b2

s
[m33 +m23] (t, t, t)AK,5

µ
b

s

¶
+
1

2
s [m11 +m22 +m33 + 2m12 + 2m13 + 2m23] (t, t, t)AK,6

µ
b

s

¶
+ o (s) +O

µ
b3

s

¶
,

donde

AK (L) =

ZZZ
K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,1 (L) =

ZZZ
uK (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,2 (L) =

ZZZ
vK (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,3 (L) =

ZZZ
uvK (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,4 (L) =

ZZZ
v2K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,5 (L) =

ZZZ
vwK (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

AK,6 (L) =

ZZZ
u2K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw,

y siendoZZZ
u (v − w)K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw = 2AK,3 (L) .
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En las observaciones que siguen a esta demostración se probará que AK,1 (L) =

AK,2 (L) = 0 para todo L ≥ 0. En el caso en el que b/s = Ln → 0, realizamos un

desarrollo de Taylor en el integrando de las anteriores funciones dependientes de K (·),

AK,3 (L) = Ln

ZZ
uK (u)K 0 (u) v2K (v) dudv +O

¡
L2n
¢
= o (1) ,

AK,4 (L) = cKdK +O (Ln) = O (1) ,

AK,5 (L) = O (Ln) = o (1) ,

AK,6 (L) = mK +O
¡
L2n
¢
,

ya que Z
uK (u)K 0 (u) du = −1

2

Z
K2 (u) du = −1

2
cK .

Por otra parte,

m (t, t, t) =

µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p (t) (1− p (t))h (t) = (1− F (t))2 q1 (t) ,

donde q1 (·) es la función dada en (3.23). Además,

[m21 +m22 + 3m23 + 2m33 + 2m13] (t, t, t) =
h
(1− F (t))2 q1 (t)

i00
y

[m11 +m22 +m33 + 2m12 + 2m13 + 2m23] (t, t, t) =
h
(1− F (t))2 q1 (t)

i00
.

Con esto se demuestra que, si b/s→ L > 0, entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

s
(1− F (t))2 q1 (t)AK (L) +O (s) ,

mientras que si b/s = Ln → 0, entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

s
(1− F (t))2 q1 (t)AK (Ln)

+
1

2
s
h
(1− F (t))2 q1 (t)

i00
mK + o (s) + o (b) .

Estudiamos ahora el otro caso, en el que b/s → ∞, es decir, s/b → 0. Para ello,

definimos previamente la siguiente función:

n (x, y, z) =
1− F (x)

1−H (x)

1− F (y)

1−H (y)
[p (z)− p (z) (p (x) + p (y)) + p (x) p (y)]h (z) .
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Los cambios de variable a realizar en la expresión inicial de E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
son

v1 = t − sw1 y v2 = t − sw2 en el paso (a) , y u = t − sw1 − bz en el paso (b).

Finalmente, en el paso (c) sustituimos parte del integrando por la función n (·, ·, ·)
definida previamente:

E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤ (a)
=

ZZZ
K (w1)K (w2)Kb (t− sw1 − u)Kb (t− sw2 − u)

× h (u)
1− F (t− sw1)

1−H (t− sw1)

1− F (t− sw2)

1−H (t− sw2)

× [p (u)− p (u) (p (t− sw1) + p (t− sw2)) + p (t− sw1) p (t− sw2)]

× 1{t−sw1≥0}1{t−sw2≥0}1{u≥0}dw1dw2du
(b)
=
1

b

ZZZ
K (w1)K (w2)K (z)K

³
z +

s

b
(w1 − w2)

´
× h (t− sw1 − bz)

1− F (t− sw1)

1−H (t− sw1)

1− F (t− sw2)

1−H (t− sw2)

× [p (t− sw1 − bz)− p (t− sw1 − bz) (p (t− sw1) + p (t− sw2))

+p (t− sw1) p (t− sw2)]1{t−sw1≥0}1{t−sw2≥0}1{t−sw1−bz≥0}dw1dw2dz

(c)
=
1

b

ZZZ
K (w1)K (w2)K (z)K

³
z +

s

b
(w1 − w2)

´
× n (t− sw1, t− sw2, t− sw1 − bz)

× 1{t−sw1≥0}1{t−sw2≥0}1{t−sw1−bz≥0}dw1dw2dz.

Realizamos nuevamente un desarrollo de Taylor de grado dos en la función

n (t− sw1, t− sw2, t− sw1 − bz) en torno al punto (t, t, t), lo insertamos en la ex-

presión de E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
, simplificamos términos y obtenemos lo siguiente:

E
£
ρ23 (t, Z, δ)

¤
=

1

b
n (t, t, t)AK

³s
b

´
− s

b
[n1 + n2 + n3] (t, t, t)AK,2

³s
b

´
−n3 (t, t, t)AK,1

³s
b

´
+O (s) +O (b) +O

µ
s2

b

¶
.

Como la función n (·, ·, ·) verifica que n (t, t, t) = (1− F (t))2 q1 (t), entonces

V ar (ρ3 (t, Z, δ)) =
1

b
(1− F (t))2 q1 (t) cK +O (s) +O (b) ,

dando por concluida la demostración.
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Observación 3.2.1

Las funciones AK,1 (L) y AK,2 (L) son iguales a cero para cualquier valor de L ≥ 0,
ya que ambas son integrales de la forma

RRR
uϕ (u, v, w) dudvdw

con ϕ (−u, v, w) = ϕ (u,−v,−w), y por tantoZZZ
R×R×R

uϕ (u, v, w) dudvdw

=

ZZZ
R−×R×R

uϕ (u, v, w) dudvdw +

ZZZ
R+×R×R

uϕ (u, v, w) dudvdw

=

ZZZ
R+×R×R

−uϕ (−u, v, w) dudvdw +
ZZZ

R+×R×R
uϕ (u, v, w) dudvdw

= −
ZZZ

R+×R×R
uϕ (u,−v,−w) dudvdw +

ZZZ
R+×R×R

uϕ (u, v, w) dudvdw

= −
ZZZ

R+×R×R
uϕ (u, v, w) dudvdw +

ZZZ
R+×R×R

uϕ (u, v, w) dudvdw = 0.

Observación 3.2.2

La observación anterior se puede demostrar también usando propiedades de simetría

de la función núcleo K (·) y de la convolución de funciones. Si el parámetro L de las

funciones AK,1 (L) y AK,2 (L) es cero, entonces

AK,1 (0) =

Z
uK2 (u) du = 0 y AK,2 (0) =

Z
vK (v) dv

Z
K2 (u) du = 0.

En caso contrario, ambas funciones son igualmente cero para cualquier valor L > 0,

ya que

AK,1 (L) =

ZZZ
uK (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

=

ZZZ
uK (u)KL (v)KL (w)K (u+ v − w) dudvdw

=

ZZ
uK (u)KL (w) (KL ∗K) (w − u) dudw

=

Z
uK (u) (KL ∗KL ∗K) (u) du = 0,

donde KL (·) = 1
LK

¡ ·
L

¢
y ∗ denota el operador convolución. La demostración es análo-

ga para la función AK,2 (·) .
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Lema 3.2.13 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s = Ln → 0, entonces

Cov (ρ1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

b) Si b
s → L > 0 o bien b

s →∞, entonces

Cov (ρ1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = O (b) .

Demostración.
La esperanza de ρ1 (·, Z) es cero, así que la covarianza entre esta función y ρ3 (·, Z, δ)

es igual a

Cov (ρ1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))

= E [ρ1 (t, Z) ρ3 (t, Z, δ)]

= E
·µ

Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

+

Z
Ks (t− v1) (1− F (v1))

µ
p (v1)

1−H (v1)

¶0
1{Z≤v1}dv1

−
Z

Ks (t− v2) (1− F (v2))

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)

¶0
dv2

¶

×
Z

Ks (t− v3)Kb (v3 − Z)
1− F (v3)

1−H (v3)
(δ − p (v3)) dv3

¸
= E [I1 + I2 − I3] .

La tercera esperanza es igual a

E [I3] =
Z

Ks (t− v2) (1− F (v2))

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)

¶0
dv2 × E [ρ3 (t, Z, δ)] .

Dado que la primera integral está acotada, y que E [ρ3 (t, Z, δ)] = O
¡
b2
¢
, entonces E [I3]

es despreciable. Basta entonces con calcular la esperanza de I1 y I2. La esperanza I1
es

E [I1] =
ZZ

Ks (t− u)Ks (t− v3)Kb (v3 − u)
1− F (u)

1−H (u)
p (u)

× 1− F (v3)

1−H (v3)
(p (u)− p (v3))h (u) dv3du.
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Ahora debemos distinguir dos posibles situaciones, cuando el cociente entre las ven-

tanas b/s tiende a un valor no negativo, y cuando tiende a infinito. En el primero de

los casos, cuando b/s→ L ≥ 0, definimos previamente la funciónm (·, ·) de la siguiente
manera:

m (x, y) =
1− F (x)

1−H (x)
p (x)h (x)

1− F (y)

1−H (y)
(p (x)− p (y)) ,

y realizamos los cambios de variable v3 = u+ bω3 y u = t− su1 :

E [I1] =
1

s

ZZ
K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
1− F (t− su1)

1−H (t− su1)
p (t− su1)

× 1− F (t− su1 + bw3)

1−H (t− su1 + bw3)
[p (t− su1)− p (t− su1 + bw3)]h (t− su1)

× 1{t−su1≥0}1{t−su1+bw3≥0}dw3du1

=
1

s

ZZ
K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
m (t− su1, t− su1 + bw3)

× 1{t−su1≥0}1{t−su1+bw3≥0}dw3du1.

Si realizamos un desarrollo de Taylor de grado dos en la función

m (t− su1, t− su1 + bw3) en torno al punto (t, t), para un t > 0 fijo y para un tamaño

muestral suficientemente grande para que las anteriores funciones indicadoras valgan

uno, entonces la esperanza de I1 es igual a

E [I1] =
1

s
m (t, t)

ZZ
K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

− [m1 +m2] (t, t)

ZZ
u1K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

−1
2
s [m11 +m22 + 2m12] (t, t)

ZZ
u21K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

+
b

s
m2 (t, t)

ZZ
w3K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

−b [m21 +m22] (t, t)

ZZ
u1w3K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

+
1

2

b2

s
m22 (t, t)

ZZ
w23K (u1)K (w3)K

µ
u1 − b

s
w3

¶
dw3du1

+O
¡
s2
¢
+O

µ
b3

s

¶
.
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Pero, puesto que

m (t, t) = 0, m1 (t, t) = −m2 (t, t) , (3.26)

m11 (t, t) +m22 (t, t) + 2m12 (t, t) = 0,

[m21 +m22] (t, t) = −
"µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
h (t) p (t) p0 (t)

#0
,

y que ZZ
wK (u)K (u− Lw)K (w) dwdu = 0 para todo L ≥ 0,

entonces

E [I1] = b

"µ
1− F (t)

1−H (t)

¶2
p (t) p0 (t)h (t)

#0
BK

µ
b

s

¶
+ o (s) + o (b) ,

donde

BK (x) =

ZZ
uvK (u)K (v)K (u− xv) dvdu.

En el caso particular en el que b/s → L > 0, entonces E [I1] = O (b), mientras que si

el cociente entre las ventanas es b/s = Ln → 0 entonces

BK (Ln) =
1

2
LndKcK +O

¡
L2n
¢
= o (1)

y por tanto E [I1] = o (s) + o (b) .

En cambio, si el cociente entre las ventanas verifica b/s → ∞, es decir, s/b → 0,

los cambios de variable que realizaremos en la esperanza de I1 son u = t − su1 y

v3 = t− sw3 :

E [I1] =
1

b

ZZ
K (u1)K (w3)K

³s
b
(u1 − w3)

´ 1− F (t− su1)

1−H (t− su1)
p (t− su1)

× 1− F (t− sw3)

1−H (t− sw3)
(p (t− su1)− p (t− sw3))h (t− su1) dw3du1

=
1

b

ZZ
K (u1)K (w3)K

³s
b
(u1 − w3)

´
m (t− su1, t− sw3) dw3du1

Si realizamos un desarrollo de Taylor de grado dos en la función m (t− su1, t− sw3)

en torno al punto (t, t), y teniendo en cuenta (3.26), entonces

E [I1] =
1

b
m (t, t)

ZZ
K (u1)K (w3)K

³s
b
(u1 −w3)

´
dw3du1

−s
b
[m1 +m2] (t, t)

ZZ
u1K (u1)K (w3)K

³s
b
(u1 −w3)

´
dw3du1+O

µ
s2

b

¶
= o (s) .
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Con respecto a la esperanza del segundo término I2, definimos ahora la función

n (·, ·, ·) de la siguiente manera:

n (x, y, z) = (1− F (x))

µ
p (x)

1−H (x)

¶0 1− F (y)

1−H (y)
(p (z)− p (y))h (z) .

Realizamos en primer lugar (paso (a)) los cambios de variable v1 = t−sw1, v3 = t−sw3
y u = v3−bu1, y a continuación sustituimos parte del integrando por la función n (·, ·, ·)
evaluada en el punto (t− sw1, t− sw3, t− sw3 − bu1) (paso (b)):

E [I2] =
ZZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v3 − u) (1− F (v1))

µ
p (v1)

1−H (v1)

¶0
× 1− F (v3)

1−H (v3)
(p (u)− p (v3))h (u)1{u≤v1}dv1dv3du

(a)
=

ZZZ
K (w1)K (w3)K (u1) (1− F (t− sw1))

µ
p (t− sw1)

1−H (t− sw1)

¶0
× 1− F (t− sw3)

1−H (t− sw3)
(p (t− sw3 − bu1)− p (t− sw3))h (t− sw3 − bu1)

× 1{t−sw1≥0}1{t−sw3≥0}1{t−sw3−bu1≥0}1{t−sw3−bu1≤t−sw1}dw1dw3du1

(b)
=

ZZZ
K (w1)K (w3)K (u1)n (t− sw1, t− sw3, t− sw3 − bu1)

× 1{t−sw1≥0}1{t−sw3≥0}1{t−sw3−bu1≥0}1{s(w1−w3)≤bu1}dw1dw3du1.

La función n (·, ·, ·) verifica lo siguiente:

n (t, t, t) = n1 (t, t, t) = 0

n2 (t, t, t) + n3 (t, t, t) = 0.
(3.27)

Si el cociente entre las ventanas es b/s = Ln → L ≥ 0 , entonces para un t > 0

fijo y para un tamaño muestral suficientemente grande para que las tres primeras

funciones indicadoras sean idénticamente uno, y teniendo en cuenta (3.27), mediante

un desarrollo de Taylor podemos concluir que

E [I2] = −bn3 (t, t, t)CK

µ
b

s

¶
+O

¡
s2
¢
+ o (b) ,

donde

CK (x) =

ZZ
uK (u)K (v)K (v + xu) dωdu. (3.28)
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Así, si b/s→ L > 0, entonces E [I2] = O (b) mientras que si b/s = Ln → 0 entonces

CK (Ln) = LncKdK +O
¡
L2n
¢
= o (1) de modo que

E [I2] = o (s) + o (b) .

Si el cociente entre las ventanas es b/s → ∞ , entonces para un t > 0 fijo y

para un tamaño muestral suficientemente grande para que las tres primeras funciones

indicadoras sean idénticamente uno, y teniendo en cuenta (3.27), tenemos que

E [I2] = bn3 (t, t, t)

ZZZ
u1K (w1)K (w3)K (u1)1{u1≤ s

b
(w1−w3)}dw1dw3du1

+O
¡
s2
¢
+ o (b) = O (b)

Se concluye así la demostración del lema.

Lema 3.2.14 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s = Ln → 0, entonces

Cov (ρ1 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

b) Si b
s → L > 0 o bien b

s →∞, entonces

Cov (ρ1 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ)) = O (b) .

Demostración.
La expresión de esta covarianza, Cov (ρ1 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ)), se obtiene fácilmente,

pues la esperanza de la función ρ1 (·, Z) es cero, de modo que
Cov (ρ1 (t, Z) , ω3 (t, Z, δ)) = E [ρ1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)]

= E
·µ

Ks (t− Z)
1− F (Z)

1−H (Z)
p (Z)

+

Z
Ks (t− v1) (1− F (v1))

µ
p (v1)

1−H (v1)

¶0
1{Z≤v1}dv1

−
Z

Ks (t− v2) (1− F (v2))

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)

¶0
dv2

¶
×
Z

Ks (t− v3) f (v3)

Z v3

0
Kb (v4 − Z)

δ − p (v4)

1−H (v4)
dv4dv3

¸
= E [I1] + E [I2]− E [I3] .

La covarianza entre ρ1 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) es, por tanto, la suma de tres términos,
el tercero de los cuales es
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E [I3] =
Z

Ks (t− v2) (1− F (v2))

µ
p (v2)H (v2)

1−H (v2)

¶0
dv2 × E [ω3 (t, Z, δ)] .

Dado que la primera integral es de orden O (1), y que E [ω3 (t, Z, δ)] = O
¡
b2
¢
,

entonces este tercer sumando es despreciable. Basta entonces con calcular la esperanza

de los dos términos restantes.

La esperanza de I1 es

E [I1] =

ZZZ
Ks (t− u)Ks (t− v3)Kb (v4 − u)

1− F (u)

1−H (u)
p (u)

×f (v3) p (u)− p (v4)

1−H (v4)
h (u)1{0≤v4≤v3}dv4dv3du.

Definimos ahora la función m (·, ·, ·) de la siguiente manera:

m (x, y, z) =
1− F (x)

1−H (x)
p (x)h (x) f (y)

p (x)− p (z)

1−H (z)
.

Entonces, el primer paso en el cálculo de E [I1] consiste en realizar los siguientes cam-
bios de variable: u = t− su1, v3 = t− sw3 y v4 = u+ bw4 (paso (a)) y en la sustitución

de parte del integrando por la función m (·, ·, ·) (paso (b)):

E [I1]
(a)
=

ZZZ
K (u1)K (w3)K (w4)

1− F (t− su1)

1−H (t− su1)
p (t− su1)

× f (t− sw3)
p (t− su1)− p (t− su1 + bw4)

1−H (t− su1 + bw4)
h (t− su1)

× 1{t−sw3≥0}1{t−su1≥0}1{0≤t−su1+bw4≤t−sw3}dw4dw3du1

(b)
=

ZZZ
K (u1)K (w3)K (w4)m (t− su1, t− sw3, t− su1 + bw4)

× 1{t−sw3≥0}1{t−su1≥0}1{t−su1+bw4≥0}1{s(u1−w3)≥bw4}dw4dw3du1.

Teniendo en cuenta que

m (t, t, t) = m2 (t, t, t) = m1 (t, t, t) +m3 (t, t, t) = 0,

m3 (t, t, t) =
1− F (t)

(1−H (t))2
p (t) p0 (t)h (t) f (t) ,

entonces, si el cociente entre las ventanas verifica que b/s = Ln → L ≥ 0, la esperanza
de I1 es igual a
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E [I1] = bm3 (t, t, t)CK (Ln) + o (s) + o (b) ,

donde CK (·) es la función dada en (3.28). Así, si b/s→ 0 entonces E [I1] = o (s)+o (b),

mientras que si b/s→ L > 0 entonces E [I1] = O (b) .

En caso de que las ventanas verifiquen b/s→∞, la esperanza de I1 es igual a

E [I1] = bm3 (t, t, t)

ZZZ
w4K (u1)K (w3)K (w4)1{w4≤ s

b
(u1−w3)}dw4dw3du1+o (s)+o (b) ,

y por tanto E [I1] = O (b) .

La misma idea se aplicará a la segunda esperanza E [I2] :

E [I2] =

ZZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v4 − u) (1− F (v1))

µ
p (v1)

1−H (v1)

¶0
×f (v3) p (u)− p (v4)

1−H (v4)
h (u)1{0≤u≤v1}1{0≤v4≤v3}dv4dv3dv1du.

Definimos ahora la función n (·, ·, ·, ·) :

n (x, y, z, t) = (1− F (x))

µ
p (x)

1−H (x)

¶0
f (y)

p (t)− p (z)

1−H (z)
h (t) .

Los pasos en el cálculo de E [I2] son los cambios de variable v1 = t−sw1, v3 = t−sw3
y v4 = u+bw4 (paso (a)), el reemplazo de parte del integrando por la función n (·, ·, ·, ·)
y un desarrollo de Taylor de orden 2 en dicha función (paso (c)):

E [I2]
(a)
=

ZZZZ
K (w1)K (w3)K (w4) (1− F (t− sw1))

µ
p (t− sw1)

1−H (t− sw1)

¶0
h (u)

× f (t− sw3)
p (u)− p (u+ bw4)

1−H (u+ bw4)
1{0≤u≤t−sw1}1{0≤u+bw4≤t−sw3}dw4dw3dw1du

(b)
=

ZZZZ
K (w1)K (w3)K (w4)n (t− sw1, t− sw3, u+ bw4, u)

× 1{−bw4≤u≤t−sw1}1{u≤t−sw3−bw4}dw4dw3dw1du

(c)
= b

Z t

0
n3 (t, t, u, u) du

ZZZ
w4K (w1)K (w3)K (w4) dw4dw3dw1 +O

¡
s2
¢
+ o (b)

= O
¡
s2
¢
+ o (b) ,

puesto que n (t, t, u, u) = n1 (t, t, u, u) = n2 (t, t, u, u) = 0. Con esto se concluye la

demostración de este lema.
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Lema 3.2.15 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s = Ln → 0, entonces

Cov (ρ2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

b) Si b
s → L > 0 o bien b

s →∞, entonces

Cov (ρ2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = O (b) .

Demostración.

Al ser la esperanza de ρ2 (·, Z) cero, la covarianza entre ρ2 (·, Z) y ρ3 (·, Z, δ) es igual
a la esperanza del producto de ambas funciones. Como además el último sumando en

la expresión de ρ2 (·, Z) es de orden O (1), y la esperanza de ρ3 (·, Z, δ) es de orden
O
¡
b2
¢
, el término dominante de la covarianza entre ρ2 (·, Z) y ρ3 (·, Z, δ) es el siguiente:

Cov (ρ2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = E [ρ2 (t, Z) ρ3 (t, Z, δ)]

= E
·Z

Ks (t− v1)
1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)1{Z≤v1}dv1

×
Z

Ks (t− v2)Kb (v2 − Z)
1− F (v2)

1−H (v2)
(δ − p (v2)) dv2

¸
+O

¡
b2
¢
= E [I1] +O

¡
b2
¢
.

Definimos ahora la función m (·, ·, ·) como

m (x, y, z) =
1− F (x)

1−H (x)
p0 (x)

1− F (y)

1−H (y)
(p (z)− p (y))h (z) .

Para calcular la esperanza que representa el término dominante

Cov (ρ2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)), tomamos la esperanza de I1 (paso (a)), realizamos los cam-

bios de variable v1 = t− sw1, v2 = t− sw2 y u = v2 − bu1 y sustituimos el integrando

por la función m (·, ·, ·) (paso (b)):

E [I1]
(a)
=

ZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v2 − u)

1− F (v1)

1−H (v1)
p0 (v1)

× 1− F (v2)

1−H (v2)
(p (u)− p (v2))h (u)1{u≤v1}dv1dv2du

(b)
=

ZZZ
K (w1)K (w2)K (u1)m (t− sw1, t− sw2, t− sw2 − bu1)

× 1{0≤t−sw1}1{0≤t−sw2}1{0≤t−sw2−bu1}1{s(w1−w2)≤bu1}dw2dw1du1,

Un desarrollo de Taylor de m (t− sw1, t− sw2, t− sw2 − bu1) en torno al punto

(t, t, t) bajo las hipótesis (H2) , (p1) y (f1), y dado que
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m (t, t, t) = m1 (t, t, t) = m2 (t, t, t) +m3 (t, t, t) = 0,

podemos concluir que si el cociente entre las ventanas es b/s = Ln → L ≥ 0 entonces

E [I1] = −bm3 (t, t, t)CK (Ln) + o (s) + o (b) .

En el caso particular en que b/s → 0 entonces E [I1] = o (s) + o (b), mientras que si

b/s→ L > 0 entonces E [I1] = O (b) .

Cuando b/s→∞ entonces la esperanza de I1 es

E [I1] = bm3 (t, t, t)

ZZZ
u1K (w1)K (w2)K (u1)1{u1≤ s

b
(w1−w2)}dw2dw1du1+o (s)+o (b)

y, por tanto, E [I1] = O (b). De este modo queda demostrado el lema.

Lema 3.2.16 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ2 (t, Z)) = o (s) + o (b) .

Demostración.

Como para la covarianza anterior, al ser la esperanza de ρ2 (·, Z) cero, la covarianza
entre ρ2 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) es igual a la esperanza del producto de ambas funciones.
Como además el último sumando en la expresión de ρ2 (·, Z) de orden O (1), y la espe-
ranza de ω3 (·, Z, δ) es de orden O

¡
b2
¢
, los términos dominantes de la covarianza entre

ρ2 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) son los siguientes:

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ2 (t, Z)) = E [ω3 (t, Z, δ) ρ2 (t, Z)]

= E
·Z

Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0
Kb (v2 − Z)

δ − p (v2)

1−H (v2)
dv2dv1

×
Z

Ks (t− v3)
1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)1{Z≤v3}dv3

¸
+O

¡
b2
¢
= E [I1] +O

¡
b2
¢
.

Definamos la función m (·, ·, ·, ·) como

m (x, y, z, t) = f (x)
1− F (y)

1−H (y)
p0 (y)

p (t)− p (z)

1−H (z)
h (t) .

En el primer paso del cáculo de E [I1] llevamos a cabo los cambios de variable
v1 = t − sw1, v2 = u+ bw2 y v3 = t − sω3 y sustituimos el integrando resultante por

la función m (·, ·, ·, ·):
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E [I1] =
ZZZZ

Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v2 − u) f (v1)
p (u)− p (v2)

1−H (v2)

× 1− F (v3)

1−H (v3)
p0 (v3)h (u)1{0≤v2≤v1}1{0≤u≤v3}dudv3dv2dv1

=

ZZZZ
K (w1)K (ω3)K (w2)m (t− sw1, t− sw3, u+ bw2, u)

× 1{0≤u+bw2≤t−sw1}1{0≤u≤t−sω3}dw1dw2dw3du.

Mediante un desarrollo de Taylor de m (t− sw1, t− sw3, u+ bw2, u) en torno al

punto (t, t, u, u), y teniendo en cuenta que

m (t, t, u, u) = m1 (t, t, u, u) = m2 (t, t, u, u) = 0,

la esperanza anterior se puede escribir como

E [I1] = b

ZZZ
w2K (w1)K (w2)K (w3)

×
Z

m3 (t, t, u, u)1{−bw2≤u≤t−sw1−bw2}1{0≤u≤t−sω3}dudw3dw2dw1 = O
¡
s2
¢
+ o (b) .

Se ha demostrado por tanto lo establecido en el lema.

Lema 3.2.17 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s = Ln → 0, entonces

Cov (ω1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

b) Si b
s → L > 0 o bien b

s →∞, entonces

Cov (ω1 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = O (b) .

Demostración.

De nuevo, calculamos la covarianza entre ω1 (·, Z) y ρ3 (·, Z, δ) mediante la espe-
ranza del producto de ambas funciones, puesto que la esperanza de la función ω1 (·, Z)
es cero. Dado que además E [ρ3 (t, Z, δ)] = O

¡
b2
¢
y que ω1 (·, Z) se puede descomponer

en dos sumandos, el segundo de los cuales es de orden O (1), entonces:
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Cov (ρ3 (t, Z, δ) , ω1 (t, Z)) = E [ρ3 (t, Z, δ)ω1 (t, Z)]

= E
·Z

Ks (t− v1)Kb (v1 − Z)
1− F (v1)

1−H (v1)
(δ − p (v1)) dv1

×
Z

Ks (t− v2) f (v2)
p (v2)

1−H (v2)

¡
1{Z≤v2} −H (v2)

¢
dv2

¸
=

ZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v1 − u)

1− F (v1)

1−H (v1)

× (p (u)− p (v1)) f (v2)
p (v2)

1−H (v2)
h (u)1{u≤v2}dv2dv1du+O

¡
b2
¢

= E [I1] +O
¡
b2
¢
.

Definamos la función m (·, ·, ·) como

m (x, y, z) =
1− F (x)

1−H (x)
f (y)

p (y)

1−H (y)
(p (z)− p (x))h (z) .

En el cálculo de E [I1] realizamos ahora los cambios de variable v1 = t− sw1, v2 =

t − sw2 y u = v1 − bu1 = t − sw1 − bu1 (paso (a)) y sustituimos el integrando por la

función m (·, ·, ·) definida antes (paso (b)):

E [I1]
(a)
=

ZZZ
K (w1)K (w2)K (u1)

1− F (t− sw1)

1−H (t− sw1)

× [p (t− sw1 − bu1)− p (t− sw1)] f (t− sw2)
p (t− sw2)

1−H (t− sw2)

× h (t− sw1 − bu1)1{s(w2−w1)≤bu1}dw2dw1du1

(b)
=

ZZZ
K (w1)K (w2)K (u1)m (t− sw1, t− sw2, t− sw1 − bu1)

× 1{s(w2−w1)≤bu1}dw2dw1du1.

Mediante un desarrollo de Taylor de la función m (·, ·, ·) en torno al punto (t, t, t),
dado que

m (t, t, t) = m2 (t, t, t) = m1 (t, t, t) +m3 (t, t, t) = 0,

y si el cociente entre las ventanas es b/s = Ln → L ≥ 0, entonces podemos escribir la
esperanza anterior como

E [I1] = −bm3 (t, t, t)CK (Ln) + o (s) + o (b) ,
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siendo CK (·) la función dada en (3.28). De esta forma, cuando b/s → 0 se tiene que

E [I1] = o (s) + o (b), mientras que si b/s→ L > 0 resulta E [I1] = O (b) .

En caso contrario, cuando b/s→∞, entonces

E [I1] = bm3 (t, t, t)

ZZZ
u1K (w1)K (w2)K (u1)

³
1{u1≤ s

b
(w2−w1)}

´
dw2dw1du1

+ o (s) + o (b) = O (b) .

Con esto queda demostrado el lema.

Lema 3.2.18 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

Cov (ω2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

Demostración.

Para obtener esta covarianza basta calcular la esperanza del producto de ω2 (·, Z)
y ρ3 (·, Z, δ), puesto que E [ω2 (·, Z)] = 0, con ω2 (·, Z) y ρ3 (·, Z, δ) dados en (3.20) y
(3.25) respectivamente. El segundo término en la expresión de ω2 (·, Z) es de orden
O (1), mientras que E [ρ3 (t, Z, δ)] = O

¡
b2
¢
, de manera que los términos dominantes

de esta covarianza son los que se obtienen de calcular la esperanza del producto entre

la primera de las integrales de ω2 (·, Z) y el término ρ3 (·, Z, δ):

Cov (ω2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ))

= E
·Z

Ks (t− v) f (v)

µZ v

Z

p0 (w)
1−H (w)

dw

¶
1{Z≤v}dv × ρ3 (t, Z, δ)

¸
+O

¡
b2
¢

(a)
= E

·Z
Ks (t− v1) f (v1)

µ
p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v1}dv1

×
Z

Ks (t− v2)Kb (v2 − Z) (1− F (v2))
δ − p (v2)

1−H (v2)
dv2

¸
+O

¡
b2
¢

(b)
=

ZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v2 − u) f (v1) (1− F (v2))

p (u)− p (v2)

1−H (v2)

×
µ

p (v1)

1−H (v1)
− γ (v1)− p (u)

1−H (u)
+ γ (u)

¶
h (u)1{u≤v1}dv2dv1.+O

¡
b2
¢

sin más que aplicando la propiedad 3.2.1 (paso (a)) y el operador esperanza (paso (b)).
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Definimos ahora la función m (·, ·, ·) como

m (x, y, z) = f (x)
1− F (y)

1−H (y)
h (z) (p (z)− p (y))

×
µ

p (x)

1−H (x)
− γ (x)− p (z)

1−H (z)
+ γ (z)

¶
y realizamos los cambios de variable v1 = t − sw1, v2 = t − sw2 y u = t − sw2 − bu1.

Resulta así que el término dominante de Cov (ω2 (t, Z) , ρ3 (t, Z, δ)) es igual a:ZZZ
K (w1)K (w2)K (u1)m (t− sw1, t− sw2, t− sw2 − bu1)

× 1{t−sw1≥0}1{t−sw2≥0}1{t−sw2−b1≥0}1{s(w1−w2)≤bu1}dw3dw1du1.
Haciendo desarrollos de Taylor en la función m (·, ·, ·) en torno al punto (t, t, t),

bajo las condiciones (H2) , (p1) y (f1), y teniendo en cuenta que

m (t, t, t) = m1 (t, t, t) = m2 (t, t, t) = m3 (t, t, t) = 0,

se concluye la demostración.

Lema 3.2.19 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

Cov (ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

Demostración.

La esperanza de la función ω1 (·, Z), dada en (3.18), es cero de modo que la cova-
rianza entre ω1 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) es la esperanza del producto entre ambas. Además,
dado que E [ω3 (t, Z, δ)] = O

¡
b2
¢
y que el segundo sumando en el que se descompone

ω1 (·, Z) es de orden O (1), entonces la covarianza entre ω1 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) es igual
a:

Cov (ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = E [ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)]

=

ZZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v2)Kb (v3 − u) f (v1)

f (v2) p (v2)

1−H (v2)

× p (u)− p (v3)

1−H (v3)
h (u)1{0≤u≤v2}1{0≤v3≤v1}dv3dv2dv1du+O

¡
b2
¢
.

Definimos previamente la función m (·, ·, ·, ·) como

m (x, y, z, t) = f (x)
f (y) p (y)

1−H (y)

p (t)− p (z)

1−H (z)
h (t) .
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Con los cambios de variable v1 = t−sw1, v2 = t−sw2 y v3 = u+bw3, la covarianza

anterior es igual a

Cov (ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ))

=

ZZZZ
K (w1)K (w2)K (w3)m (t− sw1, t− sw2, u+ bw3, u)

×1{0≤u≤t−sw2}1{0≤u+bw3≤t−sw1}dw3dw2dw1du+O
¡
b2
¢
.

De nuevo aplicamos a la función m (·, ·, ·, ·) un desarrollo de Taylor en torno al
punto (t, t, u, u). Dado que

m (t, t, u, u) = m1 (t, t, u, u) = m2 (t, t, u, u) = 0

y por las hipótesis (H2) , (p1) y (f1), podemos concluir que

Cov (ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = b

ZZZ
w3K (w1)K (w2)K (w3)

×
Z

m3 (t, t, u, u)1{0≤u≤t−sw2}1{−bw3≤u≤t−sw1+bw3}dudw3dw2dw1 +O
¡
s2
¢
+ o (b)

= b

ZZZ
w3K (w1)K (w2)K (w3)

× (n (t, t− sw2, t− sw1 + bw3) + n (t, t− sw2,−bw3)) dudw3dw2dw1 +O
¡
s2
¢
+ o (b) ,

si se define la función n (·, ·, ·) como

n (t, x, y) =

Z
m3 (t, t, u, u)1{0≤u≤x}1{0≤u≤y}du.

Por desarrollos de Taylor de esta función en torno al punto (t, t, t), entonces la cova-

rianza anterior es igual a

Cov (ω1 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .

Lema 3.2.20 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

Cov (ω2 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = o (s) + o (b) .
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Demostración.
Dado que la esperanza de ω2 (·, Z) es cero, basta con calcular la esperanza del

producto entre ω2 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ). Pero al ser E [ω3 (t, Z, δ)] = O
¡
b2
¢
y el segun-

do sumando de la expresión de ω2 (·, Z), dada en (3.20), de orden O (1) entonces la

covarianza entre ω2 (·, Z) y ω3 (·, Z, δ) es igual a

Cov (ω2 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)) = E [ω2 (t, Z)ω3 (t, Z, δ)]

= E
·Z

Ks (t− v3) f (v3)

µ
p (v3)

1−H (v3)
− γ (v3)− p (Z)

1−H (Z)
+ γ (Z)

¶
1{Z≤v3}dv3

×
Z

Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0
Kb (v2 − Z)

δ − p (v2)

1−H (v2)
dv2dv1

¸
+O

¡
b2
¢

=

ZZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v2 − u) f (v1) f (v3)

p (u)− p (v2)

1−H (v2)

×
µ

p (v3)

1−H (v3)
− γ (v3)− p (u)

1−H (u)
+ γ (u)

¶
h (u)1{0≤v2≤v1}1{u≤v3}dudv3dv2dv1

¸
+O

¡
b2
¢
.

Definimos ahora la función m (·, ·, ·, ·) de la siguiente manera:

m (x, y, z, t) = f (x) f (y)
p (z)− p (t)

1−H (t)

µ
p (y)

1−H (y)
− γ (y)− p (z)

1−H (z)
+ γ (z)

¶
h (z) ,

y realizamos los cambios de variable v1 = t − sw1, v3 = t − sw3 y v2 = u + bw2, de

modo que la covarianza anterior es igual a

ZZZZ
K (w1)K (w3)K (u1)m (t− sw1, t− sw3, u, u+ bw2)

× 1{0≤u+bw2≤t−sw1}1{0≤u≤t−sw3}dudw3dw2dw1 +O
¡
b2
¢
.

Teniendo ahora en cuenta que la función m (·, ·, ·, ·) verifica que

m (t, t, u, u) = m1 (t, t, u, u) = m2 (t, t, u, u) = m4 (t, t, u, u) = 0,

se demuestra lo establecido en el lema.

La última covarianza que se necesita calcular es la covarianza entre ω3 (·, Z, δ) y
ρ3 (·, Z, δ). Su expresión asintótica depende de nuevo de la relación entre las ventanas
s y b.
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Lema 3.2.21 Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (p1) y (f1) se tiene lo siguiente:

a) Si b
s → 0, entonces

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t)

− s
©
f (t) [(1− F (t)) q1 (t)]

0 − f 0 (t) (1− F (t)) q1 (t)
ª
eK + o (s) + o (b) .

b) Si b
s = Ln → L > 0, entonces

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t) +O (s) .

c) Si b
s →∞, entonces

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t) +O (b) .

Demostración.

Las esperanzas E [ω3 (·, Z, δ)] y E [ρ3 (·, Z, δ)] son ambas de orden O
¡
b2
¢
, de modo

que la parte dominante de la covarianza entre ω3 (·, Z, δ) y ρ3 (·, Z, δ) es

E [ω3 (·, Z, δ) ρ3 (·, Z, δ)]. El producto entre ambas funciones esZ
Ks (t− v1) f (v1)

Z v1

0
Kb (v2 − Z)

δ − p (v2)

1−H (v2)
dv2dv1

×
Z

Ks (t− v3)Kb (v3 − Z)
1− F (v3)

1−H (v3)
(δ − p (v3)) dv3

=

ZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v2 − Z)Kb (v3 − Z) f (v1)

× 1− F (v3)

1−H (v3)

(δ − p (v3)) (δ − p (v2))

1−H (v2)
1{0≤v2≤v1}dv3dv2dv1

y, por tanto, su esperanza es

E [ω3 (t, Z, δ) ρ3 (t, Z, δ)]

=

ZZZZ
Ks (t− v1)Ks (t− v3)Kb (v2 − u)Kb (v3 − u) f (v1)

1− F (v3)

1−H (v3)

× p (u)− p (u) (p (v2) + p (v3)) + p (v2) p (v3)

1−H (v2)
h (u)1{0≤v2≤v1}dv3dv2dv1du.

Mediante los cambios de variable v1 = t − sw1, v3 = t − sw3, v2 = u + bw2 y

u = v3 − bu1 obtenemos lo siguiente:
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E [ω3 (t, Z, δ) ρ3 (t, Z, δ)] =
ZZZZ

K (w1)K (w2)K (w3)K (u1) f (t− sw1)

× 1− F (t− sw3)

1−H (t− sw3)

h (t− sw3 − bu1)

1−H (t− sw3 − b (u1 − w2))

× {p (t− sw3 − bu1)− p (t− sw3 − bu1) [p (t− sw3 − b (u1 −w2)) + p (t− sw3)]

+p (t− sw3 − b (u1 − w2)) p (t− sw3)}1{0≤t−sw3−b(u1−w2)≤t−sw1}dw3dw2dw1du1.

=

ZZZZ
K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

×m (t− sw1, t− sw3, t− sw3 − bu1, t− sw3 − b (u1 − w2))

× 1{0≤t−sw3−b(u1−w2)}1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1.

donde

m (x, y, z, t) = f (x)
1− F (y)

1−H (y)

h (z)

1−H (t)
[p (z)− p (z) (p (t) + p (y)) + p (t) p (y)] .

Realizamos un desarrollo de Taylor de grado dos de la función

m (t− sw1, t− sw3, t− sw3 − bu1, t− sw3 − b (u1 −w2)) en torno al punto (t, t, t, t),

suponiendo que t > 0 es fijo y que el tamaño muestral es suficientemente grande para

que la primera función indicadora sea igual a uno, de modo que

E [ω3 (t, Z, δ) ρ3 (t, Z, δ)]

= m (t, t, t, t)

ZZZZ
K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

× 1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

− sm1 (t, t, t, t)

ZZZZ
w1K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

× 1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

− s [m2 +m3 +m4] (t, t, t, t)

ZZZZ
w3K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

× 1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

− bm3 (t, t, t, t)

ZZZZ
u1K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

× 1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

− bm4 (t, t, t, t)

ZZZZ
(u1 − w2)K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)

× 1{s(w1−w3)≤b(u1−w2)}dw3dw2dw1du1 +O
¡
s2
¢
+O

¡
b2
¢
,

(3.29)
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donde

m (t, t, t, t) = f (t) (1− F (t)) q1 (t)

m1 (t, t, t, t) = f 0 (t) (1− F (t)) q1 (t)

[m2 +m3 +m4] (t, t, t, t) = f (t) [(1− F (t)) q1 (t)]
0 .

y q1 (·) dada en (3.23). De nuevo, debemos distinguir dos posibles casos, aquel en el
que el cociente b/s tiende a un número L no negativo, y cuando b/s tiende a infinito.

En el primero de los casos, cuando b/s → L > 0, entonces la primera integral en

(3.29) es igual aZZZZ
K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)1{w1−w3≤L(u1−w2)}dw1dw2dw3du1 =

1

2
, (3.30)

puesto que se puede escribir, como función de L, de la siguiente manera:

η (L) =

ZZZ
K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + L (u1 − w2)) dw2dw3du1,

siendo, por la propiedad 3.2.5, η (0) = 1
2 . Para demostrar (3.30) veamos que la derivada

primera de η (·) es idénticamente nula:

∂

∂L
η (L) = u1

ZZZ
K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + L (u1 − w2)) dw2dw3du1

−w2
ZZZ

K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + L (u1 − w2)) dw2dw3du1.

El primer sumando de ∂
∂Lη (L) es igual al segundo, por la simetría del núcleo evaluado

en u1 y w2 (paso (a)) y en w3 y w3 − L (w2 − u1) (paso (b)):

u1

ZZZ
K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + L (u1 − w2)) dw2dw3du1

(a)
= u1

ZZZ
K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 − L (w2 − u1)) dw2dw3du1

(b)
= u1

ZZZ
K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + L (w2 − u1)) dw2dw3du1

Como consecuencia, la función η (·) es constantemente igual a 1
2 y queda probado

(3.30).
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Entonces, cuando b/s→ L > 0, se tiene que

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t) +O (s) .

En el caso en el que b/s = Ln → 0, la primera de las integrales en (3.29) es también

igual a

ZZZ
K (u)K (v)K (ω)K (u+ Ln (v − ω)) dudvdω =

1

2
,

mientras que las otras cuatro son iguales a

ZZZZ
w1K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)1{w1≤w3+Ln(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

= −
ZZZZ

w1K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)1{w3≤w1+Ln(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

= −
ZZZ

w1K (w1)K (w2)K (u1)K (w1 + Ln (u1 −w2)) dw2dw1du1

= −eK +O
¡
L2n
¢

para la primera de ellas,

ZZZZ
w3K (w1)K (w2)K (w3)K (u1)1{w1≤w3+Ln(u1−w2)}dw3dw2dw1du1

=

ZZZ
w3K (w2)K (w3)K (u1)K (w3 + Ln (u1 −w2)) dw3dw2dw1du1

= eK +O
¡
L2n
¢

en el caso de la segunda, y

ZZZ
vK (u)K (v)K (ω)K (u+ Ln (v − ω)) dudvdω = LncKdK +O

¡
L2n
¢
= o (1)

y

ZZZ
(v − ω)K (u)K (v)K (ω)K (u+ Ln (v − ω)) dudvdω

= 2LncKdK +O
¡
L2n
¢
= o (1)

respectivamente para las dos últimas, de manera que
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Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t)

− s
©
f (t) [(1− F (t)) q1 (t)]

0 − f 0 (t) (1− F (t)) q1 (t)
ª
eK + o (s) + o (b) .

Por último, cuando b/s → ∞, es decir, cuando s/b → 0 se tiene que la primera

integral en (3.29) es igual aZZZZ
K (u1)K (u2)K (w1)K (w2)1{ sb (u1−u2)≤w1−w2}du1du2dw1dw2

=

ZZZ
K (u1)K (u2)K (w1)K

³
w1 − s

b
(u1 − u2)

´
dw1du1du2 =

1

2
.

Entonces

Cov (ω3 (t, Z, δ) , ρ3 (t, Z, δ)) =
1

2
f (t) (1− F (t)) q1 (t) +O (b) .

Recopilamos todos estos resultados y obtenemos la expresion final de la covarianza

entre ω3 (·, Z, δ) y ρ3 (·, Z, δ) .

Estamos ahora en condiciones de calcular las expresiones asintóticas del sesgo y

varianza de fPn (·). Para ello necesitaremos definir previamente las siguientes funciones:

A (t) = f (t)
1− F (t)

1−H (t)
, (3.31)

B (t) = f2 (t)

Z t

0

f (v)

(1− F (v)) (1−H (v))
dv − f2 (t)

1−H (t)
, (3.32)

C (t) = f2 (t) q1 (t) eK , (3.33)

D (t) =
1

2

h
(1− F (t))2 q2 (t)

i00
mK

+2
£
f (t) (1− F (t)) q02 (t)− f 0 (t) (1− F (t)) q2 (t)− 2f2 (t) q2 (t)

¤
eK ,

donde mK se definió en (3.15), y q1 (·) , q2 (·) , cK , dK y eK fueron dados en (2.40),

(2.7), (2.36) y (2.37), en el capítulo anterior.

Teorema 3.2.2 (Sesgo y varianza asintóticos de fPn (·)) Bajo las condiciones (K1) ,
(H3) , (f2) y (p2) el sesgo de fPn (·) es

E
h
fPn (t)− f (t)

i
=

1

2
s2f 00 (t) dK + b2dK [(1− F (t))α (t)]0 (3.34)

+O
¡
s4
¢
+O

¡
b4
¢
+O

¡
s2b2

¢
,

y la varianza es, según el cociente entre las ventanas,
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(a) Si b/s→ 0

V ar
³
fPn (t)

´
=
1

ns
A (t) cK +

1

n
B (t)− 2 b

n
C (t) +

s

n
D (t) + o

µ
b

n

¶
+ o

³ s
n

´
. (3.35)

(b) Si b/s→ L ∈ (0,∞)

V ar
³
fPn (t)

´
=
1

ns
[A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L)]+

1

n
B (t)+O

³ s
n

´
. (3.36)

(c) Si b/s→∞

V ar
³
fPn (t)

´
=
1

ns
A (t) p (t) cK +

1

nb
A (t) (1− p (t)) cK +

1

n
B (t) + o

µ
1

n

¶
. (3.37)

Demostración.

El sesgo del estimador fPn (t) = f (t) + βn (t) + σn (t) se calcula fácilmente, ya que

es igual a

E
h
fPn (t)− f (t)

i
= βn (t) + E [σn (t)] ,

con βn (·) y σn (·) dados en (3.2) y (3.3). Usando (f2), podemos efectuar un desarrollo
de Taylor con resto en forma integral, y expresar f (t− sv) de la siguiente forma:

f (t− sv) = f (t)− svf 0 (t) +
1

2
s2v2f 00 (t)− 1

6
s3v3f 000 (t)

+
1

6
s4v4

Z 1

0
(1− x)3 f (4) (t− vsx) dx.

Bajo la hipótesis (K1), entonces

βn (t) =
1

2
s2f 00 (t) dK +O

¡
s4
¢
.

Con respecto a E [σn (·)], empezamos con una integración por partes (paso (a)) y
con un desarrollo de Taylor de la función E [ε1 (t− vs)]0 (paso (b)):

E [σn (t)] =
1

s

Z
E [ε1 (t− sv)]K 0 (v) dv

(a)
=

Z
E [ε1 (t− sv)]0K (v) dv

(b)
= E [ε1 (t)]0 + s2

ZZ 1

0
E [ε1 (t− svx)]000 v2K (v) dxdv

(3.38)

donde la derivada de la función E [ε1 (t)] es igual a

E [ε1 (t)]0 =
∂

∂t
[(1− F (t))E [g3 (t, Z1, δ1)]]

= −f (t)E [g3 (t, Z1, δ1)] + (1− F (t))
∂

∂t
E [g3 (t, Z1, δ1)]
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Bajo las hipótesis (H3) y (p2), la esperanza de g3 (t, Z, δ) es

E [g3 (t, Z, δ)] = E
·Z t

0
Kb (v − Z)

δ − p (v)

1−H (v)
dv

¸
=

ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu = dKα (t) b

2 +O
¡
b4
¢
,

y su derivada

∂

∂t
E [g3 (t, Z, δ)] =

∂

∂t

ZZ t

0
Kb (v − Z)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

=

Z
K (v)

p (t− vb)− p (t)

1−H (t)
h (t− vb) dv

= b2
1
2p
00 (t)h (t) + p0 (t)h0 (t)

1−H (t)
dK +O

¡
b4
¢
= b2α0 (t) dK +O

¡
b4
¢
.

Entonces,

E [ε1 (t)]0 = b2dK [(1− F (t))α (t)]0 +O
¡
b4
¢
.

El término de ordenO
¡
b4
¢
es función de términos residuales provenientes de desarrollos

de Taylor de las funciones h (·) , p (·) y f (·) de modo que, bajo las hipótesis (H3) , (p2)
y (f2) y dado que el intervalo [0, tH ] es compacto, podemos concluir que

sup
t∈[0,tH ]

¯̄
E [ε1 (t)]0

¯̄
= O

¡
b2
¢
. (3.39)

Mediante cálculos y argumentos análogos, obtenemos

sup
t∈[0,tH ]

E [ε1 (t)]000 = O
¡
b2
¢

(3.40)

y, por tanto,

E [σn (t)] = b2dK [(1− F (t))α (t)]0 +O
¡
b4
¢
+O

¡
s2b2

¢
.

En resumen,

E
h
fPn (t)− f (t)

i
=
1

2
s2f 00 (t) dK+b2dK [(1− F (t))α (t)]0+O

¡
s4
¢
+O

¡
b4
¢
+O

¡
s2b2

¢
.

La expresión de la varianza de fPn (·) se obtiene reuniendo los resultados dados en
los lemas 3.2.1-3.2.21 y la expresión (3.9).
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Propiedad 3.2.11
Cuando la ventana de presuavizado es muy pequeña (b/s→ 0), las expresiones

anteriores se reducen a las correspondientes del estimador de la densidad con pesos

Kaplan-Meier:

E
£
fKM
n (t)− f (t)

¤
=

1

2
s2f 00 (t) dK + o

¡
s2
¢
,

V ar
¡
fKM
n (t)

¢
=

1

ns
f (t)

1− F (t)

1−H (t)
cK + o

³
(ns)−1

´
.

Propiedad 3.2.12
En el caso de no censura, este resultado es una extensión del teorema 1 de Cao

(1993) con datos completos, dado que A (t) = f (t), p (t) = 1 y B (t) = −f2 (t):

E
h bfn (t)− f (t)

i
=

1

2
s2f 00 (t) dK + o

¡
s2
¢
,

V ar
³ bfn (t)´ =

1

ns
f (t) cK + o

³
(ns)−1

´
.

3.2.2. Normalidad asintótica

La normalidad asintótica puntual del estimador presuavizado fPn (·) se probará a
partir de los teorema 3.2.1 y 3.2.2.

Teorema 3.2.3 (Normalidad asintótica de fPn (·)) Bajo las condiciones (K1) , (H3) ,
(H4) , (f2) , (p2) , (v1) y (v3), entonces

√
ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢ d→ N
¡
B (t) , σ2 (t)

¢
,

donde

B (t) =


0 si ns5 → 0

1
2C

5/2f 00 (t) dK si s = Cn−1/5, nb5 → 0

1
2C

5/2f 00 (t) dK + C1/2B2 [(1− F (t))α (t)]0 dK si s = Cn−1/5, b = Bn−1/5

σ2 (t) =



f (t)
1− F (t)

1−H (t)
cK si

b

s
→ 0

f2 (t)

h (t)
cK + f (t)

µ
1− F (t)

1−H (t)
− f (t)

h (t)

¶
AK (L) si

b

s
→ L ∈ (0,∞)

f2 (t)

h (t)
cK si

b

s
→∞

y los términos α (·), AK (·), cK y dK vienen dados en (2.38), (3.24) y (2.7).
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Demostración.

En primer lugar, aplicamos el teorema 3.2.1 para obtener una descomposición de

fPn (·)− f (·):
fPn (t)− f (t) = βn (t) + σn (t) + en (t) ,

donde el término despreciable en la representación verifica que

sup
t∈[0,tH ]

|en (t)| = O

µ
s−1

³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2

¶
c.s.

Puesto que, bajo la hipótesis (v3),

√
nss−1

³
b2 + (nb)−1/2 (logn)1/2

´2
(logn)2 → 0

entonces la distribución asintótica del proceso
√
ns
¡
fPn (·)− f (·)¢ coincide con la de

√
ns (βn (t) + σn (t)) =

√
nsβn (t) +

√
ns
1

ns

nP
i=1

Z
εi (t− vs)K 0 (v) dv

=
√
ns
1

ns

nP
i=1

Z
(εi (t− vs)− E [εi (t− vs)])K 0 (v) dv

+
√
ns
1

ns

nP
i=1

Z
E [εi (t− vs)]K 0 (v) dv +

√
nsβn (t)

= (I) + (II) + (III)

El sesgo de
√
ns
¡
fPn (·)− f (·)¢ viene de los términos (II) y (III). Estudiamos el

último de ellos:

(III) =
√
nsβn (t) =

√
ns

µZ
Ks (t− v) dF (v)− f (t)

¶

=
√
ns

µ
1

2
s2f 00 (t) dK + o

¡
s2
¢¶
=
1

2

√
ns5f 00 (t) dK + o

³√
ns5
´
.

A su vez, el término (II) es igual a:

(II) =
√
ns
1

ns

nP
i=1

Z
E [εi (t− vs)]K 0 (v) dv =

√
ns
1

s

Z
E [ε1 (t− vs)]K 0 (v) dv.

La esperanza de la función ε1 (·), dada en (3.4), es igual a
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E [ε1 (t)] = (1− F (t))E [g3 (t, Z1, δ1)] =
ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

= dK (1− F (t))α (t) b2 + o
¡
b2
¢
.

Bajo las condiciones de regularidad sobre las funciones h (·) , p (·) y f (·) dadas en las
hipótesis (H3) , (p2) y (f2) y aplicando desarrollos de Taylor, podemos permutar el

término o
¡
b2
¢
con la integral y escribir el término (II) de la siguiente manera:

(II) =
√
ns

µ
1

s

Z
dK (1− F (t− vs))α (t− vs) b2K 0 (v) dv + o

¡
b2
¢¶

=
√
ns

µ
1

s
dKb

2

Z
(1− F (t))α (t)− vs [(1− F (t))α (t)]0

+
1

2
v2s2 [(1− F (t))α (t)]00 + o

¡
s2
¢¶

K 0 (v) dv + o
¡
b2
¢¶

=
√
ns
£
b2dK [(1− F (t))α (t)]0 + o

¡
sb2
¢
+ o

¡
b2
¢¤

=
√
nsb4 [(1− F (t))α (t)]0 dK + o

³√
nsb4

´
,

puesto que

E [ε1 (t)] = E [(1− F (t)) (g1 (t, Z1)− g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1, δ1))]

= dK (1− F (t))α (t) b2 + o
¡
b2
¢
.

En resumen,

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
=

1

2

√
ns5f 00 (t) dK +

√
nsb4dK [(1− F (t))α (t)]0

+o
³√

ns5
´
+ o

³√
nsb4

´
.

a) Supongamos que s = Cn−1/5 + o
¡
n−1/5

¢
y b = Bn−1/5 + o

¡
n−1/5

¢
. Entonces,

1

2

√
ns5f 00 (t) dK =

1

2
C5/2f 00 (t) dK + o (1) ,

√
nsb4dK [(1− F (t))α (t)]0 = C1/2B2dK [(1− F (t))α (t)]0 + o (1) ,

y por tanto,

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
=
1

2
C5/2f 00 (t) dK + C1/2B2dK [(1− F (t))α (t)]0 + o (1) .
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b) Si s = Cn−1/5 + o
¡
n−1/5

¢
y nb5 → 0, tenemos lo siguiente:

1

2

√
ns5f 00 (t) dK =

1

2
C5/2f 00 (t) dK + o (1) .

Con respecto al término con
√
nsb4, usamos que b/s→ 0 y que ns5 → C, y por tanto

nsb4 = ns5
µ
b

s

¶4
→ 0,

es decir,

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
=
1

2
C5/2f 00 (t) dK + o (1) .

c) En el caso en que ns5 → 0 y b = Bn−1/5+o
¡
n−1/5

¢
, tenemos que 12

√
ns5f 00 (t) dK =

o (1). Por otra parte, usando que s/b→ 0 y que nb5 → B, tenemos también que

nsb4 = nb5
s

b
→ 0,

lo que implica que

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
= o (1) .

d) Sea ns5 → 0 y nb5 → 0, entonces 12
√
ns5f 00 (t) dK = o (1). Distinguimos ahora

tres posibles situaciones, según sea el cociente entre las ventanas:

d.1) Si
b

s
→ 0 entonces

√
nsb4dK [(1− F (t))α (t)]0 = o

³√
ns5
´
= o (1) .

d.2) Si
b

s
→ L ∈ (0,∞) entonces

√
nsb4dK [(1− F (t))α (t)]0 = O

³√
ns5
´
= o (1) .

d.3) Si
b

s
→∞ entonces

√
nsb4dK [(1− F (t))α (t)]0 = O

³√
nb5
´
= o (1) .

En resumen:

a) Si ns5 → 0 entonces

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
= o (1) .



3.2. Propiedades asintóticas del estimador 157

b) Si s = Cn−1/5 y nb5 → 0 entonces

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
=
1

2
C5/2f 00 (t) dK + o (1) .

c) Si s = Cn−1/5 y b = Bn−1/5 entonces

E
£√

ns
¡
fPn (t)− f (t)

¢¤
=
1

2
C5/2f 00 (t) dK +C1/2B2dK [(1− F (t))α (t)]0 + o (1) .

Por último, estudiamos el término (I). Éste puede escribirse como una suma de

variables aleatorias i.i.d. de media cero

(I) =
nP
i=1

ηi,n (t) ,

donde las variables ηi,n (t) están definidas por

ηi,n (t) = (ns)
−1/2

Z
(εi (t− vs)− E [εi (t− vs)])K 0 (v) dv.

Probando que V ar
£
ηi,n (t)

¤
= σ2i,n (t) < +∞ para cada i = 1, . . . , n y σ2n (t) =Pn

i=1 V ar
£
ηi,n (t)

¤
es un valor acotado, podemos aplicar el Teorema Central del Límite

para disposiciones triangulares (ver teorema 7.2 de Billingsley (1968), pag. 42) y obte-

ner Pn
i=1 ηi,n (t)Pn

i=1 V ar
£
ηi,n (t)

¤ d−→ N (0, 1)

siempre que la condición de Lindeberg se verifique.

En primer lugar, probaremos que la varianza V ar
£
ηi,n (·)

¤
y σ2n (·) son finitas:

a) Si
b

s
→ 0 entonces

V ar
£
η1,n (t)

¤
= V ar

µ
(ns)−1/2

Z
ε1 (t− vs)K 0 (v) dv

¶
= (ns)−1 V ar

µ
s

Z
Ks (t− v) dε1 (v)

¶
= n−1f (t)

1− F (t)

1−H (t)
cK +O

³ s
n

´
,

y, en consecuencia,

σ2n (t) =
nP
i=1

V ar
£
ηi,n (t)

¤
= f (t)

1− F (t)

1−H (t)
cK +O (s) .
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b) Supongamos
b

s
→ L ∈ (0,∞). Entonces

V ar
£
η1,n (t)

¤
= n−1 [A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L)] +O

³ s
n

´
.

Así,

σ2n (t) =
nP
i=1

V ar
£
ηi,n (t)

¤
= A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L) +O (s) .

c) Cuando
b

s
→∞ tenemos que

V ar
£
η1,n (t)

¤
= n−1

f2 (t)

h (t)
cK +O

³ s
n

´
,

y por tanto

σ2n (t) =
nP
i=1

V ar
£
ηi,n (t)

¤
=

f2 (t)

h (t)
cK + o (1) .

En cualquiera de los tres casos, las condiciones σ21,n (t) = V ar
£
η1,n (t)

¤
<∞ y σ2n (t)

acotado (como sucesión de n para un t > 0 fijo) se cumplen. Ahora, probaremos que

también se verifica la condición de Lindeberg:

1

σ2n (t)

nP
i=1

Z
{|ηi,n(t)>εσn(t)|}

η2i,n (t) dP → 0 ∀ε > 0. (3.41)

Si fijamos ε > 0 y definimos las siguientes funciones

Ii,n = 1{|ηi,n(t)>εσn(t)|} y ηn =
nP
i=1

η2i,nIi,n,

entonces la condición de Lindeberg dada en (3.41) puede escribirse como

1

σ2n (t)
E (ηn)→ 0.

Puesto que las funciones g1 (·, Z) , g2 (·, Z) y g3 (·, Z, δ) están acotadas para todo
t ∈ [0, tH ], entonces también lo está la función

ε1 (t) = (1− F (t)) (g1 (t, Z)− g2 (t, Z) + g3 (t, Z, δ)) .

Usando además que n→∞, entonces:
∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ Ii,n (ω) = 1{|ηi,n(ω)>εσn(ω)|} = 0 ∀ω,∀i = 1, . . . , n

⇒ ∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ ηn (ω) = 0 ∀ω
⇒ ∃ n0 ∈ N : ∀n ≥ n0 ⇒ E (ηn) = 0,
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de modo que

ĺım
n→∞

1

σ2n (t)
E (ηn) = 0 ∀ε > 0.

Observación 3.2.3

Si ns5 → ∞ o bien nsb4 → ∞, entonces el sesgo dominaría a la varianza, y la
distribución límite sería degenerada.

3.2.3. Representación asintótica del MISE

Todos los métodos de estimación no paramétricos, y en concreto la estimación

tipo núcleo de la función de densidad, dependen de forma crucial de la selección del

parámetro de suavización o ventana. Su adecuada selección, por tanto, es de suma

importancia, y se estudiará en profundidad en el siguiente capítulo de esta memoria.

La idea que subyace en la selección del parámetro de suavización es la minimización

de algún tipo de error cometido en el proceso de estimación. En el caso de la estimación

presuavizada de la densidad con datos censurados, se puede comprobar por (3.34)-

(3.37) que se puede hacer el sesgo de fPn (·) tan pequeño como se quiera tomando las
ventanas s y b arbitrariamente pequeñas, pero a costa de aumentar la varianza.

Un criterio razonable para elegir el parámetro ventana puede ser el de minimizar

algún tipo de distancia entre la función a estimar y su estimación no paramétrica. Uno

de los criterios globales más aplicados es la minimización del error cuadrático medio

integrado:

MISE
¡
fPn (·)

¢
= E

·Z ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv

¸
=

Z
Sesgo2

¡
fPn (v)

¢
ω (v) dv +

Z
V ar

¡
fPn (v)

¢
ω (v) dv.

Se ha introducido en la definición de MISE
¡
fPn (·)

¢
una función de ponderación,

ω (·), con el fin de poder atribuir una menor importancia a los errores cometidos en
ciertas zonas del soporte de la variable que presenten mayores dificultades de esti-

mación.

En el siguiente teorema se da una representación asintótica para elMISE
¡
fPn (·)

¢
.

A partir de ella, se darán expresiones explícitas para las ventanas óptimas en el si-

guiente capítulo. Definamos previamente las siguientes funciones:
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M (t) = dKf
00 (t) y N (t) = dK [(1− F (t))α (t)]0 , (3.42)

donde dK y α (·) están definidas en (2.7) y (2.38) respectivamente.
Además de las hipótesis enunciadas al comienzo de este capítulo, se requerirá la

siguiente hipótesis sobre la función de peso ω (·) :

(ω1) La función de peso ω (·) es una función continua, derivable que verifica
R
ω (v) dv <∞ y

R ¯̄
ω0 (v)

¯̄
dv <∞.

Teorema 3.2.4 (Representación asintótica de MISE
¡
fPn (·)

¢
) Bajo las condiciones

(K1) , (H3) , (H4) , (f2) , (p2) , (v1) , (v4) y (ω1), la función MISE del estimador pre-

suavizado fPn (·) admite las siguientes representaciones:

a) Si b/s→ 0 entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
=

Z µ
1

2
s2M (v) + b2N (v)

¶2
ω (v) dv

+
1

ns
cK

Z
A (v)ω (v) dv +O

¡
s6
¢
+ o

³
(ns)−1

´
.

b) Si b/s→ L > 0 entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
=

Z µ
1

2
s2M (v) + b2N (v)

¶2
ω (v) dv

+
1

ns

·
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +AK (L)

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv

¸
+O

¡
s6
¢
+ o

³
(ns)−1

´
.

c) Si b/s→∞ entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
=

Z µ
1

2
s2M (v) + b2N (v)

¶2
ω (v) dv

+ s2b2
Z

M (v)N (v)ω (v) dv +
1

ns
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv

+
1

nb
cK

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv +O

¡
b6
¢
+ o

³
(nb)−1

´
,

donde las funciones M (·), N (·), A (·) y AK (·) están dadas en (3.42), (3.31) y (3.24)
respectivamente.
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Demostración.

Bajo las condiciones del teorema 3.2.1, se tiene la siguiente descomposición del

estimador presuavizado de la función de densidad:

fPn (t) = f (t) + βn (t) + σn (t) + en (t) .

La clásica descomposición del MISE en el sesgo al cuadrado integrado y varianza

integrada da lugar a la siguiente relación:

MISE
¡
fPn (·)

¢
= E

·Z ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv

¸
= E

·Z
(βn (v) + σn (v) + en (v))

2 ω (v) dv

¸
= S1 + S2 + S3 + 2 (S4 + S5 + S6)

siendo

S1 =

Z
β2n (v)ω (v) dv

S2 =

Z
E
£
σ2n (v)

¤
ω (v) dv

S3 =

Z
E
£
e2n (v)

¤
ω (v) dv

S4 =

Z
βn (v)E [en (v)]ω (v) dv

S5 =

Z
E [σn (v) en (v)]ω (v) dv

S6 =

Z
βn (v)E [σn (v)]ω (v) dv.

El término S1 representa la parte principal del sesgo al cuadrado integrado, y S2 la

parte dominante de la varianza integrada. Se probará que los otros tres términos, S3, S4
y S5, son de orden despreciable con respecto a la parte dominante de la representación,

proveniente de S1, S2 y S6.

Con respecto a S1 se tiene lo siguiente:

S1 =

Z
β2n (v)ω (v) dv =

Z ·Z
(f (v − us)− f (v))K (u) du

¸2
ω (v) dv.

Bajo la condición (f2), podemos efectuar un desarrollo de Taylor con resto en

forma integral, y expresar f (v − us) de la siguiente manera:
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f (v − us) = f (v)− usf 0 (v) +
1

2
s2u2f 00 (v)− 1

6
s3u3f 000 (v)

+
1

6
s4u4

R 1
0 (1− z)3 f (4) (v − usz) dz.

Sustituyendo esta expresión en S1 y dado que, por (K1), K (·) es una función
simétrica,

S1 =
1

4
s4d2K

Z
f 00 (v)2 ω (v) dv

+
1

6
s6dK

Z
f 00 (v)

Z
u4K (u)

Z 1

0
(1− z)3 f (4) (v − suz) dzduω (v) dv

+
1

36
s8
Z ·Z

u4K (u)

Z 1

0
(1− z)3 f (4) (v − suz) dzdu

¸2
ω (v) dv.

El primer término es dominante, mientras que el valor absoluto del segundo se puede

acotar por

1

6
s6dK

1

4

µZ
u4K (u) du

¶
sup

t∈[0,tH ]

¯̄̄
f (4) (t)

¯̄̄
sup

t∈[0,tH ]

¯̄
f 00 (t)

¯̄ Z
ω (v) dv,

y el valor absoluto del tercero por

1

36
s8
1

42

µZ
u4K (u) du

¶2
sup

t∈[0,tH ]

¯̄̄
f (4) (t)

¯̄̄2 Z
ω (v) dv.

De este modo se llega a

S1 =
1

4
s4d2K

Z
f 00 (v)2 ω (v) dv +O

¡
s6
¢
=
1

4
s4
Z

M2 (v)ω (v) dv +O
¡
s6
¢
.

A continuación, obtendremos un desarrollo para S2. Dado que el momento de orden

dos de σn (·) se puede expresar como

E
£
σ2n (t)

¤
= V ar (σn (t)) + E [σn (t)]2 ,

obtenemos la siguiente descomposición para S2 = S2,1 + S2,2, donde

S2,1 =

Z
V ar (σn (t))ω (v) dv y S2,2 =

Z
E [σn (v)]2 ω (v) dv.

Por el teorema 3.2.2, se tiene la siguiente expresión para V ar (σn (t)) :

a) Si b/s→ 0

V ar [σn (t)] =
1

ns
A (t) cK +

1

n
B (t) + o

¡
n−1

¢
.
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b) Si b/s→ L ∈ (0,∞)

V ar [σn (t)] =
1

ns
[A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L)] +

1

n
B (t) +O

³ s
n

´
.

c) Si b/s→∞

V ar [σn (t)] =
1

ns
A (t) p (t) cK +

1

nb
A (t) (1− p (t)) cK +

1

n
B (t) + o

¡
n−1

¢
,

siendo A (·) y B (·) las funciones dadas en (3.31) y (3.32) respectivamente.

Todos estos términos despreciables provienen de desarrollos de Taylor, de modo

que bajo las condiciones (H2) , (p2) y (f2), la expresión del término S2,1 es:

a) Si b/s→ 0

S2,1 =
1

ns
cK

Z
A (v)ω (v) dv +

1

n

Z
B (v)ω (v) dv + o

¡
n−1

¢
.

b) Si b/s→ L ∈ (0,∞)

S2,1 =
1

ns

·
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +AK (L)

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv

¸
+
1

n

Z
B (v)ω (v) dv +O

³ s
n

´
.

c) Si b/s→∞

S2,1 =
1

ns
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +

1

nb
cK

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv

+
1

n

Z
B (v)ω (v) dv + o

¡
n−1

¢
.

A continuación, calcularemos S2,2 =
R
E [σn (v)]2 ω (v) dv. Sustituyendo en S2,2 la

expresión de E [σn (v)] dada en (3.38) (paso (a)), y desarrollando el cuadrado (paso
(b)) resulta

S2,2 =

Z
E [σn (v)]2 ω (v) dv

(a)
=

Z µ
E [ε1 (v)]0 + s2

ZZ 1

0
E [ε1 (v − svz)]000 z2K (z) dxdz

¶2
ω (v) dv

(3.43)



164 Capítulo 3. Estimación presuavizada de la función de densidad

(b)
=

Z ¡
E [ε1 (v)]0

¢2
ω (v) dv

+ 2s2
Z
E [ε1 (v)]0

ZZ 1

0
E [ε1 (v − svz)]000 z2K (z)ω (v) dxdzdv

+ s4
Z µZZ 1

0
E [ε1 (v − szx)]000 z2K (z) dxdz

¶2
ω (v) dv.

El término dominante de S2,2, dado por el primer sumando en (3.43), es igual aZ ¡
E [ε1 (v)]0

¢2
ω (v) dv,

donde

E [ε1 (t)]0 = b2dK [(1− F (t))α (t)]0 +O
¡
b4
¢
= b2N (t) +O

¡
b4
¢
,

siendoN (·) la función dada en (3.42). Acotamos el valor absoluto del segundo sumando
en (3.43) de la siguiente manera:

2s2
¯̄̄̄Z
E [ε1 (v)]0

ZZ 1

0
E [ε1 (v − svz)]000 z2K (z)ω (v) dxdzdv

¯̄̄̄

≤ 2s2 sup
t∈[0,tH ]

¯̄
E [ε1 (t)]0

¯̄
sup

t∈[0,tH ]

¯̄
E [ε1 (t)]000

¯̄
dK

Z
ω (v) dv.

Utilizando las cotas (3.39) y (3.40) podemos concluir que el valor absoluto del

segundo sumando en (3.43) es de orden O
¡
s2b4

¢
.

De igual modo, y repitiendo los mismos argumentos, se consigue con facilidad una

cota para el valor absoluto del último sumando en (3.43):

s4

¯̄̄̄
¯
Z µZZ 1

0
E [ε1 (v − szx)]000 z2K (z) dxdz

¶2
ω (v) dv

¯̄̄̄
¯

≤ s4

Ã
sup

t∈[0,tH ]
E [ε1 (t)]000

!2
dK

Z
ω (v) dv.

Como consecuencia,

S2,2 = b4
Z

N2 (v)ω (v) dv +O
¡
b6
¢
+O

¡
s2b4

¢
.

Resumiendo, la expresión final del término S2 es:
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a) Si b/s→ 0

S2 =
1

ns
cK

Z
A (v)ω (v) dv +

1

n

Z
B (v)ω (v) dv

+b4d2K

Z ¡
[(1− F (v))α (v)]0

¢2
ω (v) dv +O

¡
b6
¢
+O

¡
s2b4

¢
+ o

¡
n−1

¢
.

b) Si b/s→ L ∈ (0,∞)

S2 =
1

ns

·
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +AK (L)

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv

¸

+
1

n

Z
B (v)ω (v) dv + b4d2K

Z ¡
[(1− F (v))α (v)]0

¢2
ω (v) dv

+O
¡
b6
¢
+O

¡
s2b4

¢
+O

³ s
n

´
.

c) Si b/s→∞

S2 =
1

ns
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +

1

nb
cK

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv

+
1

n

Z
B (v)ω (v) dv + b4d2K

Z ¡
[(1− F (v))α (v)]0

¢2
ω (v) dv

+O
¡
b6
¢
+O

¡
s2b4

¢
+ o

¡
n−1

¢
.

A continuación, demostraremos que los términos S3, S4 y S5 son despreciables.

Para S3, se consigue una cota asintótica utilizando la tasa para el error en (·) dada en
el teorema 3.2.1:

|S3| ≤ sup
0≤t≤tH

E
£
e2n (t)

¤ Z
ω (v) dv = O

µ³
b4s−1 + (nbs)−1

´2¶
.

Los órdenes de S4 y S5 se extraen por aplicación de la desigualdad de Cauchy-

Schwarz:

|S4| ≤ S
1/2
1 S

1/2
3 = O

³
s2
³
b4s−1 + (nbs)−1

´´
= O

³
b4s+ (nb)−1 s

´
.

|S5| ≤ S
1/2
2 S

1/2
3 = O

³³
b2 + (ns)−1/2

´³
b4 + (nb)−1

´
s−1
´

= O
³
b6s−1 + n−1bs−1 + n−1/2b4s−3/2 + n−3/2b−1s−3/2

´
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Bajo la condición (v4) podemos concluir que

S3 = o
³
(ns)−1/2

´
, S4 = o

³
(ns)−1/2

´
y S5 = o

³
(ns)−1/2

´
.

Y por último, obtenemos el término dominante de S6. Para ello recordamos que

βn (·) admite la siguiente representación

βn (t) =

Z
f (t− vs)K (v) dv − f (t)

=
1

2
s2dKf

00 (t) +
1

6
s4
Z

v4K (v) f (4) (t− vsωt,s,v) dv

donde ωs,t,v ∈ (0, 1) depende de t, s y v.

Por su parte, la esperanza de σn (·) es igual a

E [σn (t)] = E [ε1 (t)]0 + s2
Z
E [ε1 (t− svθs,t,v)]

000 v2K (v) dv.

donde θs,t,v ∈ (0, 1) depende de t, s y v. Entonces, podemos expresar el término S6 de
la siguiente manera:

S6 =

Z
βn (v)E [σn (v)]ω (v) dv

=

Z µ
1

2
s2dKf

00 (v) +
1

6
s4
Z

v41K (v1) f
(4) (v − v1sωt,s,v1) dv1

¶
×
µ
E [ε1 (v)]0 + s2

Z
E [ε1 (t− sv2θs,t,v2)]

000 v22K (v2) dv2

¶
ω (z) dz

=
1

2
s2dK

Z
f 00 (v)E [ε1 (v)]0 ω (v) dv

+
1

6
s4
ZZ

E [ε1 (v)]0 v41K (v1) f
(4) (v − v1sωt,s,v1) dv1ω (v) dv

+
1

2
s4dK

ZZ
f 00 (v)E [ε1 (t− sv2θs,t,v2)]

000 v2K (v2) dv2ω (v) dv

+
1

6
s6
ZZZ

E [ε1 (t− sv2θs,t,v2)]
000 f (4) (v − v1sωt,s,v1)K (v2) v

4
1K (v1)ω (v) dv1dv2dv.

Repitiendo los razonamientos seguidos en la acotación del término S2,2 y teniendo

en cuenta (3.39) y (3.40) podemos concluir que

S6 =
1

2
d2Ks

2b2
R
f 00 (v) [(1− F (v))α (v)]0 ω (v) dv +O

¡
s4b2

¢
+O

¡
s2b4

¢
=
1

2
s2b2

R
M (v)N (v)ω (v) dv +O

¡
s4b2

¢
+O

¡
s2b4

¢
.
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Recopilando las cotas asintóticas para Si, i = 1, . . . 6 y bajo las hipótesis (v4), se

tiene la representación dada en el presente teorema.

Observación 3.2.4
Cuando la ventana de presuavizado es muy pequeña (b/s→ 0), esta expresión del

MISE de fPn (·) se reduce a la correspondiente del estimador tipo núcleo de la densidad
con pesos Kaplan-Meier:

MISE
¡
fKM
n (·)¢ = 1

4
s4d2K

Z
f 00 (v)2 ω (v) dv +

1

ns
cK

Z
f (v)

1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv

+ o
³
(ns)−1

´
+O

¡
s6
¢
.

Observación 3.2.5
Asimismo, esta expresión del MISE de fPn (·) se reduce a la correspondiente del

estimador de Parzen-Rosenblatt de la densidad cuando no hay censura:

MISE
¡
fPRn (·)¢ = 1

4
s4d2K

Z
f 00 (v)2 ω (v) dv +

1

ns
cK +O

¡
n−1

¢
+O

¡
s6
¢
.

3.3. Estudio de simulación

Hemos realizado un estudio de simulación para comparar el comportamiento en la

práctica de los estimadores de la función de densidad con pesos Kaplan-Meier fKM
n (·)

y pesos presuavizados fPn (·). Los modelos con los que hemos trabajado son los mismos
cuatro modelos usados en el estudio de simulación para la función de distribución.

En los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribución Z
d
= U [0, 1],

mientras que en el modelo 3 se tiene que Z d
= W (1.75, 5), donde W (a, b) denota la

distribución de Weibull con parámetro de escala a y parámetro de forma b.

Tabla 3.1. Funciones de densidad f (·) y probabilidad condicional de no censura p (·) en
los modelos 1-4.

Función de densidad Función p (t)

f (t) = (1− t)3/8 e−1/4t2
³
3
8 (1− t)−1 + 1

2 t
´

p (t) = 1
2

h
1− ¡t− 1

2

¢2i
f (t) = 3te−3/2t2 p (t) =

h
3
4 − 3

¡
t− 1

2

¢2i
1{0≤t≤1}

f (t) = 5
2 t
4e−t5 + 80t4e−32t5 p (t) =

5
2e
−t5 + 80e−32t5

41.0327
¡
e−t5 + e−32t5

¢
f (t) =

¡
20t3 − 12t2 + 1¢ e−5t4+4t3−t p (t) =

¡
20t3 − 12t2 + 1¢ (1− t)
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Figura 3.1. Funciones p (·) , h (·) y f (·) para los modelos 1-4. La función peso ω (·) es la
función indicadora del intervalo marcado por las líneas verticales.

En la tabla 3.1 se muestran las funciones de densidad teóricas a estimar, f (·),
y las probabilidades condicionales de no censura p (·) para cada uno de los modelos.
Además, en la figura 3.1 se representan la función de densidad f (·) de la variable
de interés (línea con puntos), la función de densidad de la variable observable h (·)
(línea continua gruesa) y la función de probabilidad condicional de no censura p (·)
(línea continua fina) para cada uno de los modelos. Para todas ellas, la función peso

ω (·) es la función indicadora del intervalo cuyos extremos vienen dados por las líneas
verticales. Estos intervalos son los mismos que los tomados en el estudio de simulación

del capítulo anterior.
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Para cada modelo se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-

Meier fKM
n (·) con respecto al estimador presuavizado fPn (·) como el cociente entre

MISE
¡
fPn (·)

¢
y MISE

¡
fKM
n (·)¢ en función de las ventanas de presuavizado s y b,

necesarias para obtener fPn (·), y de la ventana sKM con la que se calcula fKM
n (·):

REKM,P
¡
s, b; sKM

¢
=

MISE
¡
fPn (·)

¢
MISE (fKM

n (·)) .

Valores de REKM,P
¡
s, b; sKM

¢
menores que 1 indican una mayor eficiencia del esti-

mador presuavizado fPn (·) calculado con el par de ventanas (s, b) con respecto al es-
timador tipo núcleo con pesos Kaplan-Meier fKM

n (·) para la correspondiente ventana
sKM . Para ello se ha simulado mediante Montecarlo el MISE de ambos estimadores

a partir de m = 500 muestras de tamaños n = 50, 100, 200 y 1000.

En el caso del estimador de Kaplan-Meier, se ha obtenido el valor mínimo del

MISE,MISEmı́n
¡
fKM
n (·)¢, y la ventana de suavización sKM

MISE en la que alcanza ese

valor. A continuación, se ha calculado la eficiencia relativa de fKM
n (·) con respecto

a fPn (·) tomando sKM = sKM
MISE. Los resultados se presentan en las figuras 3.2-3.5,

en las que valores de REKM,P
¡
s, b; sKM

MISE

¢
por debajo del valor 1 indican un mejor

comportamiento para las correspondientes ventanas s y b del estimador presuavizado

fPn (·) frente al estimador tipo núcleo con pesos Kaplan-Meier fKM
n (·) en el caso óptimo

en el que se conociese el valor exacto de la ventana óptima sKM
MISE . Se marca con un

aspa (×) el punto que indica las ventanas (s, b)MISE donde dicho cociente alcanza su

mínimo.

Se puede comprobar con facilidad el mejor comportamiento del estimador pre-

suavizado de la densidad para un amplio rango de ventanas. Además, la elección de

la ventana de presuavizado b tiene un efecto de segundo orden frente a la de la ven-

tana de suavizado s, sobre todo en el modelo 1. Es decir, una vez elegida la ventana de

suavizado s la eficiencia de fPn (·) con respecto a fKM
n (·) varía muy poco para ventanas

de presuavizado b muy diferentes entre sí. Esto es debido a la forma aproximadamente

plana de la función p (·) en dicho modelo, de modo que no varía mucho la estimación
de p (·) usando diferentes ventanas b, y por tanto, tampoco la estimación final de f (·).
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Figura 3.2. Eficiencia relativa, REKM,P
¡
s, b; sKM

MISE

¢
, para el modelo 1 con tamaños

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor mínimo está marcado con un aspa (×) .

Tabla 3.2 Eficiencia relativa de fKM
n (·) con respecto a fPn (·) obtenido por simulación

para el modelo 1, usando ventanas óptimas.

n = 50 n = 100 n = 200 n = 1000

REKM,P
¡
sPMISE, b

P
MISE; s

KM
MISE

¢
0.5650 0.5630 0.7005 0.6956
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Figura 3.3. Eficiencia relativa, REKM,P
¡
s, b; sKM

MISE

¢
, para el modelo 2 con tamaños

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor mínimo está marcado con un aspa (×) .

Tabla 3.3. Eficiencia relativa de fKM
n (·) con respecto a fPn (·) obtenido por simulación

para el modelo 2, usando ventanas óptimas.

n = 50 n = 100 n = 200 n = 1000

REKM,P
¡
sPMISE, b

P
MISE; s

KM
MISE

¢
0.7704 0.7825 0.8073 0.8275
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Figura 3.4. Eficiencia relativa, REKM,P
¡
s, b; sKM

MISE

¢
, para el modelo 3 con tamaños

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor mínimo está marcado con un aspa (×) .

Tabla 3.4. Eficiencia relativa de fKM
n (·) con respecto a fPn (·) obtenido por simulación

para el modelo 3, usando ventanas óptimas.

n = 50 n = 100 n = 200 n = 1000

REKM,P
¡
sPMISE, b

P
MISE; s

KM
MISE

¢
0.8874 0.8622 0.8350 0.9320
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Figura 3.5. Eficiencia relativa, REKM,P
¡
s, b; sKM

MISE

¢
, para el modelo 4 con tamaños

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. El valor mínimo está marcado con un aspa (×) .

Tabla 3.5. Eficiencia relativa de fKM
n (·) con respecto a fPn (·) obtenido por simulación

para el modelo 4, usando ventanas óptimas.

n = 50 n = 100 n = 200 n = 1000

REKM,P
¡
sPMISE, b

P
MISE; s

KM
MISE

¢
0.874 0.852 0.859 0.976
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Figura 3.6 Error cuadrático medio del estimador presuavizado fPn (·) (línea con puntos) y
del estimador con pesos Kaplan-Meier (línea continua) en los modelos 1-4 con n = 200.

En las tablas 3.2-3.5 figuran los valores mínimos de MISE
¡
fPn (·)

¢
y

MISE
¡
fKM
n (·)¢ obtenidos por simulación para los cuatro modelos y con tamaños

muestrales n = 50, 100, 200 y 1000 respectivamente. Estos valores aumentan con el

tamaño muestral hasta aproximadamente 0.7 en el modelo 1, y hasta 0.83, 0.93 y 0.98

en los demás modelos. Como se verá en el siguiente capítulo, esto se debe a la eficiencia

de fPn (·) con respecto a fKM
n (·) de primer orden para el modelo 1, y de tercer orden

para los demás modelos.
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Además, para un tamaño muestral igual a n = 200, se ha estimado el error cua-

drático medio:

MSE
³ bfn (t)´ = E ·³ bfn (t)− f (t)

´2¸
para cada uno de los modelos anteriores, con las ventanas (s, b)MISE y s

KM
MISE que mi-

nimizanMISE
¡
fPn (·)

¢
yMISE

¡
fKM
n (·)¢ respectivamente, obtenidas anteriormente

por simulación. En la figura 3.6 se puede comprobar cómo, eligiendo adecuadamente

las ventanas de suavizado y presuavizado (s, b), el estimador fPn (·) comete un error
menor que fKM

n (·) en una amplia región del intervalo de observación. Este mejor
comportamiento de fPn (·) es muy llamativo en el modelo 1, en el que la estimación
de f (·) es mejor mediante la presuavización en la práctica totalidad del intervalo de
observación.





Capítulo 4

Selección del parámetro de
suavización

Mientras la elección en la práctica de la función núcleo no es muy importante, la

selección del parámetro de suavización o ventana es un problema crucial, y el estudio de

procedimientos que permitan elegir la ventana óptima según algún criterio constituye

uno de los problemas más importantes en la estadística no paramétrica. En todos

ellos se escoge el parámetro de suavización de manera que minimice alguna medida de

distancia entre la función de densidad verdadera y su estimador. Sin embargo, no existe

ningún método que proporcione una expresión para la ventana óptima de manera que

en su cálculo sólo se utilice la información proporcionada por la muestra, puesto que,

generalmente, la función de discrepancia depende de la curva teórica, inobservable, y

por tanto también la expresión de la ventana.

Existe una gran variedad de técnicas de selección automática de la ventana: méto-

dos plug-in, de validación cruzada (o cross-validation) suavizada o no, métodos basados

en el remuestreo bootstrap, de los puntos de inflexión, de doble núcleo ... Además, en

función de la medida de distancia, el selector puede ser de dos tipos: global o puntu-

al, según el interés se centre en la estimación de la curva por entero o en un punto

particular.

En este capítulo, se estudiará la expresión de las ventanas que minimizan, como

medida global de error, el error cuadrático medio integrado, y puesto que dependerán

de la función de densidad teórica que se desea estimar, propondremos dos tipos de

selectores de las ventanas, unos de tipo plug-in y otros bootstrap. Demostraremos

que el selector plug-in es consistente, y finalmente estudiaremos el comportamiento de

todos ellos en un estudio de simulación.
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4.1. Representación de las ventanas MISE

La medida de distancia global entre la función de densidad verdadera y su estimador

probablemente más estudiada y usada en la práctica es el error cuadrático medio

integrado (MISE):

MISE
¡
fPn (·)

¢
= E

·Z ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv

¸
(4.1)

=

Z
E
¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv +

Z
V ar

£
fPn (v)

¤
ω (v) dv,

donde ω (·) es una función de peso no negativa. Esta función es muy útil en el contexto
de censura, puesto que es probable que existan zonas del soporte de la variable de

interés en las que sea particularmente difícil la estimación.

Los parámetros de suavización s y b que minimizan la expresión (4.1) se denominan

ventanas MISE, y se denotarán por sMISE y bMISE. Sin embargo, al desconocer la

expresión exacta de la función MISE
¡
fPn (·)

¢
y disponer únicamente de su parte

dominante asintóticamente, AMISE (·, ·), más términos despreciables, obtendremos
la expresión de las ventanas que minimizan el AMISE (·, ·), y que se denotarán por
sAMISE y bAMISE. No obstante, como se verá más adelante, la expresión de estas

ventanas AMISE será precisamente el término dominante de las ventanas MISE.

En la siguiente propiedad se da, a partir del resultado del teorema 3.2.4 del capítulo

anterior, la expresión de la función AMISE (·, ·), distinguiendo de nuevo tres casos,
según sea la relación entre las ventanas s y b. Dicha expresión depende de las siguientes

funciones, algunas de ellas ya definidas previamente en capítulos anteriores:

A (t) = f (t)
1− F (t)

1−H (t)
,

M (t) = dKf
00 (t) , (4.2)

N (t) = dK [(1− F (t))α (t)]0 , (4.3)

α (t) =

Z t

0

1
2p
00 (v)h (v) + p0 (v)h0 (v)

1−H (v)
dv, (4.4)

AK (L) =

ZZZ
K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw,

A (t, L) = A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L) , (4.5)

y de las constantes que dependen de la función núcleo

cK =
R
K2 (v) dv, dK =

R
v2K (v) dv y eK =

R
vK (v)K (v) dv.
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Propiedad 4.1.1
Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, se tiene lo siguiente

(a) Si b/s→ 0 , entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
= AMISE (s, b) +O

¡
s6
¢
+ o

³
(ns)−1

´
,

donde

AMISE (s, b) =
1

4
s4
Z

M2 (v)ω (v) dv + b4
Z

N2 (v)ω (v) dv (4.6)

+s2b2
Z

M (v)N (v)ω (v) dv +
1

ns
cK

Z
A (v)ω (v) dv.

(b) Si b/s→ L > 0 , entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
= AMISE (s, b) +O

¡
s6
¢
+ o

³
(ns)−1

´
,

donde

AMISE (s, b) =
1

4
s4
Z

M2 (v)ω (v) dv + b4
Z

N2 (v)ω (v) dv (4.7)

+s2b2
Z

M (v)N (v)ω (v) dv +
1

ns

Z
A (v, L)ω (v) dv.

(c) Si b/s→∞, entonces

MISE
¡
fPn (·)

¢
= AMISE (s, b) +O

¡
b6
¢
+ o

³
(nb)−1

´
,

donde

AMISE (s, b) =
1

4
s4
Z

M2 (v)ω (v) dv + b4
Z

N2 (v)ω (v) dv

+ s2b2
Z

M (v)N (v)ω (v) dv

+
1

ns
cK

Z
A (v) p (v)ω (v) dv +

1

nb
cK

Z
A (v) (1− p (v))ω (v) dv.

Demostración.
Es inmediato teniendo en cuenta la expresión deMISE

¡
fPn (·)

¢
dada en el teorema

3.2.4. del capítulo anterior.

Las ventanas AMISE son las que minimizan la función AMISE (·, ·). Su expre-
sión, que depende de la relación entre las ventanas, viene dada en la propiedad 4.1.2.
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Observación 4.1.1
Cuando la relación entre las ventanas es b/s→ 0, el orden del término despreciable

en (4.6) no admite un balance entre el sesgo y la varianza que permita calcular la

ventana de presuavizado b de manera que minimice AMISE (·, ·), así que en este
caso obtendremos las ventanas s y b de forma que minimicen la parte asintóticamente

dominante de MISE
³
fPn (·)

´
hasta términos de orden superior, y las denominaremos

por sAMISE y bAMISE respectivamente:

MISE
³
fPn (·)

´
=MISE (s, b) = AMISE (s, b) + o

¡
s4
¢
+ o

¡
s2b2

¢
+ o

¡
n−1b

¢
,

donde

AMISE (s, b) =
1

4
s4
Z

M2 (v)ω (v) dv + b4
Z

N2 (v)ω (v) dv

+ s2b2
Z

M (v)N (v)ω (v) dv

+
1

ns
cK

Z
A (v)ω (v) dv +

1

n

Z
B (v)ω (v) dv − 2 b

n

Z
C (v)ω (v) dv.

(4.8)

con B (·) y C (·) dados en (3.32) y (3.33) en el capítulo anterior.
Observación 4.1.2

Cuando la relación entre las ventanas es b/s → ∞, mediante la minimización en
la expresión de AMISE (·, ·) con respecto a s y b se obtiene que ambas ventanas deben

ser de orden n−1/5, lo que contradice la hipótesis de que el cociente entre las ventanas
es b/s→∞. Por lo tanto, las ventanas óptimas sAMISE y bAMISE no pueden guardar

esta relación asintótica.

Propiedad 4.1.2
Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, las ventanas AMISE vienen dadas por las

siguientes expresiones

(a) Si bAMISE/sAMISE → 0, entonces

sAMISE =

cK

Z
A (v)ω (v) dvZ

M2 (v)ω (v) dv


1/5

n−1/5, (4.9)

bAMISE =

Z
C (v)ω (v) dv ×

µZ
M2 (v)ω (v) dv

¶2/5
µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶2/5
×
Z

M (v)N (v)ω (v) dv

n−3/5. (4.10)
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Además,

MISE
¡
sAMISE, bAMISE

¢
=
5

4

µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶4/5µZ
M2 (v)ω (v) dv

¶1/5
n−4/5 +

1

n

Z
B (v)ω (v) dv

−

µZ
C (v)ω (v) dv

¶2µZ
M2 (v)ω (v) dv

¶2/5
µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶2/5 Z
M (v)N (v)ω (v) dv

n−8/5 +O
¡
n−12/5

¢
.

(4.11)

(b) Si bAMISE/sAMISE → L0 > 0, entonces

sAMISE =


Z

A (v, L0)ω (v) dv

4

Z µ
1

2
M (v) + L20N (v)

¶2
ω (v) dv


1/5

n−1/5, (4.12)

bAMISE = L0 × sAMISE. (4.13)

donde L0 = argmı́n
L>0

ψ (L), siendo

ψ (L) =

µZ
A (v, L)ω (v) dv

¶4/5 "Z µ
1

2
M (v) + L2N (v)

¶2
ω (v) dv

#1/5
(4.14)

y

MISE (sAMISE, bAMISE) =
5

44/5
ψ (L0)n

−4/5 + o
³
n−4/5

´
. (4.15)

Demostración.
(a) Si b/s→ 0 , entonces derivamos (4.8) respecto a s y a b, resolvemos el sistema

y obtenemos las expresiones de las ventanas AMISE dadas en (4.9) y (4.10), lo que

implica que el error mínimo cometido con estas ventanas es (4.11).

(b) Si las ventanas s y b son del mismo orden, entonces tomando asintóticamente

b = L× s, la expresión de AMISE (·, ·) dada en (4.7) se reduce a la siguiente:

AMISE (s, Ls) = s4
Z µ

1

2
M (v) + L2N (v)

¶2
ω (v) dv (4.16)

+
1

ns

Z
A (v, L)ω (v) dv.

El balance clásico entre los términos con s4 y (ns)−1 en (4.16) proporciona las
ventanas óptimas (4.12) y (4.13), que dependen de L > 0. Sustituimos en (4.16) el

parámetro s por una expresión análoga a (4.12) pero con L en lugar de L0, de forma

que el mínimo de AMISE (·, ·) como función de L, se alcanza en L0 = argmı́n
L>0

ψ (L).
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Observación 4.1.3
Estos resultados extienden a los del teorema 3.2 de Lo, Mack y Wang (1989) sin

presuavizar, y al teorema 1 de Cao (1993), aplicable al caso sin censura.

Observación 4.1.4
En el caso particular en el que L = 0, es decir, cuando b = 0 de modo que no se

presuaviza en absoluto, el término dominante en (4.15) es

5

4

µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶4/5µZ
M2 (v)ω (v) dv

¶1/5
,

que coincide con el término dominante de la función MISE para el estimador tipo

núcleo con pesos de tipo Kaplan-Meier fKM
n (·).

Observación 4.1.5
Si la función núcleo K (·) es log-cóncava, es decir, su logaritmo es una función

cóncava, entoncesZ
K (u)K (u+ t) du

(a)
=

Z
K

µ
u− t

2

¶
K

µ
u+

t

2

¶
du

(b)

≤
Z

K2 (u) du = cK .

En la primera igualdad (paso (a)) se realizó un cambio de variable, mientras que en

el paso (b) se ha aplicado la log-concavidad de K (·), ya que entonces

1

2
logK

µ
u− t

2

¶
+
1

2
logK

µ
u+

t

2

¶
≤ logK

µ
1

2

µ
u− t

2

¶
+
1

2

µ
u+

t

2

¶¶
= logK (u) ,

con lo cual

K

µ
u− t

2

¶
K

µ
u+

t

2

¶
≤ K2 (u) para cualquier t .

Podemos concluir así lo siguiente,

AK (L) ≤ AK (0) = cK , y por tanto A (t, L) ≤ A (t, 0) = A (t) cK ∀L > 0,

lo que implicaµZ
A (v, L)ω (v) dv

¶4/5
≤
µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶4/5
∀L > 0. (4.17)

Las principales funciones núcleo usadas en la estimación no paramétrica, entre ellas

las dadas en la tabla 1.1 del primer capítulo, son log-cóncavas.
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Observación 4.1.6
Cuando las ventanas s y b son del mismo orden, es decir, b/s→ L0 > 0, la eficien-

cia del estimador presuavizado, fPn (·), es de primer orden con respecto al estimador
de Kaplan-Meier fKM

n (·), dado que
5

44/5

µZ
A (v, L0)ω (v) dv

¶4/5ÃZ µ
1

2
M (v) + L20N (v)

¶2
ω (v) dv

!1/5
=

5

44/5
ψ (L0)

<
5

44/5
ψ (0) =

5

4

µ
cK

Z
A (v)ω (v) dv

¶4/5µ1
4

Z
M2 (v)ω (v) dv

¶1/5
,

de modo que el término dominante de MISE
¡
fPn (·)

¢
es menor que el término do-

minante de MISE
¡
fKM
n (·)¢ cuando L0 6= 0. Si L0 = 0 estamos en el caso (a), en el

que se puede comprobar fácilmente que la eficiencia del estimador presuavizado fPn (·)
es de tercer orden.

Observación 4.1.7
Si la integral

R
M (v)N (v)ω (v) dv es negativa, entonces la funciónR ¡

1
2M (v) + L2N (v)

¢2
ω (v) dv tiene un mínimo en

eL = µ−1
2

R
M (v)N (v)ω (v) dvR

N2 (v)ω (v) dv

¶1/2
> 0,

con lo cual, para un núcleo log-cóncavo, usando (4.17) se tiene ψ
³eL´ < ψ (0).

Por tanto, si
R
M (v)N (v)ω (v) dv < 0 entonces el valor óptimo en (4.14) se

alcanza en algún L0 > 0 y la eficiencia del estimador presuavizado fPn (·) es de primer
orden con respecto al estimador de Kaplan-Meier fKM

n (·). Obviamente, también podría
haber situaciones en las que

R
M (v)N (v)ω (v) dv ≥ 0 y L0 > 0.

El siguiente teorema proporciona la parte dominante de las ventanas que mini-

mizan MISE
¡
fPn (·)

¢
, que coincide con la expresión de las ventanas que minimizan

AMISE (·, ·), en el caso en el que ambas ventanas sean del mismo orden. En el caso
en que bMISE/sMISE → 0, la demostración es más laboriosa, puesto que habría que

considerar el MISE
³
fPn (·)

´
en lugar de MISE

¡
fPn (·)

¢
.

Teorema 4.1.1 Bajo las condiciones del teorema 3.2.4, y si las ventanas óptimas son
del mismo orden, entonces

sMISE − sAMISE

sMISE
→ 0 y

bMISE − bAMISE

bMISE
→ 0

donde las ventanas sAMISE y bAMISE vienen dadas por (4.12) y (4.13) respectiva-

mente, siendo L0 el único mínimo de la función ψ (·).
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Demostración.

En el caso en el que las ventanas óptimas son del mismo orden (supondremos

b = s× L), mediante una reparametrización de (4.7) se tiene que

MISEsL (s, L) = AMISEsL (s, L) +O
¡
s6
¢
+ o

³
(ns)−1

´
, (4.18)

con

AMISEsL (s, L) = s4c1 (L) +
1

ns
c2 (L) , (4.19)

siendo

c1 (L) =

Z µ
1

2
M (v) + L2N (v)

¶2
ω (v) dv (4.20)

c2 (L) =

Z
A (v, L)ω (v) dv (4.21)

y dondeM (·) , N (·) y A (·, ·) han sido definidas en (4.2), (4.3) y (4.5) respectivamente.
El balance clásico entre los términos con s4 y n−1s−1 en (4.19) proporciona las

siguientes ventanas AMISE óptimas (dependientes del parámetro L):

sAMISE (L) =

µ
c2 (L)

4c1 (L)

¶1/5
n−1/5 = c0 (L)n

−1/5 y bAMISE (L) = L× sAMISE (L)

donde

c0 (L) =

µ
c2 (L)

4c1 (L)

¶1/5
. (4.22)

Sustituyendo estas ventanas en (4.19) obtenemos

AMISEsL (sAMISE (L) , L) =
5

44/5

³
c1 (L) c2 (L)

4
´1/5

n−4/5 =
5

44/5
ψ (L)n−4/5,

donde ψ (·) ha sido definido en (4.14). Si tomamos

L0 = argmı́n
L>0

AMISEsL (sAMISE (L) , L) = argmı́n
L>0

ψ (L) , (4.23)

tenemos que las ventanas AMISE óptimas son las siguientes:

sAMISE = c0 (L0)n
−1/5 y bAMISE = L0 × sAMISE = L0 × c0 (L0)n

−1/5.

Por otro lado, por definición, las ventanas MISE (en función del parámetro L) son

sMISE (L) = argmı́n
s>0

MISEsL (s, L) y bMISE (L) = L× sMISE (L) .
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Sustituyendo estos valores en la expresión de MISEsL (·, ·) dada en (4.18), tenemos
que las ventanas MISE son sMISE = sMISE (LMISE,n) y bMISE = bMISE (LMISE,n)

donde

LMISE,n = argmı́n
L>0

MISEsL (sMISE (L) , L)

es un valor que varía con n. Vamos a demostrar que las ventanas que minimizan la

función MISEsL (·, ·) dada en (4.18) (sMISE y bMISE) y las que minimizan su parte

dominante AMISEsL (·, ·) dada en (4.19) (sAMISE y bAMISE) guardan la siguiente

relación:

sMISE = c0 (L0)n
−1/5 + o

¡
n−1/5

¢
= sAMISE + o

¡
n−1/5

¢
,

bMISE = L0 × c0 (L0)n
−1/5 + o

¡
n−1/5

¢
= bAMISE + o

¡
n−1/5

¢
.

En primer lugar demostraremos que la parte dominante de LMISE,n es precisa-

mente el valor L0 dado en (4.23), es decir, ĺımn→∞ LMISE,n = L0. Para ello definimos

la siguiente función

MISEL (L) =MISEsL (sMISE (L) , L) =
5

44/5
ψ (L)n−4/5 + o

³
n−4/5

´
, (4.24)

que por construcción alcanza su mínimo en LMISE,n. Entonces

mı́n
L>0

MISEL (L) =MISEL (LMISE,n) .

Por otro lado, tenemos que

ĺım
n→∞n4/5MISEL (L) =

5

44/5
ψ (L) (4.25)

a su vez alcanza su único mínimo en L0 <∞.
Supongamos que existe LMISE = ĺımn→∞ LMISE,n. Entonces, de existir el límite,

éste tiene que ser igual a L0. Para probarlo, en el paso (a) aplicamos que la función

ψ (·) es continua, el paso (b) se debe a la expresión de MISEL (·) dada en (4.24), y el
paso (c) es directo puesto que, por definición, LMISE,n es el argumento que minimiza

MISEL (·):

5

44/5
ψ (LMISE)

(a)
= ĺım

n→∞
5

44/5
ψ (LMISE,n)

(b)
= ĺım

n→∞n
4/5MISEL (LMISE,n)

(c)

≤ ĺım
n→∞n

4/5MISEL (L0) =
5

44/5
ψ (L0) .

(4.26)

Por tanto, ψ (LMISE) ≤ ψ (L0) < ∞. Puesto que L0 es el único argumento que
minimiza ψ (·), la anterior desigualdad permite concluir que

LMISE = ĺım
n→∞LMISE,n = L0. (4.27)
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Veamos ahora que existe ĺımn→∞ LMISE,n. Esta sucesión está acotada inferior-

mente por el cero, de modo que existe L1 = ĺıminfn→∞LMISE,n. Definimos entonces

L2 = ĺımsupn→∞ LMISE,n. Comprobaremos que L2 < ∞ y, posteriormente, que

L1 = L2 lo que implica finalmente (4.27).

Para demostrar que L2 <∞ en primer lugar (paso (a)) consideramos la forma de

la función c1 (·) dada en (4.20), en el paso (b) aplicamos la definición de ψ (·) dada en
(4.14), a continuación tenemos en cuenta la continuidad de ψ (·) y la definición de L2
(paso (c)), la igualdad (4.24) en el paso (d), el hecho de que, por definición, LMISE,n

es el argumento que minimiza la función MISEL (·) (paso (e)) y, por último, en el
paso (f), la relación (4.25):

µ
L22 ×

Z
M (v)N (v)ω (v) dv × c42 (L2)

¶1/5 (a)
≤ ¡c1 (L2) c42 (L2)¢1/5 (b)= ψ (L2)

(c)

≤ ĺım sup
n→∞

5

44/5
ψ (LMISE,n)

(d)

≤ ĺım sup
n→∞

n4/5MISEL (LMISE,n)

(e)

≤ ĺım sup
n→∞

n4/5MISEL (L0)
(f)
=

5

44/5
ψ (L0) <∞.

Para ver ahora que L1 = L2 = L0, usamos el mismo razonamiento que en (4.26)

con L1 y L2 respectivamente en lugar de LMISE para concluir

ψ (L1) ≤ ψ (L0) y ψ (L2) ≤ ψ (L0) .

Pero dado que, por definición, L0 es el único mínimo de la función ψ (·), entonces
L1 = L2 = L0, demostrando así (4.27).

A continuación, demostraremos que el término dominante de sMISE es precisa-

mente de la forma c0 (L0)n−1/5 donde c0 (·) viene dado por (4.22), es decir,

ĺım
n→∞n1/5sMISE = c0 (L0) .

La ventana sMISE es, por definición:

sMISE = sMISE (LMISE,n) = argmı́n
s>0

MISEsL (s, LMISE,n) .

Evaluamos la función MISEsL (·, ·) en una ventana s elegida de la forma kn−1/5

y en LMISE,n:

MISE
³
kn−1/5, LMISE,n

´
=
¡
c1 (LMISE,n) k

4 + c2 (LMISE,n) k
−1¢n−4/5+o³n−4/5´ .
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Por la continuidad de las funciones c1 (·) y c2 (·), y puesto que ĺımn→∞LMISE,n = L0,

entonces

ĺım
n→∞n

4/5MISEsL

³
kn−1/5, LMISE,n

´
= c1 (L0) k

4 + c2 (L0) k
−1. (4.28)

Pero la función c1 (L0)x
4 + c2 (L0)x

−1 alcanza su mínimo en el punto

x = (c2 (L0) /4c1 (L0))
1/5 de modo que la mejor elección para la constante k es

k = c0 (L0) .

Se ha probado que, de existir el límite ĺımn→∞ n1/5sMISE , éste tiene que ser c0 (L0).

Veamos ahora que ese límite existe. Para ello, en primer lugar veremos que

0 < U1 = ĺıminf
n→∞ n1/5sMISE ≤ ĺımsup

n→∞
n1/5sMISE = U2 <∞,

y en segundo lugar que U1 = U2 = c0 (L0), lo que implicaría que

ĺım
n→∞n

1/5sMISE = c0 (L0) .

Así, en el paso (a) aplicamos la definición de U2, que la función c1 (·) es continua
en L y que ĺımn→∞ LMISE,n = L0, en el paso (b) tenemos en cuenta que la parte

dominante de MISEsL (s, LMISE,n) es igual a c1 (LMISE,n) s
4 más términos positivos

que provienen de la integral de la varianza, el paso (c) es directo sin más que recordar

que sMISE es por definición la ventana que minimiza MISEsL (·, LMISE,n) y en el

paso (d) consideramos la igualdad (4.28):

c1 (L0)U
4
2

(a)
= ĺımsup

n→∞
n4/5c1 (LMISE,n) s

4
MISE

(b)

≤ ĺımsup
n→∞

n4/5MISEsL (sMISE, LMISE,n)

(c)

≤ ĺımsup
n→∞

n4/5MISEsL

¡
c0 (L0)n

−1/5, LMISE,n

¢
(d)
= c1 (L0) c

4
0 (L0) + c2 (L0) c

−1
0 (L0) =

5

44/5
¡
c1 (L0) c

4
2 (L0)

¢1/5
,

lo que implica que U2 <∞.

A continuación, por un argumento similar, se obtiene que U1 > 0. En el paso (a)

usamos la definición de U1, en el paso (b) consideramos la igualdad

ĺıminfn→∞ n1/5sMISE =
¡
ĺımsupn→∞ n−1/5s−1MISE

¢−1
, en el paso (c) tenemos en cuen-

ta que la parte dominante deMISEsL (s, LMISE,n) es igual a c2 (LMISE,n)n
−1s−1 más

términos positivos que provienen de la integral del sesgo al cuadrado, el paso (d) es

directo puesto que sMISE y LMISE,n son, por definición, los valores que minimizan

MISEsL (·, ·) y en el paso (e) usamos la igualdad (4.28):
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c2 (L0)U
−1
1

(a)
= c2 (L0)

³
ĺıminf
n→∞ n1/5sMISE

´−1 (b)
= c2 (L0) ĺımsup

n→∞
n−1/5s−1MISE

= ĺımsup
n→∞

n4/5c2 (LMISE,n)n
−1s−1MISE

(c)

≤ ĺımsup
n→∞

n4/5MISEsL (sMISE, LMISE,n)

(d)

≤ ĺımsup
n→∞

n4/5MISEsL

¡
c0 (L0)n

−1/5, LMISE,n

¢
(e)
=

5

44/5
¡
c1 (L0) c

4
2 (L0)

¢1/5
.

Una vez probado que la sucesión n1/5sMISE tiene límite inferior y superior, veamos

que ambos son iguales a c0 (L0). Para ello, consideramos ahora dos subsucesionesn
sMISEn1(k)

o
y
n
sMISEn2(k)

o
verificando

ĺım
k→∞

n
1/5
1(k)sMISE = U1 y ĺım

k→∞
n
1/5
2(k)sMISE = U2.

Entonces

c1 (L0)U
4
2 + c2 (L0)U

−1
2 = ĺım

k→∞
n
4/5
2(k)MISEsL

³
sMISEn2(k) , LMISE,n

´
≤ ĺım

k→∞
n
4/5
2(k)MISEsL

³
c0 (L0)n

−1/5
2(k) , LMISE,n

´
= c1 (L0) c

4
0 (L0) + c2 (L0) c

−1
0 (L0) .

Del mismo modo

c1 (L0)U
4
1 + c2 (L0)U

−1
1 ≤ c1 (L0) c

4
0 (L0) + c2 (L0) c

−1
0 (L0) .

Pero como c0 (L0) es el único real positivo donde se alcanza el mínimo de la función

c1 (L0)x
4 + c2 (L0)x

−1 entonces c0 (L0) = U1 = U2, es decir

ĺım
n→∞n

1/5sMISE = c0 (L0) =

µ
c2 (L0)

4c1 (L0)

¶1/5
. (4.29)

Por último, de (4.27) y (4.29) se obtiene que

ĺım
n→∞n

1/5bMISE = ĺım
n→∞LMISE,n × n1/5bMISE = L0 × c0 (L0) .

Queda así demostrado el teorema.
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4.2. Comparación de las ventanas MISE y AMISE por
simulación

Se ha realizado un estudio de simulación para ilustrar el comportamiento en la

práctica de las ventanas MISE y AMISE, y comprobar cómo las ventanas AMISE

se aproximan a las correspondientes MISE cuando aumenta el tamaño muestral. De

nuevo, hemos considerado los cuatro modelos simulados en los capítulos anteriores. En

los modelos 1, 2 y 4 la variable observable sigue la distribución Z
d
= U [0, 1], mientras

que en el modelo 3 se tiene que Z d
=W (1.75, 5).

En la tabla 4.1 se muestran las funciones de densidad teóricas a estimar f (·) y
las probabilidades condicionales de no censura p (·) para cada uno de los modelos.
Además, en la figura 4.1 se representan la función de densidad f (·) de la variable
de interés (línea con puntos), la función de densidad de la variable observable h (·)
(línea continua gruesa) y la función de probabilidad condicional de no censura p (·)
(línea continua fina) para cada uno de los modelos. Para todas ellas, la función peso

ω (·) es la función indicadora del intervalo cuyos extremos vienen dados por las líneas
verticales. Estos intervalos son los mismos que los tomados en el estudio de simulación

de los capítulos anteriores.

Como se vio al comienzo del presente capítulo, la expresión de las ventanas AMISE

depende de la relación asintótica entre las ventanas s y b. Por eso, en primer lugar

estudiaremos para cada modelo si, en el óptimo, el cociente b/s tiende, cuando n tiende

a infinito, a un número positivo L > 0 ó a cero. Esta relación asintótica entre s y b

también indicará, para cada modelo, si la eficiencia del estimador presuavizado fPn (·)
con respecto a fKM

n (·) es de primer orden (L > 0) o de tercer orden (L = 0).

Tabla 4.1. Funciones de densidad f (·) y probabilidad condicional de no censura p (·) en
los modelos 1-4.

Función de densidad Función p (t)

f (t) = (1− t)3/8 e−1/4t2
³
3
8 (1− t)−1 + 1

2 t
´

p (t) = 1
2

h
1− ¡t− 1

2

¢2i
f (t) = 3te−3/2t2 p (t) =

h
3
4 − 3

¡
t− 1

2

¢2i
1{0≤t≤1}

f (t) = 5
2 t
4e−t5 + 80t4e−32t5 p (t) =

5
2e
−t5 + 80e−32t5

41.0327
¡
e−t5 + e−32t5

¢
f (t) =

¡
20t3 − 12t2 + 1¢ e−5t4+4t3−t p (t) =

¡
20t3 − 12t2 + 1¢ (1− t)
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Figura 4.1. Funciones p (·) , h (·) y f (·) para los modelos 1-4. La función peso ω (·) es la
función indicadora del intervalo marcado por las líneas verticales.

El valor de la constante L0 es aquel que minimiza la función

ψ5 (L) =

µZ
A (v, L)ω (v) dv

¶4 Z µ
1

2
M (v) + L2N (v)

¶2
ω (v) dv,

siendo A (·, ·) ,M (·) y N (·) las funciones dadas en (4.5), (4.2) y (4.3) respectivamente.
Se ha calculado la expresión exacta de esta función para cada modelo (ver figura 4.2)

y se han obtenido los valores L0 ≥ 0 que minimizan dichas funciones. Este valor es
L0 = 3.56 para el modelo 1 y L0 = 0 para los modelos 2-4. La eficiencia del estimador

presuavizado es de primer orden únicamente en el modelo 1.
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Figura 4.2. Función ψ5 (·) para los modelos 1-4 para valores de L ∈ [0, 8].

Para los modelos 2-4, en los que la relación asintótica entre las ventanas AMISE es

b/s→ L = 0, la expresión de las ventanas óptimas sAMISE y bAMISE viene dada por

(4.9) y (4.10) respectivamente. Aunque ésas son las expresiones de las ventanas asin-

tóticamente óptimas, para tamaños muestrales finitos, el valor de la ventana bAMISE

puede llegar a ser extraordinariamente pequeño. Por esa razón, en la práctica se ha

considerado que las ventanas óptimas verifican que b/s = Ln → L = 0, y se han

tomado como ventana AMISE de suavizado sAMISE dada por (4.9) y

bAMISE = Ln × sAMISE .

Para cada tamaño muestral n, el valor de Ln se ha calculado como aquel que minimiza

la función AMISE (·, ·) dada por (4.8).
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Para cada modelo, y para los tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000 se ha

calculado el valor de sKM
AMISE, la ventana AMISE para el estimador de Kaplan-Meier

suavizado fKM
n (·). Con dicha ventana, y mediante una aproximación de Montecarlo

con m = 500 muestras, se ha obtenido el error cuadrático medio integrado cometido,

es decir, MISEsKM
AMISE

¡
fKM
n (·)¢.

Definimos ahora la eficiencia relativa AMISE del estimador de Kaplan-Meier

fKM
n (·) con respecto al estimador presuavizado fPn (·) como el cociente entre

MISE
¡
fPn (·)

¢
y MISEsKM

AMISE

¡
fKM
n (·)¢, que depende de las ventanas s y b:

REKM,P
AMISE (s, b) =

MISE
¡
fPn (·)

¢
MISEsKM

AMISE
(fKM

n (·)) .

Valores de REKM,P
AMISE (s, b) menores que 1 indican una mayor eficiencia del estimador

presuavizado fPn (·) calculado con el par de ventanas (s, b) con respecto al estimador
tipo núcleo con pesos Kaplan-Meier fKM

n (·) para la correspondiente ventana AMISE.

Para ello se ha simulado mediante Montecarlo MISE
¡
fPn (·)

¢
a partir de m = 500

muestras de tamaños n = 50, 100, 200 y 1000.

En las figuras 4.3-4.6 se representa, mediante curvas de nivel, el valor de

REKM,P
AMISE (·, ·) en una rejilla de valores de s y b para los cuatro modelos conside-

rados y con los cuatro tamaños muestrales n = 50, 100, 200 y 1000. Se marca con un

aspa (×) el punto que indica las ventanas sPAMISE y bPAMISE.

En todos los modelos simulados existe una región muy amplia de valores para el

par de ventanas (s, b) con las que el estimador presuavizado fPn (·) es más eficiente que
el estimador de Kaplan-Meier suavizado. Esta ineficiencia del estimador fKM

n (·) es ex-
cepcional en el modelo 1 puesto que, dependiendo del tamaño muestral, REKM,P

AMISE (·, ·)
puede tomar valores incluso menores que 0.5. Podemos ver además en las figuras 4.3-

4.6 que el valor teórico de las ventanas sAMISE y bAMISE se encuentran, con holgura,

dentro de la región de ventanas para las que REKM,P
AMISE (·, ·) < 1. Se espera, por tanto,

que cualquier selector consistente para las ventanas s y b proporcione estimaciones

presuavizadas de f (·) más eficientes que el estimador de Kaplan-Meier suavizado aún
con el valor exacto de su correspondiente ventana AMISE, independientemente de si

los datos proceden de un modelo con eficiencia de primer o tercer orden.

El buen comportamiento de las ventanas AMISE mostrado en estos gráficos mo-

tiva la definición y estudio, en la siguiente sección, de un selector de las ventanas de

tipo plug-in.
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Figura 4.3. Eficiencia relativa REKM,P
AMISE (s, b) para el modelo 1 con tamaños muestrales

n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAMISE y bAMISE está marcado con un

aspa (×) .
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Figura 4.4. Eficiencia relativa REKM,P
AMISE (s, b) para el modelo 2 con tamaños muestrales

n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAMISE y bAMISE está marcado con un

aspa (×) .
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Figura 4.5. Eficiencia relativa REKM,P
AMISE (s, b) para el modelo 3 con tamaños muestrales

n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAMISE y bAMISE está marcado con un

aspa (×) .



196 Capítulo 4. Selección del parámetro de suavización

0.1 0.2 0.3 0.4
Ventana s

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

Ve
nt

an
a 

b

 0.
9

 1
.0  1
.1 1.1

 1.
2

 1.2

 1
.3

 1.3

 1
.4

 1.4

 1.
5

 1.5

 1
.5

 1
.7

n=50

0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
Ventana s

0.01

0.10

0.20

0.30

Ve
nt

an
a 

b

 0.
8

 0.9  1.0

 1.0

 1.1 1.1

 1.
2

 1.
2

 1.
3

 1.
4

 1
.5

n=100

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Ventana s

0.01

0.05

0.10

0.15

0.20

Ve
nt

an
a 

b

 0.
8

 0.
9

 0.9  1.
0

 1.0

 1.
1 1.1

 1
.2

 1.2

 1.
3

 1.3

 1.
4

 1.4
 1.5

 1.7

n=200

0.05 0.10 0.150.01
Ventana s

0.00

0.05

0.10

0.15

Ve
nt

an
a 

b

 0
.8

 0.
9

 1
.0

 1.1

 1.1

 1.2

 1.
2

 1.3

 1.3

 1.4

 1.4

 1.5
 1.7

 2.0
 2.5
 3.0

n=1000

Figura 4.6. Eficiencia relativa REKM,P
AMISE (s, b) para el modelo 4 con tamaños muestrales

n = 50, 100, 200 y 1000. El valor de las ventanas sAMISE y bAMISE está marcado con un

aspa (×) .
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4.3. Selectores de las ventanas de tipo plug-in

En esta sección estudiamos selectores de tipo plug-in de las ventanas s y b en

el caso en el que ambas son del mismo orden, es decir, b/s → L > 0, y por tanto

la eficiencia del estimador presuavizado fPn (·) es de primer orden con respecto al
estimador de Kaplan-Meier fKM

n (·). Este selector se obtiene reemplazando, en las
expresiones (4.12) y (4.13) de las ventanas óptimas, las integrales que dependen de

funciones teóricas desconocidas por estimaciones adecuadas de las mismas.

Observación 4.3.1

En la definición de las ventanas plug-in se hará uso de la relación que hay entre

las funciones razón de fallo de la variable observable λH (·) y la de interés λF (·) por
medio de la función p (·):

λF (t) = p (t)λH (t)⇒ p (t) =
f (t) (1−H (t))

h (t) (1− F (t))
.

Esta relación de p (·) con las funciones f (·) , F (·) , h (·) y H (·) permite escribir la
función A (·, ·) dada en (4.5) de la forma:

A (t, L) = A (t) p (t) cK +A (t) (1− p (t))AK (L)

=
f2 (t)

h (t)
cK +

µ
f (t)

1− F (t)

1−H (t)
− f2 (t)

h (t)

¶
AK (L) .

Las ventanas plug-in propuestas son

bs =
 bc2 ³bL´
4bc1 ³bL´

1/5 n−1/5 y bb = bL× bs, (4.30)

dondebc1 (L) =

Z µ
1

2
Mn (v) + L2Nn (v)

¶2
ω (v) dv =

1

4
d2K

Z
fP 00n (v)2 ω (v) dv (4.31)

+L4d2K

Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤2
ω (v) dv

+L2d2K

Z
fP 00n (v)

£¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤
ω (v) dv,

bc2 (L) =

Z
An (v, L)ω (v) dv = cK

Z
fPn (v)

2

hn (v)
ω (v) dv (4.32)

+AK (L)

ÃZ
fPn (v)

1− FP
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv −
Z

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv

!

y el valor estimado de L0 es bL = argmı́nL>0 ψn (L), donde ψn (t) =
¡bc1 (L)bc42 (L)¢1/5.
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Estas funciones dependen del estimador presuavizado de la densidad fPn (·) con
ventanas piloto s0 y b0, y del estimador presuavizado de la función de distribución con

ventana piloto b0, siendo pn (·) el estimador de Nadaraya-Watson de p (·):

pn (t) =

1

n

nP
i=1

Kb0 (t− Zi) δi

1

n

nP
i=1

Kb0 (t− Zi)
=

ψn (t)

hn (t)
,

y hn (·) el estimador de Parzen-Rosenblatt de h (·), ambos calculados con ventana b0.
Además, el estimador fP 00n (·) no es más que la derivada segunda de fPn (·), Hn (·) es

el estimador empírico de H (·), y los estimadores de las funciones α (·), dada en (4.4),
y α0 (·) son

αn (t) =

Z t

0

1
2p
00
n (v)hn (v) + p0n (v)h0n (v)

1−Hn (v) +
1
n

dv y α0n (t) =
1
2p
00
n (t)hn (t) + p0n (t)h0n (t)

1−Hn (t) +
1
n

.

Las funciones p0n (·) y p00n (·) son las derivadas primera y segunda, respectivamente, del
estimador pn (·):

p0n (t) =
ψ0n (t)hn (t)− ψn (t)h

0
n (t)

h2n (t)
,

p00n (t) =
ψ00n (t)h2n (t)− ψn (t)h

00
n (t)hn (t)− 2ψ0n (t)h0n (t)hn (t) + 2ψn (t)h

0
n (t)

2

h3n (t)
,

siendo

h(k)n (t) =
1

n

nP
i=1

K
(k)
b0
(t− Zi) , ψ(k)n (t) =

1

n

nP
i=1

K
(k)
b0
(t− Zi) δi

y

K
(k)
b0
(t) =

1

bk+11

K(k)

µ
t

b0

¶
.

Las ventanas plug-in dependen entonces de dos ventanas piloto: la ventana de

presuavizado b0, necesaria para estimar no paramétricamente las funciones p (·) , p0 (·) ,
p00 (·) , F (·) , h (·) , h0 (·) y h00 (·), y la ventana de suavizado s0, que se usará para estimar
fPn (·) a partir de FP

n (·).
Observación 4.3.2

En el caso en que bL = 0, la ventanas plug-in propuestas son
bs0 = µ1

4
bc2 (0)bc−11 (0)

¶1/5
n−1/5 y bb0 = eL× bs0,

siendo eL el argumento donde alcanza su mínimo la funcióneψ (L) = bs40 × bc1 (L) + 1

nbs0bc2 (L)− 2bs0 × L

n

R
Cn (v)ω (v) dv,
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es decir, la estimación tipo plug-in de AMISE (·, ·) (menos el término en 1
n), y donde

Cn (t) = eKf
P
n (t)

2 pn (t) (1− pn (t))hn (t)¡
1−Hn (t) +

1
n

¢2 .

4.3.1. Consistencia de las ventanas plug-in

Para comprobar la consistencia de las ventanas dadas en (4.30), probaremos que

las ventanas plug-in bs y bb se aproximan en probabilidad a las respectivas ventanas
teóricas MISE, es decir,

bs− sMISE

sMISE

P−→ 0 y
bb− bMISE

bMISE

P−→ 0

que, en virtud del teorema 4.1.2, equivalen a

bs− sAMISE

sAMISE

P−→ 0 y
bb− bAMISE

bAMISE

P−→ 0.

Para ello basta demostrar

bL P−→ L0, bc1 ³bL´ P−→ c1 (L0) y bc2 ³bL´ P−→ c2 (L0) . (4.33)

En la demostración serán necesarias las hipótesis sobre las funciones K (·) ,H (·) ,
p (·) y f (·) ya enunciadas en capítulos anteriores, junto con las siguientes adicionales:
(p3) La función p (·) verifica que p (0) = 1, y existe una constante positiva ε > 0 tal

que ε = sup {t > 0 : p (x) = 1 ∀x ∈ [0, t)} > 0.
Las ventanas piloto s0 de suavizado y b0 de presuavizado verifican

(v5) s→ 0 y ns2 →∞.

(v6) b→ 0 y nb→∞.

(v7) nb5 log (1/b)−1 →∞.
(v8) nbs3 →∞ y b4s−3 → 0.

(v9) nbs (logn)−3 →∞, b4s−1 (logn)2 → 0 y nb−3s2 (logn)5 →∞.

La condición (p3) es de tipo técnico, pero no excesivamente restrictiva en la apli-

cación a datos reales, puesto que implica que un tiempo de vida no puede estar cen-

surado por un número arbitrariamente pequeño.

Por su parte, la hipótesis (v7) implica la consistencia uniforme de las segundas

derivadas de los estimadores tipo núcleo pn (·) y hn (·). Finalmente, (v9) garantiza la
despreciabilidad del término de error en (·) dado en la representación del teorema 3.2.1.
La hipótesis (v4), o también (v8), implican (v9).
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Propiedad 4.3.1
Sea I

hbL,L0i el intervalo de extremos bL y L0. Si las funciones bc1 (·) y bc2 (·) son
derivables con derivada uniformemente acotada, en probabilidad, en L ∈ I

hbL,L0i,
entonces para probar las convergencias (4.33) basta demostrar lo siguiente:

(i) bL P−→ L0

(ii) bc1 (L) P−→ c1 (L) ∀L > 0

(iii) bc2 (L) P−→ c2 (L) ∀L > 0

Demostración.
Por el teorema del valor medio, se tiene¯̄̄bc1 ³bL´− bc1 (L0)¯̄̄ ≤ ¯̄̄bL− L0

¯̄̄
sup

L∈I[L,L0]

¯̄̄̄
∂

∂L
bc1 (L)¯̄̄̄ .

Dado que, por hipótesis, bc1 (·) es derivable con derivada uniformemente acotada en
probabilidad en L ∈ I

hbL,L0i, la condición (i) implica bc1 ³bL´− bc1 (L0) P−→ 0.

Por otra parte, de la condición (ii) se obtiene bc1 (L0) P−→ c1 (L0). De esta conver-

gencia y de la anterior, se deduce la convergencia deseada:

bc1 ³bL´ P−→ c1 (L0) .

La demostración para bc2 (·) es análoga.
Propiedad 4.3.2

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (H4) , (p2) , (p3) , (f1) , (ω1) , (v5)− (v8) y supo-
niendo bL P−→ L0, las funciones bc1 (·) y bc2 (·) son derivables con derivada uniforme-
mente acotada en probabilidad.

Demostración.
La función bc1 (·) es derivable con derivada uniformemente acotada en probabilidad,

puesto que

∂

∂L
bc1 (L) =

∂

∂L

½
1

4
d2K

Z
fP 00n (v)2 ω (v) dv

+L4d2K

Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤2
ω (v) dv

+L2d2K

Z
fP 00n (v)

£¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤
ω (v) dv

¾
= 4L3d2K

Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤2
ω (v) dv

+2Ld2K

Z
fP 00n (v)

£¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤
ω (v) dv
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está uniformemente acotada en L ∈ I
hbL,L0i por

sup
L∈I[L,L0]

¯̄̄̄
∂

∂L
bc1 (L)¯̄̄̄ = 4eL3d2K Z £¡

1− FP
n (v)

¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¤2
ω (v) dv (4.34)

+2eLd2K Z fP 00n (v)
¯̄¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¯̄
ω (v) dv

donde eL = máxnbL,L0o = OP (1). Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (p2) , (p3) , (f1) ,

(ω1) , (v5) , (v7) y (v8), y en virtud de la observación 4.3.3, la desigualdad de Cauchy-

Schwarz y los lemas 4.3.10, 4.3.11 y 4.3.12 que se demostrarán en la siguiente sub-

sección, las integrales que aparecen en (4.34) son de orden OP (1).

La función bc2 (·) es también derivable con derivada acotada en probabilidad, puesto
que su derivada

∂

∂L
bc2 (L) =

∂

∂L

"
cK

Z
fPn (v)

2

hn (v)
ω (v) dv

+AK (L)

ÃZ
fPn (v)

1− FP
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv −
Z

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv

!#

=

ÃZ
fPn (v)

1− FP
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv −
Z

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv

!
∂

∂L
AK (L)

está uniformemente acotada en L ∈ I
hbL,L0i por

sup
L∈I[L,L0]

¯̄̄̄
∂

∂L
bc2 (L)¯̄̄̄ = ÃZ fPn (v)

1− FP
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv +

Z
fPn (v)

2

hn (v)
ω (v) dv

!
· C

(4.35)

donde la constante C es igual a

C = sup
L>0

¯̄̄̄
∂

∂L
AK (L)

¯̄̄̄
= sup

L>0

¯̄̄̄
∂

∂L

ZZZ
K (u)K (v)K (w)K (u+ L (v − w)) dudvdw

¯̄̄̄
= sup

L>0

¯̄̄̄ZZZ
K (u)K (v)K (w) (v −w)K 0 (u+ L (v −w)) dudvdw

¯̄̄̄
≤ 2

Z
|u|K (u) du sup

u∈[−1,1]

¯̄
K 0 (u)

¯̄
.

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (H4) , (p2) , (p3) , (f1) , (ω1) , (v5) y (v6), y por

los lemas 4.3.8 y 4.3.9 que establecen la acotación en probabilidad de las integrales en

(4.35), el supremo en L ∈ I
hbL,L0i de la derivada de bc2 (·) es de orden OP (1) .
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Propiedad 4.3.3

Si las funciones bc1 (·) y bc2 (·) verifican
bc1 (L) P−→ c1 (L) y bc2 (L) P−→ c2 (L) ∀L > 0, (4.36)

entonces bL P−→ L0.

Demostración.

Usando (4.36) se obtiene

ψn (L) =
¡bc1 (L)bc42 (L)¢1/5 P−→ ψ (L) =

¡
c1 (L) c

4
2 (L)

¢1/5 ∀L > 0. (4.37)

Tendremos demostrada la convergencia en probabilidad bL P−→ L0 cuando probemos

∀ε > 0, P
³¯̄̄bL− L0

¯̄̄
> ε

´
→ 0.

Fijemos un ε > 0. Puesto que L0 = argmı́nL>0 ψ (L), existe un δ > 0 y existen dos

valores 0 < a < b tales que

ψ (L) > ψ (L0) + δ ∀L ∈ [a, b] \ (L0 − ε, L0 + ε) . (4.38)

Sea el suceso An =
©|ψn (L0)− ψ (L0)| ≥ δ

2

ª
. Por la aplicación de (4.37) en L0,

tenemos que ĺımP (An) = 0. Además,

∀ω ∈ An ⇒ ψn (L0) < ψ (L0) +
δ

2
.

Definimos ahora el suceso

Bn =

(
sup

L∈[a,b]\(L0−ε,L0+ε)
|ψn (L)− ψ (L)| ≥ δ

2

)
,

del que también se tiene que ĺımP (Bn) = 0, puesto que, por (4.37) y la continuidad

de las funciones ψn (·) y ψ (·), se tiene

sup
L∈[a,b]\(L0−ε,L0+ε)

|ψn (L)− ψ (L)| P−→ 0.

Además, considerando la desigualdad (4.38)

ω ∈ Bn ⇒ ψn (L) ≥ ψ (L)− δ

2
> ψ (L0) +

δ

2
∀L ∈ [a, b] \ (L0 − ε, L0 + ε) .

En resumen,

ω ∈ An ∩Bn ⇒ ψn (L0) < ψ (L0) +
δ

2
< ψn (L) ∀L ∈ [a, b] \ (L0 − ε, L0 + ε) .
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Pero teniendo en cuenta que bL = argmı́nL>0 ψn (L), entonces

ω ∈ An ∩Bn ⇒ bL ∈ [L0 − ε, L0 + ε]⇔
¯̄̄bL− L0

¯̄̄
≤ ε,

de modo que

P
³¯̄̄bL− L0

¯̄̄
> ε

´
= P

³
An ∩Bn

´
= P (An ∪Bn) ≤ P (An) + P (Bn)→ 0.

Antes de afrontar la demostración de las convergencias en probabilidad:

bc1 (L) P−→ c1 (L) y bc2 (L) P−→ c2 (L) ∀L > 0,

probaremos previamente algunos lemas que se utilizarán en dicha demostración.

Lemas previos

En las demostraciones de la siguiente sección, será necesario aplicar el teorema de

la convergencia dominada para calcular el límite cuando n→∞ de distintas integrales

que dependen de n a través de las ventanas piloto. Por ello, en los siguientes lemas se

demuestra que ciertas funciones, que aparecerán en los integrandos de dichas integrales,

están acotadas por otra función, y se calculan sus límites cuando n→∞.

Lema 4.3.1
Supóngase la condición (ω1) y sea g (·) cierta función y gn (·) un estimador de

la misma. Si la función g (·) y los momentos E [gn (·)] y E
£
g2n (·)

¤
son continuos, sus

valores absolutos están acotados en t y además

ĺım
n→∞E [gn (t)] = g (t) y ĺım

n→∞E
£
g2n (t)

¤
= g2 (t) ,

entoncesZ
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv

P−→ 0 y, por tanto,
Z

g2n (v)ω (v) dv
P−→
Z

g2 (v)ω (v) dv.

Demostración.
Si definimos la norma kgk2 =

R
g2 (v)ω (v) dv, entonces por la desigualdad trian-

gular se tiene que

|kgnk2 − kgk2| ≤ kgn − gk2 ,

y por tanto

R
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv

P−→ 0⇒ R
g2n (v)ω (v) dv

P−→ R
g2 (v)ω (v) dv.
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Pero al ser
R
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv una sucesión de variables aleatorias positivas,

para demostrar su convergencia en probabilidad a cero basta probar que

ĺım
n→∞E

·Z
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv

¸
= 0,

donde

ĺım
n→∞E

·Z
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv

¸
= ĺım

n→∞

Z
E
h
(gn (v)− g (v))2

i
ω (v) dv

= ĺım
n→∞

Z ³
Sesgo (gn (v))

2 + V ar (gn (v))
´
ω (v) dv

= ĺım
n→∞

Z
(E [gn (v)]− g (v))2 ω (v) dv + ĺım

n→∞

Z ³
E
£
g2n (v)

¤− E [gn (v)]2´ω (v) dv.
Si la función g (·) y los momentos E [gn (·)] y E

£
g2n (·)

¤
son continuos, su valor absoluto

está acotado en t y si además

ĺım
n→∞E [gn (t)] = g (t) y ĺım

n→∞E
£
g2n (t)

¤
= g2 (t) ,

entonces, gracias a (ω1), el teorema de la convergencia dominada garantiza que

ĺım
n→∞E

·Z
(gn (v)− g (v))2 ω (v) dv

¸
=

Z
ĺım
n→∞ (E [gn (v)]− g (v))2 ω (v) dv

+

Z
ĺım
n→∞

³
E
£
g2n (v)

¤− E [gn (v)]2´ω (v) dv = 0.

Lema 4.3.2
Sea ε1 (·) la función dada en la representación i.i.d. del estimador presuavizado

fPn (·) en el teorema 3.2.1 del capítulo anterior:

ε1 (t) = (1− F (t)) (g1 (t, Z1)− g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1, δ1)) , (4.39)

donde

g1 (t, Z) =
p (t)

1−H (t)

¡
1{Z≤t} −H (t)

¢
, (4.40)

g2 (t, Z) =

Z t

0

1{Z≤v} −H (v)

1−H (v)
p0 (v) dv, (4.41)

g3 (t, Z, δ) =

Z t

0
Kb (v − Z)

δ − p (v)

1−H (v)
dv. (4.42)

Entonces, bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p2) y (p3):
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a) La función E [ε1 (·)] es continua, acotada por una constante y verifica

ĺım
n→∞

1

b2
E (ε1 (t)) = α (t) dK ,

siendo α (·) la función dada en (4.4).
b) La función m (t1, . . . , tn0) = E [ε1 (t1) . . . ε1 (tn0)] es medible, acotada por una

constante y su límite cuando n→∞ es finito.

Demostración.

Las funciones g1 (·, Z) , g2 (·, Z) y g3 (·, Z, δ) son continuas para todo t > 0, excepto
la función g1 (·, Z) que lo es en todo t > 0 salvo en un conjunto de medida nula.

Además, dado que E [g1 (t, Z)] = E [g2 (t, Z)] = 0, se tiene que

E [ε1 (t)] = (1− F (t))

ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu. (4.43)

Entonces, E [ε1 (·)] es continua y la función m (·, . . . , ·) es medible. Además, bajo la
condición (p2), el valor absoluto de ambas funciones está acotado por una constante,

puesto que para todo t ∈ [0, tH ] y para todo par (Z, δ), se tiene

|g1 (t, Z)| ≤ 1

1−H (tH)
,

|g2 (t, Z)| ≤ 1

1−H (tH)

Z tH

0

¯̄
p0 (v)

¯̄
dv,

|g3 (t, Z, δ)| ≤ 1

1−H (tH)
.

Por tanto, también ĺımn→∞ |m (t1, . . . , tn0)| <∞.

Con respecto al límite cuando n→∞ de E [ε1 (·)], realizamos un cambio de variable
(paso (a)) y deshacemos la integral en dos sumandos según el intervalo de integración

(paso (b)):

ĺım
n→∞

1

b2
E [ε1 (t)] = (1− F (t)) ĺım

n→∞
1

b2

ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

(a)
= (1− F (t)) ĺım

n→∞
1

b2

ZZ t

0
K (w)

p (v − bw)− p (v)

1−H (v)
h (v − bw)1{v−bw≥0}dvdw

(b)
= (1− F (t)) ĺım

n→∞
1

b2

Z t

0

Z 1

−1
K (w)

p (v − bw)− p (v)

1−H (v)
h (v − bw) dwdv

− (1− F (t)) ĺım
n→∞

1

b2

Z b

0

Z 1

v/b
K (w)

p (v − bw)− p (v)

1−H (v)
h (v − bw) dwdv

= (1− F (t)) ĺım
n→∞

µ
1

b2
I1 (t, b)− 1

b2
I2 (b)

¶
.
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Gracias a las condiciones (H2) y (p2), realizamos un desarrollo de Taylor de orden

dos, con resto en forma integral, de las funciones p (·) y h (·) que aparecen en la integral
I1 (·, ·), y por las propiedades de simetría del núcleo, se tiene

ĺım
n→∞

1

b2
I1 (t, b) = ĺım

n→∞
1

b2

ZZ t

0
K (w)

×−bwp
0 (v) + 1

2b
2w2p00 (v)− 1

2b
3w3

R 1
0 (1− x1)

2 p000 (v − bwx1) dx1

1−H (v)

×
µ
h (v)− bwh0 (v) + b2w2

Z 1

0
(1− x2)h

00 (v − bwx2) dx2

¶
dvdw = α (t) dK .

En el segundo término, I2 (·), llevamos a cabo el cambio de variable u = v
b (paso

(a)) y un desarrollo de Taylor de las funciones p (·) ,H (·) y h (·) en torno al cero (paso
(b)), junto con la condición (p3) que implica p0 (0) = 0, se tiene

ĺım
n→∞

1

b2
I2 (b)

(a)
= ĺım

n→∞
1

b

Z 1

0

Z 1

u
K (w)

p (bu− bw)− p (bu)

1−H (bu)
h (bu− bw) dudw

(b)
= ĺım

n→∞

Z 1

0

Z 1

u
K (w)

·
(u− w)

Z 1

0
p0 (bux1 − bwx1) dx1 − u

Z 1

0
p0 (byu) dy

¸
×
µ

1

1−H (0)
+ bu

Z 1

0

h (byu)

(1−H (byu))2
dy

¶
×
µ
h (0) + b (u− w)

Z 1

0
h0 (bux2 − bwx2) dx2

¶
dudw = 0.

Se demuestra así lo establecido en el lema.

Lema 4.3.3

Sea σn (·) el tercer término en la representación i.i.d. del estimador presuavizado
fPn (·) dada en el teorema 3.2.1 del capítulo anterior:

σn (t) =
1

ns

nP
i=1

Z
εi (t− sv)K 0 (v) dv. (4.44)

Entonces, bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p2) , (p3) y (f1), su esperanza es continua,

su valor absoluto está acotado y

ĺım
n→∞E [σn (t)] = 0.

Demostración.

La esperanza de la función σn (·) es igual a

E [σn (t)] =
1

s

Z
E [ε1 (t− sv)]K 0 (v) dv, (4.45)
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siendo ε1 (·) la función dada en (4.39). Por el lema 4.3.2 y teniendo en cuenta las
hipótesis (K1) y (p1), entonces para todo t ∈ [0, tH ] la esperanza E [σn (·)] está acotada
por una constante. Además, es continua por serlo la función E [ε1 (·)] dada en (4.43).
Para calcular el límite, cuando n→∞, de E [σn (·)] realizamos un desarrollo de Taylor
de orden 1, con resto en forma integral, de la función E [ε1 (t− sv)]:

E [σn (t)] =
1

s

Z µ
E [ε1 (t)]− vs

Z 1

0
E [ε1 (t− vsx)]0 dx

¶
K 0 (v) dv

=

Z
vK 0 (v)

Z 1

0
E [ε1 (t− vsx)]0 dxdv,

donde, aplicando el cambio un variable,

∂

∂t
E [ε1 (t)] = −f (t)

ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

+
1− F (t)

1−H (t)

Z
Kb (t− u) (p (u)− p (t))h (u) du

= −f (t)
ZZ t

0
K (w)

p (v − wb)− p (v)

1−H (v)
h (v − wb) dwdu

+
1− F (t)

1−H (t)

Z
K (v) (p (t− vb)− p (t))h (t− vb) dv

es, por las hipótesis (H2) , (p2) y (f1) continua y acotada en t ∈ [0, tH ]. Aplicamos
entonces el teorema de la convergencia dominada:

ĺım
n→∞E [σn (t)] =

Z
vK 0 (v)

Z 1

0
ĺım
n→∞E [ε1 (t− vsx)]0 dxdv = − ĺım

n→∞E [ε1 (t)]
0 .

Para demostrar que ĺımn→∞ E [σn (t)] = 0 probaremos que el límite cuando n→∞ de

cada uno de los sumandos en los que se descompone ∂
∂tE [ε1 (t)] es cero.

Dada una función genérica m (·) dos veces continuamente diferenciable en el inter-
valo compacto [0, tH ], usando desarrollos de Taylor se tiene queZ tH

0
Kb (t− u)m (u) du = m (t) + b2

ZZ 1

0
v2K (v) (1− x)m00 (t− vbx) dxdv,

de modo que, si m (t) = 0 entonces se tiene que

ĺım
n→∞

1

b2

Z
Kb (t− u)m (u) du =

1

2
dKm

00 (t) <∞.

Aplicamos este resultado al segundo sumando de ∂
∂tE [ε1 (t)], de manera que

ĺım
n→∞

1

b2
1− F (t)

1−H (t)

Z
Kb (t− u) (p (u)− p (t))h (u) du <∞.
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El primer sumando es también despreciable, puesto que para todo t ∈ [0, tH ], y
aplicando de nuevo el teorema de la convergencia dominada, se tiene que

ĺım
n→∞ f (t)

Z t

0

Z
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dudv

= f (t) ĺım
n→∞

Z t

0

Z
K (w)

p (v − bw)− p (v)

1−H (v)
h (v − bw)1{v−bw≥0}dwdv = 0.

De esta forma, se obtiene E [σn (t)] = o (1) .

Lema 4.3.4

Sea σn (·) la función dada en (4.44). Bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p2) , (p3) , (f1)
y (v5) su momento de orden dos es continuo, su valor absoluto está acotado y

ĺım
n→∞E

£
σ2n (t)

¤
= 0.

Demostración.

El momento de orden dos de la función σn (·) es igual a

E
£
σ2n (t)

¤
=

1

n2s2

nP
i,j=1

ZZ
E [εi (t− us) εj (t− vs)]K 0 (u)K 0 (v) dudv

=
n (n− 1)
n2s2

ZZ
E [ε1 (t− us) ε2 (t− vs)]K 0 (u)K 0 (v) dudv

+
1

ns2

ZZ
E [ε1 (t− us) ε1 (t− vs)]K 0 (u)K 0 (v) dudv.

Puesto que las variables Z1 y Z2 son independientes también lo son ε1 (·) y ε2 (·), de
modo que, aplicando (4.45), el primer sumando es igual a

n− 1
ns2

µZ
E [ε1 (t− us)]K 0 (u) du

¶2
=

n− 1
ns2

(sE [σn (t)])2 =
n− 1
n

E [σn (t)]2 ,

que es, por el lema 4.3.3, continuo, acotado y con límite cero.

Con respecto al segundo sumando de E
£
σ2n (·)

¤
, aplicamos el lema 4.3.2 de modo

que también es continuo, acotado y, bajo la condición (v5), su límite es cero.

Lema 4.3.5

Sea fPn (·) la representación i.i.d. del estimador presuavizado fPn (·), dada en el
teorema 3.2.1 del capítulo anterior. Entonces, bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p1) y

(f1) su esperanza E
h
fPn (·)

i
es continua, su valor absoluto está acotado y

ĺım
n→∞E

h
fPn (t)

i
= f (t) .
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Demostración.

La esperanza de la función fPn (·) es igual a

E
h
fPn (t)

i
= f (t) + βn (t) + E [σn (t)] ,

siendo
βn (t) =

Z
f (t− sv)K (v) dv − f (t) ,

y σn (·) dada en (4.44). Bajo las hipótesis (K1) y (f1), los dos primeros sumandos en
la expresión de E

h
fPn (·)

i
son continuos y acotados en t ∈ [0, tH ]. Además,

ĺım
n→∞ (βn (t) + f (t)) = ĺım

n→∞

Z
Ks (t− v) f (v) dv

= ĺım
n→∞

Z t/s

−1
K (u) f (t− su) du = f (t) .

La demostración concluye teniendo en cuenta el lema 4.3.3.

Lema 4.3.6

Sea fPn (·) la representación i.i.d. del estimador presuavizado fPn (·), dada en el teo-
rema 3.2.1 del capítulo anterior. Entonces, bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p2) , (p3),(f1)

y (v5) su momento de orden dos E
h
fPn (·)2

i
es continuo, su valor absoluto está acotado

y
ĺım
n→∞E

h
fPn (t)

2
i
= f2 (t) .

Demostración.

El momento de orden dos de fPn (·) es

E
h
fPn (t)

2
i
= (f (t) + βn (t))

2 + E
£
σ2n (t)

¤
+ 2 (f (t) + βn (t))E [σn (t)] .

El primer sumando es continuo, acotado y su límite es

ĺım
n→∞ (f (t) + βn (t))

2 = ĺım
n→∞

µZ
Ks (t− v) f (v) dv

¶2
= f2 (t) ,

mientras que, a partir de los resultados de los lemas 4.3.3 y 4.3.4, se tiene que también

los dos últimos términos de E
h
fPn (·)2

i
son continuos, acotados y de límite cero.

Lema 4.3.7

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (p2) y (f1), el momento de orden dos de σ00n (·)
es una función continua, acotada para todo t ∈ [0, tH ] y

ĺım
n→∞E

h
σ00n (t)

2
i
= 0.
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Demostración.

La derivada segunda de la función σn (·) es igual a

σ00n (t) =
1

ns3

nP
i=1

Z
εi (t− vs)K 000 (v) dv,

siendo ε1 (·) la función dada en (4.39). Entonces, el momento de orden dos de σ00n (·) es

E
h
σ00n (t)

2
i
=

1

n2s6

nP
i=1

nP
j=1

ZZ
E [εi (t− us) εj (t− vs)]K 000 (u)K 000 (v) dudv

=
n (n− 1)

n2

µ
1

s3

Z
E [ε1 (t− vs)]K 000 (v) dv

¶2
+
1

ns6

ZZ
E [ε1 (t− us) ε1 (t− vs)]K 000 (u)K 000 (v) dudv. (4.46)

Probaremos que cada uno de estos sumandos es continuo, acotado y que su límite

cuando n→∞ es cero.

Bajo las hipótesis (H3) , (p2) y (f1), la esperanza de la función ε1 (·) dada en (4.43)
es una función tres veces derivable en t ∈ [0, tH ], de modo que para calcular la integral
del primer sumando en (4.46), realizamos una integración por partes:

1

s3

Z
E [ε1 (t− vs)]K 000 (v) dv =

Z
E [ε1 (t− vs)]000K (v) dv.

Basta probar que la derivada tercera de E [ε1 (·)] es continua, acotada para todo t ∈
[0, tH ] y ĺımn→∞ E [ε1 (t)]000 = 0. Calculamos ahora la derivada tercera de E [ε1 (·)] :

∂3

∂t3
E [ε1 (t)] = −f 00 (t)E [g3 (t, Z1, δ1)]− 3f 0 (t) ∂

∂t
E [g3 (t, Z1, δ1)]

−3f (t) ∂
2

∂t2
E [g3 (t, Z1, δ1)] + (1− F (t))

∂3

∂t3
E [g3 (t, Z1, δ1)] .

donde

E [g3 (t, Z, δ)] =
ZZ t

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu,

∂

∂t
E [g3 (t, Z, δ)] =

1

1−H (t)

Z
Kb (t− u) (p (u)− p (t))h (u) du,

∂2

∂t2
E [g3 (t, Z, δ)] =

h (t)

(1−H (t))2

Z
Kb (t− u) p (u)h (u) du

+
1

1−H (t)

Z
K 0

b (t− u) p (u)h (u) du−
µ

p (t)

1−H (t)

¶0 Z
Kb (t− u)h (u) du

− p (t)

1−H (t)

Z
K 0

b (t− u)h (u) du,
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∂3

∂t3
E [g3 (t, Z, δ)] =

µ
h (t)

(1−H (t))2

¶0 Z
Kb (t− u) p (u)h (u) du

+ 2
h (t)

(1−H (t))2

Z
K 0

b (t− u) p (u)h (u) du−
µ

p (t)

1−H (t)

¶00 Z
Kb (t− u)h (u) du

− 2
µ

p (t)

1−H (t)

¶0 Z
K 0
b (t− u)h (u) du

+
1

1−H (t)

Z
K 00

b (t− u) p (u)h (u) du− p (t)

1−H (t)

Z
K 00
b (t− u)h (u) du.

Aplicando un cambio de variable (a) e integración por partes (b), la siguiente

integral dependiente del núcleo, K (·), y de una función genérica, m (·), es igual a:Z
K
(k)
b (t− u)m (u) du

(a)
=
1

bk

Z
K(k) (v)m (t− vb) dv

(b)
=

Z
K (v)m(k) (t− vb) dv

= m(k) (t) + b2
ZZ 1

0
(1− x) v2K (v)m(k+2) (t− vbx) dxdv,

de modo que es continua y está acotada sim (·) es k+2 veces derivable conm(k+2) (·) con-
tinua y acotada. Además,

ĺım
n→∞

Z
K
(k)
b (t− u)m (u) du = m(k) (t) .

Teniendo esta propiedad en cuenta, y bajo las hipótesis (H3) , (p2) y (f1), la deriva-

da tercera de la esperanza E [ε1 (·)] es continua, acotada y ĺımn→∞ E [ε1 (t)]000 = 0.

Por tanto, el primer sumando en (4.46) también es continuo, acotado y su límite

cuando n → ∞ es cero. Demostraremos que el segundo sumando verifica las mismas

propiedades.

Definamos ahora la función m (·, ·) de la siguiente manera:

m (x, y) =: E [ε1 (x) ε1 (y)] ,

de modo que el segundo sumando en (4.46) es

1

ns6

Z µZ
m (t− us, t− vs)K 000 (u) du

¶
K 000 (v) dv.

La expresión desarrollada de la función m (·, ·) es
m (x, y) = (1− F (x)) (1− F (y)) {E [g1 (x,Z) g1 (y, Z)]− E [g1 (x,Z) g2 (y, Z)]

+E [g1 (x,Z) g3 (y, Z, δ)] + E [g2 (x,Z) g2 (y, Z)]− E [g2 (x,Z) g1 (y, Z)]
−E [g2 (x,Z) g3 (y, Z, δ)] + E [g3 (x,Z, δ) g3 (y, Z, δ)]
+E [g3 (x,Z, δ) g1 (y, Z)]− E [g3 (x,Z, δ) g2 (y,Z)]} ,
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siendo g1 (·, ·) , g2 (·, ·) y g3 (·, ·, ·) las funciones dadas en (4.40)-(4.42). Calculamos ahora
cada una de las esperanzas en las que se descompone la función m (·.·):

E [g1 (x,Z) g1 (y,Z)] =
p (x)

1−H (x)

p (y)

1−H (y)
(H (x ∧ y)−H (x)H (y)) .

E [g2 (x,Z) g2 (y,Z)] =

Z x

0

Z y

0

H (u ∧ v)−H (u)H (v)

(1−H (u)) (1−H (v))
p0 (u) p0 (v) dudv.

E [g3 (x,Z, δ) g3 (y, Z, δ)] =

Z x

0

Z y

0

Z
Kb (v − u)Kb (w − u)

×p (u)− p (u) (p (v) + p (w)) + p (v) p (w)

(1−H (v)) (1−H (w))
h (u) dudvdw.

E [g1 (x,Z) g3 (y, Z, δ)] =
p (x)

1−H (x)

Z x

0

Z y

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

−p (x)H (x)
1−H (x)

ZZ y

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu.

Para calcular la esperanza de g1 (x,Z) g2 (y,Z) y g2 (x,Z) g3 (y, Z, δ) usamos las

propiedades 3.2.1 y 3.2.3 del capítulo anterior:

E [g1 (x,Z) g2 (y, Z)] =
p (x)

1−H (x)
E
·¡
1{Z≤x} −H (x)

¢ Z y

0

1{Z≤v} −H (v)

1−H (v)
p0 (v) dv

¸

=
p (x)H (x)

1−H (x)

µ
p (y)

1−H (y)
− γ (y)

¶
− γ (x) p (x)

−p (x)H (x)
1−H (x)

Z y

0

H (v) p0 (v)
1−H (v)

dv.

E [g2 (x,Z) g3 (y, Z, δ)] = E
·Z x

0

1{Z≤v} −H (v)

1−H (v)
p0 (v) dv

Z y

0
Kb (v − Z)

δ − p (v)

1−H (v)
dv

¸
=

µ
p (x)

1−H (x)
− γ (x)

¶Z y

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

−
ZZ y

0
Kb (v − u)

µ
p (u)

1−H (u)
− γ (u)

¶
p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu

−
Z x

0

H (v) p0 (v)
1−H (v)

dv

Z y

0
Kb (v − u)

p (u)− p (v)

1−H (v)
h (u) dvdu.

siendo

γ (t) =

Z t

0

p (v)h (v)

(1−H (v))2
dv.
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Bajo las hipótesis (H3) , (p2) y (f1), todas estas esperanzas son funciones conti-

nuas (salvo en una región de medida nula) y derivables hasta, al menos, el tercer orden.

Por lo tanto, mediante sucesivas integraciones por partes, se tiene
1

ns6

Z µZ
m (t− us, t− vs)K 000 (u) du

¶
K 000 (v) dv

=
1

ns3

Z µZ
∂3

∂x3
m (t− us, t− vs)K (u) du

¶
K 000 (v) dv

=
1

n

ZZ
∂6

∂x3∂y3
m (t− us, t− vs)K (u)K (v) dudv.

Puesto que m (·, ·) tiene las derivadas parciales terceras continuas, acotadas y con
límite finito, el segundo sumando en (4.46) también es continuo, acotado y su límite

cuando n→∞ es cero. De todo ello se concluye la demostración del lema.

Demostración de la consistencia

Para demostrar la consistencia de las ventanas plug-in, dadas por (4.30), comen-

zaremos demostrando que

bc2 (L) P−→ c2 (L) ∀L > 0,

siendo c2 (·) y bc2 (·) las funciones (4.21) y (4.32) respectivamente. Para ello probaremos,
en los lemas 4.3.8. y 4.3.9, la convergencia en probabilidad de cada una de las integrales

en las que se descompone bc2 (·).
Lema 4.3.8

Bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (H4) , (p2) , (p3) , (f1) , (ω1) , (v5) , (v6) y (v9) se

tiene Z tH

ε
2

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv

P−→
Z tH

ε
2

f2 (v)

h (v)
ω (v) dv.

Demostración.
Paso 1. El primer paso consiste en sustituir el denominador aleatorio hn (·) en la

integral por la densidad teórica h (·) más un término despreciable en probabilidad:Z tH

ε
2

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv + oP (1) .

Para ello descomponemos la integral de la siguiente manera:Z tH

ε
2

fPn (v)
2

hn (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv +

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)

h (v)− hn (v)

h (v)
ω (v) dv

+

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h2 (v)

(h (v)− hn (v))
2

hn (v)
ω (v) dv. (4.47)
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Veremos que los dos últimos sumandos son oP

³R
fPn (v)

2 h−1 (v)ω (v) dv
´
y por

tanto, aplicando el lema 4.3.6 por el cual
R
fPn (v)

2 dv = OP (1), son de orden oP (1) .

Empezamos acotando el segundo sumando. Para ello, en el primer paso (paso (a))

extraemos los supremos de las funciones h (·) y h (·) − hn (·) y usamos la condición
(H4), mientras que en el segundo (paso (b)) aplicamos el lema 1 de Mack y Silverman

(1982) para el estimador de Parzen-Rosenblatt, hn (·). Finalmente, en el paso (c),
consideramos la hipótesis (v6):¯̄̄̄

¯
Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)

h (v)− hn (v)

h (v)
ω (v) dv

¯̄̄̄
¯ (a)≤ 1

µ
sup

0≤t≤tH
|hn (t)− h (t)|

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv

(b)
= OP

³
b2 + (nb)−1/2

¡
log 1b

¢1/2´Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv

(c)
= oP

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv

!
.

Con respecto al último sumando en (4.47), en primer lugar, por la hipótesis (H4),

se tiene para todo t ∈ [0, tH ],

hn (t) ≥ hn (t)− h (t) + µ.

Se utiliza esta acotación (paso (a)), en el paso (b) extraemos el supremo de la

función h (·)−hn (·) y aplicamos que es positivo, y el paso (c) es consecuencia del lema
1 de Mack y Silverman (1982) y de la hipótesis (v6):¯̄̄̄
¯
Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h2 (v)

(hn (v)− h (v))2

hn (v)
ω (v) dv

¯̄̄̄
¯ (a)≤

¯̄̄̄
¯
Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h2 (v)

(hn (v)− h (v))2

hn (v)− h (v) + µ
ω (v) dv

¯̄̄̄
¯

(b)

≤ 1

µ
sup

0≤t≤tH
|hn (t)− h (t)|

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv

(c)
= oP

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv

!
.

Paso 2. A continuación, se va a aproximar la integral
R
fPn (v)

2 h−1 (v)ω (v) dv por
otra resultante de escribir la representación i.i.d. del estimador presuavizado fPn (·) en
lugar del propio estimador fPn (·):Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv + oP (1) .

Descomponemos esa integral en tres sumandos de la forma
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Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv +

Z tH

ε
2

e2n (v)

h (v)
ω (v) dv

+2

Z tH

ε
2

fPn (v) en (v)

h (v)
ω (v) dv, (4.48)

de los cuales los dos últimos son de orden oP (1).

Teniendo en cuenta la hipótesis (H4), el valor absoluto del segundo sumando en

(4.48) está acotado por

1

µ

 sup
t∈[ ε2 ,tH]

|en (t)|2
Z tH

ε
2

ω (v) dv,

y por tanto, por el teorema 3.2.1 y la hipótesis (v9), es de orden oP (1). Bajo las

mismas hipótesis, el tercer sumando en (4.48) está acotado por

2

µ
sup

t∈[ ε2 ,tH ]
|en (t)|

Z tH

ε
2

fPn (v)ω (v) dv

≤ 2

µ
sup

t∈[ ε2 ,tH]
|en (t)|

"Z tH

ε
2

fPn (v)
2 ω (v) dv

#1/2 "Z tH

ε
2

ω (v) dv

#1/2
,

de modo que, por el lema 4.3.6, también es una oP (1) .

Paso 3. Por último, demostraremosZ tH

ε
2

fPn (v)
2

h (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

f2 (v)

h (v)
ω (v) dv + oP (1) .

La convergencia se obtiene aplicando a las funciones gn (·) = fPn (·)h (·)−1/2 y g (·) =
f (·)h−1/2 (·) el lema 4.3.1, y considerando los resultados de los lemas 4.3.5 y 4.3.6.

Lema 4.3.9

Bajo las condiciones (K1) , (H2) , (H4) , (p2) , (p3) , (f1) , (v1) , (v5) y (v9) se tieneZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv
P−→
Z tH

ε
2

f (v)
1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv. (4.49)

Demostración.

Paso 1. El primer paso consiste en sustituir, en la integral, el denominador aleato-
rio 1−Hn (·)+n−1 por la función 1−H (·)más un término despreciable en probabilidad:
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Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv (4.50)

+oP

µZ
fPn (v)

1− FP
n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

¶
.

Para demostrarlo, descomponemos la integral en dos sumandos:Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−Hn (v) +
1
n

ω (v) dv

=

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

+

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−Hn (v) +
1
n

Ã
1− 1−Hn (v) +

1
n

1−H (v)

!
ω (v) dv.

El segundo término es

oP

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!
,

puesto que, teniendo en cuenta la siguiente desigualdad

1−Hn (t) +
1

n
≥ 1−H (tH) +

1

n
− sup

t∈[0,tH ]
|Hn (t)−H (t)| (4.51)

se tiene ¯̄̄̄
¯
Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)

Ã
Hn (v)−H (v)− 1

n

1−Hn (v) +
1
n

!
ω (v) dv

¯̄̄̄
¯

≤
sup

t∈[0,tH ]
|Hn (t)−H (t)|+ 1

n

1−H (tH) +
1

n
− sup

t∈[0,tH ]
|Hn (t)−H (t)|

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

con
sup

0≤t≤tH
|Hn (t)−H (t)| = OP

³
n−1/2

´
= oP (1) .

Paso 2. El segundo paso consiste en sustituir los estimadores presuavizados fPn (·)
y FP

n (·) por sus representaciones i.i.d. fPn (·) y FP
n (·):Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv + oP (1) . (4.52)
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Desarrollamos el producto de los estimadores fPn (·) y 1− FP
n (·) :

fPn (t)
¡
1− FP

n (t)
¢
= fPn (t)

³
1− FP

n (t)
´
+
³
1− FP

n (t)
´
en (t)

−fPn (t)Rn (t)− en (t)Rn (t) .

Entonces,

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

=

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv +

Z tH

ε
2

1− FP
n (v)

1−H (v)
en (v)ω (v) dv

−
Z tH

ε
2

fPn (v)

1−H (v)
Rn (v)ω (v) dv −

Z tH

ε
2

en (v)Rn (v)

1−H (v)
ω (v) dv

=

Z tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv + I1 − I2 − I3.

Veamos que cada uno de los términos I1, I2 e I3 es despreciable en probabilidad.

La integral I1 es de orden oP (1), ya que lo es en (·) de forma casi segura, por el
teorema 3.2.1, bajo la hipótesis (v9), el valor absoluto de la diferencia FP

n (·)− FP
n (·)

por el teorema 2.4.3, y el valor absoluto de I1 está acotado por

|I1| ≤
Z
1− FP

n (v)

1−H (v)
|en (v)|ω (v) dv

≤ 1

1−H (tH)

Ã
1 + sup

t∈[0,tH ]

¯̄̄
FP
n (t)− FP

n (t)
¯̄̄!

sup
t∈[0,tH ]

|en (t)|
Z tH

0
ω (v) dv.

La integral I2 es también de orden oP (1) puesto que, por el teorema 2.4.2 y (v9),

lo es Rn (·) de forma casi segura, y por el lema 4.3.4:

|I2| ≤
Z

fPn (v)

1−H (v)
|Rn (v)|ω (v) dv ≤ 1

1−H (tH)
sup

t∈[0,tH ]
|Rn (t)|

Z tH

0
fPn (v)ω (v) dv.

Análogamente, el término I3 es de orden oP (1), dado que

|I3| ≤
Z |en (v)Rn (v)|

1−H (v)
ω (v) dv ≤ 1

1−H (tH)
sup

t∈[0,tH ]
|en (t)| sup

t∈[0,tH ]
|Rn (t)|

Z tH

0
ω (v) dv.

Paso 3. Por último, veremos queZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv =

Z tH

ε
2

f (v)
1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv + oP (1) . (4.53)
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Para probar esto, comprobaremos que

ĺım
n→∞E

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!
=

Z tH

ε
2

f (v)
1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv (4.54)

y

ĺım
n→∞V ar

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!
= 0. (4.55)

En lo que respecta al primer límite, por el teorema de la convergencia domina-

da, es suficiente demostrar que la esperanza de fPn (·)
³
1− FP

n (·)
´
es continua, está

acotada en t ∈ £ ε2 , tH¤ y que su límite cuando n → ∞ es f (·) (1− F (·)). Para ello
descomponemos el producto de ambos estimadores de la siguiente manera:

fPn (t)
³
1− FP

n (t)
´

=

µZ
Ks (t− v) f (v) dv + σn (t)

¶µ
1− F (t)− 1

n

nP
i=1

εi (t)

¶
= (1− F (t))

Z
Ks (t− v) f (v) dv + (1− F (t))σn (t)

−
Z

Ks (t− v) f (v) dv
1

n

nP
i=1

εi (t)− σn (t)
1

n

nP
i=1

εi (t) . (4.56)

Bajo las hipótesis (K1) y (f1), el primer sumando en (4.56) es continuo y acotado, y

ĺım
n→∞ (1− F (t))

Z
Ks (t− v) f (v) dv = (1− F (t)) f (t) .

Probaremos que la esperanza de los demás términos en la descomposición (4.56) son

funciones continuas, acotadas y que sus límites cuando n→∞ son cero.

Por la aplicación del lema 4.3.3, y bajo las hipótesis (K1) , (H2) , (p2) y (f1), la

esperanza del segundo sumando en (4.56) es continua, acotada y su límite cuando

n → ∞ es cero, al igual que la esperanza del tercer sumando, por la aplicación del

lema 4.3.2 con n0 = 1. Por último, la esperanza del cuarto sumando en (4.56) es

E
·
σn (t)

1

n

nP
i=1

εi (t)

¸
= E [σn (t) ε1 (t)]

=
n− 1
ns

E [ε1 (t)]
Z
E [ε2 (t− sv)]K 0 (v) dv

+
1

ns

Z
E [ε1 (t) ε1 (t− sv)]K 0 (v) dv

=
n− 1
n

E [ε1 (t)]E [σn (t)] +
1

ns

Z
E [ε1 (t) ε1 (t− sv)]K 0 (v) dv,

y, por los lemas 4.3.2 y 4.3.3, es continua, acotada y, como consecuencia de la hipótesis

(v5), su límite es cero. Queda por tanto probado (4.54).
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Pasamos ahora a demostrar (4.55):

V ar

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!

= E

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2− EÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2

= E

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2−ÃZ tH

ε
2

f (v)
1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2
+ o (1) .

Tenemos, por tanto, que probar que

ĺım
n→∞E

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2 = ÃZ tH

ε
2

f (v)
1− F (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2
,

donde

E

ÃZ tH

ε
2

fPn (v)
1− FP

n (v)

1−H (v)
ω (v) dv

!2 (4.57)

=

Z tH

ε
2

Z tH

ε
2

E
h
fPn (v1) f

P
n (v2)

³
1− FP

n (v1)
´³
1− FP

n (v1)
´i

(1−H (v1)) (1−H (v2))
ω (v1)ω (v2) dv1dv2.

La esperanza que aparece en el integrando es igual a

E

"µ
1− F (t1)− 1

n

nP
i=1

εi (t1)

¶Ã
1− F (t2)− 1

n

nP
j=1

εj (t2)

!
×
µZ

Ks (t1 − u) f (u) du+ σn (t1)

¶
×
µZ

Ks (t2 − v) f (v) dv + σn (t2)

¶¸
= E

"Ã
(1− F (t1)) (1− F (t2))− (1− F (t2))

1

n

nP
i=1

εi (t1)− (1− F (t1))
1

n

nP
j=1

εj (t2)

+
1

n2

nP
i,j=1

εi (t1) εj (t2)

!
×
µZ

Ks (t1 − u) f (u) du

Z
Ks (t2 − v) f (v) dv

+ σn (t1)

Z
Ks (t2 − v) f (v) dv

+σn (t2)

Z
Ks (t1 − u) f (u) du+ σn (t1)σn (t2)

¶¸
(4.58)

Por simetría en las variables v1 y v2 de integración y teniendo en cuenta (4.58), la

esperanza (4.57) es igual a la siguiente integral:Z tH

ε
2

Z tH

ε
2

m (v1, v 2)

(1−H (v1)) (1−H (v2))
ω (v1)ω (v2) dv1dv2
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donde

m (t 1, t2)

= (1− F (t1)) (1− F (t2))

Z
Ks (t1 − u) f (u) du

Z
Ks (t2 − v) f (v) dv

− 2 (1− F (t1))

Z
Ks (t1 − u) f (u) du

Z
Ks (t2 − v) f (v) dvE [ε1 (t2)]

+

Z
Ks (t1 − u) f (u) du

Z
Ks (t2 − v) f (v) dv

1

n2

nP
i,j=1

E [εi (t1) εj (t2)]

+ 2 (1− F (t1)) (1− F (t2))

µZ
Ks (t1 − u) f (u) du

¶
E [σn (t2)]

− 2 (1− F (t1))

µZ
Ks (t1 − u) f (u) du

¶
E [σn (t2) ε1 (t2)]

− 2 (1− F (t1))

µZ
Ks (t2 − u) f (u) du

¶
E [σn (t1) ε1 (t2)]

+ 2

µZ
Ks (t1 − u) f (u) du

¶
1

n2

nP
i,j=1

E [σn (t2) εi (t1) εj (t2)]

+ (1− F (t1)) (1− F (t2))E [σn (t1)σn (t2)]− 2 (1− F (t1))E [σn (t1)σn (t2) ε1 (t2)]

+
1

n2

nP
i,j=1

E [σn (t1)σn (t2) εi (t1) εj (t2)]

= I1 (t1, t2)− 2I2 (t1, t2) + I3 (t1, t2) + 2I4 (t1, t2)

− 2I5 (t1, t2)− 2I6 (t1, t2) + 2I7 (t1, t2) + I8 (t1, t2)− 2I9 (t1, t2) + I10 (t1, t2) .

Comprobaremos que todos estos sumandos son continuos, acotados y su límite, cuando

n→∞, excepto para I1 (·, ·), es cero.
De acuerdo con los lemas 4.3.2 y 4.3.3, las cuatro primeras funciones I1 (·, ·) ,

I2 (·, ·) , I3 (·, ·) e I4 (·, ·) junto con I8 (·, ·) son continuas, acotadas, y además

ĺım
n→∞ I1 (t1, t2) = (1− F (t1)) (1− F (t2)) f (t1) f (t2)

y

ĺım
n→∞ I2 (t1, t2) = ĺım

n→∞ I3 (t1, t2) = ĺım
n→∞ I4 (t1, t2) = ĺım

n→∞ I8 (t1, t2) = 0.

La esperanza E [σn (·) ε1 (·)] en las funciones I5 (·, ·) e I6 (·, ·) coincide con la espe-
ranza del cuarto sumando en (4.56), para el que se demostró que es continua, acotada

y su límite es cero, de modo que

ĺım
n→∞ I5 (t1, t2) = ĺım

n→∞ I6 (t1, t2) = 0.
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El término I7 (·, ·) es igual a

I7 (t1, t2) = 2

Z
Ks (t1 − v) f (v) dv × 1

n2

nP
i,j=1

E [σn (t2) εi (t1) εj (t2)] ,

cuyo sumatorio se puede separar, a su vez, como sigue

n− 1
n

E [σn (t2) ε1 (t1) ε2 (t2)] +
1

n
E [σn (t2) ε1 (t1) ε1 (t2)] . (4.59)

Veamos que ambas esperanzas son acotadas y que su límite es cero.

La primera esperanza en (4.59) es, por la independencia entre εi (·) y εj (·) con
i 6= j, igual a

E [σn (t2) ε1 (t1) ε2 (t2)] =
1

ns

nP
i=1

Z
E [ε1 (t1) ε2 (t2) εi (t2 − vs)]K 0 (v) dv

=
1

ns
E [ε2 (t2)]

Z
E [ε1 (t1) ε1 (t2 − vs)]K 0 (v) dv

+
1

ns
E [ε1 (t1)]

Z
E [ε2 (t2) ε2 (t2 − vs)]K 0 (v) dv

+
n− 2
ns

E [ε1 (t1)]E [ε2 (t2)]
Z
E [ε3 (t2 − vs)]K 0 (v) dv.

En virtud de los lemas 4.3.2. y 4.3.3, esta esperanza es continua, acotada y su límite

es cero.

Mediante un razonamiento análogo, la segunda esperanza en (4.59) es,

1

n
E [σn (t2) ε1 (t1) ε1 (t2)] =

1

n

n− 1
ns

E [ε1 (t1) ε1 (t2)]
Z
E [ε2 (t2 − vs)]K 0 (v) dv

+
1

n

1

ns

Z
E [ε1 (t1) ε1 (t2) ε1 (t2 − vs)]K 0 (v) dv

=
n− 1
n2

E [ε1 (t1) ε1 (t2)]E [σn (t2)] +
1

n2s

Z
E [ε1 (t1) ε1 (t2) ε1 (t2 − vs)]K 0 (v) dv,

es decir, acotada y, gracias a (v5) y a la aplicación de los lemas 4.3.2 y 4.3.3, con límite

cero.

Para la función I9 (·, ·) desarrollamos la siguiente esperanza:

E [ε1 (t2)σn (t1)σn (t2)]

= E

"
1

n2s2

nP
i,j=1

ZZ
ε1 (t2) εi (t1 − sv1) εj (t2 − sv2)K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

#
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=
(n− 1) (n− 2)

n2s2
E [ε1 (t2)]

ZZ
E [ε2 (t1 − sv1)]E [ε3 (t2 − sv2)]K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

+
n− 1
n2s2

E [ε1 (t2)]
ZZ

E [ε2 (t1 − sv1) ε2 (t2 − sv2)]K
0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

+
n− 1
n2s2

ZZ
E [ε1 (t2) ε1 (t1 − sv1)]E [ε2 (t2 − sv2)]K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

+
n− 1
n2s2

ZZ
E [ε1 (t2) ε1 (t2 − sv2)]E [ε2 (t1 − sv1)]K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

+
1

n2s2

ZZ
E [ε1 (t2) ε1 (t1 − sv1) ε1 (t2 − sv2)]K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

=
(n− 1) (n− 2)

n2
E [ε1 (t2)]E [σn (t1)]E [σn (t2)]

+
n− 1
n2s2

E [ε1 (t2)]
ZZ

E [ε2 (t1 − sv1) ε2 (t1 − sv2)]K
0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

+
n− 1
n2s

E [σn (t2)]
Z
E [ε1 (t2) ε1 (t1 − sv1)]K

0 (v1) dv1

+
n− 1
n2s

E [σn (t1)]
Z
E [ε1 (t2) ε1 (t2 − sv2)]K

0 (v2) dv2

+
1

n2s2

ZZ
E [ε1 (t2) ε1 (t1 − sv1) ε1 (t2 − sv2)]K

0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2.

A partir de los resultados de los lemas 4.3.2 y 4.3.3 y como consecuencia de la

hipótesis (v5), es inmediato concluir que

ĺım
n→∞ I9 (t1, t2) = 0.

Por último, para calcular el límite de la función I10 (·, ·) operamos de la siguiente
manera:
1

n2

nP
i,j=1

E [σn (t1)σn (t2) εi (t1) εj (t2)]

=
1

n4s2

nP
i,j=1

nP
k,l=1

E
·ZZ

εi (t1) εj (t2) εk (t1 − sv1) εl (t2 − sv2)K
0 (v1)K 0 (v2) dv1dv2

¸
Mediante razonamientos análogos a los usados para I9 (·, ·) se concluye que, bajo (v5),

ĺım
n→∞ I10 (t1, t2) = 0.

Recopilando (4.50), (4.52) y (4.53) se obtiene (4.49).
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Los lemas 4.3.8 y 4.3.9 implican que

bc2 (L) P−→ c2 (L) ∀L > 0,

siendo c2 (·) y bc2 (·) las funciones (4.21) y (4.32) respectivamente. Para demostrar la
consistencia de las ventanas plug-in necesitamos ahora probar que

bc1 (L) P−→ c1 (L) ∀L > 0,

siendo c1 (·) la función dada en (4.20), y bc1 (·) la función dada en (4.31). Si definimos
las siguientes funciones:

bc11 (t) =: 1
2
dKf

P 00
n (t) y bc12 (t, L) =: L2dK £¡1− FP

n (t)
¢
α0n (t)− fPn (t)αn (t)

¤
,

entonces la función bc1 (·) se puede expresar como
bc1 (L) = Z (bc11 (v) + bc12 (v, L))2 ω (v) dv,

mientras que
c1 (L) =

Z
(c11 (v) + c12 (v, L))

2 ω (v) dv,

donde c11 (·) y c12 (·, ·) vendrían dadas, respectivamente, por

c11 (t) =
1

2
dKf

00 (t) y c12 (t, L) = L2dK
£
(1− F (t))α0 (t)− f (t)α (t)

¤
.

Observación 4.3.3

Para demostrar la convergencia en probabilidad de bc1 (·) a c1 (·) basta probarZ
(bc11 (v)− c11 (v))

2 ω (v) dv
P−→ 0 y

Z
(bc12 (v, L)− c12 (v, L))

2 ω (v) dv
P−→ 0 (4.60)

puesto que, por la desigualdad triangular, tenemos que

Z
(bc11 (v)− c11 (v))

2 ω (v) dv
P−→ 0⇒

Z bc211 (v)ω (v) dv P−→
Z

c211 (v)ω (v) dvZ
(bc12 (v, L)− c12 (v, L))

2 ω (v) dv
P−→ 0

⇒
Z bc212 (v, L)ω (v) dv P−→

Z
c212 (v, L)ω (v) dv.

Falta probar entonces queZ bc11 (v)bc12 (v, L)ω (v) dv P−→
Z

c11 (v) c12 (v, L)ω (v) dv,
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dondeZ bc11 (v)bc12 (v, L)ω (v) dv = Z (bc11 (v)− c11 (v)) (bc12 (v, L)− c12 (v, L))ω (v) dv

+

Z
c11 (v) (bc12 (v, L)− c12 (v, L))ω (v) dv

+

Z
(bc11 (v)− c11 (v)) c12 (v, L)ω (v) dv +

Z
c11 (v) c12 (v, L)ω (v) dv.

(4.61)

Para ello, probaremos que las tres primeras integrales en (4.61) convergen en proba-

bilidad a cero. Pero, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, estas tres integrales pueden

acotarse fácilmente por¯̄̄̄Z
(bc11 (v)− c11 (v)) (bc12 (v, L)− c12 (v, L))ω (v) dv

¯̄̄̄
≤
·Z

(bc11 (v)− c11 (v))
2 ω (v) dv

¸1/2 ·Z
(bc12 (v, L)− c12 (v, L))

2 ω (v) dv

¸1/2
,¯̄̄̄Z

c11 (v) (bc12 (v, L)− c12 (v, L))ω (v) dv

¯̄̄̄
≤
·Z

c211 (v)ω (v) dv

¸1/2 ·Z
(bc12 (v, L)− c12 (v, L))

2 ω (v) dv

¸1/2
,¯̄̄̄Z

(bc11 (v)− c11 (v)) c12 (v, L)ω (v) dv

¯̄̄̄
≤
·Z

(bc11 (v)− c11 (v))
2 ω (v) dv

¸1/2 ·Z
c212 (v, L)ω (v) dv

¸1/2
,

de modo que, si se verifica (4.60) entoncesZ bc11 (v)bc12 (v, L)ω (v) dv P−→
Z

c11 (v) c12 (v, L)ω (v) dv.

A continuación demostraremos el primer resultado en (4.60).

Lema 4.3.10

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (p2) , (p3) , (f1) , (v7) y (v8) se tieneZ ¡
fP 00n (v)− f 00 (v)

¢2
ω (v) dv

P−→ 0. (4.62)

Demostración.

Paso 1. El primer paso consiste en sustituir en la integral la segunda derivada
del estimador presuavizado fPn (·) por la derivada segunda de su representación i.i.d.
fPn (·), y probar que la nueva integral es equivalente en probabilidad a la primera:Z ¡

fP 00n (v)− f 00 (v)
¢2
ω (v) dv (4.63)

=

Z ³
fPn

00
(v)− f 00 (v)

´2
ω (v) dv + oP

µZ ³
fPn

00
(v)− f 00 (v)

´2
ω (v) dv

¶
.
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El estimador presuavizado es igual a fPn (·) = fPn (·) + en (·), de modo que¡
fP 00n (t)− f 00 (t)

¢2
=
³
fPn

00
(t)− f 00 (t)

´2
+ e00n (t)

2 + 2
³
fPn

00
(t)− f 00 (t)

´
e00n (t) .

Vamos a comprobar que las integrales de los dos últimos sumandos son de orden oP (1).

El término del error en (·) del estimador presuavizado fPn (·) viene dado por

en (t) =

Z
Ks (t− v) dRn (v) ,

donde Rn (·) es el resto de la representación asintótica del estimador presuavizado de
la función de distribución. Para calcular la segunda derivada de en (·), en el paso (a)
efectuamos una integración por partes, y en el paso (b) un cambio de variable:

e00n (t) =
1

s3

Z
K 00

µ
t− v

s

¶
dRn (v)

(a)
=
1

s4

Z
K 000

µ
t− v

s

¶
Rn (v) dv

(b)
=
1

s3

Z
K 000 (z)Rn (t− sz) dz.

Para calcular la integral de la esperanza de e00n (·)2, en el paso (a) aplicamos el
teorema de Fubini, en el paso (b) usamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y en el

paso (c) extraemos el supremo:Z
E
h
e00n (v)

2
i
ω (v) dv =

1

s6
E

"Z µZ
K 000 (z)Rn (v − sz) dz

¶2
ω (v) dv

#
(a)
=
1

s6

ZZZ
E [Rn (v − sz1)Rn (v − sz2)] |K 000 (z1)| |K 000 (z2)|ω (v) dz1dz2dv

(b)

≤ 1

s6

ZZ
E
£
R2n (v − sz1)

¤1/2 |K 000 (z1)| dz1
Z
E
£
R2n (v − sz2)

¤1/2 |K 000 (z2)|ω (v) dz2dv
(c)

≤ 1

s6
sup

t∈[0,tH ]
E
£
R2n (t)

¤µZ |K 000 (z)| dz
¶2 Z

ω (v) dv = O

Ãµ
b4

s3
+

1

nbs3

¶2!
,

donde el orden de la acotación resulta del teorema 2.4.2 del capítulo 2. Por tanto, por

la desigualdad de Markov y bajo la hipótesis (v8), la integral
R
e00n (v)

2 ω (v) dv es de

orden oP (1).

Con respecto a la integral
R ³

fPn (v)
00 − f 00 (v)

´
e00n (v)ω (v) dv, aplicamos ahora la

desigualdad de Cauchy-Schwarz con respecto a la medida en [0, tH ] que tiene como

derivada respecto de la medida de Lebesgue la función ω (·), de modo queZ ³
fPn (v)

00 − f 00 (v)
´
e00n (v)ω (v) dv ≤

·Z ³
fPn (v)

00 − f 00 (v)
´2

ω (v) dv

¸1/2
×
µZ

e00n (v)
2 ω (v) dv

¶1/2
.
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Esta integral es, por tanto, de orden oP

µR ³
fPn (v)

00 − f 00 (v)
´2

ω (v) dv

¶
puesto que,

como se comprobó en el paso anterior,
R
e00n (v)

2 ω (v) dv = oP (1).

Paso 2. Probamos ahora queZ ³
fPn

00
(v)− f 00 (v)

´2
ω (v) dv = oP (1) . (4.64)

Por el lema 4.3.1, para probar esta convergencia en probabilidad a cero basta

demostrar que las esperanzas E
h
fPn

00
(·)
i
y E

h
fPn

00
(·)2
i
son continuas, su valor absoluto

está acotado, y

ĺım
n→∞E

h
fPn

00
(t)
i
= f 00 (t) y ĺım

n→∞E
h
fPn

00
(t)2

i
= f 00 (t)2 .

La esperanza de la segunda derivada del estimador presuavizado es

E
h
fPn

00
(t)
i
=

Z
K 00
s (t− v) f (v) dv + E

£
σ00n (t)

¤
.

A continuación comprobaremos que ambos términos son continuos y acotados, y que

el límite cuando n→∞ del primer sumando es f 00 (·) y del segundo es cero.
En el primer sumando aplicamos un cambio de variable (paso (a)) y sucesivas

integraciones por partes (paso (b)) para un n suficientemente grande:Z
K 00

s (t− v) f (v) dv
(a)
=
1

s2

Z t/s

−1
K 00 (u) f (t− us) du

(b)
=

Z t/s

−1
K (u) f 00 (t− us) du

de modo que, bajo la hipótesis (f1), entonces es una función continua, acotada y

ĺım
n→∞

Z
K 00

s (t− v) f (v) dv = f 00 (t) .

Por las hipótesis (K1), (H3) y (p2), la esperanza de σ00n (·), que es igual a

E
£
σ00n (t)

¤
=

1

ns3

nP
i=1

Z
E [εi (t− vs)]K 000 (v) dv =

1

s3

Z
E [ε1 (t− vs)]K 000 (v) dv,

es una función continua. Además, se puede acotar por¯̄
E
£
σ00n (t)

¤¯̄ ≤ E hσ00n (t)2i1/2 ,
de modo que, por el lema 4.3.7, es acotada y además

ĺım
n→∞E

h
σ00n (t)

2
i
= 0.
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Todo esto permite concluir que la esperanza E
h
fPn

00
(·)
i
es continua, acotada y su

límite cuando n→∞ es f 00 (·).
La esperanza E

h
fPn

00
(·)2
i
se puede descomponer en los siguientes sumandos:

E
³
fPn (t)

2
´

=

µZ
K 00
s (t− v) f (v) dv

¶2
+2

µZ
K 00
s (t− v) f (v) dv

¶
E
£
σ00n (t)

¤
+ E

h
σ00n (t)

2
i
,

donde
R
K 00
s (t− v) f (v) dv es continua y acotada por la hipótesis (f1). Además,

ĺım
n→∞

Z µZ
K 00
s (v − w) f (w) dw

¶2
ω (v) dv =

Z
f 00 (v)2 ω (v) dv.

De este resultado y del lema 4.3.7 se obtiene (4.64), que junto con (4.63), permite

concluir (4.62).

Pasamos ahora a demostrar la convergencia a cero de la integralZ
(bc12 (v, L)− c12 (v, L))

2 ω (v) dv,

es decir, Z £¡¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− fPn (v)αn (v)

¢
− ¡(1− F (v))α0 (v)− f (v)α (v)

¢¤2
ω (v) dv

P−→ 0.

Observación 4.3.4

Si definimos los siguientes estimadores

an (t) =:
¡
1− FP

n (t)
¢
α0n (t) y bn (t) =: f

P
n (t)αn (t)

de a (t) =: (1− F (t))α0 (t) y b (t) =: f (t)α (t) respectivamente, entonces lo que que-

remos demostrar esZ
[(an (v)− bn (v))− (a (v)− b (v))]2 ω (v) dv

P−→ 0.

Desarrollando este cuadrado tenemos queZ
[(an (v)− bn (v))− (a (v)− b (v))]2 ω (v) dv

=

Z
(an (v)− a (v))2 ω (v) dv +

Z
(bn (v)− b (v))2 ω (v) dv

− 2
Z
(an (v)− a (v)) (bn (v)− b (v))ω (v) dv,
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de modo que, en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, basta con demostrarZ
(an (v)− a (v))2 ω (v) dv = oP (1) y

Z
(bn (v)− b (v))2 ω (v) dv = oP (1) ,

es decir, Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− (1− F (v))α0 (v)

¤2
ω (v) dv

P−→ 0

y Z ¡
fPn (v)αn (v)− f (v)α (v)

¢2
ω (v) dv

P−→ 0.

Lema 4.3.11

Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (H4) , (p2) , (p3) , (f1) , (v5) , (v7) y (v8) se tieneZ tH

ε
2

£¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− (1− F (v))α0 (v)

¤2
ω (v) dv

P−→ 0. (4.65)

Demostración.

Paso 1. Empezamos eliminando el denominador aleatorio del estimador α0n (·) :Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− (1− F (v))α0 (v)

¤2
ω (v) dv

=

Z ·
1

2

¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)
− (1− F (v))α0 (v)

¸2
ω (v) dv

+oP

ÃZ ·
1

2

¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)
− (1− F (v))α0 (v)

¸2
ω (v) dv

!
.

Las funciones α0n (·) y α0 (·) vienen dadas por

α0n (t) =
1
2p
00
n (t)hn (t) + p0n (t)h0n (t)

1−Hn (t) +
1
n

y α0 (t) =
1
2p
00 (t)h (t) + p0 (t)h0 (t)

1−H (t)

respectivamente, y además ψn (t) = pn (t)hn (t). Teniendo en cuenta las relaciones

p0n (t) =
ψ0n (t)hn (t)− ψn (t)h

0
n (t)

h2n (t)
,

p00n (t) =
ψ00n (t)h2n (t)− ψn (t)h

00
n (t)hn (t)− 2ψ0n (t)h0n (t)hn (t) + 2ψn (t)h

0
n (t)

2

h3n (t)
,

entonces las funciones α0n (·) y α0 (·) se pueden escribir de la siguiente manera:

α0n (t) =
1

2

ψ00n (t)− pn (t)h
00
n (t)

1−Hn (t) +
1
n

y α0 (t) =
1

2

ψ00 (t)− p (t)h00 (t)
1−H (t)

. (4.66)

Este primer paso consiste en sustituir el denominador aleatorio 1 − Hn (·) + 1/n
de α0n (·) por la función no aleatoria 1−H (·). Para ello, sustituimos α0n (·) y α0 (·) por
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sus expresiones dadas en (4.66) (paso (a)), sumamos y restamos un término adecuado

(paso (b)) y desarrollamos el cuadrado (paso (c)):Z £¡
1− FP

n (v)
¢
α0n (v)− (1− F (v))α0 (v)

¤2
ω (v) dv

(a)
=
1

4

Z "¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

− (1− F (v))
ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)

¸2
ω (v) dv

(b)
=
1

4

Z "¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−Hn (v) +
1
n

Ã
1−Hn (v) +

1
n

1−H (v)
+ 1− 1−Hn (v) +

1
n

1−H (v)

!

− (1− F (v))
ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)

¸2
ω (v) dv

(c)
=
1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

− (1− F (v))
ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)

¸2
ω (v) dv

+
1

4

Z ¡
1− FP

n (v)
¢2µψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

¶2ÃHn (v)−H (v)− 1
n

1−Hn (v) +
1
n

!2
ω (v) dv

+
1

2

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)
− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¸
× ¡1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

Ã
Hn (v)−H (v)− 1

n

1−Hn (v) +
1
n

!
ω (v) dv

= I1 + I2 + I3.

(4.67)

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la última integral en (4.67) I3 es despreciable

si lo son las dos primeras. La despreciabilidad de la segunda integral, I2, se demuestra

a continuación, y la de la primera, I1, se probará más adelante (pasos 2-3).

Gracias a la desigualdad (4.51) tenemos¯̄̄̄
¯Hn (v)−H (v)− 1

n

1−Hn (v) +
1
n

¯̄̄̄
¯ ≤

sup
t∈[0,tH ]

|Hn (t)−H (t)|+ 1
n

1−H (tH) +
1

n
− sup

t∈[0,tH ]
|Hn (t)−H (t)|

y por tanto,

sup
0≤t≤tH

¯̄̄̄
¯Hn (t)−H (t)− 1

n

1−Hn (t) +
1
n

¯̄̄̄
¯ = OP

³
n−1/2

´
= oP (1) . (4.68)
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Esto permite acotar la segunda integral en (4.67) de la siguiente manera:

I2 =
1

4

Z tH

ε
2

¡
1− FP

n (v)
¢2µψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

¶2ÃHn (v)−H (v)− 1
n

1−Hn (v) +
1
n

!2
ω (v) dv

≤ 1
4

Ã
sup

0≤t≤tH

¯̄̄̄
¯Hn (t)−H (t)− 1

n

1−Hn (t) +
1
n

¯̄̄̄
¯
!2 Z tH

ε
2

µ
ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

¶2
ω (v) dv,

de modo que es de orden

OP

Ã
1

n

Z tH

ε
2

µ
ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

¶2
ω (v) dv

!
.

Mediante cálculos análogos a los usados en los lemas 2.2.24 y 2.2.25 de López de

Ullibarri (2004), esta integral verificaZ tH

ε
2

µ
ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)

¶2
ω (v) dv = OP (1) ,

y por tanto I2 = oP (1).

La despreciabilidad de I1 se hará en dos etapas (pasos 2 y 3); en la primera de las

cuales se aproxima la expresión ψ00n (·) − pn (·)h00n (·) que aparece en el integrando por
su análoga poblacional ψ00 (·) − p (·)h00 (·), y en la segunda se aproxima el estimador
de la función de supervivencia 1− FP

n (·) por la función teórica 1− F (·).

Paso 2. En este paso se demostrará que

1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)
− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¸2
ω (v) dv

=
1

4

Z µ£¡
1− FP

n (v)
¢− (1− F (v))

¤ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¶2
ω (v) dv

+oP

ÃZ µ£¡
1− FP

n (v)
¢− (1− F (v))

¤ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¶2
ω (v) dv

!
.

Puesto que el estimador pn (·) tiene un denominador aleatorio, a continuación se
descompone la expresión ψ00n (·)− pn (·)h00n (·) de la siguiente manera:

ψ00n (t)− pn (t)h
00
n (t) = ψ00 (t)− p (t)h00 (t) +

¡
ψ00n (t)− ψ00 (t)

¢− p (t) (h00n (t)− h00 (t))

− (ψn (t)− ψ (t))h00 (t)h−1 (t) + p (t) (hn (t)− h (t))h00 (t)h−1 (t)

+ (pn (t)− p (t))
£
(hn (t)− h (t))h00 (t)h−1 (t)− (h00n (t)− h00 (t))

¤
.

Así pues, podemos escribir lo siguiente:
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1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− pn (v)h

00
n (v)

1−H (v)
− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¸2
ω (v) dv

=
1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)
+
¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− ψ00 (v)

1−H (v)

− ¡1− FP
n (v)

¢
p (v)

h00n (v)− h00 (v)
1−H (v)

− ¡1− FP
n (v)

¢ ψn (v)− ψ (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)

+
¡
1− FP

n (v)
¢
p (v)

hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

+
¡
1− FP

n (v)
¢
(pn (v)− p (v))

·
hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)− h00n (v)− h00 (v)

1−H (v)

¸¶2
ω (v) dv.

Desarrollamos el cuadrado, de modo que tenemos las tres siguientes integrales

1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)
− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¸2
ω (v) dv

+
1

4

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− ψ00 (v)

1−H (v)
− ¡1− FP

n (v)
¢
p (v)

h00n (v)− h00 (v)
1−H (v)

− ¡1− FP
n (v)

¢ ψn (v)− ψ (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v) +

¡
1− FP

n (v)
¢
p (v)

hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)

+
¡
1− FP

n (v)
¢
(pn (v)− p (v))

µ
hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)− h00n (v)− h00 (v)

1−H (v)

¶¸2
ω (v) dv

+
1

2

Z ·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)

1−H (v)
− (1− F (v))

ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¸
×
·¡
1− FP

n (v)
¢ ψ00n (v)− ψ00 (v)

1−H (v)
− ¡1− FP

n (v)
¢
p (v)

h00n (v)− h00 (v)
1−H (v)

− ¡1− FP
n (v)

¢ ψn (v)− ψ (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v) +

¡
1− FP

n (v)
¢
p (v)

hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)

+
¡
1− FP

n (v)
¢
(pn (v)− p (v))

µ
hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))
h00 (v)− h00n (v)− h00 (v)

1−H (v)

¶¸
ω (v) dv

=
1

4
J1 +

1

4
J2 +

1

2
J3.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la tercera integral, J3, es despreciable si

lo son las dos primeras. La despreciabilidad de la integral J2 se va a demostrar a

continuación, mientras que la de la primera, J1, se verá en el paso 3.

Para demostrar que J2 es despreciable, de nuevo por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz basta demostrar que la integral del cuadrado de cada uno de los sumandos es

de orden oP (1), es decir, demostrar la despreciabilidad de las siguientes integrales:
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Z ¡
1− FP

n (v)
¢2µψ00n (v)− ψ00 (v)

1−H (v)

¶2
ω (v) dv

−
Z ¡

1− FP
n (v)

¢2
p2 (v)

µ
h00n (v)− h00 (v)
1−H (v)

¶2
ω (v) dv

−
Z ¡

1− FP
n (v)

¢2µ ψn (v)− ψ (v)

h (v) (1−H (v))

¶2
h00 (v)2 ω (v) dv

+

Z ¡
1− FP

n (v)
¢2
p2 (v)

µ
hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))

¶2
h00 (v)2 ω (v) dv

+

Z ¡
1− FP

n (v)
¢2
(pn (v)− p (v))2

µ
hn (v)− h (v)

h (v) (1−H (v))

¶2
h00 (v)2 ω (v) dv

−
Z ¡

1− FP
n (v)

¢2
(pn (v)− p (v))2

µ
h00n (v)− h00 (v)
1−H (v)

¶2
ω (v) dv

La idea consiste en aplicar la generalización de los resultados de Silverman (1978) y

Mack y Silverman (1982) al caso de las derivadas de orden k de las funciones de

regresión y densidad:

sup
t∈R

¯̄̄
ψ(k)n (t)− ψ(k) (t)

¯̄̄
= OP

³
b2 + n−1/2b−1/2−k

¡
log 1b

¢1/2´
(4.69)

sup
t∈R

¯̄̄
h(k)n (t)− h(k) (t)

¯̄̄
= OP

³
b2 + n−1/2b−1/2−k

¡
log 1b

¢1/2´
(4.70)

y
sup

t∈[0,tH ]

¯̄̄
p(k)n (t)− p(k) (t)

¯̄̄
= OP

³
n−1/2b−1/2−k

¡
log 1b

¢1/2´
. (4.71)

Bajo las condiciones (H4) y (p2), las funciones h00 (·) y p00 (·) están acotadas, y por
(v7) se tiene nb5

¡
log 1b

¢−1 → ∞, de modo que las integrales del desarrollo de J2 son
despreciables, y por tanto también J2.

Paso 3. En esta última etapa de la demostración se probará que

1

4

Z µ£¡
1− FP

n (v)
¢− (1− F (v))

¤ ψ00 (v)− p (v)h00 (v)
1−H (v)

¶2
ω (v) dv = oP (1) .

Esta integral es igual a
R
α0 (v)2

¡
FP
n (v)− F (v)

¢2
ω (v) dv, y dado que

FP
n (t) = FP

n (t) +Rn (t) = F (t) +
1

n

nP
i=1

εi (t) +Rn (t) ,

entoncesZ
α0 (v)2

¡
FP
n (v)− F (v)

¢2
ω (v) dv =

Z
α0 (v)2

µ
1

n

nP
i=1

εi (v) +Rn (v)

¶2
ω (v) dv

≤ sup
t∈[0,tH ]

|α0 (t)|2
Z µ

1

n

nP
i=1

εi (v) +Rn (v)

¶2
ω (v) dv,
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dondeZ µ
1

n

nP
i=1

εi (v) +Rn (v)

¶2
ω (v) dv

=

Z µ
1

n

nP
i=1

εi (v)

¶2
ω (v) dv +

Z
R2n (v)ω (v) dv + 2

1

n

nP
i=1

Z
εi (v)Rn (v)ω (v) dv.

La segunda integral es de orden oP (1) al ser, bajo (v8), supt∈[0,tH ]
¯̄
R2n (t)

¯̄
= o (1)

de forma casi segura, mientras que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la tercera

es también despreciable si lo son las dos primeras. Pasamos a demostrar ahora que la

primera integral es despreciable.

Al tratarse de una sucesión de variables aleatorias positivas, basta demostrar que

su esperanza tiende a cero. Descomponemos su esperanza en dos sumandos, según los

índices i y j sean iguales o no:

E

"Z µ
1

n

nP
i=1

εi (v)

¶2
ω (v) dv

#
=

n (n− 1)
n2

Z
E [ε1 (v)]E [ε2 (v)]ω (v) dv

+
1

n

Z
E
£
ε21 (v)

¤
ω (v) dv.

Por el lema 4.3.2, podemos concluir que la integral
Z ¡

1
n

Pn
i=1 εi (v)

¢2
ω (v) dv es

de orden oP (1). De todo ello se sigue el resultado del paso 3. Dicha expresión, junto

con la del paso 2 y (4.67), permite concluir (4.65).

Para demostrar la convergencia en probabilidad de bc1 (·) a c1 (·), falta probar queZ ¡
fPn (v)αn (v)− f (v)α (v)

¢2
ω (v) dv

P−→ 0.

En el primer paso, aproximaremos en la integral el estimador presuavizado fPn (·) por
su representación asintótica fPn (·), y en el segundo aproximaremos αn (·) por α (·).

Lema 4.3.12
Bajo las condiciones (K1) , (H3) , (p2) , (p3) , (f1) , (v5) , (v7) y (v8) se tieneZ ¡

fPn (v)αn (v)− f (v)α (v)
¢2
ω (v) dv

P−→ 0. (4.72)

Demostración.
La demostración es totalmente análoga a la del lema 4.3.10.
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Paso 1. Empezamos eliminando el denominador aleatorio del estimador αn (·):Z ¡
fPn (v)αn (v)− f (v)α (v)

¢2
ω (v) dv

=

Z µ
1

2
fPn (v)

Z v

0

ψ00n (w)− pn (w)h
00
n (w)

1−H (w)
dw − f (v)α (v)

¶2
ω (v) dv

+oP

ÃZ µ
1

2
fPn (v)

Z v

0

ψ00n (w)− pn (w)h
00
n (w)

1−H (w)
dw − f (v)α (v)

¶2
ω (v) dv

!
.

Esta igualdad es inmediata al aplicar (4.66) y (4.68).

Paso 2. En este paso se demostrará queZ µ
1

2
fPn (v)

Z v

0

ψ00n (w)− pn (w)h
00
n (w)

1−H (w)
dw − f (v)α (v)

¶2
ω (v) dv

=
1

4

Z ·¡
fPn (v)− f (v)

¢ Z v

0

ψ00 (w)− p (w)h00 (w)
1−H (w)

dw

¸2
ω (v) dv

+oP

ÃZ ·¡
fPn (v)− f (v)

¢ Z v

0

ψ00 (w)− p (w)h00 (w)
1−H (w)

dw

¸2
ω (v) dv

!
.

Bajo las condiciones (H3) y (p2), realizamos las mismas descomposiciones que en la

demostración del lema anterior, y aplicamos los resultados (4.69)-(4.71).

Paso 3. Por último, probaremos que

1

4

Z ·¡
fPn (v)− f (v)

¢ Z v

0

ψ00 (w)− p (w)h00 (w)
1−H (w)

dw

¸2
ω (v) dv = oP (1) . (4.73)

Por (4.66), esta integral es igual aZ ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
α2 (v)ω (v) dv =

Z ³
fPn (v)− f (v)

´2
α2 (v)ω (v) dv

+

Z
e2n (v)α

2 (v)ω (v) dv + 2

Z ³
fPn (v)− f (v)

´
en (v)α

2 (v)ω (v) dv.

Aplicando los resultados de los lemas 4.3.1, 4.3.5 y 4.3.6 y el teorema 3.2.1 se tiene

(4.73), y por tanto, (4.72).

4.3.2. Estudio de simulación

En este estudio de simulación, en el que hemos considerado los cuatro modelos

simulados en los capítulos anteriores, se investiga el comportamiento práctico de los

selectores de las ventanas plug-in del estimador presuavizado, fPn (·), en comparación
con el selector plug-in del estimador tipo núcleo con pesos de Kaplan-Meier, fKM

n (·).
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El selector tipo plug-in de la ventana considerado para el estimador fKM
n (·) ha

sido el propuesto por Sánchez Sellero, González Manteiga y Cao (1999) en el contexto

más general de censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda:

bsKM =


cK

Z µ
1− FKM

n (v)

1−Hn (v)

¶2
ω (v) dH1

n (v)

d2K

Z bf 00g (v)2 ω (v) dv

1/5

n−1/5, (4.74)

donde H1
n (t) = 1

n

Pn
i=1 1{Zi≤t,δi=1} es el estimador empírico de

H1 (t) = P (Z ≤ t, δ = 1), y bf 00g (·) es la segunda derivada del estimador tipo núcleo de
la función de densidad f (·) con ventana g.

Obsérvese que este selector necesita únicamente una ventana piloto g para estimar

la integral que aparece en el denominador de bsKM , puesto que las estimaciones que

figuran en el numerador pueden hacerse sin suavización. La parte dominante de la

ventana piloto g que minimiza el error cuadrático medio

E

"µZ bf 00g (v)2 ω (v) dv − Z f 00 (v)2 ω (v) dv
¶2#

depende del signo de la integral
R
f 00 (v) f (4) (v)ω (v) dv (ver teorema 2.3 de Sánchez

Sellero, González Manteiga y Cao (1999)). Si dicha integral es negativa se obtiene

un orden mejor de convergencia. En este estudio de simulación, hemos considerado las

mismas funciones de peso ω (·) para cada modelo que en capítulos anteriores. En todos
los casos dicha integral es negativa. La parte dominante de la ventana piloto g es, en

este caso,

g =


iK1

Z µ
1− F (v)

1−H (v)

¶2
ω (v) dH1 (v)

dK1

Z
f 000 (v)2 ω (v) dv


1/7

n−1/7. (4.75)

con iK1 =
R
K 00
1 (v)

2 dv, siendo K1 (·) una función núcleo que puede ser, en principio,
diferente a K (·).

La expresión de la ventana piloto, g, dada en (4.75) ha sido estimada sustituyendo

las integrales por estimaciones de ellas:

bg =

iK1

Z µ
1− FKM

n (v)

1−Hn (v)

¶2
ω (v) dH1

n (v)

dK1

Z bf 000 (v)2 ω (v) dv

1/7

n−1/7,
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donde f (·) ha sido estimada suponiendo un modelo paramétrico, en concreto, una
mixtura de tres lognormales. El núcleo K1 (·) usado ha sido el gaussiano.

Para obtener el valor de las ventanas plug-in del estimador presuavizado fPn (·)
se han de estimar las funciones F (·) , f (·) , f 00 (·) ,H (·) , h (·) , h0 (·) , h00 (·) , p (·) , p0 (·)
y p00 (·). Aunque para cada estimación sería necesario una ventana piloto diferente, ex-
cepto para la función de distribución H (·), que se ha estimado por su versión empírica
Hn (·), se han considerado únicamente cuatro ventanas piloto.

La primera ventana piloto, b0, se ha estimado por validación cruzada, y se ha

usado para estimar la función p (·) mediante el estimador de Nadaraya-Watson pn (·),
sus derivadas primera y segunda y, a partir de pn (·), el estimador presuavizado FP

n (·).
Con la segunda ventana piloto, llamada b1, se han estimado la función de densidad

h (·) y su derivada primera h0 (·). La expresión de esta ventana piloto es

b1 =

 iK

dK

Z bh000 (v)2 ω (v) dv

1/7

n−1/7, (4.76)

que corresponde con la ventana asintóticamente óptima para estimar la curvatura de la

función de densidad h (·) (ver Cao et al. (1994)). La integral del denominador ha sido
estimada paramétricamente suponiendo que h (·) sigue una distribución de Weibull.
La tercera ventana piloto, s0, se usó en la estimación presuavizada de la función de

densidad, fPn (·), a partir de FP
n (·). Su expresión es análoga a (4.76), donde la derivada

tercera de la función de densidad f (·), que aparece en el denominador, ha sido estimada
suponiendo el mismo modelo paramétrico que en la estimación de la ventana g, es

decir, una mixtura de tres lognormales. Los parámetros del modelo supuesto para f (·)
han sido estimados por el método de máxima verosimilitud ponderada por los pesos

presuavizados con ventana b0. Finalmente, la función f 00 (·) ha sido estimada con el
método núcleo y la misma ventana ventana piloto, g, que se usó en el cálculo de bsKM .

Se han simulado m = 500 muestras diferentes de los modelos 1-4 con tamaños

muestrales n = 50, 100 y 200 con el núcleo de Epanechnikov. Una vez estimadas

las funciones involucradas, se calculó ψn (L) =
¡bc1 (L)bc42 (L)¢1/5, donde bc1 (·) y bc2 (·)

vienen dadas por (4.31) y (4.32) respectivamente, y para cada muestra se ha calculado

el valor bL que minimiza ψn (·). Aunque los modelos 2-4 presentan una eficiencia teórica
de tercer orden, y para ellos el valor asintóticamente óptimo es L0 = 0, para cada

muestra de los tamaños simulados se obtuvieron siempre valores bL > 0.

A partir de dicho valor para la constante L, las ventanas plug-in consideradas han

sido:
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bsP =
 bc2 ³bL´
4bc1 ³bL´

1/5 n−1/5 y bbP = bL× bsP .
Cuando no se presuaviza en absoluto, es decir, cuando b = 0, y teniendo en cuenta

la observación 4.1.4, las ventanas de suavizadoAMISE para el estimador presuavizado

fPn (·) y para el estimador con pesos de Kaplan-Meier fKM
n (·) coinciden.

En la figura 4.7 pueden verse los diagramas de caja de las ventanas de presuavizado,

s y b, plug-in, calculadas para m = 500 muestras diferentes de los modelos 1-4 con

tamaño muestral n = 100. Las líneas horizontales señalan el valor de las ventanas

MISE (línea continua) y AMISE (línea discontinua). En todos los modelos, excepto

en el modelo 4, la ventana plug-in de suavizado, s, es sesgada con respecto a las

ventanas teóricas MISE y AMISE. Las ventanas plug-in de presuavizado, b, son

también sesgadas con respecto a bAMISE, aunque se aproximan más a las ventanas

óptimas bMISE .

Para estudiar el efecto de este sesgo en la estimación final de la densidad se ha

calculado, para cada una de las m = 500 muestras, el error cuadrático integrado

(ISE) del estimador presuavizado fPn (·) con ventanas plug-in, bsP y bbP :
ISE

³
fP
n,sP ,bP

(·)
´
=

Z ³
fP
n,sP ,bP

(v)− f (v)
´2

ω (v) dv,

y se ha comparado con el del estimador suavizado de Kaplan-Meier fKM
n (·) con ven-

tana plug-in bsKM .

En la tabla 4.2 se pueden ver, para cada modelo y para cada tamaño muestral, la

eficiencia relativa del estimador de Kaplan-Meier, fKM
n (·), con respecto al estimador

presuavizado fPn (·), calculados ambos con sus respectivas ventanas plug-in:

REKM,P
³bsP ,bbP ; bsKM

´
=

MISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´

MISE
³
fKM
n,sKM (·)

´ ,

donde el MISE se ha aproximado por la media muestral de los valores de ISE en las

m = 500 muestras:

MISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´
= E

h
ISE

³
fP
n,sP ,bP

(·)
´i
' 1

m

mP
i=1

ISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´
.

Valores de REKM,P (·, ·, ·) menores que 1 indican una mayor eficiencia del esti-
mador presuavizado fPn (·) con respecto a fKM

n (·) cuando para su cálculo se usan las
estimaciones de las ventanas óptimas mediante los selectores de tipo plug-in.
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Figura 4.7. Diagrama de caja de las ventanas s y b plug-in para los modelos 1-4 con
tamaño muestral n = 100. Las líneas horizontales señalan el valor de las ventanas MISE

(línea continua) y AMISE (línea discontinua).
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Tabla 4.2 Eficiencia relativa del estimador con pesos de Kaplan-Meier fKM
n (·) con respecto

al estimador presuavizado fPn (·), calculados ambos con sus respectivas ventanas plug-in.

MODELO n = 50 n = 100 n = 200

1 0.674 0.617 0.563

2 0.901 0.879 0.876

3 1.220 1.130 1.028

4 0.946 0.972 0.996

A pesar de los sesgos observados en la figura 4.7, esta eficiencia relativa es, para

cualquier tamaño muestral, menor que 1 en los modelos 1, 2 y 4. Esta mayor eficiencia

de fPn (·) es llamativa, sobre todo, en el modelo 1, para el que la eficiencia relativa
(en tanto por ciento) de fPn (·) es, aproximadamente, de un 150% para n = 50, y

aumenta con el tamaño muestral. Esto, sin embargo, no es de extrañar, puesto que en

el modelo 1 el estimador presuavizado presenta una eficiencia teórica de primer orden

con respecto al estimador fKM
n (·).

Para el resto de los modelos, en los que la eficiencia teórica de fPn (·) es de tercer
orden, la eficiencia relativa REKM,P (·, ·, ·) tiende a 1 a medida que aumenta el tamaño
muestral. Aunque el estimador presuavizado fPn (·) es más eficiente que fKM

n (·) en los
modelos 1, 2 y 4, no es así en el modelo 3 (aunque este efecto se mitiga cuando aumenta

n). Esto puede ser debido al sesgo del selector de la ventana de suavizado s tipo plug-in

(ver figura 4.7).

Para cada muestra se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de Kaplan-

Meier, fKM
n (·), con respecto al estimador presuavizado, fPn (·), en términos del ISE

cometido, es decir,

REKM,P
ISE

³bsP ,bbP ; bsKM
´
=

ISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´

ISE
³
fKM
n,sKM (·)

´ .

Valores de REKM,P
ISE (·, ·, ·) menores que 1 indican que, para cada muestra, el estimador

presuavizado comete un menor error ISE que el estimador con pesos de Kaplan-Meier.

La figura 4.8 muestra las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la función de densidad

de REKM,P
ISE (·, ·, ·) a partir de los m = 500 valores observados, con núcleo gaussiano

y selector de ventana de Sheather-Jones. Se puede ver, claramente, que el estimador

presuavizado, fPn (·), es más eficiente en términos de ISE que el estimador fKM
n (·).
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Figura 4.8. Estimaciones de Parzen-Rosenblatt de las funciones de densidad de la eficiencia
relativa REKM,P

ISE (·, ·, ·) para m = 500 muestras de tamaño n = 100 de los modelos 1-4.

Aunque, como se vio en esta sección, el selector de las ventanas de tipo plug-in

es consistente en probabilidad, para tamaños muestrales relativamente pequeños se

hace necesario estimar adecuadamente todas las funciones implicadas en la expresión

de las ventanas AMISE con el fin de aproximar suficientemente bien las ventanas

plug-in a las ventanas AMISE y, por tanto, a las ventanas MISE. Esto implica la

correcta selección de ocho ventanas piloto. Es por ello que, con el fin de evitar parte

de estas estimaciones piloto que pueden dar lugar a errores en la estimación final de

las ventanas, proponemos en la siguiente sección otros procedimientos para seleccionar

dichas ventanas basados en el método bootstrap.
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4.4. Selectores de las ventanas de tipo bootstrap

Como se definió con anterioridad, las ventanas MISE son aquellas que minimizan

el error cuadrático medio integrado de fPn (·). Usando la notación clásica del método
bootstrap es, por tanto, de gran interés conocer la distribución de la variable aleatoria

R(s,b) (X, F ) =

Z ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv,

y, en concreto, su media. El método bootstrap aproxima la distribución deR(s,b) (X, F )

por la distribución en el remuestreo de R∗ = R(s,b) (X
∗, Fn), es decir, de la variable

aleatoria resultante de sustituir en R(s,b) (X, F ) la distribución teórica F (·) por una
estimación Fn (·), y la muestra observada X por la remuestra bootstrap X∗ obtenida a
partir de Fn (·). La técnica más usada para aproximar la distribución deR∗ es mediante
Montecarlo, generando B remuestras X∗1, . . . ,X∗B de tamaño n a partir de Fn (·) y
aproximando la distribución en el remuestreo de R∗ por la distribución empírica de
R∗1 = R(s,b) (X∗1, Fn) , . . . ,R∗B = R(s,b) (X

∗
B, Fn).

En resumen, la idea general de los selectores de la ventana bootstrap consiste en

estimar la funciónMISE mediante remuestreo, y obtener las ventanas que minimizan

esta aproximación. Aunque este método está basado en el método de Montecarlo, y por

tanto requiere cálculos intensivos, presenta la ventaja de que no necesita hipótesis sobre

el mecanismo que genera los datos, es decir, sobre la función de densidad desconocida

f (·) (ver Efron (1979), Hall (1992) y Efron y Tibshirani (1993) entre otros).

El mecanismo de remuestreo ha de adaptarse a cada contexto particular. Así, en

una situación de datos censurados, Efron (1981) introduce dos métodos de remuestreo

conocidos como bootstrap simple y bootstrap obvio, ambos equivalentes (para más

detalle, ver Reid (1981), Akritas (1986) y Cao (1988)). Si además se asume que la

muestraX proviene de una variable aleatoria con función de densidad f (·), es necesario
utilizar un remuestreo bootstrap suavizado para aproximar adecuadamente la parte del

sesgo de la función MISE (ver Marron (1992)). Esto implica obtener las remuestras

X∗ de algún estimador adecuado de f (·) en lugar de remuestrear de la distribución
empírica Fn (·).

En el contexto con datos censurados que provienen de una distribución con fun-

ción de densidad, González Manteiga, Cao y Marron (1996) proponen tres planes de

remuestreo diferentes, según el orden en que se llevan a cabo la suavización y la cen-

sura: el remuestreo suavizado-censurado SC, versión suavizada del remuestreo de Efron

(1981), en el que primero se remuestrea de una estimación suavizada de la distribu-

ción de los datos X, y posteriormente se introduce el mecanismo de censura, y los
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remuestreos censurado-suavizado CS1 y CS2, ambos equivalentes, en los que primero

se generan remuestras censuradas, y después se realiza la suavización.

En los siguientes apartados se adaptan los remuestreos SC y CS2 al contexto pre-

suavizado, en los que la suavización consiste en remuestrear del estimador presuaviza-

do de la densidad fPn (·) en lugar del estimador Kaplan-Meier suavizado fKM
n (·). Se

proponen dos remuestreos suavizado-censurado presuavizados: SC1 y SC2, y un re-

muestreo censurado-suavizado CS. Además, en el estudio de simulación de la siguiente

sección, compararemos estos tres remuestreos con dos remuestreos no suavizados, que

llamaremos SP (simple presuavizado) y OP (obvio presuavizado), y que en la práctica

dan también buenos resultados.

4.4.1. Remuestreos bootstrap para datos con censura

Los métodos de remuestreo suavizado-censurado SC1 y SC2 que proponemos son

una versión presuavizada del método SC introducido por González Manteiga, Cao

y Marron (1996). En este remuestreo se intenta introducir la suavización tan pronto

como sea posible, en un caso estimando la función de densidad de las variables Y y

C mediante los estimadores presuavizados fPn (·) y gPn (·) respectivamente, en lugar
de los estimadores Kaplan-Meier suavizados, y generando posteriormente remuestras

de dichos estimadores (Remuestreo SC1 ), o bien de la estimación no paramétrica de

la función de densidad de los datos observados (Remuestreo SC2 ). Las remuestras

bootstrap se obtiene de acuerdo a los siguientes procedimientos:

Remuestreo SC1

1. Construir los estimadores presuavizados fPn (·) y gPn (·) de las funciones de den-
sidad de las variables Y y C respectivamente.

2. Generar remuestras, de forma independiente: Y ∗i ∼ fPn (·) y C∗i ∼ gPn (·), para
i = 1, . . . , n.

3. Contruir Z∗i = mı́n (Y
∗
i , C

∗
i ) y δ

∗
i = 1{Y ∗i ≤C∗i } para i = 1, . . . , n.

Remuestreo SC2

1. Construir el estimador suavizado de Parzen-Rosenblatt, hn (·), de la función de
densidad de la variable observada Z.

2. Generar la remuestra bootstrap {Z∗i }ni=1 a partir del estimador suavizado hn (·).

3. Generar la remuestra bootstrap {δ∗i }ni=1 de modo que la distribución de δ∗i condi-
cionada a Z∗i = t sea una Bernoulli de parámetro pn (t), siendo pn (·) el estimador
de Nadaraya-Watson.
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La notación CS del siguiente remuestreo hace referencia al hecho de que la parte

de la censura se realiza antes que la de suavización. La idea consiste en modificar el

remuestreo propuesto por Efron (1981) para incorporar la suavización.

Remuestreo CS

1. Construir los estimadores presuavizados de la función de distribución de Y y C,

FP
n (·) y GP

n (·).

2. Generar remuestras, de forma independiente: Y ∗i ∼ FP
n (·) y C∗i ∼ GP

n (·) y cons-
truir eZ∗i = mı́n (Y ∗i , C∗i ), para i = 1, . . . , n.

3. Hacer Z∗i = eZ∗i + sVi, siendo Vi una variable aleatoria con densidad K (·).

4. Construir δ∗i = 1{Y ∗i ≤C∗i } para i = 1, . . . , n.

Asímismo hemos considerado dos métodos de remuestreo sin suavizar, llamados SP

y OP. De ellos, el llamado OP es la versión presuavizada del método obvio propuesto

por Efron (1981), mientras que el método SP es la versión presuavizada del método

simple.

Remuestreo SP

1. Construir el estimador empírico de la función de distribución Hn (·) de los datos
observados {Zi}ni=1 .

2. Generar muestras {Z∗i }ni=1 a partir de Hn (·), es decir, utilizando muestreo con
reemplazamiento y masa de probabilidad 1/n en cada valor observado Zi.

3. Generar la remuestra bootstrap {δ∗i }ni=1 de modo que la distribución de δ∗i condi-
cionada Z∗i = t es una Bernoulli de parámetro pn (t), siendo pn (·) el estimador
de Nadaraya-Watson de la función p (·).

Remuestreo OP

1. Construir los estimadores presuavizados de la función de distribución de Y y C,

FP
n (·) y GP

n (·).

2. Generar muestras, de forma independiente: Y ∗i ∼ FP
n (·) y C∗i ∼ GP

n (·) para
i = 1, . . . , n.

3. Contruir Z∗i = mı́n (Y
∗
i , C

∗
i ) y δ

∗
i = 1{Y ∗i ≤C∗i } para i = 1, . . . , n.
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Observación 4.4.1
Los dos métodos no suavizados, SP y OP, son equivalentes si, a la hora de construir

los estimadores presuavizados de la función de distribución de Y (análogamente para

C), se considera el estimador

FP (2)
n (t) = 1−

Y
Z(i)≤t

µ
1− 1

n− i+ 1

¶pn(Z(i))

en lugar de

FP
n (t) = 1−

Y
Z(i)≤t

Ã
1−

pn(Z(i))

n− i+ 1

!
.

En ese caso, el producto de los estimadores presuavizados de las funciones de super-

vivencia 1 − F (·) y 1 − G (·) coincide con la supervivencia empírica de la variable
observada 1−H (·), es decir,³

1− FP (2)
n (t)

´³
1−GP (2)

n (t)
´
= 1−Hn (t) .

Obsérvese que ambos estimadores son asintóticamente equivalentes, ya que

FP
n (t)− FP (2)

n (t) = OP (n
−1).

Sea cual sea el procedimiento para obtener las remuestras bootstrap, las ventanas

bootstrap se calculan siguiendo los pasos:

1. Definir el análogo bootstrap del estimador presuavizado de la densidad:

fP∗n (t) =

Z
Ks(t− v)dFP∗

n (v)

con ventana de suavizado s, donde

FP∗
n (t) = 1−

Y
Z∗
(i)
≤t

Ã
1−

pn(Z
∗
(i))

n− i+ 1

!
y pn

³
Z∗(i)

´
=

1

nb

nP
j=1

K

Ã
Z∗(i) − Z∗j

b

!
δ∗[j]

1

nb

nP
j=1

K

Ã
Z∗(i) − Z∗j

b

! .

con ventana de presuavizado b.

2. Obtener la versión bootstrap del MISE
¡
fPn (·)

¢
:

MISE∗
¡
fP∗n (·)¢ = E∗ ·Z ¡

fP∗n (v)− fPn (v)
¢2
ω (v) dv

¸
.
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En la práctica, se usa una aproximación de Montecarlo, calculando el promedio

de los valores que toma la función

ISE∗
¡
fP∗n (·)¢ = Z ¡

fP∗n (v)− fPn (v)
¢2
ω (v) dv

en un número B de remuestras:

MISE∗
¡
fP∗n (·)¢ ' 1

B

BP
i=1

Z ¡
fP∗in (v)− fPn (v)

¢2
ω (v) dv.

3. Calcular el par de ventanas (s, b) que minimizan la aproximación de

MISE∗
¡
fP∗n (·)¢.

En la siguiente sección se lleva a cabo un estudio de simulación en el que se com-

probará el comportamiento en la práctica de los diferentes planes de remuestro en la

selección de los parámetros ventana s y b.

4.4.2. Estudio de simulación

Para implementar los selectores bootstrap de las ventanas, hemos aproximado la

función MISE∗
¡
fP∗n (·)¢ mediante la media muestral de ISE∗ ¡fP∗n (·)¢:

MISE∗
¡
fP∗n (·)¢ ' 1

B

BP
i=1

ISE∗
¡
fP∗n (·)¢

=
1

B

BP
i=1

Z ¡
fP∗n (v)− fPn (v)

¢2
ω (v) dv

calculado con B = 500 remuestras de tamaño n = 100 de los cuatro modelos consid-

erados en estudios de simulación previos, y hemos obtenido las ventanas s∗ y b∗ que
minimizan dicha aproximación.

Nótese que se necesitan dos ventanas piloto, s0 y b0, para calcular fPn (·). La ven-
tana piloto de presuavizado, b0, se usará para calcular el estimador pn (·) de Nadaraya-
Watson y, a partir de pn (·) obtener, si el método de remuestreo lo requiere, las esti-
maciones presuavizadas de la función de distribución FP

n (·) y GP
n (·). Esta ventana se

obtuvo aplicando validación cruzada (ver Stone (1974)). La expresión de otra ventana

piloto, la de suavizado s0, es exactamente igual a la usada en el estudio de simulación

para las ventanas plug-in, es decir

s0 =

 iK

dK

Z bf 000 (v)2 ω (v) dv

1/7

n−1/7,
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Tabla 4.3. Porcentaje de veces que MISE∗
¡
fP∗n (·)¢ no presenta un mínimo local, b∗,

para cada remuestreo, en los modelos 1-4.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 Modelo 4

SP 39.6 10.0 27.95 2.8

OP 42.4 17.0 13.62 31.6

SC1 57.0 22.4 14.89 23.4

SC2 46.2 11.4 19.80 15.4

CS 63.2 19.8 23.87 35.0

donde la derivada tercera de la función de densidad f (·), que aparece en el denomi-
nador, ha sido estimada suponiendo una mezcla de tres lognormales, cuyos parámetros

han sido estimados por el método de máxima verosimilitud ponderada por los pesos

presuavizados calculados con ventana b0.

En el plan de remuestreo SC2 los datos Z∗i se obtienen del estimador de Parzen-
Rosenblatt, hn (·), de la función de densidad de la variable observada, Z. Para su
construcción hemos considerado una tercera ventana piloto b1, obtenida al aplicar a

los valores observados {Zi}ni=1 la fórmula (4.76), análoga a la expresión de la ventana
s0, pero sustituyendo la estimación pertinente de f 000 (·) por la de h000 (·). De nuevo
hemos supuesto un modelo paramétrico para la densidad, h (·), en este caso una dis-
tribución de Weibull cuyos parámetros han sido estimados también mediante máxima

verosimilitud.

A diferencia del método de estimación de las ventanas tipo plug-in, el método boot-

strap requiere, dependiendo del remuestreo, la estimación de dos o, a lo sumo, de tres

funciones poblacionales que involucren suavizado: la función p (·), con cuya estimación
pn (·) se calcularán las estimaciones presuavizadas de F (·) y G (·), y finalmente las
funciones de densidad f (·) y h (·).

En el caso de la ventana de presuavizado b∗, para algunas muestras la función
MISE∗

¡
fP∗n (·)¢ no presenta un mínimo local dentro del intervalo de búsqueda. Estos

intervalos han sido [0.1, 2.5] , [0.05, 0.7] , [0.01, 0.4] y [0.005, 0.3] para los modelos 1-4

respectivamente. La frecuencia con que ocurre esto depende del remuestreo y del mo-

delo considerado (ver tabla 4.3). Este porcentaje se puede considerar alto en el modelo

1, pero esto es lógico, puesto que en dicho modelo la función p (·) es prácticamente
plana, de modo que cualquier ventana b suficientemente grande proporciona buenas

estimaciones pn (·).
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Las figuras 4.9-4.12 representan la estimación no paramétrica de Parzen-Rosenblatt

de la función de densidad de las ventanas bootstrap s∗ y b∗. La ventana de suavizado
usada ha sido la propuesta por Sheather-Jones. La línea vertical indica el valor de la

correspondiente ventana MISE.

En el modelo 1 se observa un ligero sesgo de la ventana de suavizado bootstrap s∗.
Esto es debido a que en ese modelo la función de densidad teórica f (·) presenta una
asíntota en t = 1 (ver figura 4.1), y por tanto es muy difícil de aproximar mediante un

modelo paramétrico de una mixtura de lognormales. Esto produce infraestimaciones

en la ventana piloto s0 y, en consecuencia, ventanas bootstrap s∗ ligeramente sesgadas.

Por otra parte, las ventanas de presuavizado bootstrap b∗ presentan cierto sesgo
en los modelos 1, 2 y 4. Esto, sin embargo, no influye demasiado en la estimación final

de la densidad, puesto que la eficiencia de fPn (·) depende principalmente de la elección
de la ventana s.

Los métodos de remuestreo bootstrap que parecen proporcionar ventanas más pró-

ximas a las ventanas MISE son los remuestreos SP y SC2. Ambos tienen en común,

a diferencia de los cuatro métodos restantes, la forma de remuestrear los valores δ∗i .
Estos valores se generan de modo que la distribución de δ∗i condicionada Z∗i = t sea

una Bernoulli de parámetro pn (t), siendo pn (·) el estimador de Nadaraya-Watson. En
los demás métodos de remuestreo los valores δ∗ se generan como δ∗ = 1{Y ∗≤C∗}. Es
llamativo el buen comportamiento del remuestreo SP al no ser un método suavizado.

Aunque, en principio, este método no debería resultar adecuado para imitar el sesgo,

posiblemente la existencia de presuavización en el remuestreo mitigue este efecto.

Se ha aproximadoMISE (s, b), el error cuadrático medio cometido al estimar f (·)
mediante fPn (·) con la ventana de suavizado s y de presuavizado b, mediante la media
muestral de ISE

¡
fPn (·)

¢
calculado con m = 500 muestras:

MISE (s, b) ' 1

m

mP
i=1

ISE (s, b)

Para cada par de ventanas bootstrap (s∗i , b
∗
i )
m
i=1 se ha calculado el cociente

ψi =
MISE (s∗i , b

∗
i )

MISE (sMISE, bMISE)
i = 1, . . . ,m

donde (sMISE, bMISE) son las ventanas que minimizan MISE
¡
fPn (·)

¢
. Estos valores

se han usado para aproximar la función de densidad de la variable aleatoria

ψ =
MISE (s∗, b∗)

MISE (sMISE, bMISE)
= φ (s∗, b∗) + 1.
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Figura 4.9. Estimación de la función de densidad de las ventanas bootstrap s∗ y b∗ para el
modelo 1. La línea vertical indica el valor de la correspondiente ventanaMISE.
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Figura 4.10. Estimación de la función de densidad de las ventanas bootstrap s∗ y b∗ para
el modelo 2. La línea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISE.
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Figura 4.11. Estimación de la función de densidad de las ventanas bootstrap s∗ y b∗ para
el modelo 3. La línea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISE.
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Figura 4.12. Estimación de la función de densidad de las ventanas bootstrap s∗ y b∗ para
el modelo 4. La línea vertical indica el valor de la correspondiente ventana MISE.
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Figura 4.13. Función φ (·, ·) para los modelos 1-4.

Asimismo, también se calcula la función

φ (s, b) =
MISE (s, b)−MISE (sMISE, bMISE)

MISE (sMISE , bMISE)
,

que representa la pérdida relativa de eficiencia en la estimación presuavizada de la

densidad, en términos de MISE
¡
fPn (·)

¢
, cuando se usa el par de ventanas (s, b) en

lugar de las ventanas óptimas (sMISE, bMISE) .

Para comprobar cómo afecta la distribución de las ventanas bootstrap (ver figuras

4.9-4.12) al valor de MISE
¡
fPn (·)

¢
se ha realizado un gráfico de contorno de la fun-

ción φ (·, ·) con su valor en una rejilla de ventanas (s, b). En la figura 4.13 se puede
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Figura 4.14. Estimación no paramétrica de la función de densidad de ψ con los cinco
remuestreos distintos para los modelos 1-4.

comprobar que la región que representa el soporte de las funciones de densidad de s∗

y b∗ para cada modelo se corresponden con valores de φ (·, ·) no demasiado altos.
La figura 4.14 muestra las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la función de

densidad de la variable ψ calculadas con ventana de Sheather-Jones con los m = 500

valores obtenidos al evaluar φ (·, ·) en los m pares de ventanas bootstrap (s∗i , b
∗
i )
500
i=1,

obtenidos a su vez con los cinco remuestreos distintos propuestos. Puesto que la va-

riable ψ está acotada inferiormente por 1, el estimador clásico de Parzen-Rosenblatt

no es consistente en un entorno del punto x = 1. Para asegurar que la estimación no

paramétrica de la función de densidad de ψ tome el valor cero en x < 1 hemos usado
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Figura 4.15. Estimaciones de Parzen-Rosenblatt de las funciones de densidad de la
eficiencia relativa REKM,P

ISE (·, ·, ·) para m = 500 muestras de tamaño n = 100 de los

modelos 1-4. El remuestreo considerado ha sido el SC2.

para estimarla una modificación del método tipo núcleo clásico llamado método de

reflexión (ver, entre otros, Schuster (1985) y Silverman (1986)).

Puede verse que, para el modelo 2, la eficiencia de los cinco remuestreos bootstrap

propuestos son similares, debido a la alta variabilidad de las ventanas de suavizado

bootstrap obtenidas para ese modelo. Quizás puede sorprender que el mejor método

de remuestreo en este modelo sea un método no suavizado, el OP. A pesar de que la

eficiencia de este método es parecida a la de los demás, el hecho de presuavizar puede

mitigar, en principio, la mala imitación del sesgo. Para los demás modelos, los mejores

métodos de remuestro bootstrap parecen ser el suavizado SC2 y el no suavizado SP.
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Tabla 4.4 Eficiencia relativa del estimador con pesos de Kaplan-Meier fKM
n (·) (con

selector de ventana de tipo plug-in) con respecto al estimador presuavizado fPn (·) (con
selector de ventana de tipo bootstrap, mediante el remuestreo SC2).

MODELO n = 50 n = 100 n = 200

1 0.367 0.304 0.291

2 0.861 0.859 0.815

3 1.126 0.920 0.622

4 0.941 0.955 0.990

Al igual que se había hecho para el selector de tipo plug-in, se ha comparado el

estimador presuavizado con selector de ventana bootstrap con el estimador de Kaplan-

Meier. De los cinco remuestreos bootstrap estudiados, hemos seleccionado para este

fin el remuestreo SC2. Respecto al estimador de Kaplan-Meier, hemos considerado

el mismo selector que el usado en el estudio de simulación de la sección anterior, es

decir, el selector de tipo plug-in propuesto por Sánchez Sellero et al. (1999). Con cada

una de las m = 500 muestras se ha calculado la eficiencia relativa del estimador de

Kaplan-Meier, fKM
n (·), con respecto al estimador presuavizado, fPn (·), en términos

del ISE cometido, es decir,

REKM,P
ISE

³bsP ,bbP ; bsKM
´
=

ISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´

ISE
³
fKM
n,sKM (·)

´ .

Valores de REKM,P
ISE (·, ·, ·)menores que 1 indican que el estimador presuavizado con

selector de ventana de tipo bootstrap (y remuestreo SC2 ) comete un menor error ISE

que el estimador con pesos de Kaplan-Meier con selector de la ventana de tipo plug-in.

Las estimaciones de Parzen-Rosenblatt de la función de densidad de REKM,P
ISE (·, ·, ·),

con núcleo gaussiano y selector de ventana de Sheather-Jones, puede verse en la figura

4.15. De forma análoga a lo que ocurría con el selector de tipo plug-in, el estimador

presuavizado es, en general, más eficiente en términos de ISE que el estimador fKM
n (·).

En la tabla 4.4 figura, para cada modelo y para cada tamaño muestral, la eficiencia

relativa del estimador de Kaplan-Meier, fKM
n (·), con selector de ventana de tipo plug-

in, con respecto al estimador presuavizado, fPn (·), calculado con el selector de ventana
de tipo bootstrap:

REKM,P
³bsP ,bbP ; bsKM

´
=

MISE
³
fP
n,sP ,bP

(·)
´

MISE
³
fKM
n,sKM (·)

´ . (4.77)
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Para todos los modelos y todos los tamaños muestrales considerados, la eficiencia

relativa del estimador de Kaplan-Meier, fKM
n (·), con selector de ventana de tipo plug-

in, respecto al estimador presuavizado, fPn (·), con selector de tipo bootstrap, es menor
que respecto al mismo estimador con selector de tipo plug-in (ver tablas 4.2 y 4.4).

Es decir, siempre es mayor la eficiencia relativa en términos de MISE del estimador

presuavizado con selector de la ventana de tipo bootstrap que con uno de tipo plug-in.

Esta mejora se manifesta claramente en los modelos 1 y 3. Para el primero de

ellos se pasa de tener una eficiencia relativa, para el estimador presuavizado, de un

150% para n = 50 con selector de tipo plug-in a, aproximadamente, un 270% para

n = 50 con selector de tipo bootstrap. En relación al modelo 3, la eficiencia relativa

(4.77) pasa de ser mayor que 1 (mejor comportamiento, en términos de MISE, del

estimador de Kaplan-Meier) cuando el selector es de tipo plug-in, a ser menor que 1

para los tamaños muestrales n = 100 y n = 200 cuando se considera el selector de tipo

bootstrap.

El estudio en profundidad de estos selectores de las ventanas tipo bootstrap será

objeto de nuestra investigación futura.



Capítulo 5

Comparación de los estimadores
de Nadaraya-Watson y local
lineal en la estimación
presuavizada de la densidad

5.1. Los estimadores de Nadaraya-Watson y local lineal
de la regresión

Dado que la función p (t) = P (δ = 1|Z = t) = E (δ|Z = t) es la función de regresión

de la variable δ condicionada a Z = t, el método clásico de estimación no paramétrica

de p (·) es el estimador tipo núcleo de Nadaraya-Watson (ver Nadaraya (1964), Watson
(1964) y Härdle (1990) para más detalles):

pNW
n (t) =

1

n

nP
i=1

Kb (t− Zi) δi

1

n

nP
i=1

Kb (t− Zi)
.

Este estimador aproxima localmente p (·) por una constante a, es decir, es el es-
timador mínimo-cuadrático local ponderado, puesto que en cada punto t minimiza la

suma de los residuos al cuadrado ponderados localmente según los pesos Kb(t− Zi) :

argmı́n
a

nP
i=1

Kb(t− Zi)(δi − a)2 = ba =
nP
i=1

Kb (t− Zi) δi

nP
i=1

Kb (t− Zi)
= pNW

n (t) .
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De lo anterior se deduce que pNW
n (·) es el polinomio de grado 0 que mejor ajusta los

datos en el sentido de minimizar la suma de los residuos al cuadrado en un entorno de

centro t determinado en forma y diámetro por Kb (·) = 1
bK

¡ ·
b

¢
.

Sin embargo, en los últimos años se ha dedicado mucha más atención a los esti-

madores polinómico locales (ver Fan (1992, 1993), Fan y Gijbels (1992) y Ruppert y

Wand (1994) entre otros). Dentro de ellos se incluyen, como caso particular, los de tipo

núcleo y los local lineales, que consisten en estimar la función de regresión ajustan-

do localmente una recta por mínimos cuadrados ponderados. La idea es la siguiente:

supongamos que existe la primera derivada de p (·). En un entorno de un punto t > 0,
y mediante un desarrollo de Taylor, se tiene que

p (x) ' p (t) + p0 (t) (x− t) = a+ b (x− t) .

Esto sugiere la estimación de p (·) encontrando los parámetros a y b que minimizan

la suma de cuadrados de residuos ponderados de una regresión lineal local ponderada

(un polinomio local de grado p = 1):

nP
i=1

Kb(t− Zi) [δi − (a+ b (Zi − t))]2 .

Así se obtiene el estimador local lineal de p (·):

pLLn (t) = ba = µ nP
i=1

ωi

¶−1 nP
i=1

δiωi

siendo los pesos iguales a

ωi = Kb(Zi − t) (Sn,2 − (Zi − t)Sn,1) con Sn,j =
nP
i=1

Kb(Zi − t)(Zi − t)j .

En consecuencia, ambos métodos pueden pensarse como dos casos particulares de

un suavizador local polinómico de grados p = 0 y p = 1 respectivamente.

Se ha probado ampliamente en la literatura que el estimador polinómico local, y en

particular el estimador local lineal, presenta muchas ventajas con respecto al estimador

de Nadaraya-Watson (ver Fan (1992, 1993), Ruppert y Wang (1994) y Fan y Gijbels

(1996), entre otros). Este estimador es independiente del diseño del modelo (fijo o

aleatorio, altamente agrupado o casi uniforme), es eficiente en el sentido minimax,

y tiene muy buen comportamiento en los puntos frontera. Además, presenta menor

sesgo, en valor absoluto, que el estimador de Nadaraya-Watson en los puntos en los que

p0 (·)h0 (·) tiene el mismo signo que p00 (·), como puede verse en la tabla 5.1. De hecho,
cuanto mayor sea el orden del polinomio local, mayor es la reducción del sesgo que se
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obtiene. Sin embargo, la pregunta a contestar es: ¿hereda la estimación presuavizada

de la densidad, con estimación local lineal de la función p (·), todas estas ventajas
con respecto al ajuste de p (·) con el estimador de Nadaraya-Watson? Esta cuestión se
abordará en el resto del capítulo.

5.2. Estimación presuavizada de la densidad con los dife-
rentes ajustes de p

Para explorar los beneficios de la estimación local lineal de p (·) en la presuavización,
nos centraremos en la representación i.i.d. de fPn (·) dada en el capítulo 3. Puesto que
la varianza asintótica de ambos estimadores de la regresión es la misma (ver tabla 5.1),

la ventaja de estimar p (·) mediante un ajuste local lineal viene dada por el sesgo de
fPn (·), y en particular, por el de su parte dominante fPn (·).

Propiedad 5.2.1
Sean BNW

n (·) y BLL
n (·) las expresiones asintóticas del sesgo del estimador de

Nadaraya-Watson y local lineal de la función p (·) respectivamente, dadas en la tabla
5.1, y sean fP,NW

n (·) y fP,LLn (·) las estimaciones presuavizadas de la función de den-
sidad con los diferentes ajustes de p (·). Entonces,

E
h
fP,NW
n (t)− f (t)

i
=

1

2
s2f 00 (t) dK +

·
(1− F (t))

Z t

0

h (v)BNW
n (v)

1−H (v)
dv

¸0
(5.1)

E
h
fP,LLn (t)− f (t)

i
=

1

2
s2f 00 (t) dK +

·
(1− F (t))

Z t

0

h (v)BLL
n (v)

1−H (v)
dv

¸0
(5.2)

Demostración.
En el teorema 3.2.1 se probó la representación casi segura y en media del estimador

presuavizado fPn (·):

fPn (t) = f (t) + βn (t) + σn (t) + en (t) ,

con

βn (t) =

Z
f (t− sv)K (v) dv − f (t) , (5.3)

σn (t) =
1

ns

nP
i=1

Z
εi (t− sv)K 0 (v) dv,

ε1 (t) = (1− F (t)) (g1 (t, Z1)− g2 (t, Z1) + g3 (t, Z1, δ1))

y donde las funciones g1 (·, ·) , g2 (·, ·) y g3 (·, ·, ·) han sido definidas en (2.12)-(2.14).
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La expresión del estimador usado para la función p (·), el estimador de Nadaraya-
Watson, está, en cierto modo, integrada dentro de la función g3 (·, Z, δ). Para verlo
más claramente, reescribimos la expresión de g3 (·, Z, δ) de la siguiente manera:

1

n

nP
i=1

g3 (t, Zi, δi)

=
1

n

nP
i=1

Z t

0
Kb (v − Zi)

δi − p (v)

1−H (v)
dv

=

Z t

0

hn (v)

1−H (v)


1

n

nP
i=1

Kb (v − Zi) δi

hn (v)
− p (v)

 dv

=

Z t

0

hn (v)

1−H (v)

¡
pNW
n (v)− p (v)

¢
dv

=

Z t

0

h (v)

1−H (v)

¡
pNW
n (v)− p (v)

¢
dv −

Z t

0

hn (v)− h (v)

1−H (v)

¡
pNW
n (v)− p (v)

¢
dv.

(5.4)

El segundo sumando es despreciable. De esta forma, la representación del estimador

presuavizado de f (·) con un ajuste bpn (·) de la función p (·) es igual a

fPn (t) = f (t) + βn (t) +
1

ns

nP
i=1

Z
εpni (t− sv)K 0 (v) dv

+
1

s

Z
γpn3 (t− sv)K 0 (v) dv + epnn (t) ,

donde βn (·) es la función dada en (5.3),

εpn1 (t) = (1− F (t)) (g1 (t, Z1)− g2 (t, Z1)) ,

γpn3 (t) = (1− F (t))

Z t

0

h (u)

1−H (u)
(bpn (u)− p (u)) du.

y epnn (·) es un nuevo término de error que incorpora el último sumando en (5.4).

Puesto que E [g1 (t, Z)] = E [g2 (t, Z)] = 0, con cálculos análogos a los usados en la
demostración del teorema 3.2.2 se obtiene (5.1) y (5.2).

Las varianzas asintóticas de pNW
n (·) y pLLn (·) coinciden puesto que

V ar
¡
pLLn (·)¢ = V ar

¡
pNW
n (·)¢

+
b

n

Ã
h0 (t)2

h3 (t)
σ2 (t) (2cKdK +mK)− 2

h0 (t)
¡
σ2h

¢0
(t)

h3 (t)
mK

!
+ o

µ
b

n

¶
,
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Tabla 5.1. Expresiones puntuales del sesgo y varianza asintóticos de ambos estimadores de
la función de regresión.

Método Sesgo Varianza

Nadaraya-Watson
1

2

µ
p00 (t) +

2p0 (t)h0 (t)
h (t)

¶
dKb

2 1

nb

σ2 (t)

h (t)
cK

Local Lineal
1

2
p00 (t) dKb2

1

nb

σ2 (t)

h (t)
cK

con σ2 (t) = V ar (δ|Z = t) = p (t) (1− p (t)). En consecuencia, no se esperan diferen-

cias entre las varianzas de fP,NW
n (·) y fP,LLn (·), excepto en términos despreciables.

Por tanto, el beneficio de la presuavización mediante el ajuste de p (·) por un
estimador o por otro viene dado por el término dominante del sesgo Bn (·). Cuando
p0 (·)h0 (·) tiene el mismo signo que p00 (·), el sesgo del estimador local lineal es menor,
en valor absoluto, que el del estimador de Nadaraya-Watson, y por tanto el estimador

presuavizado de la densidad con ajuste local lineal es más eficiente que aquel con ajuste

de Nadaraya-Watson, como comprobaremos en las simulaciones de la última sección

de este capítulo. Sin embargo, ¿qué ocurre en aquellas situaciones con un diseño del

modelo casi uniforme, en el que |h0 (·)| es muy pequeño, y por tanto los sesgos BNW
n (·)

y BLL
n (·) son prácticamente iguales, así como los términos de tercer orden de las

varianzas? Se esperaría un comportamiento muy similar en el estimador presuavizado

de la función de densidad con ambos ajustes, sin embargo algunas simulaciones lo

contradicen.

En resumen, los estimadores polinómico locales, y en particular el estimador local

lineal, presentan muchas ventajas con respecto al estimador de Nadaraya-Watson. No

obstante, esta eficiencia en el ajuste de p (·) no implica una mayor eficiencia en la
estimación presuavizada de f (·). De hecho, puede haber situaciones en las que es
preferible presuavizar estimando p (·) con el estimador de Nadaraya-Watson en vez de
usar un ajuste local lineal.

5.2.1. Estimación local logística de p

Una característica importante de la función p (·) es que se trata de una función
de probabilidad condicional, y por tanto únicamente toma valores entre 0 y 1. Esta

propiedad la verifica también el estimador de Nadaraya-Watson pNW
n (·), pero no el

estimador local lineal pLLn (·) que puede fácilmente tomar valores fuera de ese intervalo.
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Un ajuste de la función p (·) que mantenga la flexibilidad del estimador local lineal,
es decir, que no estime p (·) localmente como una constante tal como hace el estimador
de Nadaraya-Watson, pero que siempre tome valores entre 0 y 1 puede ser el estimador

local logístico. Para estimar la función p (·) en un punto t ≥ 0, se ajusta localmente
una función logística en un entorno de t, cuya amplitud dependerá de la ventana b.

La función de regresión logística es el ajuste más común para datos binarios. Con-

siste en ajustar la función logit de la probabilidad de la variable respuesta como una

función lineal de la forma

logit [p (t)] = log
·

p (t)

1− p (t)

¸
= a+ bt,

es decir,

p (t) =
exp (a+ bt)

1 + exp (a+ bt)
.

El ajuste logístico local consiste entonces en minimizar la siguiente función objetivo

nP
i=1

l (Zi, δi, g)K

µ
Zi − t

b

¶
, (5.5)

donde g (t) = exp (a+ bt) [1 + exp (a+ bt)]−1, y el funcional l (·, ·, ·) puede ser

l (z, d, g) = − log
h
g (z)d (1− g (z))1−d

i
,

que da lugar al estimador local logístico máximo-verosímil pLLog_MV
n (·), o

l (z, d, g) = (d− g (z))2 ,

que corresponde con el ajuste mínimo cuadrático pLLog_MC
n (·).

El método estándar para resolver de forma global estas ecuaciones es el proce-

dimiento local scoring, es decir, el algoritmo de Newton-Raphson usando la matriz de

información esperada en vez de la observada. Sin embargo, este algoritmo no se puede

usar en el ajuste local. En este caso, es necesario calcular para cada punto t > 0 de

estimación la función objetivo dada en (5.5) y calcular los parámetros a y b que la

minimizan. Puesto que las ecuaciones no son lineales en los parámetros, las soluciones

locales tienen que ser aproximadas de forma iterativa.

En el estudio de simulación de la siguiente sección se han comparado los ajustes

locales de p (·) por una constante (estimador de Nadaraya-Watson), por una recta
(estimador local lineal) y por la función logística (estimador local logístico) en cuatro

modelos diferentes. Veremos cómo los resultados no son siempre los esperados.
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5.3. Estudio de simulación

En esta sección hemos realizado un estudio de simulación con cuatro modelos

diferentes, de acuerdo a diferentes formas de la función p (·), para comparar el com-
portamiento en la práctica de los estimadores de la función de densidad con pesos

presuavizados estimando la función p (·) mediante el estimador de Nadaraya-Watson,
fP,NW
n (·), mediante el estimador local lineal, fP,LLn (·), o bien a través del ajuste local
logístico, fP,LLogn (·). A su vez, hemos comparado estos estimadores con el estimador
clásico sin presuavización, es decir, el estimador con pesos de Kaplan-Meier, fKM

n (·).
Los modelos 1-3 son los usados en las simulaciones de los capítulos anteriores,

pero aquí se ha considerado también un cuarto modelo. Mientras que en los modelos

1 y 2, la variable observable sigue la distribución Z
d
= U [0, 1], en los modelos 3 y

4 se tiene Z
d
= W (1.75, 5) y Z

d
= W (2, 4) respectivamente, donde W (a, b) denota

la distribución de Weibull con parámetro de escala a y parámetro de forma b, cuya

densidad es fW (a,b) (t) = abbtb−1 exp
h
− (at)b

i
.

En la tabla 5.2 se muestran las funciones de densidad teóricas a estimar f (·) y
las probabilidades condicionales de no censura p (·) para cada uno de los modelos. De
nuevo, las funciones p (·) se han elegido de manera que se ajusten a cuatro situaciones
diferentes entre sí. En el modelo 1 la función p (·) es prácticamente constante, en el
modelo 2 es unimodal, en el modelo 3 es monótona decreciente, y en el modelo 4

presenta un mínimo y un máximo local (ver figura 5.1).

En la figura 5.1 se representan la función de densidad f (·) de la variable de interés
(línea con puntos), la función de densidad de la variable observable h (·) (línea continua
gruesa) y la función de probabilidad condicional de no censura p (·) (línea continua fina)
para cada uno de los modelos.

Dado que en los modelos 1 y 2 se tiene que h (·) = 1[0,1] , y por tanto h0 (t) = 0

para todo t ∈ [0, 1], en ellos las expresiones asintóticas del sesgo de los estimadores
de Nadaraya-Watson y local lineal son iguales, es decir, BNW

n (t) = BLL
n (t) para todo

t ∈ [0, 1]. Puesto que las expresiones asintóticas de las varianzas son siempre iguales
V NW
n (·) = V LL

n (·), se esperaría muy poca diferencia entre ambos ajustes en la esti-
mación presuavizada de la función de densidad. Sin embargo, aunque el estimador local

lineal de p (·) presenta asintóticamente buenas propiedades con respecto al estimador
de Nadaraya-Watson, su comportamiento con tamaños muestrales pequeños es peor.

Para comparar las estimaciones presuavizadas con los distintos ajustes de p (·) se
ha aproximado, por simulación, el error cuadrático medio integrado ponderado:

MISE
¡
fPn (·)

¢
= E

·Z ¡
fPn (v)− f (v)

¢2
ω (v) dv

¸
.
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Tabla 5.2. Funciones de densidad, f(·), y probabilidad condicional de no censura, p(·), en
los modelos 1-4.

Función de densidad Función p (t)

f (t) = (1− t)3/8 e−1/4t2
h
3
8 (1− t)−1 + 1

2 t
i

p (t) = 1
2

h
1− ¡t− 1

2

¢2i
f (t) = 3te−3/2t2 p (t) =

h
3
4 − 3

¡
t− 1

2

¢2i
1{0≤t≤1}

f (t) = 5
2 t
4e−t5 + 80t4e−32t5 p (t) =

5
2e
−t5 + 80e−32t5

41.0327
¡
e−t5 + e−32t5

¢
f (t) = 120t4e−32t5 + 2.25t8e−t9 p (t) =

7.5te−32t5 + 0.140 63t5e−t9

3e−32t5 + e−t9

La función de peso ω (·) es la función indicadora de los intervalos [0, 0.9] para el
modelo 1, [0, 0.95] para el modelo 2, [0.2, 0.75] para el modelo 3 y [0, 0.75] para el

modelo 4, con el propósito de evitar problemas de definición en la cola derecha de los

intervalos de integración. Los extremos de dichos intervalos vienen dados por las líneas

verticales en la figura 5.1. Estos intervalos han sido elegidos de manera que la función

de peso ω (·) desecha un máximo de 5% de los datos observados en la cola superior

del intervalo (modelos 2-4), o bien el 10% de los datos para el modelo 1, debido a la

asíntota que presenta la función f (·) en t = 1 (ver figura 5.1).

Las ventanas que se han usado en la estimación de f (·), con cada uno de los
estimadores considerados en este estudio de simulación, han sido las correspondientes

ventanas MISE óptimas.

Además, puesto que el estimador local lineal pLLn (·) puede tomar valores fuera del
intervalo [0, 1], hemos truncado sus valores de la siguiente manera:

mı́n
¡
máx

¡
0, pLLn (·)¢ , 1¢

La tabla 5.3 muestra los valores mínimos de MISE para los cuatro estimadores

de f (·), obtenidos por Montecarlo con m = 500 muestras de tamaños n = 50, 100 y

200, y usando el núcleo de Epanechnikov. Además, se ha calculado la eficiencia relativa

de cada estimador de la densidad en comparación con el estimador presuavizado con

ajuste de Nadaraya-Watson fP,NW
n (·). Esta eficiencia se define como:
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Figura 5.1. Funciones p(·), h(·) y f(·) para los modelos 1-4. La función de peso ω(·) es la
función indicadora del intervalo marcado por las líneas verticales.

ER
h bf (·)i = MISEmı́n

³
fP,NW
n (·)

´
MISEmı́n

³ bf (·)´ ,

siendo bf (·) un estimador genérico de f (·), es decir, el cociente entre el menor valor de
MISE cometido con el estimador fP,NW

n (·) y el menor valor de MISE cometido con

el estimador bf (·). Valores de ER h bf (·)i por debajo de 1 significan que el estimador
de f (·) con ajuste de Nadaraya-Watson es más eficiente que el estimador bf (·), ambos
con el valor óptimo para las respectivas ventanas.
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Tabla 5.3. MISE de los 5 estimadores de la función de densidad, y Eficiencia Relativa (%)
para los modelos 1-4 con tamaños muestrales n = 50, n = 100 y 200.

MODELO n NW LLineal LLog_MV LLog_MC KM

1

50

100

200

0.01846

0.01197

0.09911

0.02411
(76 .59 )

0.01484
(80 .66 )

0.01129
(87 .79 )

0.02094
(88 .16 )

0.01400
(85 .5 )

0.01091
(90 .88 )

0.02087
(88 .45 )

0.01400
(85 .5 )

0.01088
(91 .08 )

0.03298
(55 .97 )

0.0198
(60 .45 )

0.01354
(73 .2 )

2

50

100

200

0.02667

0.01591

0.01116

0.03297
(80 .87 )

0.01973
(80 .66 )

0.01277
(87 .39 )

0.02689
(99 .15 )

0.01557
(102 .21 )

0.01009
(110 .55 )

0.02659
(100 .29 )

0.01553
(102 .44 )

0.01011
(110 .46 )

0.03373
(79 .07 )

0.02092
(76 .06 )

0.01317
(84 .76 )

3

50

100

200

0.07127

0.04649

0.03099

0.05342
(133 .41 )

0.03604
(128 .99 )

0.02928
(105 .85 )

0.0492
(144 .85 )

0.03214
(144 .65 )

0.02253
(137 .58 )

0.05067
(140 .65 )

0.03258
(142 .69 )

0.02181
(137 .58 )

0.0808
(88 .21 )

0.0569
(81 .75 )

0.03216
(96 .38 )

4

50

100

200

0.08951

0.05758

0.03832

0.08918
(100 .37 )

0.05544
(103 .87 )

0.03506
(109 .31 )

0.08881
(100 .79 )

0.05793
(99 .41 )

0.03943
(97 .19 )

0.08884
(100 .76 )

0.05796
(99 .35 )

0.03946
(97 .13 )

0.09419
(95 .03 )

0.05984
(96 .23 )

0.03841
(99 .79 )

Como puede verse en la tabla 5.3, la eficiencia relativa del estimador tipo núcleo con

pesos Kaplan-Meier, fKM
n (·), con respecto al estimador presuavizado con ajuste de

Nadaraya-Watson, fP,NW
n (·), es mucho menor que uno para los cuatro modelos. Esto

coincide con las simulaciones realizadas en capítulos anteriores, y por las cuales se

concluyó que siempre es preferible estimar la densidad presuavizando antes que con el

estimador de Kaplan-Meier, sobre todo para tamaños muestrales pequeños.

El comportamiento del estimador presuavizado con ajuste local lineal, fP,LLn (·),
es mejor que el del estimador con presuavización de Nadaraya-Watson, fP,NW

n (·), en
los modelos 3 y 4. La razón es que el valor absoluto del sesgo asintótico de pLLn (·) es
menor que el valor absoluto del sesgo de pNW

n (·), en el modelo 3 en todo punto del
intervalo de integración t ∈ [0.2, 0.75], y en el modelo 4 para una amplia región del
intervalo [0, 0.75], como puede verse en la figura 5.2.
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Figura 5.2. Valor absoluto del sesgo asintótico del estimador de p(·) de Nadaraya-Watson
(línea con puntos) y del estimador local lineal (línea continua) para los modelos 3 (izquierda)

y 4 (derecha).

No obstante, para el modelo 4, si en el cálculo de MISE
¡
fPn (·)

¢
se considera una

función peso constante en, digamos, [0.35, 0.575] en vez de en el intervalo [0, 0.75],

entonces la eficiencia de fP,NW
n (·) sería mayor que la del estimador fP,LLn (·). Esto se

debe a que en dicho intervalo el valor absoluto de BNW
n (·) es menor que el de BLL

n (·).
Por tanto, en los puntos de dicho intervalo, se espera una mejor estimación de f (·)
presuavizando con un ajuste de Nadaraya-Watson antes que con un ajuste local lineal.

Con respecto a los modelos 1 y 2, el sesgo y la varianza asintóticos de pNW
n (·) y

pLLn (·) son iguales puesto que h0 (t) = 0 para t ∈ [0, 1]. Aunque entonces se esperaría
un comportamiento similar del estimador presuavizado con ambos ajustes de p (·), los
resultados son mejores con el estimador de Nadaraya-Watson. En cualquier caso, la

eficiencia relativa de fP,LLn (·) con respecto a fP,NW
n (·) aumenta cuando n → ∞, tal

como se puede ver en la tabla 5.3.

Esta inesperada mayor eficiencia de fP,NW
n (·) con respecto a fP,LLn (·) en estos

modelos puede ser debida al hecho de que la función p (·) es una función de probabi-
lidad y, como tal, sólo toma valores entre 0 y 1, de modo que cualquier estimador

de p (·) debería tomar valores dentro de dicho intervalo. Esta condición, que cumple
el estimador de Nadaraya-Watson pero no siempre el estimador local lineal, la veri-

fica también el estimador local logístico. A pesar de que se han considerado valores

truncados de pLLn (·) para forzar al estimador local lineal a tomar valores en [0, 1], el
ajuste local logístico de p (·) ofrece, en general, mejores resultados.



268 Capítulo 5. Comparación de los estimadores Nadaraya-Watson y local lineal

0.00 0.15 0.30 0.45 0.60 0.75 0.90
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05
MODELO 1

NW
Local lineal
Local logístico
KM

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10
MODELO 2

NW
Local lineal
Local logístico
KM

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
0.0

0.1

0.2

0.3
MODELO 3

NW
Local lineal
Local logístico
KM

0.00 0.25 0.50 0.75

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

MODELO 4

NW
Local lineal
Local logístico
KM

Figura 5.3. Error cuadrático medio (MSE) cometido por los tres estimadores

presuavizados considerados, y por el clásico con pesos Kaplan-Meier para los modelos 1-4 con

tamaño muestral n = 100.

La eficiencia del estimador presuavizado de f (·) aumenta con la flexibilidad de la
función con la que se ajuste localmente la función p (·).

El comportamiento tan bueno de fP,NW
n (·) en el modelo 1 se debe a la forma casi

plana de p (·) para todo t ∈ [0, 1]. Puesto que la función p (·) es casi constante, la mejor
forma de estimarla localmente es mediante un ajuste local por una constante, tal como

hace el estimador de Nadaraya-Watson.

Además, para n = 100, se ha estimado el error cuadrático medio (MSE) pun-

tualmente para cada uno de los modelos anteriores, cada estimador obtenido con las

ventanas óptimas que minimizan su correspondiente MISE. El ajuste local logístico

considerado ha sido el basado en la minimización por máxima verosimilitud.
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Figura 5.4. Función de densidad poblacional (línea gruesa), estimación presuavizada con
ajuste de Nadaraya-Watson (línea con puntos), ajuste local lineal (línea discontinua), y

estimador clásico con pesos de Kaplan-Meier (línea fina), para los modelos 1-4 con muestras

de tamaño n = 100, correspondientes al comportamiento mediano en términos de ISE.

En la figura 5.3 se representa el error cometido con el estimador con pesos Kaplan-

Meier, fKM
n (·), el cometido por el estimador presuavizado que usa para estimar p (·)

el estimador de Nadaraya-Watson, fP,NW
n (·), y finalmente el error cometido por el

estimador fP,LLn (·). Se puede comprobar cómo los estimadores presuavizados, fPn (·),
tanto el que estima la función p (·) mediante el estimador de Nadaraya-Watson como
el que usa el estimador local lineal, cometen un error menor que el clásico con pesos

Kaplan-Meier, fKM
n (·), en la mayor parte de los puntos observados. Esta mejora se

produce incluso en los modelos 2 y 3, para los que se obtuvo L0 = 0, es decir, que el

cociente entre las ventanas óptimas s y b tiene a cero, y por tanto el comportamien-

to asintótico del estimador presuavizado y el clásico con pesos Kaplan-Meier serían
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equivalentes, ya que la eficiencia del primero respecto al segundo es, en esos modelos,

tan sólo de tercer orden.

Finalmente, la figura 5.4 muestra, en cada gráfica, cuatro curvas: la función de

densidad poblacional, f (·), la estimación con pesos de Kaplan-Meier, fKM
n (·), el esti-

mador con estimación previa de p (·)mediante Nadaraya-Watson, fNW
n (·), y con ajuste

local lineal, fLLn (·), para una muestra de tamaño n = 100. Todos los estimadores han
sido calculados con el valor de las correspondientes ventanasMISE. Las curvas mues-

tran el comportamiento mediano de los estimadores, es decir, para cada modelo se

han generado m = 500 muestras diferentes, y para cada una se ha calculado su error

cuadrático integrado (ISE). Las muestras han sido ordenadas de acuerdo a sus valores

ISE, y se han seleccionado las muestras que corresponden a la mediana de estas series

ordenadas.

Se observa un efecto frontera en t = 0 en los modelos 1 y 2 (ver figura 5.4), pero

ninguno de los estimadores propuestos lo recogen adecuadamente. Aunque todos se

comportan de manera similar en un entorno de t = 0, el estimador con pesos de

Nadaraya-Watson es mejor en el modelo 1. Esto es así aunque la función p (·) no es
continua en t = 0, y por lo tanto se espera también un efecto frontera en su estimación

(ver figura 5.1), y a pesar de que el estimador pLLn (·) presenta un mejor comportamien-
to en los puntos de la frontera que pNW

n (·). Esto puede ser debido a la selección de
ventanas globales en la estimación de p (·) y f (·). La estimación presuavizada con
ajuste local lineal de p (·) probablemente mejorará en las fronteras de los intervalos de
observación seleccionando adecuadamente ventanas locales.

En resumen, si BNW
n (·) = BLL

n (·), entonces es mejor presuavizar mediante la
estimación de p (·) con el estimador de Nadaraya-Watson antes que con el suavizador
local lineal. En caso contrario, cuando

¯̄
BNW
n (·)¯̄ > ¯̄

BLL
n (·)¯̄, la estimación local li-

neal de p (·) proporciona estimaciones presuavizadas más eficientes que el ajuste de
Nadaraya-Watson.

En el caso concreto en el que se tenga una función p (·) casi constante, de modo
que se verifique aproximadamente el modelo de Koziol-Green, entonces el estimador de

p (·) que proporciona estimaciones presuavizadas de f (·) más eficientes es el estimador
de Nadaraya-Watson.

En cualquier caso, independientemente de los sesgos BNW
n (·) y BLL

n (·), y de la
forma de la función p (·), el ajuste local logístico es siempre una buena elección en la
estimación presuavizada de la función de densidad.



Capítulo 6

Aplicación a datos reales

Este capítulo pretende ilustrar el comportamiento práctico de los métodos de esti-

mación de las funciones de distribución y densidad, expuestos en capítulos anteriores,

mediante su aplicación a un conjunto de datos reales procedentes del campo de la

Medicina.

Los datos analizados son los del programa de t ransplante de corazón de Stanford

(Crowley y Hu (1977)). Estos datos han sido objeto de numerosos estudios en el ám-

bito del análisis de supervivencia, sobre todo para examinar el efecto de covariables

(dependientes del tiempo o no) en la supervivencia de los enfermos de corazón. La

variable de interés es el tiempo de supervivencia, para la cual se dispone de los 103

pacientes admitidos en el programa de transplante de corazón de Stanford en el pe-

rio do comprendido entre e l 1 de o ctubre de 1967 hasta e l 1 de abril de 1974. Aso c iado

a cada paciente se tiene la fecha de aceptación en el programa, T1, y la fecha de su

muerte o, si ésta no llega a observarse, la fecha en la que se finalizó su seguimiento, T2.

De esta manera, la supervivencia observada para cada paciente, en días, viene dada

por Z = T2 − T1. La censura aleatoria por la derecha surge debido a que, al final del

estudio, hay pacientes que todavía viven o a los que se interrumpió su seguimiento, de

modo que su tiempo de supervivencia real, Y , desconocido, es en todo caso superior

al tiempo de supervivencia observado Z. Usando la notación introducida en el primer

capítulo tenemos:

Z = "Tiempo, en días, desde la entrada en el estudio hasta el fin del seguimiento

del paciente".

Y = "Tiempo, en días, desde la entrada en el estudio hasta la muerte del paciente".

C = "Tiempo, en días, desde la entrada en el estudio hasta el fin del mismo o, en

su caso, hasta que se pierde el seguimiento al paciente".

δ = "Indicador de censura (0=no censurado, 1=censurado)".
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Figura 6.1. Ejemplo de caso no censurado. Figura 6.2. Ejemplo de caso censurado.

Para entender mejor la notación, se han representado, en las figuras 6.1 y 6.2, las

variables Y,C y Z en un ejemplo de un dato censurado y otro no censurado.

La censura está presente en el 27.18% de los casos, la mayor parte de ella (25.24%)

debido a que el paciente llega vivo al fin del estudio. El restante 1.94% son pacientes

a los que se perdió el seguimiento antes de que fallecieran.

Para cada paciente se han registrado otras variables de interés, que se describen

brevemente a continuación, analizadas en trabajos previos con el fin de estudiar su

efecto sobre el tiempo de supervivencia. En la tabla 6.1 figura la frecuencia de las

principales variables consideradas:

1. Fecha de nacimiento

2. Fecha de admisión en el programa.

3. Fecha del transplante de corazón (de ser el caso).

4. Fecha del fin de seguimiento del paciente.

5. Estado al finalizar el seguimiento del paciente (vivo o muerto).

6. Operaciones a corazón abierto previas (sí o no).

7. Presencia del antígeno HLA-A2 en el donante pero no en el receptor (sí o no).

8. No de alelos del donante que no coinciden con los del receptor (desde 1 hasta 4).

A partir de las variables anteriores se han registrado también las siguientes: tiempo

de supervivencia, indicador de censura, tiempo de espera hasta haber recibido un

transplante (de ser el caso), edad en el momento de ser admitido en el programa, edad

en el momento del transplante, edad al finalizar el seguimiento e indicador de si la

edad al finalizar el estudio es mayor o menor que 48 años.

Las diferentes variables que registran la edad han sido consideradas puesto que

los riesgos de la operación, la respuesta al transplante y la terapia posterior pueden

variar con la edad del paciente. Asímismo, el rechazo a los órganos transplantados de-

pende, entre otras cosas, de la presencia de antígenos HLA y de la compatibilidad entre

el donante y el receptor. Finalmente, el número de operaciones previas es importante
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Tabla 6.1 Principales características de los pacientes del programa de transplante de
corazón de Stanford.

Característica Frecuencia (%)
EDAD

Menor de 48 años 46.6
48 años o más 53.4

OPERADO PREVIAMENTE
Sí 15.5
No 84.5

TRANSPLANTADO
Sí 67
No 33

HLA-A2
Sí 26.2
No 73.8

puesto que van acompañadas de transfusiones de sangre con diferentes antígenos HLA

que pueden provocar en el paciente, a la hora de recibir un transplante de corazón,

una mejor respuesta inmunitaria.

En la figura 6.3 se puede ver, en un gráfico de dispersión, el tiempo de supervivencia

observado (en días) en función de la edad en el momento de admisión en el programa.

En él se puede comprobar que los mayores tiempos de supervivencia coinciden con

valores censurados, representados por ◦. Además, para evitar la fuerte asimetría de la
distribución de la variable Z, a la hora de estimar la función de densidad trabajaremos

con los datos transformados por la función logaritmo neperiano.
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Figura 6.3. Gráfico de dispersión de los tiempos de supervivencia observados en función de
la edad. El símbolo ◦ denota las observaciones censuradas, mientras que las observaciones no

censuradas están representadas por 4.
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6.1. Estimación de la función de distribución

En el capítulo 2 se estudiaron las propiedades asintóticas del estimador presuaviza-

do de la función de supervivencia 1−F (·), presentado como alternativa al estimador de
Kaplan-Meier por Cao et al. (2005). Así, entre otros resultados, se daba una expresión

para el parámetro de suavización b que minimiza la parte dominante deMSE
³
FP
n (t)

´
:

bOPT (t) =

µ
q (t) eK
2α2 (t) d2K

¶1/3
n−1/3. (6.1)

La expresión de esta ventana es la misma que la de la ventana asintóticamente

óptima del estimador presuavizado de la función de fallo acumulativa (ver Cao et al.

(2005)):

ΛF (t) =

Z t

0
λF (v) dv, siendo λF (t) =

f (t)

1− F (t)

la función de riesgo. Ambas funciones son muy prácticas para describir cambios en el

tiempo de la probabilidad de que un individuo experimente un fallo. Además, la función

de riesgo acumulativa y la función de supervivencia están directamente relacionadas

de la siguiente manera:

1− F (t) = exp [−ΛF (t)] .

Del mismo modo, el estimador presuavizado de la función de fallo acumulativa, el

llamado estimador de Nelson-Aalen presuavizado, ΛPn (·), y el estimador de la función
de distribución presuavizado, FP

n (·), están directamente relacionados (ver proposición
2.4.1 en el capítulo 2). Es por ello que, como paso previo a la estimación de la función

de distribución, hemos estimado la función de fallo acumulativa.

La ventana (6.1) es una ventana local, es decir, requiere calcularse en cada punto

de estimación. La ventana global asintóticamente óptima en el sentido de minimizar

el AMISE
³
ΛPn (t)

´
es

bOPT =

µ
QeK
2d2KA

¶1/3
n−1/3, (6.2)

donde

Q =

Z ∞

0
q (v)ω (v) dv =

Z ∞

0

p (v) (1− p (v))h (v)

(1−H (v))2
ω (v) dv

y

A =

Z ∞

0
α2 (v)ω (v) dv,

siendo α (·) la función dada en (2.38) en el capítulo 2.



6.1. Estimación de la función de distribución 275

El selector propuesto en Cao et al. (2005) es el tipo plug-in:

bb = Ã bQeK
2d2K

bA
!1/3

n−1/3, (6.3)

donde bQ = 1

n

nP
i=1

pn (Zi) (1− pn (Zi))ω (Zi)¡
1−Hn (Zi) +

1
n

¢2
y la integral bA es

bA = Z ∞

0
α2n (v)ω (v) dv,

siendo

αn (t) =

Z t

0

1
2p
00
n (v)hn (v) + p0n (v)h0n (v)

1−Hn (v) +
1
n

dv

con pn (·) , p0n (·) y p00n (·) los estimadores de Nadaraya-Watson de p (·) y de sus derivadas
primera y segunda respectivamente, y hn (·) y h0n (·) los estimadores de Parzen-
Rosenblatt de la densidad h (·) y de su derivada primera.

De esta forma, el cálculo de (6.2) requiere la elección de dos ventanas piloto, g1 y

g2, para los estimadores bA y bQ respectivamente. Sus valores asintóticamente óptimos

vienen dados por las siguientes propiedades.

Propiedad 6.1.1 (Teorema 7 de Cao et al. (2005))
Bajo las hipótesis (K1) , (p2) , (p3) , (H3) , (H4) y si la ventana g1 verifica

ng31

³
log 1

g1

´−3 →∞ y ng51

³
log 1

g1

´−1 → 0, entonces

g1,AMSE = Cn−1/5 donde C =


µ
−C2
C1

¶1/5
si C1 < 0µ

3C2
2C1

¶1/5
si C1 > 0

siendo

C1 =
1

2
dK

Z ∞

ε

Z t

ε

1

1−H (r)

³
p(4) (r)h (r) + 4p000 (r)h0 (r) + 5p00 (r)h00 (r)

+4p0 (r)h000 (r)− 2p0 (r)h−1 (r)h0 (r)h00 (r)¢ drα (t) dt,
y

C2 =
1

4
cK

Z ∞

ε

(1− p (v)) p (v)h (v)

(1−H (v))2
ω (v) dv.
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Propiedad 6.1.2 (Teorema 8 de Cao et al. (2005))
Bajo las hipótesis (K1) , (p2) , (p3) , (H3) , (H4) y si la ventana g2 verifica

ng
8/3
2 →∞ y ng42 → 0, entonces

g2,AMSE = Dn−1/3 donde D =


µ

D2

2D1

¶1/3
si D1 < 0µ

−D2

D1

¶1/3
si D1 > 0

siendo

D1 = dK

Z ∞

ε

(1− 2p (v)) ¡p0 (v)h0 (v) + 1
2p
00 (v)h (v)

¢
(1−H (v))2

dv

y

D2 = −cK
Z ∞

ε

p (v) (1− p (v))

(1−H (v))2
ω (v) dv.

Una de las condiciones para que garantizan la consistencia de este procedimiento

de selección de la ventana para ΛPn (·), así como la consistencia del selector tipo plug-
in de las ventanas para fPn (·), es la hipótesis (p3), por la cual p (t) = 1 para todo

t > 0 suficientemente próximo a 0. Para evaluar si es admisible esta hipótesis para

este conjunto de datos, se ha obtenido la estimación local lineal de p (·) (ver figura
6.4). El selector de la ventana ha sido el plug-in propuesto por Ruppert, Sheather y

Wand (1995) el cual, suponiendo que H (·) es una función de distribución de Weibull, y
ajustando, en el caso de p (·), un modelo logístico, proporcionó la ventana bbLL = 748.9.
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Figura 6.4. Estimación local lineal de la probabilidad condicional de no censura p (·). Los
puntos indican el tiempo de vida observado (en días) y el estado de censura (0=no

censurado, 1=censurado) para los datos de transplante de corazón de Stanford.
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Figura 6.5. Estimaciones de Nelson-Aalen clásica y presuavizada de la función de fallo
acumulativa para los datos de transplante de corazón de Stanford.

Aunque el valor de la estimación en t = 0, pLLn (0) = 0.9755, no es exactamente 1,

tanto por la tendencia general de la curva como por la posibilidad de estar ante una

ligera sobresuavización (la longitud del intervalo en el que se observan datos es tan

sólo 2.406 veces la ventana óptima), se puede aceptar razonablemente que la condición

(p3) se verifica para este conjunto de datos.

Para calcular la ventana plug-in, bb, dada en (6.3), con la que obtener el estimador
presuavizado ΛPn (·), las ventanas piloto necesarias, dadas en las propiedades 6.1.1 y
6.1.2, han sido estimadas suponiendo los mismos modelos paramétricos que en la esti-

mación de la función p (·), es decir, asumiendo que H (·) es una función de distribución
de Weibull, y tomando, para el ajuste de p (·), un modelo logístico. De esta forma, las
ventanas piloto obtenidas han sido g1 = 101.01 y g2 = 432.39, y la ventana plug-inbb = 217.04.

En la figura 6.5 se representa la estimación presuavizada de la función de fallo

acumulativa, junto con la obtenida empleando el estimador clásico, el estimador de

Nelson-Aalen. Ambas estimaciones son parecidas, aunque el efecto de la presuavización

es evidente a partir de, aproximadamente, el primer año de tomar parte en el programa

de transplante.

No hay propuesto en la literatura ningún método para seleccionar adecuadamente

la ventana b óptima para el estimador presuavizado de la función de distribución FP
n (·).

No obstante, dado que la expresión de la ventana local asintóticamente óptima para
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Figura 6.6. Estimaciones de Kaplan-Meier clásica y presuavizada de la función de
supervivencia para los datos de transplante de corazón de Stanford.

el estimador presuavizado de la distribución, FP
n (·), es la misma que para la función

de fallo acumulativa presuavizada, ΛPn (·), la ventana global empleada ha sido (6.2).

Las estimaciones de la función de supervivencia de Kaplan-Meier y su versión

presuavizada con ventana bb se representan en la figura 6.6. Aunque la forma de ambas
estimaciones es muy similar, con un rápido decrecimiento en el primer año y medio

de vida observado (desde la incorporación al programa de transplante), a partir del

primer año se advierte mejor el carácter local del estimador presuavizado (recordemos

que, a diferencia del estimador de Kaplan-Meier clásico que sólo otorga peso a los datos

no censurados, el estimador presuavizado tiene saltos en todas las observaciones). Esto

produce mejores estimaciones de la supervivencia en la cola derecha del intervalo de

observación. A modo de ejemplo, en la tabla 6.2 se presentan los deciles 2, 4, 6 y 8 de

la distribución estimada. La diferencia entre ambos estimadores aumenta, en general,

con el decil buscado.

Tabla 6.2. Estimación de los deciles 2, 4, 6 y 8 de la distribución del tiempo de vida.

Deciles Kaplan-Meier Presuavizado

2 19.533 20.91

4 67.726 71.097

6 218.06 261.90

8 996.74 979.05
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6.2. Estimación de la función de densidad

A continuación aplicamos la metodología de presuavización para estimar la función

de densidad de la variable Y , tiempo de vida. Debido a la fuerte asimetría positiva

de la distribución de la variable Z, tiempo de vida observado (ver figura 6.3), en esta

sección trabajaremos con los datos transformados por la función logaritmo neperiano.

De esta forma, los datos se encuentran ahora en del intervalo [0, 7.5].

Se ha elegido como ventana, sKM , para el estimador con pesos de Kaplan-Meier,

fPn (·), la propuesta por Sánchez Sellero et al. (1999), en el contexto más general de
censura aleatoria por la derecha y truncamiento por la izquierda, dada en (4.74) en el

capítulo 4. En su cálculo se precisa la estimación de la ventana piloto g dada en (4.75).

El valor resultante fue sKM = 0.72.

Como selectores de las ventanas s y b para el estimador presuavizado hemos consi-

derado todos los métodos expuestos en el capítulo anterior, es decir, el método plug-in

y el método bootstrap, éste último con los 5 remuestreos propuestos.

Para obtener el valor de las ventanas plug-in del estimador presuavizado, fPn (·), se
han seguido los mismos pasos que en el estudio de simulación del capítulo 4. Se han

considerado, por tanto, cuatro ventanas piloto. La ventana piloto b0, estimada por

validación cruzada, se ha usado para obtener el estimador de Nadaraya-Watson pn (·),
sus derivadas primera, segunda y el estimador presuavizado FP

n (·). Con la segunda
ventana piloto, llamada b1 y cuya expresión es (4.76), se calculó el estimador de Parzen-

Rosenblatt de h (·) y de su derivada primera h0 (·). Con la tercera ventana piloto, s0,
junto con b0, se calculó fPn (·), y con la ventana g dada en (4.75) se estimó f 00 (·). Las
funciones poblacionales y, en consecuencia, desconocidas, que se necesitan para obtener

estas ventanas piloto se han estimado suponiendo modelos paramétricos. En concreto,

para la función de densidad de la variable aleatoria de interés, Y , se supuso que sigue

un modelo paramétrico dado por una mezcla de tres lognormales, mientras que para

h (·) se ha considerado una distribución de Weibull. Finalmente, como ventanas piloto
que se precisan en la obtención de las ventanas bootstrap se tomaron las usadas en el

método plug-in.

En la tabla 6.3 se muestran los valores de las ventanas obtenidas por los diferentes

métodos considerados. La notación es la misma que es usó en el capítulo 4. En la

representación gráfica de las estimaciones de f (·), por simplicidad, se ha considerado
únicamente las correspondientes a las ventanas calculadas por el método plug-in y el

método bootstrap con remuestreo SC2.
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Figura 6.7. Estimación de la función de densidad mediante el estimador fKM
n (·) con

selector de ventana plug-in, y los estimadores presuavizados fPn (·) con selectores de ventana
plug-in y bootstrap.

En el examen a la figura 6.7 destaca la discrepancia entre la estimación de Kaplan-

Meier (línea continua) y las estimaciones presuavizadas (líneas con puntos) a partir

de, aproximadamente, el día 20. El estimador fKM
n (·) tiene una única moda, mientras

que los estimadores fPn (·) sugieren que la población podría estar dividida en dos gru-
pos, en función de alguna covariable que influye de manera notable en el tiempo de

supervivencia del paciente.

Comparación de los estimadores de Nadaraya-Watson y local lineal

Previamente al análisis del las covariables presentadas al comienzo de este capítulo,

veamos si para este conjunto de datos se obtienen diferentes resultados al estimar p (·)
con un ajuste local lineal en vez de usar el estimador de Nadaraya-Watson. En el

capítulo anterior se concluyó que, si BNW
n (·) = BLL

n (·), entonces es mejor presuavizar

Tabla 6.3. Valores de las ventanas s y b obtenidas con los métodos plug-in y bootstrap.

Método Ventana s Ventana b

Plug-in 0.720 1.290

SP 0.487 0.869

OP 0.526 0.869

SC1 0.527 1.090

SC2 0.640 1.310

CS 0.487 0.869
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Figura 6.8. Valor absoluto del sesgo asintótico estimado del estimador de p (·) de
Nadaraya-Watson (línea con puntos) y del estimador local lineal (línea discontinua).

usando el estimador de Nadaraya-Watson en el ajuste de p (·), mientras que cuando¯̄
BNW
n (·)¯̄ >

¯̄
BLL
n (·)¯̄, la estimación local lineal de p (·) proporciona estimaciones

presuavizadas más eficientes. En la figura 6.8 se representa el valor absoluto de las

estimaciones de las expresiones asintóticas de los sesgos de ambos estimadores de p (·),
calculadas con ventana b0. Puesto que se tiene claramente que

¯̄̄ bBNW
n (·)

¯̄̄
>
¯̄̄ bBLL

n (·)
¯̄̄
en

la mayor parte de los puntos del intervalo de observación, la estimación presuavizada

de f (·) parece ser más eficiente si el ajuste de la función p (·) es local lineal.
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Figura 6.9. Estimaciones de la función de densidad mediante fKM
n (·) (línea continua),

fP,NW
n (·) (línea con puntos) y fP,LLn (·) (línea discontinua).
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Dado que la selección de las ventanas s y b para el estimador presuavizado con

ajuste de p (·) local lineal es un problema abierto, en este ejemplo se utilizará un selector
de tipo bootstrap, con remuestreo SC2. El valor de las ventanas ha sido sLLbootstrap =

0.408 y bLLbootstrap = 4.70. Las estimaciones presuavizadas de f (·) con ambos ajustes de
p (·) se muestran en la figura 6.9 junto con el estimador de Kaplan-Meier, que sirve de
referencia.

A pesar de que la estimación fP,LLn (·) parece menos suave que fP,NW
n (·), su forma

sigue insinuando que el tiempo de vida depende del valor de alguna covariable.

Análisis de la influencia de las covariables en el tiempo de vida

Es razonable pensar que alguna de las variables descritas en la tabla 6.1 afecten

a la superviencia de los pacientes. Con el fin de cuantificar la relación entre ellas y el

tiempo de supervivencia, hemos ajustado el modelo de riesgos proporcionales de Cox

(Cox (1972)). Este modelo es seguramente uno de los más utilizados en el campo de

la Medicina para describir numéricamente la influencia de un conjunto de covariables

en el tiempo de vida. Sean X y X∗ el conjunto de covariables para dos individuos
diferentes. Este modelo de regresión,

λ (t|X) = λ0 (t) e
−XT β0 ,

supone que el riesgo relativo de los individuos es constante a lo largo del tiempo, es

decir,
λ (t|X)
λ (t|X∗)

=
e−XT β0

e−X∗T β0

no depende del tiempo.

En la tabla 6.4 se especifica el modelo de Cox ajustado para cada una de las

variables de la tabla 6.1, así como el contraste de Wald y el p−valor asociado. Debido
a la presencia de datos faltantes en la variable HLA-A2, el modelo correspondiente a

dicha variable se ha construido únicamente con 65 datos.

Tabla 6.4. Modelo de Cox ajustado y tabla ANOVA correspondiente para las variables de
la tabla 6.1.

Variable n g.l.
Coeficiente

estimado

Error

estándar

Estadístico

de Wald
p−valor

Edad (<48 años) 103 1 -0.073 0.117 0.39 0.533

Operado prev. 103 1 -0.37 0.18 4.25 0.039

Transplantado 103 1 -0.662 0.122 29.5 <0.0001

HLA-A2 65 1 0.058 0.187 0.1 0.754
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Figura 6.10. Estimación de la función de densidad del tiempo de vida mediante los
estimadores fKM

n (·) (línea continua) y fPn (·) (líneas con puntos), según el paciente haya
recibido o no un transplante de corazón.

Por la tabla 6.4 se concluye que el factor que más influye en la supervivencia de los

pacientes de corazón es, como se esperaba, el hecho de haber recibido un transplante de

corazón. En concreto, el riesgo de morir de un paciente al que no se le ha transplantado

un corazón es exp (0.662) = 1.94 veces superior que el de los que sí han recibido un

transplante (siempre suponiendo la validez del modelo de riesgos proporcionales de

Cox, y sin tener en cuenta las restantes covariables). Los resultados son similares

cuando se ajusta un modelo de Cox con los cuatro factores simultáneamente.
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Figura 6.11. Estimación de la función de densidad del tiempo de vida mediante los
estimadores fKM

n (·) (línea continua) y fPn (·) (líneas con puntos), según el paciente haya
sido operado previamente del corazón o no.

El segundo factor que más influye en la supervivencia es el haber sido objeto

previamente de alguna operación a corazón abierto. En particular, los pacientes que

no han sido operados previamente presentan un riesto de morir exp (0.37) = 1.45 veces

mayor que los demás. La influencia de las demás covariables en el tiempo de vida es, de

acuerdo con el contraste de Wald con un nivel de significación del 5%, no significativa.
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Para comprobar si haber recibido un transplante está relacionado con el haber sido

operado previamente del corazón, se ha realizado un contraste chi-cuadrado que ha

resultado no significativo (p−valor= 0.187).
En las figuras 6.10 y 6.11 se muestran las estimaciones de la función de densidad

con pesos de Kaplan-Meier (línea continua) y presuavizada con ventana plug-in (línea

con puntos abiertos) y bootstrap con el remuestreo SC2 (línea con puntos cerrados).

Estas ventanas han sido estimadas asumiendo, en la obtención de las ventanas piloto,

los mismos modelos paramétricos supuestos para las estimaciones de f (·) de la figura
6.7. El valor estimado de las ventanas viene dado en la tabla 6.5.

El análisis de las figuras 6.10 y 6.11 confirma que el tiempo de vida es muy distinto

en función de si el paciente ha recibido o no un transplante de corazón, o dependiendo

de si al paciente se le ha practicado con anterioridad alguna operación a corazón abierto

o no.

La estimación de la función de densidad del tiempo de vida, para los pacientes que

no han recibido un transplante de corazón o que no han sido objeto de operaciones

previas de corazón, es parecida con las estimaciones de Kaplan-Meier clásica y pre-

suavizada. Esto es debido al valor relativamente bajo de la ventana de presuavizado

b, tanto plug-in (bplug-in = 0.065) como bootstrap (bbootstrap = 0.198). Como se recor-

dará, cuando la ventana de presuavización b es cero, el estimador presuavizado fPn (·)
se reduce al estimador clásico fKM

n (·).
La diferencia entre las estimaciones de Kaplan-Meier clásica y presuavizada es

mayor en los grupos de pacientes a los que sí se les ha realizado un transplante (ver

figura 6.10) y los que han sido operados del corazón con anterioridad (ver figura 6.11).

El estimador de Kaplan-Meier clásico, fKM
n (·), claramente infraestima el tiempo de

vida de dichos pacientes (la elevación inicial de las estimaciones para el grupo de

pacientes que sí han sido operados con anterioridad se debe a un valor aislado no

censurado).

Tabla 6.5. Valores de las ventanas s y b obtenidas con los métodos plug-in y bootstrap
para cada submuestra obtenida según las covariables que influyen en el tiempo de vida.

Kaplan-Meier Presuavizado

s splug-in bplug-in sbootstrap bbootstrap

Transplante NO

SÍ
1.065

0.626

1.081

0.636

0.065

2.251

1.323

0.640

0.198

3.70

Operación NO

SÍ

0.683

0.421

0.693

0.481

2.038

3.848

0.766

0.607

1.465

3.65
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Figura 6.12. Diagrama de dispersión suavizado de los residuos de Schoenfeld escalados
para los predictores Transplante y Operado previamente.

La deducción, a partir de los resultados de la tabla 6.4, de que el tiempo de su-

pervivencia de un paciente depende, entre otros posibles factores, de si ha recibido

un transplante de corazón o de si ha sido operado del corazón con antelación, está

supeditado a la validez de la regresión de Cox. Esto precisa que sea cierta la hipótesis

de riesgos proporcionales, es decir, el riesgo relativo de los individuos cualesquiera es

constante a lo largo del tiempo.

Debido a la gran aceptación de este modelo de regresión en el análisis de la relación

entre el tiempo de supervivencia y un conjunto de covariables, sobre todo en Medicina,

es copiosa la literatura sobre contrastes de bondad de ajuste del modelo de Cox (An-

dersen (1982), Arjas (1988), Lin y Wei (1991) o Burke y Yuen (1995), entre otros). En

esta aplicación a datos reales, se ha elegido un contraste gráfico con el fin de facilitar

su interpretación.

Uno de los contrastes gráficos más populares es el diagrama de dispersión suavizado

de los residuos de Schoenfeld escalados (Grambsch y Therneau (1994)). En la figura

6.12 se muestra, además del diagrama, una estimación del correspondiente coeficiente

para cada covariable, en principio dependiente del tiempo, β (t), y su intervalo de

confianza al 90%. Si la suposición de riesgos proporcionales es cierta, β (t) será una

línea horizontal. La manifiesta no horizontalidad del parámetro β (t), para las dos

covariables consideradas, establece una evidencia de la violación de la hipótesis de

riesgos proporcionales en la que se basa del modelo de Cox.
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Respecto al coeficiente β (t) para la variable Transplante, la pendiente positiva

y su aproximación a cero indica que el efecto beneficioso, en la supervivencia, de

haber recibido un transplante se disipa a medida que pasa el tiempo. Razonablemente,

conforme aumenta el periodo de pertenencia al programa de transplante de corazón de

Stanford, el desarrollo de la enfermedad avanza y el efecto ventajoso del transplante

desaparece con el tiempo.

Por su parte, el beneficio de haber sido operado del corazón con anterioridad se

presenta a partir del cuarto día de haber sido aceptado en el programa de Stanford, y

únicamente durante algo menos de un año.
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