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Resumen. Obtener una solucion numérica precisa y estable de la ecuacion de conveccion-
difusion requiere un gran coste computacional en situaciones de conveccion dominante.
Ademds, la formulacion cldsica del problema no es totalmente satisfactoria ya que predice
velocidades difusivas no acotadas. Este resultado es consecuencia de utilizar la ley de Fick
como ecuacion constitutiva y estd relacionado con la aparicion de oscilaciones espurias en
la solucion numérica de la ecuacion de conveccion-difusion. Para eliminar el problema del
transporte a velocidad no acotada en situaciones de difusion pura se ha empleado en di-
versas aplicaciones prdcticas la ecuacion de Cattaneo en lugar de la ecuacion de Fick. En
este articulo se propone un modelo de conveccion-difusion utilizando la ecuacion de Catta-
neo como ecuacion constitutiva. Este procedimiento conduce a un sistema no-homogéneo
de ecuaciones en deriwadas parciales. Dicho sistema de ecuaciones es totalmente hi-
perbolico y se puede escribir en forma conservativa. Para resolverlo se ha empleado una
formulacion de Taylor-Galerkin de seqgundo orden. Por wltimo, para mostrar el buen com-
portamiento y las propiedades de estabilidad de las ecuaciones propuestas se han resuelto
varios problemas en dominios unidimensionales y bidimensionales.

1. INTRODUCCION

La resolucién de problemas de transporte es muy comun en ciencias aplicadas. En par-
ticular, los problemas de transporte que involucran procesos de conveccién y difusién
tienen numerosas aplicaciones en ingenieria. Este tipo de fenémenos puede ser modelado
mediante la ecuacién de conveccién-difusion. Desafortunadamente, la obtenciéon de so-
luciones numéricas precisas y estables para esta ecuacion en situaciones de conveccion
dominante requiere la utilizacién de mallas muy finas. Por este motivo, se ha llevado a
cabo una intensa actividad investigadora con el fin de desarrollar nuevos métodos numéri-
cos para la resolucion de este tipo de problemas. Desde 1950 se han propuesto muchos
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procedimientos interesantes pero los resultados que proporcionan siguen siendo a dia de
hoy un compromiso entre precisién y estabilidad. Una exposicién detallada de la mayoria
de los esquemas que se han propuesto en el dmbito del método de elementos finitos se
puede encontrar en [1].

En este articulo comenzaremos revisando la formulacién del problema de conveccion-
difusion. Para ello nos centraremos en el problema de la propagacién de un contaminante
en un medio fluido. Mediante un ejemplo veremos que la formulacién clasica del problema
(en términos de la ecuacién de Fick [2]) conduce a propagaciones de masa a velocidades
no acotadas. Este hecho esta relacionado con la inestabilidad de las soluciones numéricas
a que conducen los esquemas centrados [3, 4, 5]. En este articulo se propone utilizar una
ecuacion constitutiva mas general que la ecuacién de Fick para evitar las propagaciones de
masa a velocidades no acotadas. La ecuacién constitutiva que se propone usar estd basada
en la ecuacién de Cattaneo que fue propuesta simultdneamente en [6] y [7]. Esta ecuacién
fue formulada para problemas térmicos de difusién pura y ha sido utilizada para problemas
de ingenierfa en este contexto [8]. En este articulo se utiliza una ecuacién generalizada que
incluye un término convectivo de modo que puede ser utilizada para la formulacién del
problema de conveccién-difusion. Esta formulacién conduce a un sistema de ecuaciones
hiperbdlico en el cual se puede definir una velocidad finita de propagacion de masa. Se
realiza un estudio de las propiedades de este modelo y se resuelven varios problemas
practicos.

2. FORMULACION CLASICA DEL PROBLEMA DE CONVECCION-DIFUSION
2.1. Planteamiento del problema

Asumiendo que el medio fluido es incompresible y que no hay términos fuente, las ecua-
ciones que gobiernan el problema son:

@Jra-vw(u)wLVw-(q):O (1.1)

ot
q=-KVg(u) (1.2)

donde (1.1) es la ecuacién de conservaciéon de masa de contaminante y (1.2) es la ecua-
cién de Fick (ecuacién constitutiva). En las ecuaciones anteriores u es la concentracién
de contaminante, a es el vector de velocidades (se supone que satisface las ecuaciones
hidrodindmicas de un fluido incompresible), g es el flujo difusivo de contaminante por
unidad de densidad de fluido y K es el tensor de difusividad. El sistema de ecuaciones
(1) estd totalmente desacoplado ya que se puede introducir (1.2) en (1.1) y resolver la
ecuaciéon escalar
ou

5 T @ Valw) = Vo (KVq () =0 (2)

La ecuacién (2) es parabdlica, por lo que se debe imponer una condicién en cada punto
del contorno.
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Figura 1: Comparacién para ¢t = 4 (izquierda) y para ¢t = 10 (derecha) entre la solucién de (3) (linea
discontinua) y la solucién de (6) (linea continua). Los pardmetros k y 7 tienen un valor unitario.

2.2. Un problema de difusiéon pura para analizar las propagaciones de masa
a velocidad no acotada

En lo que sigue se demostrard que la formulacién (2) conduce a propagaciones de masa a
velocidad no acotada. Para ello consideramos un medio (incompresible) homogéneo, is6tro-
po (por tanto, si I es el tensor identidad, K = kI para un cierto k& > 0), unidimensional
e infinitamente largo. En este dominio resolveremos el problema del vertido puntual en
situacién de difusién pura. Por tanto, el problema a resolver es: hallar u: R x [0, 00) — R
tal que

ou 0%u
u(z,0) = d(x) Ve e R (3.2)
h’rf u(z,t) =0 t>0.

donde 0 es la distribucién de Dirac. Este problema se puede resolver analiticamente me-
diante una transformacion de Fourier. La solucién de (3) es

u(z,t) = VeeR, t>0. (4)
que es la funcién de Gauss en cada instante de tiempo ¢. Por tanto, (ver [5] para una
explicacién detallada) la velocidad media del contaminante no esta acotada. En la figura

1 se muestra (en linea discontinua) la solucién de (3) para k = 1 en los instantes t =4 y
t = 10.
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3. FOBMULACIQN PROPUESTA PARA EL PROBLEMA DE CONVEC-
CION-DIFUSION

3.1. Planteamiento del problema

Desarrollaremos la formulacién propuesta substituyendo la ecuacién de Fick (1.2) por la
ecuacion de Cattaneo. Esta ecuaciéon introduce una funcion tensorial 7 que transforma
cada punto del dominio (x,t) en el tensor de relajacion de dicho punto. Las coordenadas
del tensor de relajacion son tiempos caracteristicos del proceso de difusion. La ecuacion
de Cattaneo fue formulada para problemas de difusion pura, por lo que ha sido necesario
generalizarla para poder utilizarla en problemas con conveccién (ver [5]). Las ecuaciones
que gobiernan el fenémeno de conveccién-difusién utilizando la ley de Cattaneo son:

ou

a‘f‘a‘vm(u)—i_vm'(q)zo (51>
q+T (?9_? + Vs (q) a> =—-KV, (u) (5.2)

donde (5.2) es la ecuacion de Cattaneo con término convectivo. Resulta evidente que la
ecuacién propuesta es més general que la ecuacién de Fick ya que tomando 7 = 0 en (5.2)
se recupera la formulacion clasica.

3.2. Un problema de difusién pura con velocidad finita

Con el fin de comparar la solucion del modelo clasico con la solucién del modelo pro-
puesto resolveremos el mismo problema que se ha resuelto en la seccién anterior pero
ahora empleando el modelo propuesto. En este caso el sistema de ecuaciones (5) puede
escribirse como una ecuacién diferencial de segundo orden en el tiempo (la demostracion
puede encontrarse en [5]). Por tanto, es necesario imponer una condicién inicial adicio-
nal. Considerando un medio (incompresible) homogéneo, isétropo, unidimensional y sin
conveccién el problema se puede plantear como [5]: hallar u: R x [0, 00) — R tal que

*u  Ou 0%u

oyt o —kss =0 Vo €R >0 (6.1)

u(, 0) = b(x) vz € R (62)

ou

— = R :

S (0)=0 v € (63)
h'IjEl u(z,t) =0 t> 0. (6.4)

Este problema se puede resolver utilizando de forma consecutiva transformaciones de
Laplace y Fourier (ver referencia [5] para una resolucién completa). Procediendo de este
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modo se obtiene

2

c I ( SV c2t2—x?
lemmw! |§(|z] — ct) + £1o (L2 — a?) + %t% ,x) <t
u(z,t) =
07 ’x| > ct
(7)
donde Iy y I; son las funciones de Bessel modificadas de primera clase de orden 0 y 1.
Ademas, c es la celeridad de la onda difusiva definida por:

c=Vk/T. (8)

En la figura 1 se comparan las soluciones de (3) y (6) en los instantes t =4 y ¢t = 10. En
estas figuras se observa que al utilizar el modelo propuesto existe un frente de onda que
avanza con celeridad c.

3.3. Estudio del modelo propuesto como un sistema de ecuaciones en forma
conservativa

El sistema de ecuaciones (5) no se puede escribir como una ecuacién de segundo orden
en problemas multidimensionales con un campo de velocidades variable. En este caso se
debe resolver un sistema acoplado de ecuaciones de primer orden. Con la hipétesis de que
el medio es homogéneo e isétropo, el sistema (5) se puede escribir en forma conservativa.
Para ello, hay que tener en cuenta que a es un vector solenoidal. Si suponemos que el
dominio es bidimensional y usamos la notacién g = (q1,¢2)?, a = (ay,a;)" el sistema (5)
se puede escribir del siguiente modo:

ou

4V, (F) =S8 9
Ve () )
donde
U uay + qi uag + qo 0
U=\| 11 |; F=| 17qia1+ku Tq109 o S=| —q (10)
Tq2 Tq201 Tqaa2 + ku —q2

Para establecer las propiedades béasicas de la ecuacién (9) es necesario escribirla en forma
no conservativa. De este modo, si definimos F'; como la columna i-ésima de la matriz F',
se verifica la siguiente relacion:

OF, O0F, ou ou
Ve (F)=—4+—"=A1—+ Ay— 11
( ) 8$1 + 81‘2 181’1 + 281’2 ( )
siendo A; y A, las matrices Jacobianas cuya expresién es:
a 1/7 0 az 0 1/7
A1 = VU (Fl) = k ay 0 ) A2 = VU (Fg) = 0 asg 0 (12)
0 0 aq k 0 a2
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Es claro que (9) es un sistema lineal de ecuaciones ya que A; y As no dependen de U. Por
tanto, si definimos & = (k1, 2)? como un vector arbitrario con norma euclidea unitaria
y la hipermatriz A = (A;, A»)T se puede demostrar [9] que el sistema (9) es totalmente
hiperbdélico si la ecuacién

det(wI —A-k)=0 (13)
tiene tres soluciones reales diferentes para valores arbitrariamente prescritos de k. Las
soluciones de (13) son

Ww=a-K, w=a-K—¢ WwW3=a-K-+c (14)

Y, por tanto, (9) es totalmente hiperbdlico. Ademads, las soluciones de (13) son los auto-
valores de la matriz A - k que se conoce normalmente como matriz de proyeccion. Aunque
las matrices A; y A, son diagonalizables, el sistema (9) no lo es ya que A; y Ay son
diagonalizables en diferentes bases. En consecuencia, los cuasi-invariantes de Riemann [9]
no se pueden definir en 2D. En este punto es muy 1til definir el nimero adimensional

H= @ (15)

que es homdlogo al nimero de Mach [10] en problemas de flujo compresible o al nimero de
Froude [10] en flujos con superficie libre. Utilizando (15) podemos definir flujo supercritico
(caracterizado por H > 1), flujo subcritico (caracterizado por H < 1) y flujo critico que
verifica H = 1. Con esta definicion, en flujo supercritico no es posible el transporte de
contaminante hacia aguas arriba porque el modo circular (difusivo) se propaga con una
velocidad menor que el convectivo.

La imposicién de las condiciones de contorno al sistema (9) no es trivial y una eleccién
inadecuada puede provocar que no exista o que no sea unica la solucion. Una situacion
muy frecuente es tener que imponer una condicién de contorno en una pared sélida fija.
La condicion de contorno en este caso es q-n = 0, siendo n la normal exterior unitaria en
cada punto del contorno. Sin embargo, los dominios computacionales estdn normalmente
compuestos también de contornos de entrada de flujo y contornos de salida de flujo.
En lo que sigue utilizaremos la notacién I'™ para el contorno de entrada de flujo (aquél
que verifica @ - n < 0) y I para el contorno de salida de flujo (aquél que verifica
a-n > 0). En estos tipos de contornos la imposicién de las condiciones de contorno
es mas complicada. Es conocido que para problemas hiperbdlicos escalares sélo se debe
imponer una condicién en el contorno de entrada de flujo (ver, por ejemplo [9]). Para
sistemas de ecuaciones hiperbdlicos s6lo se deben prescribir las ondas que entran por
el contorno. En consecuencia, es necesario un andlisis de Riemann en la direccion de la
normal exterior. Se puede demostrar que las ecuaciones del transporte utilizando la ley
de Cattaneo se pueden diagonalizar (sin embargo siguen acopladas por el término fuente)
en 1D que es el caso de la normal exterior al contorno. Procediendo de este modo, se
encuentran tres velocidades de propagacion diferentes:

w=a'n, w=a-n—c¢ wi3=a-n+tc. (16)
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Para obtener un problema bien planteado se deben imponer en un determinado contorno
tantas componentes de U como velocidades negativas (ondas entrantes) haya en (16).
Por tanto, en un contorno de entrada de flujo supercritico se deben prescribir todas las
componentes de U mientras que en un contorno de salida de flujo supercritico no se
debe imponer ninguna. Por contra, en un contorno de salida de flujo subcritico, sélo una
componente de U se debe prescribir, mientras que en un contorno de entrada de flujo
subcritico se deben imponer 2 componentes de U. Independientemente de las condiciones
de contorno se debe dar una condicién inicial para (9).

4. ESTUDIO NUMERICO DEL MODELO PROPUESTO EN ESTADO ES-
TACIONARIO

En esta seccion analizamos el comportamiento de la solucién numérica del problema esta-
cionario del transporte utilizando la ecuaciéon de Cattaneo. Nos referiremos a problemas
unidimensionales en esta parte del articulo. Consideremos el dominio Q2 = (0, L), L € R*
con contorno I'. Si definimos 'y como el punto x = 0 y I'y, como z = L se verifica
I' =Ty UTI';. Usando esta notacién, el contorno de entrada de flujo sera I'y cuando a > 0
y I';, en caso contrario. El contorno de salida de flujo sera el complementario del contorno
de entrada de flujo. Por tanto, el problema que estamos analizando se puede plantear
como

dU
um =U} en T (17.2)

donde A, U y S son los equivalentes unidimensionales de las variables definidas en (10) y
(12). Ademds, U™ representa las componentes entrantes de U. La ecuacién (17.1) también
se puede escribir del siguiente modo:

dq du
=4 _ 18.1
dz dz (18.1)

du ,dg
= = = 18.2
kdx +7a o q (18.2)
Introduciendo (18.1) en (18.2) se obtiene la relacién
du

= —(k — 7a%)— 19
0= (k7)) (19)

que solo es valida en este caso simplificado. Con el fin de comparar el modelo propuesto con
el modelo estandar, escribiremos (18) como una ecuacién de segundo orden equivalente.
Esta ecuacién toma la forma

du d*u

- — 2_:
a (k Ta)dx2 0 (20)
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Para obtener (20) ha sido necesario derivar la ecuacién (18.2), por lo que (20) podria
contener soluciones espurias. En consecuencia, las condiciones de contorno que se deben
imponer a (20) son las mismas que hay que imponer a (17). En flujo supercritico debemos
imponer u y ¢ en el contorno de entrada de flujo y ninguna condicién en el contorno de
salida de flujo. En flujo subcritico se debe imponer una componente de U (u por ejemplo)
en el contorno de entrada de flujo y la otra (¢ en este caso) en el contorno de salida de
flujo (utilizando la relacién (19) la condicién de contorno de flujo se puede imponer de
forma débil por medio de la derivada espacial de u). Sin embargo, no hay problema en
prescribir la concentracién en I'y y I', en flujo subcritico porque estamos imponiendo una
condicién en cada contorno.

En lo que sigue compararemos la formulacién estandar con la formulacion propuesta.
Esta comparacién resultard més sencilla si utilizamos la expresién (20) para describir el
modelo propuesto. De este modo, se recupera la formulacién clésica simplemente tomando
7 =0 en (20). Comenzaremos esta comparacién analizando un problema homogéneo con
dos condiciones tipo Dirichlet. En este ejemplo utilizaremos la formulacién estandar. Por
tanto, el problema puede ser planteado como: hallar una funcién u: [0, L] — R tal que

du d*u
— —k— =0; 0,L 21.1
o~k =0 2€(0.1) (21.1)
u(0) = ug (21.2)
u(L) = uy, (21.3)
Sea 0 = xy < x; < -+ < xx = L una particién uniforme del intervalo [0, L] y sea h la

distancia entre dos nodos consecutivos. Llamaremos

P_ah

e — ﬁ (22>

al nimero de Péclet asociado a la particién anterior. Si resolvemos (21) usando el método
de Galerkin y elementos finitos lineales se obtiene la siguiente ecuacién en diferencias para
un nodo interior j [11]:

(1 — Pe)Uj+1 - 2Uj + (1 + Pe)uj—l =0 (23)

siendo u; la aproximacién de elementos finitos de u(x;) y ug, uy los valores dados por
las condiciones de contorno de (21). Ademés, las ecuaciones en diferencias (23) se pueden
resolver exactamente (ver, por ejemplo, la referencia [12]) ya que son ecuaciones lineales.

La solucién exacta de (23) es
1 L+ P (24)
1-F;

1+ P\  [(1+P\"
1-F. 1-F.

+ur,

1
UjZ—N{Uo
1= (i)

1-Pe
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y, por tanto, se produciran oscilaciones cuando | P.| > 1. Por otra parte, la solucién exacta
de (21) es
1 ah - a ah -
w(zj) = ——— [uo (efh’ - eThN> +up (1 — 67}13)] (25)
1—e®N

Una simple comparacién entre (24) y (25) muestra que la solucién numérica serd igual a
la solucion exacta s6lo para P. = 0, sin embargo, se puede demostrar que cuando |P.| <1
la solucién aproximada (24) es la solucién exacta del problema

du  d*u
u(0) = ug (26.2)
u(L) = ur, (26.3)

para un cierto valor k* < k. Para demostrar esta proposicién utilizaremos (24) y (25). La
relacion entre k y k* viene dada por

ah ; (1—|—Pe

J
= (TR vi=o. 1)

Queremos obtener k* tal que se verifique (27). Si se admiten soluciones complejas, en-
tonces k* siempre puede ser determinado. Si se admiten exclusivamente soluciones reales,
entonces (27) tiene solucion sélo cuando |Pe| < 1. La solucién es

2P,
In (4:5)
Por medio de la expresién (28) se puede demostrar que k* — 0 cuando |P:| — 1 y que
k* — k cuando |P.| — 0. Véase la figura 2 donde se representa k*/k para P, € [—1,1].
Por tanto, el método de Galerkin aplicado a (21) resuelve exactamente un problema de

conveccién-difusién con una difusividad menor. Por otra parte, la ecuacién (28) puede ser
reorganizada como

K=k (28)

2P,
=k—k|1-———| <k (29)

14P.
In (1_ Pe>
Comparando el coeficiente difusivo £* con el coeficiente que se obtiene utilizando la ley
de Cattaneo (ver ecuacién (20)) se llega a la conclusiéon de que cuando resolvemos (21)

por el método de Galerkin se obtiene la solucion de un problema de transporte gobernado
por la ecuacién de Cattaneo. El tiempo de relajacion para este problema tiene el valor:

h 1 1
TG-FEM — — 2N (30>
a 2Pe 1n <1+Pe>
1-Fe

9
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Numero adimensional H

Di fusividad adimensional

L L L L L L L L
-1 08 06 -04 08 1 -1 08 06 -04 08 1

. . . . . . .
-02 0 0.2 04 -02 0 0.2 04 06
Numero de Pecl et Numero de Pecl et

Figura 2: Difusividad adimensional (k*/k) en funcién de P. (izquierda) y numero adimensional H en
funcién de Pe (derecha).

Por tanto, la formulacion de Galerkin introduce un tiempo de relajacion “artificial”. En
consecuencia, se puede definir una velocidad de propagacién finita en el problema discreto:

a

1/2
2P
(- et

Por medio de la relacién (31) es facil obtener el valor de H (el homélogo unidimensional
de (15)) “artificial” para un cierto valor de P.. En la figura 2 se ha representado el H
“artificial” como una funcién de Pe.. En consecuencia, cuando se resuelve el problema (21)
para |P| < 1 usando el método de Galerkin se obtiene la solucién de un problema de
conveccioén-difusién gobernado por la ecuacion de Cattaneo en flujo subcritico. Por tanto,
el problema discreto estd bien planteado por que las condiciones de contorno (21.2), (21.3)
se pueden imponer en flujo subcritico. Sin embargo, cuando |P.| — 1 el problema que
realmente se resuelve tiende a un problema que estd mal planteado.

En lo que sigue se resolvera el problema del transporte utilizando la ecuacion de Cat-
taneo en estado estacionario. Se presentaran ejemplos en flujo subcritico y en flujo su-
percritico. Para hacer més sencilla la comparacion entre el modelo estdandar y el modelo
propuesto se utilizara la ecuacién (20) para describir el modelo propuesto. Sin embargo,
debemos tener en cuenta que las condiciones de contorno que se deben imponer son (17.2).

CG-FEM = (31)

4.1. Resultados numéricos en flujo subcritico

En esta seccion analizaremos el problema

du o d?u o
aa—(k—nz )@—07 x € (O,L) (321)
u(0) = wug (32.2)
u(L) =ug (32.3)
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que representa un problema de transporte formulado mediante la ecuacion de Cattaneo
sélo en flujo subcritico. Consideremos de nuevo la particién de [0, L] definida por los nodos
0=1z9 <z <---<xy = L. En lo que sigue utilizaremos la notaciéon h = L/N. Llegados
a este punto resulta muy ttil definir el nimero adimensional

ah

Ho=—""
2(k — 1a?)

(33)
que es el equivalente al nimero de Péclet en la descripcién estandar del problema de
transporte. Si resolvemos la ecuacién (32) usando el método de Galerkin y elementos
finitos lineales se obtienen las siguientes ecuaciones en diferencias:

(1 — He)u]‘+1 - 2Uj + (1 + He)uj—l = 0, \V/] = ]_, cee ,N —1 (34)

donde ug y uy vienen dados por las condiciones de contorno (32.2), (32.3). Del mismo
modo que (23), las ecuaciones en diferencias (34) se pueden resolver analiticamente y se
puede obtener la condicién de estabilidad

[He| < 1. (35)
Si tomamos 7 = 0 en (35) obtenemos
[Pl <1 (36)

que es la condicién de estabilidad utilizada para la formulacion estandar. Las condiciones
de estabilidad (35) y (36) parecen no ser de utilidad porque sélo pueden ser aplicadas
a (32.1) y (21.1) respectivamente. Efectivamente esto es cierto en el caso de (36). Sin
embargo, la condicién (35) es asintéticamente equivalente a imponer que el tamano de
malla es menor que espacios caracteristicos relacionados con las ondas que determinan la
solucién del problema del transporte que se deriva de la ecuacién de Cattaneo. Como se ha
comentado anteriormente, las ondas que determinan la solucién del modelo de transporte
propuesto se propagan con celeridades a — ¢y a+ c. Por tanto, los espacios caracteristicos
hacia aguas arriba y hacia aguas abajo son 7(c—a) y 7(a+c), respectivamente. Es posible
mostrar [5] que

h < min (7(c —a),7(a + ¢)) (37)

tiende a (35) cuando a tiende a la celeridad de la onda difusiva, excepto por un factor
de escala. La condicién estabilidad (37) podria ser usada para desarrollar condiciones de
estabilidad para problemas mé&s complicados usando su sentido fisico.

En lo que sigue representaremos la solucién numérica y la solucién exacta del problema
(32). Usaremos varios conjuntos de valores para los pardmetros del problema de modo
que se presentaran dos grupos de tres ejemplos cada uno. Para cada grupo el tiempo de
relajacién es constante. Del mismo modo, el tamano de malla, la difusividad, la longitud
del dominio y los valores prescritos en el contorno son los mismos para todos los ejemplos
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Figura 3: Tres problemas de transporte formulados mediante la ley de Cattaneo en flujo subcritico.
Estos ejemplos estdn definidos por £ = 1, 7 = 0.01 y tres valores diferentes de H: H = 0.7 (izquierda),
H = 0.88278221857319 (centro), H = 0.975 (derecha). Las soluciones numéricas se han obtenido usando
el método de Galerkin y 20 elementos finitos lineales.

numéricos. Sin embargo, en cada grupo mostraremos tres problemas definidos por la
velocidad del fluido a. Para todos los ejemplos en la seccién 4 usaremos una malla de 20
elementos lineales, L = 1 (por tanto, h = 0.05) y k = 1.

= Grupo 1: tiempo de relajacién pequeno

El primer grupo de ejemplos esta definido por 7 = 0.01. Este valor del tiempo de
relajacion es muy pequeno por lo que no nos hemos alejado mucho de la ley de Fick.
Usando los valores de k y 7 que se han dado anteriormente se obtiene una celeridad
de la onda difusiva de ¢ = \/k/7 = 10. Por tanto, si |a| > 10, entonces (32) no
representa un problema de transporte formulado con la ley de Cattaneo. El paso
siguiente serd calcular el méaximo valor de la velocidad a para obtener una soluciéon
estable de (32) usando la condicién de estabilidad |He| < 1. Procediendo de este
modo se deduce que el esquema numérico empleado conduce a soluciones inestables
cuando |a| > 8.8278221857319. Por tanto, podemos decir que la solucién numérica
de (32) es estable para casi todos los valores posibles de la velocidad a, porque (32)
no representa un problema de transporte cuando |a| > 10.

En la figura 3 se muestra la solucién numérica y la solucion exacta para tres valores
de a. En la grafica de la izquierda se han dibujado las soluciones para a = 7. En el
grafico central se muestran las soluciones para a = 8.8278221857319 que es el mayor
valor de a para el que se obtienen soluciones estables. Finalmente, se muestran las
soluciones para a = 9.75 a la derecha.

» Grupo 2: tiempo de relajacién medio

Este grupo de problemas esta definido por 7 = 1. Por tanto, la celeridad de la onda
difusiva es ¢ = y/k/7 = 1. Ademads, segun las condiciones de estabilidad (35), la ma-
yor velocidad que conduce a soluciones numéricas estables es a = 0.98757812194848.
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Figura 4: Tres problemas de transporte formulados mediante la ley de Cattaneo en flujo subcritico.
Estos ejemplos estan definidos por £ = 1, 7 = 1 y tres valores diferentes de H: H = 0.97 (izquierda),
H = 0.98757812194848 (centro), H = 0.995 (derecha). Las soluciones numéricas se han obtenido usando
el método de Galerkin y 20 elementos finitos lineales.

Se muestran tres ejemplos numéricos para este tiempo de relajaciéon en la figura
4. Se han representado las soluciones para las velocidades a = 0.97 (izquierda),

= 0.98757812194848 (centro) y a = 0.995 (derecha).

4.2. Ejemplos numéricos en flujo supercritico

En esta seccién abordaremos la resolucion numérica del problema del transporte utilizando
la ley de Cattaneo en flujo supercritico. Utilizaremos el método de Galerkin y elementos
finitos lineales. Como hemos dicho anteriormente, en flujo supercritico u y ¢ deben ser
prescritos en el contorno de entrada de flujo. La condiciéon de contorno de flujo puede ser
impuesta de forma débil usando la relacién (19). Para simplificar supondremos a > 0. De
esta forma, sabemos que el contorno de entrada de flujo es I'y. Por tanto, analizaremos el
problema

du o d?u _
a@—(k‘—’fﬁl )@—07 x € (O,L) (381)
w(0) = ug (38.2)

du qo

FrA g

que podria también ser planteado en términos del sistema (18) con las condiciones de
contorno u(0) = ug, ¢(0) = ¢go. Sin embargo, analizaremos este problema resolviendo (38)
para ser consistentes con el planteamiento de la seccién anterior. De nuevo se presentaran
dos grupos de ejemplos. En cada grupo el tiempo de relajacion es constante. Los valores
de L, k y h son los mismos que en la seccién anterior. Los valores impuestos en el contorno
(up =1y go = —1) son los mismos para todos los ejemplos.

= Grupo 1: tiempo de relajacién pequeno
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Figura 5: Tres problemas de transporte formulados mediante la ley de Cattaneo en flujo supercritico.
Estos ejemplos estdn definidos por k = 1, 7 = 0.01 y tres valores diferentes de H: H = 1.2 (izquierda),
H =1.132782218537319 (centro), H = 1.05 (derecha). Las soluciones numéricas se han obtenido usando
el método de Galerkin y 20 elementos finitos lineales.

4.3.

El primer grupo esta definido por 7 = 0.01. Este es un valor muy pequeno para el
tiempo de relajacion por lo que no nos hemos alejado mucho de la ley de Fick. Con los
valores de los parametros anteriores es directo el célculo de ¢ = /k/7 = 10. Como
se ha dicho previamente, el problema (38) representa un problema de transporte
sélo cuando |a| > 10. El minimo valor de a que conduce a soluciones estables viene
dado por la condicién |He| < 1y resulta ser a = 11.32782218537319.

En la figura 5 se muestran la solucién numérica y la solucion analitica del problema
(38) para a = 12 (izquierda), para a = 11.32782218537319 (centro) que es el minimo
valor de la velocidad para el que se obtienen soluciones estables y para a = 10.5
(derecha).

Grupo 2: tiempo de relajaciéon medio

Este grupo de figuras esta definido por el tiempo de relajacion 7 = 1. En consecuen-
cia, la celeridad de la onda difusiva es ¢ = 1. Se muestran tres ejemplos numéricos
para este tiempo de relajacién en la figura 6. Las soluciones para a = 1.05 se
muestran a la izquierda. En el gréfico central se han dibujado las soluciones para
a = 1.01257812194848 que es el minimo valor de a que conduce a soluciones estables.
Finalmente, se han dibujado las soluciones para a = 1.005 a la derecha.

Conclusiones extraidas de los ejemplos numéricos

Mediante los ejemplos numéricos anteriores se ha mostrado que utilizando la ecuacion de
Cattaneo se obtienen soluciones estables practicamente en todo el dominio de a. Esto se
verifica incluso usando el método de Galerkin. Por tanto, desde un punto de vista practi-
co podemos decir que la ecuacién del transporte formulada mediante la ley de Cattaneo
conduce a soluciones estables, ya que los valores de a que hacen que la solucién sea ines-
table son despreciables incluso para valores pequenos del tiempo de relajaciéon. Ademas,
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Figura 6: Tres problemas de transporte formulados mediante la ley de Cattaneo en flujo supercritico.
Estos ejemplos estan definidos por £ = 1, 7 = 1 y tres valores diferentes de H: H = 1.05 (izquierda),
H =1.01257812194848 (centro), H = 1.005 (derecha). Las soluciones numéricas se han obtenido usando

el método de Galerkin y 20 elementos finitos lineales.

se concluye que a medida que el tiempo de relajacion aumenta, el problema del transporte
se estabiliza. De hecho, se puede demostrar que el tamafio (en el dominio de la velocidad)
del intervalo que conduce a soluciones inestables es I = h/7 que disminuye a medida que
aumenta 7. Para demostrar la proposicién anterior encontraremos los valores de a que
hacen que se verifique la relacién |He| = 1. Esta ecuacién tiene 4 soluciones reales, a saber

h h\?
== — = —_———— E— 2
ap ay pp (47_) +c (39.1)
h h\?
= — = — — _— 2
as as pp + (47) +c (39.2)

De las expresiones anteriores se observa que a; < 0, a; < —c¢, as > 0, as < c. Teniendo en
cuenta lo anterior, el intervalo de velocidades que conduce a soluciones inestables tiene
un tamano de

I=a4—as+a3—a =—2(ay +ag) =h/7 (40)

que decrece cuando 7 crece como se ha dicho anteriormente.

5. ANALISIS NUMERICO DEL MODELO PROPUESTO EN ESTADO
TRANSITORIO

5.1. Modelo numérico

En esta seccién se realizard la discretizacion de la ecuacién (9). Para ello utilizaremos la
relacién (11) y la notacién (12). Resolveremos la ecuacién (9) en un dominio € con un
contorno I'. La normal unitaria exterior al contorno serd denotada por m = (ny,ng)7’.
Ademads, es necesario imponer a esta ecuacién una condicién inicial y las condiciones de
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contorno necesarias (ver secciéon 3.3). Utilizaremos el método de Taylor-Galerkin de se-
gundo orden propuesto por Donea en [13]. Este método se puede describir como sigue: Sea
U" la aproximacién de elementos finitos en el instante ¢ = nAt, siendo At el incremento
de tiempo. La solucién U™ en el siguiente nivel de tiempo t"*! = t" + At se obtiene
mediante una serie de Taylor alrededor de t = t7,

oUN"  At? (PU\"

Ut =U"+At| — ) +— 41

ot 2 ot? (41)
Entonces, las derivadas temporales de U son reemplazadas por derivadas espaciales uti-
lizando la ecuacién original (9):

ou
— = S§-V,-(F 42.1
-~ Ve (F) (12.)
*U
e B(S -V (F))+ Vg (P) (42.2)
donde B es la matriz Jacobiana asociada al término fuente, a saber
0 O 0
B=Vy(S)=| 0 -1/ 0 (43)
o 0 -1/7
y P es la matriz que resulta de ensamblar los vectores columna

Si definimos AU = U™ —U™ y tenemos en cuenta que el medio es homogéneo se verifica
la siguiente relacién:

AU=b-V,- (G) (45)

siendo A2 A2 A2
t t t
La formulacién en residuos ponderados de (45) usando el método de Galerkin conduce a

la siguiente ecuacién vectorial en un nodo interior B

Z MpaAU 4 = fg (47)
A
donde
Mgy = // NN 4dS) (48.1)
Q
Q Q r
N4, Np son las funciones de forma que poseen continuidad C° y G;, i = 1,2 es la

columna ¢-ésima de la matriz G. Varios tests numéricos en problemas unidimensionales
han mostrado que el algoritmo (47) puede ser implementado utilizando matriz de masas
condensada (obtenida por integracién nodal de (48.1)) sin perder excesiva precision.

16



H. Gémez, I. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000

Figura 7: Flujo subcritico en un canal. Condicién inicial en concentraciones.

5.2. Ejemplos numéricos

En esta seccién se mostraran los resultados obtenidos mediante el esquema numérico
presentado en la seccién anterior. Se presentaran dos ejemplos de transporte de un con-
taminante en un canal rectangular. En el primero de ellos el flujo es subcritico y en
el segundo transcritico. Las mallas no estructuradas fueron generadas usando el codigo
GENA4U basado en el algoritmo de Sarrate y Huerta [14].

5.2.1. Flujo subcritico en un canal rectangular

Consideremos un canal rectangular sobre la regién [0, 10] x [0,2]. Usaremos una malla
estandar de cuadrilateros bilineales de modo que Az; = Azy = 0.25 m. Los valores de los
parametros son £k = 1y 7 = 1 lo que implica ¢ = 1. El campo de velocidades empleado
en los célculos es

a(z1,25) = (0.825(2 — x,),0)" (49)

que es un campo solenoidal. Usando las relaciones (15) y (49) es claro que el flujo es
subcritico en todo punto del dominio. Las condiciones iniciales son
2.2
u(zy, m2) = e (zite2); q(r1,72) =0 (50)
La condicién inicial en concentraciones ha sido dibujada en la figura 7. Ademas, se pres-
cribe la concentracién y ¢o en el contorno de entrada de flujo; ¢; en el contorno de salida
de flujo y g2 = 0 en las paredes del canal (en todos los casos se imponen los valores que
resultan de las condiciones iniciales). En lo que sigue presentaremos los resultados obte-
nidos utilizando el método de Taylor-Galerkin de segundo orden. El paso de integracion
temporal es At = 0.1 s. y se avanza en el tiempo hasta que se verifica la relacion

HUn+1 _UnH
<

107° 51
R o

Residuo =

Se muestra la solucién de concentraciones en 4 tiempos diferentes: Para ¢ = 3 s. (figura
8), para t = 6 s. (figura 9), para t = 9 s. (figura 10) y para t = 12 s. (figura 11). Ademas,
se presenta la solucion estacionaria en la figura 12.
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Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+(((}
Figura 8: Flujo subcritico en un canal. Solucién para ¢t = 3 s. usando Taylor-Galerkin de segundo orden.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000
Figura 9: Flujo subcritico en un canal. Solucién para ¢ = 6 s. usando Taylor-Galerkin de segundo orden.

Concentration

1.000e+000
T7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000
Figura 10: Flujo subcritico en un canal. Solucién para t = 9 s. usando Taylor-Galerkin de segundo orden.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000
Figura 11: Flujo subcritico en un canal. Solucién para t = 12 s. usando Taylor-Galerkin de segundo orden.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000
Figura 12: Flujo subcritico en un canal. Solucién estacionaria usando Taylor-Galerkin de segundo orden.
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Figura 13: Flujo transcritico en un canal. Malla de cdlculo (1375 elementos).

Concentration

1.000e+000
7.500-001
5.000e-001
2.500e-001
. 0.000e+000

Figura 14: Flujo transcritico en un canal. Condicion inicial relativa a la concentracion.

5.2.2. Flujo transcritico en un canal rectangular

Consideremos un canal rectangular sobre la regién [0, 10] x [0, 2]. La malla de calculo (1375
elementos) se ha dibujado en la figura 13. Los valores de los pardmetros son k = 1072 y
7 = 1. Por tanto, la celeridad de la onda difusiva es ¢ = 0.1. Resolveremos el problema
usando el campo de velocidades

a(xl, [Eg) = (21’2(2 — ZEQ), O)T (52)

que es un campo solenoidal. Usando (15) se puede ver que el flujo considerado es super-
critico excepto cerca de las paredes del canal. De hecho, este es un problema con un flujo
de alta velocidad ya que verifica H = 20 en la recta x5 = 1. Ademas, el nimero de Péclet
maximo (asumiendo como dimension caracteristica del elemento la semisuma de sus dia-
gonales) es P, = 21. Las condiciones iniciales son (50) (la relativa a la concentracion se ha
dibujado en la figura 14). Ademds, se prescriben todas las incognitas (se imponen valores
compatibles con las condiciones iniciales) en el contorno de entrada de flujo supercriti-
co. En la pared sélida se impone ¢o = 0 que es también compatible con las condiciones
iniciales. Se utiliza un paso de tiempo At = 2- 1072 s. y se avanza en el tiempo hasta
que se satisface la relacion (51). Se muestra la solucién de concentraciones en 6 tiempos
diferentes: Para ¢t = 1.5 s. (figura 15), para t = 3 s. (figura 16), para t = 4.5 s. (figura 17),
para t = 6 s. (figura 18) y para t = 12 s. (figura 19). Ademads, se ha dibujado la solucién
estacionaria en la figura 20.
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Congentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000

Figura 15: Flujo transcritico en un canal. Solucién para ¢t = 1.5 s. usando Taylor-Galerkin orden 2.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
0.000e+000

Figura 16: Flujo transcritico en un canal. Solucién para t = 3 s. usando Taylor-Galerkin orden 2.

Congcentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2,500e-001
0.000e+000

Figura 17: Flujo transcritico en un canal. Solucién para t = 4.5 s. usando Taylor-Galerkin orden 2.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
 5000e-001

— 2.500e-001
0.000e+000

T
|
|
|

Figura 18: Flujo transcritico en un canal. Solucién para t = 6 s. usando Taylor-Galerkin orden 2.

Concentration

1.000e+000
7.500e-001
5.000e-001
2.500e-001
L 0.000e+000

T
|
|
|
|
|

Figura 19: Flujo transcritico en un canal. Solucién para t = 12 s. usando Taylor-Galerkin orden 2.
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Concentration
1.000e+000

7.500e-001
— 5.000e-001
2.500e-001

B 0.000e+000

Figura 20: Flujo transcritico en un canal. Solucién estacionaria usando Taylor-Galerkin orden 2.

5.3. Conclusiones extraidas de los ejemplos numéricos

Mediante los ejemplos anteriores se ha mostrado que el modelo propuesto puede ser uti-
lizado para resolver problemas reales de ingenieria. Se ha presentado un ejemplo en flujo
subcritico y otro en flujo transcritico obteniéndose en ambos casos soluciones estables para
mallas relativamente groseras. Ademas, el problema en flujo transcritico tiene un término
convectivo importante ya que el nimero de Péclet maximo tiene un valor de P, = 21.
Por tanto, la formulacién propuesta puede utilizarse para simular problemas reales de
ingenieria obteniéndose soluciones estables en situaciones de conveccién dominante.

6. CONCLUSIONES

En este articulo se propone utilizar la ecuacién de Cattaneo como ecuacién constitutiva
para el problema del transporte por conveccién-difusion. Esta formulacion conduce a un
sistema de ecuaciones totalmente hiperbdlico para el que se puede definir una velocidad
finita de propagacion de masa. El planteamiento propuesto constituye una descripcién mas
general que el modelo estandar ya que este tltimo se puede considerar un caso particular
del modelo propuesto. Cuando se utiliza la ecuacién de Cattaneo se pueden producir dos
tipos de flujo: flujo subcritico (el contaminante se puede propagar en cualquier direccion)
y flujo supercritico (la propagacién de contaminante hacia aguas arriba no es posible).

Desde un punto de vista numérico, hemos demostrado que las ecuaciones discretas del
modelo estacionario estandar representan un problema de transporte formulado con la
ley de Cattaneo cuando se emplea el método de Galerkin para la discretizacién espacial.
Por tanto, se podria obtener un problema discreto mal planteado ya que las condiciones
de contorno podrian ser incompatibles con las ecuaciones discretas. Finalmente, se han
resuelto numéricamente varios ejemplos para mostrar que el modelo propuesto conduce,
en general, a soluciones estables.
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