METODOS COMPUTACIONAIS EM ENGENHARIA
Lisboa, 31 de Maio - 2 de Junho, 2004
©APMTAC, Portugal 2004

UNA FORMULACION ALTERNATIVA PARA EL PROBLEMA DEL
TRANSPORTE POR CONVECCION-DIFUSION

H. Gémez, |. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleird

" GMNI — Grupo de Métodos Numéricos en Ingenieria,
Depto. de Métodos Matematicos y de Representacion, Universidad de A Coruiia,
E.T.S. de Ing. de Caminos, Canales y Puertos
Campus de Elvifia, 15192, A Corufia, Espafia
e-mail: {gomez, colominas, navarrina, castelé@iccp.udc.es, web: http://caminos.udc.es/gmni

Palabras clave:Transporte por conveccion—difusion, Ecuacion constitutiva, Inestabilidad
numeérica, Ecuacion de Cattaneo.

Resumen.La resolucion numérica de problemas de dindmica de fluidos es muy compleja. En
concreto, la resolucion numérica de la ecuacion del transporte por conveccion—difusion es
tremendamente complicada a pesar de ser una ecuacion lineal. A lo largo de los ultimos afios
se han desarrollado multitud de técnicas de estabilizacién para este problema, pero ninguna de
ellas es suficientemente versatil para ser aplicada a problemas multidimensionales transitorios.
En este articulo se propone un método de estabilizacion diferente a los utilizados hasta el
momento. Este método consiste en substituir la ecuacion constitutiva clasica del problema —
ecuacion de Fick— por la ecuacion de Cattaneo que se desarrollé en la década de los 50 para
problemas termodinamicos y de difusion pura. EI motivo para substituir la ecuacién de Fick
es que conduce a un resultado irracional, segun el cual el transporte de masa por difusion
se produce a velocidad no acotada. Al emplear como ecuacion constitutiva la ecuacion de
Cattaneo se solventa este problemay se obtienen unas ecuaciones mas estables desde un punto
de vista numeérico.
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1. INTRODUCCION

La resolucion numérica de los problemas de fluidos es muy compleja, especialmente cuando
se trata de situaciones en las que la velocidad del fluido es elévada [1]. El Método de Elementos
Finitos se ha aplicado con éxito en multitud de problemas préacticos de ingenieria, pero presenta
grandes inconvenientes cuando se utiliza para tratar problemas de fluidos con conveccion ele-
vada. En estas situaciones, la imprecision de los resultados se debe fundamentalmente a dos
motivos: el caracter no lineal y el caracter oscilatorio de las ecuaciones de Navier—Stokes. El
caracter oscilatorio es inherente a la formulacion del problema y no desaparece al resolver ca-
sos sencillos como, por ejemplo, un problema de flujo lento —donde se pueden despreciar los
términos no lineales de las ecuaciones— en un dominio sencillo.

En cierto modo, el paradigma que resume este comportamiento es la ecuacion del transporte
por conveccion—difusion, que se puede considerar formalmente la version lineal y escalar de las
ecuaciones de Navier—Stokes para aguas someras [2]. Esta ecuacion a pesar de su sencillez y
linealidad presenta grandes dificultades a la hora de ser resuelta numéricamente [3]. Existen en
la bibliografia multitud de técnicas de estabilizacién para el problema del transportél[4, 5, 6],
pero no resultan practicas a la hora de resolver problemas multidimensionales transitorios [7, 8,
9,[10].

En este articulo se presenta una justificacion fisica de las oscilaciones que se producen en
la resolucién de los problemas de transporte y se propone un método de estabilizacion radi-
calmente diferente a los que se han empleado hasta el momento. Asi, se demostrara que la
naturaleza oscilatoria de la ecuacién del transporte proviene directamente de la ecuacién de
Fick —ecuacion constitutiva del problema— que predice una velocidad para el transporte de
masa por difusion no acotada. La técnica de estabilizacion que se propone consiste en reformu-
lar el problema utilizando otra ecuacion constitutiva que solventa este contrasentido [11]. La
ecuacion empleada es la ecuacion de Cattened [12, 13] que hasta ahora se ha empleado para
problemas termodinamicos y de difusion pura.

Por tanto, este articulo tiene, esencialmente, dos objetivos: demostrar que las oscilaciones
gue se producen en la solucidon numérica de la ecuacion del transporte provienen del irracional
resultado a que conduce la ecuacién de Fick y comprobar que utilizando la ecuacion de Catta-
neo se obtiene una formulacion numéricamente estable. Para ello seguiremos el esquema que
a continuacion se presenta: En primer lugar se repasara la formulacion clasica del problema
del transporte |1] y se demostrara que se producen propagaciones de masa a velocidades no
acotadas. El paso siguiente es desarrollar la formulacion del problema utilizando la ecuacién
de Cattaneo y analizar los cambios que se producen en las soluciones. Por ultimo, se realizan
ensayos numeéricos para comprobar la estabilidad de la nueva ecuacion.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA
2.1. Consideraciones generales y notacién

Alo largo de todo este articulo se considerara que se pueden desacoplar las ecuaciones hidro-
dinamicas de las ecuaciones del transporte, y asi, calcular primero los campos de velocidades y
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densidades que se utilizan luego para resolver las ecuaciones que nos dan los niveles de conta-
minacion. Por tanto, en todo momento supondremos conocidos los campos de densidades y de
velocidades, teniendo en cuenta que ambos deben verificar las ecuaciones de la hidrodindmica.

Se utilizar4 en todo el articulo una formulacién Euleriana, por lo que todas las variables
estaran definidas sobre la trayectoria del medio. Asi, denominar@mof a las funciones
vectoriales que asignan a cada punto de la trayedteria € R* x R* U {0}, la velocidad de la
particula que lo ocupa, el flujo de contaminante —masa que atraviesa la unidad de superficie en
una unidad de tiempo— en ese punto, y la fuente de contaminante en ese punto respectivamente.
Asimismo, denotaremos per u las funciones escalares que, definidas sobre la trayectoria del
medio, se aplican en la densidad y concentracion de contaminante en cada punto. Pd Ultimo
denota la funcion tensorial que le asigna a cada punto de la trayectoria su tensor de difusividad.
Supondremos que todas estas funciones tienen la regularidad necesaria.

2.2. Formulacién clasica del problema

La formulacién clasica del problema se basa en las dos siguientes ecuaciones:

ou
Py Tra-gradu+divipg) — f=0 1)

q=— pI? gradu (2)

donde[(1) es la ecuacion de equilibrio del problema —obtenida de imponer la conservacion de
masa de contaminante—Iy| (2) es la ecuacion de Fick o ecuacion constitutiva. Ademas, hay que
tener en cuenta quey p verifican las ecuaciones hidrodinamicas. Procedemos ahora a demos-
trar que esta formulacién conduce a propagaciones de masa a velocidades no acotadas. Para
ello resolveremos un problema sencillo en un medio incompresible, homogéneo, isétropo —
por tanto sil es el tensor identidad$ = kI— y unidimensional. No consideraremos términos
fuente. El problema que resolveremos sera el de un vertido puntual en un medio sin conveccion,
por tanto si denominamds= pk, tenemos que resolver

ou 9*u
ko, Vo ER, >0,

u(z,t =0) =d(z), Yz € R, 3)
lim wu(x,t) =0, t > 0.

xr—+00

donded(z) es la distribucién Delta de Dirac. El problenia (3) se puede resolver mediante una
transformada de Fourier [14] en la variable espacial obteniéndose la siguiente solucion:

1
u(zx,t) = e4kt VereR, t>0. 4
= i )
Si fijamos un tiempae = 7, > 0, podemos definir
1 _ 2%
ft(l‘) = U($77—0> = \/T]m—oe 4kTg (5)
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que es la funcién de Gauss y por lo tanto cumple) > 0 Vx € R. Esto quiere decir que
existe soluto en cualquier punto del domiinio> 0. Ademas, como ya habiamos visto, en el
instante iniciaku(x,0) = 0 Vx # 0, es decir, no hay contaminante en ningln punto que no sea
el origen de coordenadas. Con todo esto podemos ver que si fijamos un punto cualgseesra
cumple:

U(l’g,7'0> >0 Vrig>0 (6)

y por lo tanto la velocidad media de las particulas que en el instaate, se encuentran en

el puntoxr = 2y esv = xq/7 que no esta acotada porque el razonamiento anterior es valido
V1o > 0y Yz, € R. A continuacion, en la figurd 1 se muestra la solucion de concentraciones
para un instante posterior al inicial.

0.16
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Figura 1. Solucién de concentraciones para tiempol y £ = 1 empleando la formulacién clasica.

2.3. Formulacion del problema empleando la ecuacion de Cattaneo

Esta formulacion se obtiene substituyendo la ecuafion (2) por la ecuacion de Cattaneo. Esta
ecuacion constitutiva introduce una nueva funcion tensariglie asigna a cada punto de la
trayectoria su tensor de relajacion asociado. Cabe destacar que las coordenadas del tensor de
relajacion en una base cualquiera tienen dimensiones de tiempo. Como se ha dicho con anterio-
ridad, la ecuacién de Cattaneo sélo se ha utilizado para problemas sin convecdion [12, 13], por
lo que mediante un planteamiento Lagrangiano se ha obtenido su expresion para un problema
con conveccion [11]. El resultado obtenido es el siguiente:

~(0 =
q+T (a—? + gradq a) = —pKgradu (7)

Si a esta ecuacion unimds (1) y tenemos en cuenta gquedeben verificar las ecuaciones
hidrodinamicas, tenemos desarrollada la formulacion del problema del transporte utilizando la
ecuacion de Cattaneo. Para comparar los resultados que se obtienen empleando esta formu-
lacion resolveremos el mismo problema que se ha resuelto antes teniendo en cuenta que es

4
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necesario imponer una condicion inicial mas, ya que el nuevo problema es de segundo orden en
el tiempo. Por tanto, supondremos de nuevo gue queremos resolver un problema en un medio
incompresible, homogéneo, isétropo —por takfo= kI y 7 = 71— unidimensional y sin
conveccion. No se considerardn términos fuente y denotarémesk, = = p7. Con estas
hipotesis el problema se puede formular en los siguientes términos [11]:

0u  Ou 0%u

BT +E:k@’ VreR, t>0,
u(z,t =0) =4d(x), Vo € R,

9 (8)
a—?(ﬂ:,t —0)=0, Yz € R,
lirin u(z,t) =0, t > 0.

La solucion de[(8) se puede obtener aplicando consecutivamente transformadas de Laplace
y Fourier [15]. Procediendo de este modo obtenemos la solucién requerida:

2 R 2, I (2 EE R
%6 ax! |:5<|37’ - Ct) + ﬁIO (—\2k/62t2 - 132> + ﬁt% ) ’SL’| <ct
u(z,t) =
0, x| > ct

dondec es la celeridad de la onda de masa definida por

¢ = \[k/7 = VT ©)

A continuacion, en la figurd 2 se comparan las soluciones obtenidas empleando cada una de
las dos ecuaciones constitutivas que se han considerado. En esta figura se observa claramente
como al emplear la ecuaciéon de Cattaneo se produce un frente de onda que viaja con celeridad
C.

3. ESTUDIO DEL PROBLEMA DEL TRANSPORTE QUE SE DERIVA DE LA
ECUACION DE CATTANEO

Hasta el momento hemos analizado las consecuencias de utilizar la ecuacion de Cattaneo
para problemas de difusién pura. En el resto del articulo estudiaremos las soluciones tanto
analiticas como numeéricas del problema del transporte por conveccion—difusién que se deriva
de la ecuacién de Cattaneo. Comenzaremos por un estudio teérico del problema unidimensional
en un medio incompresible, homdgeneo e isotropo. Estudiaremos el problema en un subdominio
finito deR. En estas condiciones, podemos estudiar el fendbmeno fisico analizando el problema
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Figura 2. Comparacion a tiempo= 4 de las soluciones de las ecuaciones de difusion pura que se derivan de la
ecuacion de Fourier —azul—y de la ecuacion de Cattaneo —negro—. Los paraingtrdienen valor unitario.

de valores iniciales y de contorno:

T% + 27—@3(9;;15 — (k- TGQ)% + a% + % =0, Ve € [0,L], t>0,
u(z,0) = f(z), Yo € [0, L],
%(aj, 0) =g(x), Yx € [0, L], (10)
u(0,t) = ug(t), t>0,
u(L,t) =ug(t), t>0.
Si en el problemd (10) se introduce el cambio de coordenadas
E=x—at
n==t
obtendremos el problema que da la solucién de concentraciones que veria un observador que se
moviese solidariamente con el fluido, i.e.,

Pu 0% 10u

(11)

of ~Coe " ron
w(§0)=f(), V&€ [-an,L—an], n>0,
GE0 9O +a (O, VEE FanL-al, >0
w( = —an,n) =uo(n), n>0
w(=L—anmn)=ur(n), n>0.
En este sistema de referencia tenemos, por tanto, un contorno mévil definido por un par de rectas
paralelas en el plan@, n), lo cual es equivalente a decir que el contorno, si bien es de tamafio

Vf S [_ana L — C”?]a n > 07

(12)
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constante., se desplaza con una velocidadEn lo que sigue demostraremos que el problema
(10) esta mal planteado cuanfid > ¢, siendoc la celeridad de la onda de masa definida en

(9). Demostraremos esta proposicion sélo para el caso en que la velocidad del fluido es positiva
—el fluido se mueve en el sentido positivo de las coordenadas espacialesfdeSe negativo

la demostracion seria similar. Hecha esta distincion, tenemos que demostrar que el problema
(10) esta mal planteado cuando> c. Para ello razonaremos sobre dos figuras. En la primera

de ellas —figur&[3— presentamos un problemaon c y, por tanto, bien planteado. En el

§=—an "
§=L—an

Figura 3. Ejemplo de problema de conveccidon—difusion empleando la ley de Cattaneo. Este problema esta bien
planteado como problema de valores iniciales y de contorno ya que la velocidad del fluido es menor que la celeridad
de la onda de masa

problema representado en la fig{ifa 3 se han considerado dos reffiope?, separadas por

las caracteristicas— ¢cn = 0y £ + cn = L. En laregionR; es valida la solucion para dominio
indefinido que expresa({,n) en términos de las condiciones iniciales. En los puntos de la
region R,, la solucion se ve afectada por las condiciones de contorno y por lo tanto no es valida

la solucién para dominio indefinido. La solucidn en un puRtde esta region se puede obtener

en funcién de las condiciones iniciales y de los valores prescritos en los puntos del contorno
que se intersectan con las caracteristicas dibujadas a paftiedesolor rojo en la figurg] 3. Si
analizamos ahora la figufa 4 en la que se presenta un problema sof) veremos que este
problema esta mal planteado como problema de valores iniciales y de contorno. Como se puede
observar en la figurfd 4 existe un conjunto infinito de puntos del contorad. — an —entre

los que se encuentra el punts— en los cuales la solucién esta Unicamente determinada por

las condiciones iniciales. Asi, a no ser que el valor prescrito en el contorno sea el mismo que se
obtiene de las condiciones iniciales, el problema no tiene solucion Unica y por lo tanto esta mal
planteado. Desde un punto de vista numérico, cuando nos acercamos a estas situaciones —es
decir, cuandar =~ ¢, a < ¢— obtenemos soluciones oscilatorias. Esta oscilacion se produce
precisamente, entre las dos soluciones del problema. Cabe destacar que el contorno en el que
se obtiene una solucion multivalorada es el contorno aguas abajo, lo cual es totalmente logico,
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£=—cn) £=cn

§=—an

Figura 4. Ejemplo de problema de conveccion—difusién empleando la ley de Cattaneo. Este problema esta mal
planteado como problema de valores iniciales y de contorno ya que la velocidad del fluido es mayor que la celeridad
de la onda de masa

pues esos puntos no son capaces de transmitir la informacién hacia aguas arriba y por lo tanto
la solucidén en ellos esta exclusivamente determinada por lo que sucede aguas arriba. Este hecho
también concuerda con la distribucién de las oscilaciones de la solucion numérica del problema,
gue son mucho mayores en las proximidades del contorno aguas abajo.

Dado que la solucion del problema del transporte utilizando la ecuacién de Cattaneo es
un par de ondas de contaminacion con celeridadesc y a — ¢, podemos concluir que el
problema esta mal planteado como problema de contorno cuando ambas ondas se desplazan en
la direccion del fluido —en cuyo caso> ¢—Y, por tanto, ninguna particula de contaminante es
capaz de remontar el flujo. En esta situacion en que no se transmite informacién de aguas abajo
hacia aguas arriba, no tiene sentido imponer condiciones en el contorno aguas abajo ya que no
condicionaran la solucion del problema. En este caso resulta necesario formular el problema
como un problema de valores iniciales.

La valoracién de estos resultados es muy positiva ya que se pueden encontrar situaciones
similares a ésta en la naturaleza. Por ejemplo, problemas de propagacién de ondas gravitatorias
en flujo en lamina libre o problemas de propagacion de ondas sonoras en un fluido. En el primer
caso el numero adimensional que gobierna el fendmeno fisico marero de Froudeque
relaciona la velocidad del fluido con la celeridad de las ondas gravitatorias, i.e.,

Fr=— (13)

donded es la altura de la lamina libregla aceleracion de la gravedad. En el caso de propaga-
cion de ondas de sonido, el problema se rige poreiero de Macha saber:
mM=2 (14)
Cs
en donde;, es la celeridad de la onda sonora en el fluido en cuestion.
Una vez visto esto, parece conveniente introducir un nimero adimensional que defina la

8
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naturaleza del problema del transporte, indicando cuando se puede tratar como un problema de
contorno y cuando es necesaria su resolucion como problema de valores iniciales. Este numero
lo denotaremos pdf y se define del siguiente modo:

a

Este nimero nos permite identificar la naturaleza de un problema determinado. Asi, cuando
|T'| < 1 estamos ante un problema con velocidad inferioryssiempre existe un problema de
contorno equivalente al problema real que, desde un punto de vista conceptual, es siempre un
problema de valores iniciales. Cuandg > 1 tenemos un problema con velocidad superior a
¢ Yy no tiene sentido imponer una condicion de contorno aguas abajo, por lo que es necesario
tratarlo como un problema de valores iniciales. Una vez echas estas consideraciones parece
justificado definir lavelocidad critica del fluida.. como aquélla velocidad a partir de la cual el
problema esta mal planteado como problema de contorno, por tanto,

a. = c. (16)

En virtud de los razonamientos anteriores se puede asegurar que , dado que el problema
(10) estd mal planteado como problema de contorno cuamde ¢, su problema estacionario
asociado, i.e.,

T= (15)

du d*u

a%—(k—nﬁ)@zo; € (0,L)
u(0) = uyg (17)
u(L) = uy,

también estard mal planteado en dicha situacién.
Finalizaremos este apartado adimensionalizando la ecuacion diferencial del pr¢blema (10).
Para ello, introduciremos las siguientes variables adimensionales:

~ ~ t
xzﬁ, t=—, =2 (18)
Zo to Qo
dondexy, to Y ap = x¢/tp Son, respectivamente, una longitud, un tiempo y una velocidad
caracteristicos del problema. Si se introducen las varigblés (18) en la ecuacion diferencial de

(10) y se opera convenientemente, se llega a la siguiente ecuacion adimensionalizada:

T 0%u T 0%u 1 T 0%u ou  Ou
= 2— B - ———A2 < A—,\ —/\:O 19
fo 9 | hodion (Pe to ) o2 o i (19)
dondePe denota ehiimero de Péclet.e.,
Pe = “050 (20)

Una simple inspeccion de la ecuacipn|(19) es suficiente para observar que el problema va a estar
gobernado por dos numeros adimensionales. El primero de ell@s relaciona las escalas de
tiempo. El segundo de ellos es el coeficiente del término difusivio ¢n (19). Puestgiges el
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numero adimensional que relaciona las escalas de tiempo, intentaremos que el nimero adimen-
sional que resta no involucre directamente el parametro tempowasi, se puede demostrar
que

1 5 k—Td?
7 (21)
Pe to apxo
Al inverso de este niumero lo denotaremos fger, con lo que
aogTo
He = : 22
Y A— (22)

Este nimero tiene un significado similar al del nimero de Péclet en el problema del transporte
clasico, sin embargo el nUmeftr tiene un significado fisico muy claro, ya que con una sencilla
operacion nos permite pensar en términos de velocidades en lugar de comparar una velocidad
con la difusividad del medio. Asi,

He — aogo _ aogo (23)

k—71a®> 71(c—a)(c+a)

siendoc la celeridad de la onda de difusion definida [gn (9). En esta ultima expresion del nu-
mero He todos los parametros son velocidades, tiempos, o distancias. En concrei@s la
celeridad de la onda de contaminacion que viaja hacia aguas artibadyla celeridad de la
onda que viaja hacia aguas abajo. Este nuevo sentido que adquieren los parametros del flujo al
formular el problema con la ecuacion de Cattaneo, nos permitir4 desarrollar unas condiciones
de estabilidad para el problema estacionario.

4. MODELO NUMERICO DEL PROBLEMA

En este apartado haremos un estudio numérico del problema del transporte en un medio
unidimensional, estacionario, incompresible, homogéneo e isétropo. Si se utiliza la ecuacion de
Cattaneo este problema esta gobernado[pér (17), mientras que si se emplea la ecuacion de Fick
el proceso fisico queda descrito por el problema de contorno

2
a@— d—u:O; z e (0,L)

dx dx? 24
u(L) = uyg,

que es[(1]7) particularizado para= 0. Las inestabilidades de este problema y los métodos de
estabilizacion clasicos estan ampliamente estudiados en la bibliografia[3, 1, 9], por lo que nos
centraremos en el estudio @(1?). Obtendremos una aproximdgionde la solucién d7)
empleando una formulacién de elementos finitos de dos nodos con funciones de interpolacion
lineales. En el caso que nos ocupa esta formulacion resulta equivalente a la que se obtiene em-
pleando un esquema en diferencias centradas y ambos procedimientos conducen a la siguiente
ecuacion nodal [3]:

(1 — '7He>ui+1 — 2Uz + (1 + vHe)ui_l =0 (25)

10
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En la ecuacion (35) se ha usado la notacigr= u"(z;) ~ u(z;), siendor; un nodo interior

cualquiera de la particion uniforn@ de [0, L] definida por los nodo8 = zy < 21 < -+ <

x, = L. Ademas;yy. denota el nUmerdéf e elemental asociado a la particiéh i.e.,
ah

2(k — Ta?)

siendoh la distancia entre dos nodos consecutivos de la partieidknadlogamente se define el

namero de Péclet elemetal asociadB aomo

(26)

YHe =

ah
= — 27

que es[(26) particularizado para= 0.

4.1. Condiciones de estabilidad

En este apartado veremos como al introducir la ley de Cattaneo en el problema del transporte
es posible obtener condiciones de estabilidad parja (17) simplemente apelando a la naturaleza
ondulatoria del problema. En primer lugar observemos que la ecuacion en difergngias (25) se
puede resolver analiticamente obteniéndose asi, los siguientes valores nodales [&:

L+ vme >l
1 —vhe
siendoC; y C, constantes que dependen de las condiciones de contorno. Observando la ecua-
cion (28) se deduce facilmente que la solucion numérich de (17) sera estable cuando

|yre| < 1. (29)

La relacion|[(2D) constituye una condicion de estabilidad para el probferina (17). De igual modo,
si particularizamog (29) para= 0, tenemos que

[7pe| <1 (30)

es una condicion de estabilidad para el problgmpa (24). Las ecuadiones[(2D) y (30) tal como las
hemos deducido no parecen de gran utilidad ya que sélamente se pueden aplicar a los problemas
(I7)y (24). Efectivamente esto es asi en el casp de (30), sin embargo la edugcion (29) es —salvo
un factor de escala— asintoticamente equivalente a imponer que el tamafo de malla del modelo
sea menor que los espacios caracteristicos asociados a las dos ondas solucion del problema.
Como se ha comentado anteriormente, estas dos ondas viajan con celeridadgsc + a,

por lo que los espacios caracteristicos aguas arriba y aguas abajo de un punto cualquiera del
dominio son, respectivamentgc — a) y 7(c + a). En consecuencia, se puede demostrar [11]

que la ecuacion

v = Cy + Gy ( (28)

h < min (7(c —a),7(c+ a)) (31)

tiende a|(ZP) cuandetiende a la velocidad critica, definida en[(16) salvo un factor de escala
que denominaremas. La condicion de estabilida¢l (31) si es de gran importancia, ya que al
tener un sentido fisico claro se puede extender a problemas mas complejos.
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4.2. Ejemplos numéricos

En esta seccion resolveremos el problgma (17) para diferentes valores de los parametros. Los
ejemplos se presentaran en dos grupos de tres figuras. En cada uno de estos grupos el tiempo
de relajacionr permanecera constante —al igual que el tamafio de malla, la difusividad, la
longitud del dominio y los valores prescritos en el contorno que son constantes para todos los
ejemplos del articulo—, pero iremos aumentando el valor de la velocidad deldlbakia que
se produzcan oscilaciones. En todos los ejemplos que se presentan en este articulo se utiliza una
discretizacion en 20 elementos para un dominio de tamafio unitario —con lo-guWe05—y
se toma un valor unitario paka

4.2.1. Primer grupo de figuras: Tiempo de relajacién pequefio

El primer grupo de tres figuras viene definido poe 0,01. Este valor del tiempo de rela-
jacién es muy pequefio, por lo que no nos hemos alejado mucho de la ley de Fick. Con estos
valores dek y 7 la velocidad criticaz. a partir de la cual el problema (17) no tiene sentido es
a. = \/k/7 = 10. Conocidos estos parametros, podemos calcular, mediante la condicion de
estabilidad[(3[1) el valor de la velocidada partir del cual se produciran oscilaciones en la so-
lucion numérica si damos un valor adecuado al factor de eac8lste factor de escala no tiene
ninguna importancia ya que las condiciones de estabilidad las hemos formulado en funcion de
unos espacios caracteristicos que se podrian redefinir, por ejemploA¢om@ y A(T+c¢) con
lo que el nuevo factor de escala pasaria a ser unitario. En cualquier caso se puede comprobar
que el valor de\ para el cual las condiciones de estabilidad (31) tienden a las condiciones de
estabilidad analiticas es= 4. Segun esto se produciran oscilaciones cuando

h> At (\//{3_/7' . a) (32)

ya que vamos a considerar valores de la velocidaubsitivos. Si utilizamos el valor da
comentado anteriormente y operamos, la condigioh (32), resulta ser equivalente a la condicion
a > 8,75. Por lo tanto este esquema numeérico dejara de dar una solucién estable ¢uando
8,75, es decir, cuanda > 0,875a.. Con esto podemos ver que este método numeérico permite
resolver el problema del transporte para el 87.8e los valores del rango de definicion de
ya que el problema (17) esta mal planteado cuandoa.. En el primer ejemplo —figura] 5—
se representa la solucion numérica y analitica para una velogidad. Hay que notar que,
aungue este es un problema comyin pequefio, lo estamos resolviendo perfectamente para un
valor de la velocidad relativamente grande ya que la velocidad critica-e40.

A continuacion, en la figurig 6 se muestra la solucion numérica y analitica para la velocidad
limite a partir de la cual el esquema numérico empezara a fallar, esidedr75. En la figura
[1 se muestra que la solucion numeérica de los problemas mas convectivos que el representado
en la figurd p es oscilante. El valor elegido para la velocidad en este case @55.
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Figura 5. Problema de transporte empleando la ecuacion de Cattaneo definide-pgrr = 0,01, a = 0,7ac.
Solucién analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacién tipo Galerkin y 20 elementos

de dos nodos.
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Figura 6. Problema de transporte empleando la ecuacion de Cattaneo definide porr = 0,01, a = 0,875a..
Solucidn analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacion tipo Galerkin y 20 elementos

de dos nodos.

13



< H. Gémez, |. Colominas, F. Navarrina y M. Casteleiro >

. MEF-Galerkin
Exacta |

081

04F | I

021 n I ]

Concentracion
)
N
s

~04F

I I I I I I I
0.7 0.8 0.9 1

08 I I
0 0.1 0.2

03 04 0.5 0'.6
Coordenada espacial

Figura 7. Problema de transporte empleando la ecuacion de Cattaneo definide por- = 0,01, a = 0,975a,.
Solucién analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacion tipo Galerkin y 20 elementos

de dos nodos.

4.2.2. Segundo grupo de figuras: Tiempo de relajacion medio

Este grupo de tres figuras viene caracterizadorperl. En consecuencia, la velocidad cri-
tica serdu. = \/k/7 = 1y la velocidad limite para la cual este esquema numérico proporciona
una solucion estable segun los requerimie (32) es\/k/T — h/(4T) = 0,9875. Por
lo tanto debe set < 0,9875a. y en consecuencia la solucion que proporciona este esquema
numeérico sera admisible para el 98% %le los valores posibles de

Al igual que en el grupo anterior se presentan tres figuras que se consideran representativas
del comportamiento de la solucion del problema. La primera de ellas —figura 8— sera la so-
lucion del problema para una velocidad de= 0,97. La figura[9 muestra el comportamiento
de la solucién para una velocidad= 0,9875 que es el limite impuesto por la condicién de
establilidad[(3R). Por ultimo, se presenta la figura 10 donde la solucién ya es oscilante. El valor
de la velocidad elegida en este casa es0,995.

4.2.3. Conclusiones extraidas de los ejemplos numéricos

La primera conclusion que podemos extraer a la vista de los resultados numéricos obtenidos
es que alejarnos de la ley de Fick —es decir, aumentarestabiliza el problema por el si-
guiente motivo: Aunque al aumentaestemos haciendo el problema mas convectivo, a cambio
surge una cota superior para la velocidad decreciente.cdtlemas, hemos visto que al utilizar
la ecuacion de Cattaneo para el problema de conveccion—difusién podemos obtener la solucion
del problema de modo estable —incluso utilizando la ponderacion mas sencilla posible para el

14
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Figura 8. Problema de transporte empleando la ecuacion de Cattaneo definide=pbrr = 1, a = 0,97a..
Solucién analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacién tipo Galerkin y 20 elementos
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Figura 9. Problema de transporte empleando la ecuacion de Cattaneo definide-porr = 1, a = 0,9875a..

Solucién analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacion tipo Galerkin y 20 elementos
de dos nodos.
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Figura 10. Problema de transporte empleando la ecuacién de Cattaneo definide dorr = 1, a = 0,995a,.
Solucién analitica frente a la numérica que proporciona el MEF con una ponderacion tipo Galerkin y 20 elementos

de dos nodos.

MEF, que es la formulacion tipo Galerkin— practicamente para todos los valores posibles de
la velocidad. En consecuencia, desde un punto de vista practico, hemos estabilizado el proble-
ma, pues el rango de valores de la velocidad para los cuales la solucjor) de (17) es inestable es
totalmente despreciable, aln para valores muy pequefios del tiempo de relajacion

Ademas, debemos tener en cuenta que lo realmente importante no es que el método numérico
nos dé o no la solucion correcta para cualquier valor de los parametros. Lo realmente importante
es que una vez introducida la ley de Cattaneo el problema tiene sentido porque la velocidad
para el transporte de masa por difusion esta acotada y que cuando un esquema numeérico falla
conocemos las causas de su mal funcionamiento. Estas causas provienen directamente de la
naturaleza ondulatoria del problema y estan relacionadas con la velocidad a la que se propagan
las ondas de difusién. Para comprender esto podriamos decir —aunque abusando del lenguaje—
gue tenemos que emplear un esquema numeérico que pueda “captar” las ondas de difusion.

5. CONCLUSIONES

En este articulo se propone un método de estabilizacién para la ecuacién del transporte por
conveccion—difusion esencialmente diferente a los empleados hasta el momento. La idea es
substituir la ecuacion constitutiva del problema, puesto que conduce a la paradoja del transporte
por difusion a velocidad no acotada. La nueva ecuacion que emplearemos sera la ecuacion
de Cattaneo. Segun esta ecuacion, el proceso de difusion es de naturaleza ondulatoria y, por
tanto, la masa se transporta a una velocidad acotada. A lo largo del articulo se analizan las
consecuencias de emplear la ecuacién de Cattaneo en lugar de la ecuacion de Fick. En primer
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lugar, observamos que, para cualquier problema, existe una velocidad a partir de la cual el
problema de conveccion—difusion no se puede tratar como un problema de contorno y hay que
formularlo como un problema de valores iniciales. Este resultado es también muy satisfactorio,
ya que intuitivamente se comprende que el problema de conveccion—difusién es, en esencia, un
problema de valores iniciales. Ademas, este cambio de naturaleza en el problema nos recuerda
al que se produce en la propagacion de ondas de gravedad en un fluido en lamina libre o en la
transmision de ondas sonoras en un fluido.

Otro aspecto que resulta esencial es el mencionado cambio de naturaleza del problema. He-
mos pasado de un problema parabdlico sin una interpretacion clara, a un problema ondulatorio
mucho mas intuitivo. Esta capacidad para reflexionar sobre el problema en términos de ondas
nos ha permitido desarrollar unas condiciones de estabilidad para el problema.

Finalmente, se ha dedicado la ultima seccion del articulo al andlisis de los resultados numé-
ricos que se obtienen al introducir la ecuacion de Cattaneo en el problema del transporte. Estos
ejemplos han servido para constatar la validez de las condiciones de estabilidad desarrolladas y
para demostrar que el tiempo de relajacién es un parametro estabilizador del problema.

En consecuencia, como conclusion final se puede decir que al substituir la ecuacion de Fick
por la ecuacion de Cattaneo no solo llegamos a un problema con un mayor sentido fisico, sino
gue, ademas, es un problema estable practicamente para cualquier valor de la velocidad. Ade-
mas, tiene la ventaja de tener unas condiciones de estabilidad muy sencillas que nos permiten
calcular el tamafio de malla que debemos emplear.
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