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Resumen. En general, los ingenieros tratan de disenar piezas
de peso minimo que sean capaces de resistir las solicitaciones
maximas que se puedan producir durante la vida tutil de la pieza.
Sin embargo, las formulaciones de optimizacién topoldgica se han
planteado tradicionalmente con otro objetivo: distribuir una cantidad
preestablecida de material de forma que se maximice la rigidez de la
pieza que se desea disenar. En este articulo se analizan y comparan
ambos enfoques, y se presenta una formulacién de minimo peso con
restricciones en tension basada en el Método de Elementos Finitos.
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1 INTRODUCCION

Desde que Bendsge y Kikuchi propusieron los conceptos basicos! en
1988, la mayor parte de los problemas de optimizacién topoldgica
se han planteado mediante formulaciones de maxima rigidez. Con
este tipo de planteamientos se pretende distribuir una cantidad
predeterminada de material en un recinto de forma que se maximice la
rigidez (se minimice la energia de deformacién) de la pieza resultante
para un determinado estado de carga. La formulacién SIMP (solid
isotropic material with penalty)? constituye el método de maxima
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rigidez mas extendido en la actualidad. En ésta formulacién, la
cantidad de material estd limitada superiormente por un porcentaje
(factor de llenado) del volumen del recinto y no se establecen
restricciones ni sobre el estado tensional ni sobre el campo de
desplazamientos de la pieza.

Frente a las formulaciones de minimo peso con restricciones
en desplazamiento o tensién®% —que se utilizan habitualmente en
la optimizaciéon de formas y dimensiones— las formulaciones de
maxima rigidez evitan tener que trabajar con numerosas restricciones
altamente no-lineales. Sin embargo, el problema de maxima rigidez
es un problema intrinsecamente mal planteado®* cuya solucién oscila
al refinar la discretizacién, y no permite contemplar multiples estados
de carga. La formulacién SIMP supera parcialmente la primera
dificultad y es facil de implementar en el marco de un modelo
de elementos finitos. En lineas generales, el problema consiste en
calcular la cantidad de material (poroso) que hay que disponer
en cada elemento de forma que se minimice una funcién objetivo
fuertemente no lineal (la energia de deformacién) con una séla
restriccién sencilla (la cantidad total de material). Por cada elemento
hay una variable de diseno a determinar: la densidad relativa, cuyo
valor adimensional debe estar comprendido entre 0 y 1.

Existen procedimientos explicitos de actualizacién®* de las
densidades relativas. Pero se producen normalmente inestabilidades
numéricas que impiden la convergencia (configuraciones en damero).
Ademads, un material poroso es un resultado final indeseable. Por
ello es necesario imponer penalizaciones o restricciones adicionales® 4
tanto para estabilizar la solucién como para evitar la existencia de
valores intermedios de la densidad relativa, y al resultado final se le
suele aplicar un filtrado de imagen que favorezca su interpretacién.
Las soluciones obtenidas finalmente con estas correcciones semejan
estructuras de barras.? Sin embargo este tipo de soluciones son
cuestionables, ya que dependen de numerosos pardmetros (factor de
llenado, grado de discretizacién, penalizaciones aplicadas, filtrado de
imagen, etc.). Ademds, el diseno final puede no ser aceptable en la
préactica, ya que la formulacién no tiene en cuenta el estado tensional
de la pieza.

A continuacién se presenta una formulacién de minimo peso con
restricciones en tensién (MPRT) para la optimizacién topoldgica de
estructuras mediante el Método de Elementos Finitos.
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2 MODELO DE CALCULO

2.1 El problema de analisis estructural

Sea un dominio £2° que se encuentra en equilibrio bajo un conjunto de
acciones exteriores. Como consecuencia de ello, el dominio se habra
deformado en otro €2 y sus puntos habran cambiado de posiciéon. Sea
P° un punto del dominio Q° que al deformarse tendré otra posicién
P en Q. Sea r° el vector de posicién de P° y r el vector de posicién
de p. Nuestro objetivo es calcular los desplazamientos

u(r’) =r(r’) —r° (1)

a partir de los cuales se pueden obtener las deformaciones &(r°) y las
tensiones o(r°). En elasticidad lineal (pequenos desplazamientos y
pequenias deformaciones) las expresiones correspondientes son

€ = Lu, o = De. (2)

Si las acciones exteriores son fuerzas por unidad de volumen b(r°)
que actian en el dominio Q°, y fuerzas por unidad de superficie g(r°)
que actian en la superficie I'?, el problema de calculo estructural se
puede escribir en los siguientes términos”®

Hallar  u € H,
tal que a(w,u) = (w,b)qo + (w,g)re Vw € Hy

siendo  a(w,u) // (Lw) TD Lu) d9, (3)

Wb = [[[ wbd0, w.gr; = [[ wigar.
o Fg

donde las funciones de prueba u deben verificar las condiciones de
contorno esenciales (desplazamientos conocidos), y las funciones de
prueba w deben verificar las correspondientes condiciones de contorno
homogéneas.

2.2 El modelo numérico de elementos finitos

En general, no es posible obtener la solucién analitica del problema
anterior. Por ello, reemplazamos los espacios de funciones H, v Huw
por subespacios de dimensién finita H? y HP, v las funciones de
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prueba u y las funciones de test w por sus discretizaciones respectivas
u” y w” en estos espacios. Si wP es una funcién que satisface las
condiciones de contorno esenciales, y las bases de funciones {¢;(r°)}
y {w;(r°)} verifican las correspondientes condiciones de contorno
homogéneas, podemos escribir”:8

N
u (1) = (%) + ) ®i(r)ai, Bi(r°) = 6,(r°) I, (4)
i=1

N
w'(r%) = ZWj(ro)ﬂja W;(r°) = w;(r’)Is. (5)

En el Método de los Elementos Finitos la incégnita a; es el vector

de desplazamientos del nodo i-ésimo. Ademaés, el dominio Q° se
_ nelem _
discretiza de forma que 2° = |J E., siendo E. cada uno de los
e=1
elementos utilizados en la discretizacion. Por otro lado, en mecénica

de sOlidos es habitual emplear el método de Galerkin, que consiste
en utilizar como base de las funciones de test la misma base de las
funciones de prueba, es decir w;(r®) = ¢;(r°). Por tanto, el modelo
numérico de célculo de estructuras se formulard en general en los
siguientes términos:

Hallar a={a;}, i=1,...,N
N
tal que ZKjiai:fj j=1,...,N
=1 (6)
siendo K j; = a(®j, ®;),
fj — (q)j,b)Qo —+ (¢79)Fg — a(<I>j,'u,p).

Habitualmente el calculo se realiza elemento a elemento, de forma

que
nelem nelem

Ki= > K £;= [[ slgar+ > i )
e=1 54 e=1

siendo las contribuciones elementales

K = /// B} DB, d,
f§= /// (®7b— Bj DLw") 4.
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Una vez hallada la solucién a del problema (6) es posible calcular en
cualquier punto r° € Q° las aproximaciones

uh( ) + Z<I> e,

e'(r°) = Lul(r°), o"(r°) = De"(r°).

(9)

3 FORMULACION MPRT

Sea p, la densidad relativa del elemento e-ésimo, que se supone
constante dentro del elemento, y sea p = {p.} (e = 1,...,nelem)
el vector de densidades relativas, que constituiran las variables de
diseno del problema de optimizacién topoldgica. Para valores dados
de las densidades relativas de cada elemento, el problema de célculo
estructural que hay que resolver es el siguiente:

Hallar  a(p)

N 10
e S Kupailp) = £5(p) G=1...N.
=1

En este caso el cilculo también se realiza por elementos, de forma
que

nelem nelem

Z 0.) // <1>ngr+ZfJ (p.), (11)

siendo las contribuciones elementales

K;i(pe> = //E BfDBlpe ds,

fi(pe) = / / /E e (®fb— B/ DLw?p,) d9.

Obviamente, una vez hallada la solucién a(p) del problema (10) es
posible calcular en cualquier punto r° € Q° las aproximaciones

(12)

u'(r°, p) = uP(r —I—Z@

eh(ro7p) = Luh(:,- 7P); 4 (’I‘ p) = Deh(ro7p)'

(13)
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Comparando (9) con (13) se observa que los desplazamientos,
deformaciones y tensiones se calculan en esencia de la manera
habitual. Por tanto, para utilizar un modelo numérico de analisis
estructural en un sistema de optimizacién topolégica basta con
modificar el calculo de las contribuciones (12).

Siendo 7,,,.: la densidad del material, definimos la funcién objetivo

nelem

Fp) = /Q P 2= 3 (p2)

e=1

=

/ Ymat dQ ( 14)
E.

en la que valores del parametro p distintos de la unidad permiten
primar la compacidad del material (p > 1) o su porosidad (p < 1).
En estos términos, el problema de optimizacion topolégica se reduce
a

Hallar p={p.}, e=1,...,nelem

que minimiza F(p)

15
verificando gj (ah(r;?,p)) <0, j=1,....m (15)

0 < pmin <pe <1, e=1,...,nelem

donde los r7 son los puntos en los que se aplican las restricciones en
tensién, y las tensiones 6" se calculan mediante el modelo numérico
propuesto. Se limita inferiormente el valor de la densidad relativa
con el fin de impedir la eliminacién total del material, lo que podria
producir la singularidad de la matriz de coeficientes del problema.
Obviamente, se pueden introducir restricciones sobre el valor de los
desplazamientos de forma similar.

La implementacion de esta formulacién se ha realizado utilizando
una metodologia de tipo general® y las técnicas de andlisis de
sensibilidad® previamente desarrolladas por los autores. Como
algoritmo de programacién matemaética se ha utilizado un método de
programacioén lineal secuencial con line-search? también desarrollado
por los autores. En este caso cabe destacar que la optimizacién
topolégica se realiza de forma muy similar a la optimizacién de
dimensiones, ya que las variables de disefio no modifican la forma
de los elementos. Ademads, las modificaciones que ha sido necesario
introducir en el mdédulo de cdlculo han sido minimas, y tan sélo
ha sido necesario desarrollar el médulo de andlisis de sensibilidad
respecto a la densidad relativa, lo que no reviste especial dificultad.



I. MUINOS et al. / Optimizacién Topolégica de Estructuras 7

4 EJEMPLOS DE APLICACION

Las figuras 1 y 2 muestran los resultados obtenidos al optimizar una
estructura biapoyada con movimientos horizontales coartados y no
coartados (respectivamente) y con diferentes relaciones canto/luz. El
problema es bidimensional, pero se han representado los resultados en
tres dimensiones de forma que la densidad relativa de cada elemento
se interpreta como el espesor? de la pieza. Como puede observarse,
las soluciones obtenidas parecen ser correctas a pesar de que no son
asimilables a estructuras de barras. De hecho, se aproximan maés a
lo que sugiere la intuicién ingenieril que los disenios tipo estructura
articulada que proporcionan las formulaciones de maxima rigidez.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta una formulacion de minimo peso con
restricciones en tensiéon (MPRT) para la optimizacién topolégica
de estructuras. La formulacién se ha construido a partir de un
modelo de elementos finitos para problemas de elasticidad lineal con
pequenos desplazamientos y pequeinias deformaciones, introduciendo
las correcciones minimas que permiten su utilizacion como médulo
de analisis en un sistema de optimizacién topolédgica.

Esta formulacién conduce a problemas de optimizacién maés
complicados y con mayores requerimientos computacionales que las
formulaciones de méaxima rigidez, ya que en la practica es necesario
tener en cuenta un elevado nimero de restricciones altamente no
lineales con el fin de limitar tensiones y desplazamientos. A cambio,
el planteamiento tiene un sentido fisico mas claro y permite considerar
multiples estados de carga y restricciones de tipo general, y la funcién
objetivo es sencilla en general.

La formulacién se ha implementado en un sistema de optimizacién
topoldgica con el que se han resuelto varios ejemplos de aplicacion.
Se ha comprobado que no se requieren técnicas de estabilizacién para
producir resultados aceptables. Las soluciones obtenidas parecen ser
correctas, no son necesariamente asimilables a estructuras de barras
y se aproximan mas a lo que sugiere la intuicién ingenieril que los
disenos tipo estructura articulada que proporcionan normalmente las
formulaciones de méxima rigidez.
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Iter.: 01 Iter.: 03 Iter.: 05
Iter.. 07 Iter.: 09 Tter.: 11
Tter.: 13 Tter.: 15 Tter.: 17

Tter: 19 Tter.: 21 Tter: 23

Figura 1: Optimizacion topoldgica de estructura biapoyada
con movimientos horizontales coartados y pequena relacion
canto/luz. Carga puntual en el centro del borde superior.
Formulacion de minimo peso con restricciones en tension.
(Nota: Se representa la mitad de la estructura para que pueda
apreciarse la forma de la seccién central en primer plano.)
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Iter.: 01 Iter: 03 Iter.: 05

Iter.: 07 Iter.: 09 Iter.: 11

Iter.: 13 Iter: 15 Iter: 17

Tter: 10 Tter.: 21 Tter.: 24

Figura 2: Optimizacion topoldgica de estructura biapoyada
con movimientos horizontales no coartados y gran relacion
canto/luz. Carga puntual en el centro del borde superior.
Formulacion de minimo peso con restricciones en tension.
(Notas: No se optimiza la zona de los apoyos; no se permite
la total eliminacion del material.)
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