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Resumen

En este articulo se presenta el andlisis mediante una formulacién numérica de
elementos de contorno de un problema comin en la ingenieria eléctrica como es
la existencia de potenciales transferidos en una instalaciéon de puesta a tierra.

Introduccion

Los principales objetivos de un sistema de tierras de una instalacién eléctrica son los
de garantizar la integridad de los equipos y asegurar la continuidad del suministro de
electricidad, y salvaguardar que una persona que se encuentre en las proximidades de
la instalacion no pueda sufrir una descarga eléctrica peligrosa. Para estos fines, la
resistencia equivalente del sistema de tierras debe ser lo suficientemente baja para que
las corrientes de fallo se disipen principalmente en el terreno a través del sistema de
tierras, en tanto que las mayores diferencias de potencial entre puntos en los que una
persona pueda estar en contacto deben ser inferiores a determinados limites maximos
establecidos por las normativas de seguridad de este tipo de instalaciones (tensiones de
malla, tensiones de paso y tensiones de contacto)[1, 2].

Desde los anos sesenta se han propuesto un gran niimero de métodos para el calculo
y andlisis de este tipo de instalaciones, la mayor parte basados en consideraciones de
tipo practico o en ideas intuitivas[3]. Aunque estas técnicas supusieron un notable
avance se han constatado numerosos inconvenientes, tales como sus limitaciones en
cuanto al nimero méximo de conductores de la red de tierras, su disposiciéon y el
tamano de la instalacién a proteger[1], o los elevados requerimientos computacionales,
los resultados poco realistas que se obtienen al incrementar la discretizacién de los
electrodos, y la incertidumbre en el margen de error[4].

En los ultimos anos, los autores del presente articulo han desarrollado una formu-
lacién numérica basada en el método de elementos de contorno para el analisis de redes
de tierra con modelos de terreno isétropo y homogéneo. Muchos de los métodos in-
tuitivos empleados en la practica se ha podido identificar como casos particulares de
esta formulacién general[5, 6]. De esta forma se ha podido explicar mateméticamente
el comportamiento asintotico anémalo de esos métodos, se han establecido las fuentes
de error y como subsanarlas y se han propuesto nuevas formulaciones numéricas mas
eficientes y precisas para la resolucién de este tipo de problemas(5, 6]. Asimismo, esta



formulacion se ha aplicado con éxito al andlisis de tomas de tierra reales de grandes
instalaciones eléctricas con un coste computacional perfectamente asumible tanto en
tiempo de célculo como de requerimientos de memoria[5, 7|. Recientemente, esta for-
mulacién de elementos de contorno se ha generalizado para el andlisis de redes de tierra
en terrenos estratificados, tanto vertical como horizontalmente[8].

En este articulo se presenta un problema de aplicacién en la ingenieria eléctrica
como es la existencia de potenciales transferidos en una instalacién de puesta a tie-
rra. La transferencia de potenciales entre la zona puesta a tierra y puntos exteriores
de la misma a través del terreno hacia conductores enterrados (tales como railes, tu-
berias o circuitos de comunicacién) puede producir serios problemas de seguridad en
las instalaciones de puesta a tierra y en su entorno[l]. Seguidamente se resume breve-
mente la formulacién numérica empleada y se presenta el andlisis de un problema de
transferencia de potenciales haciendo uso de la geometria real de una red de tierras.

Modelo matematico del problema fisico

El problema asociado a la disipaciéon de corriente eléctrica en el suelo se puede mo-
delizar mediante la Teoria del Electromagnetismo de Maxwell[9]. Asi, restringiendo
el estudio a la obtencién de la respuesta electrocinética en estado estacionario[l, 6], y
considerando que la resistencia eléctrica interna de los electrodos que forman la red de
tierras es despreciable (por tanto el potencial se asume constante en la superficie de
los electrodos), las ecuaciones que rigen la derivacién de corriente vienen dadas por
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(1)
siendo F el terreno,  su tensor de conductividad, ['g la superficie del terreno, ny, su
versor normal unitario exterior y I' la superficie de los electrodos|6]. En consecuencia,
cuando el electrodo de tierra adquiere un potencial V- (sobretensién de tierra), la
solucién de (1) permite obtener el potencial V' y la densidad de corriente o en cualquier
punto z. Asimismo, se pueden obtener la densidad de corriente de pérdida o que emana
de un punto de I' (¢ = o'n, siendo n el versor normal exterior a I'), la resistencia
equivalente del sistema y la intensidad total de corriente[6].

En el presente trabajo se considerard un modelo de terreno homogéneo e isétropo,
por lo que el tensor 7 se puede sustituir por una conductividad escalar aparente v que
en la practica se determina experimentalmente[l]. La generalizacién de estas técnicas
para modelos multi-capa puede encontrarse en [8]. Por otra parte, si se asume que la
superficie del terreno es horizontal, la simetria permite reescribir el problema (1) en
términos del Problema Exterior de Dirichlet: AV =0en E, V =V en I' y I, donde
la imagen I es la simétrica de I' respecto de la superficie del terreno, y V' cumple
condiciones normales en oco[5, 6]. Si a continuacién se aplica la Identidad de Green a
este problema se obtiene la siguiente expresion integral para el potencial:
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donde ¢ es el punto simétrico de € con respecto a la superficie del terreno[5, 6].




Dado que la expresion integral (2) se verifica también sobre la superficie de los
electrodos I en la que el valor del potencial es conocido (la sobretensién de tierra Vr),
la densidad de corriente de pérdida o debe satisfacer la ecuacion integral de Fredholm
de primera clase definida en I’

Vo= o [ fo b o ar, xer, 3)

que puede escribirse en términos de una forma variacional mediante la ecuacién integral

//XeF w(x) [ T — mefgeF (x, & )dl“] dl’ = 0, (4)

si se impone que se satisfaga la ecuacién (3) en el sentido de residuos ponderados para
todos los miembros w de una determinada clase de funciones de test definidas en I'[5].
Es obvio que una formulacién basada en el Método de Elementos de Contorno parece
la mejor eleccién para resolver esta forma variacional[6].

Formulacion numérica de elementos de contorno

El punto de partida del desarrollo de la formulacién numérica lo constituye la dis-
cretizacion de la densidad de corriente de pérdida o y la superficie de los electrodos I,
dados un conjunto de NV funciones de prueba definidas en I', un conjunto de M elemen-
tos de contorno 2D y un conjunto de N funciones de test definidas en I'[5, 6]. De este
modo es posible obtener las versiones discretizadas del potencial (2) y de la ecuacién in-
tegral (4), asi como una solucién aproximada al problema mediante la resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales, como es usual en los modelos de elementos de contorno
y elementos finitos[5, 6]. No obstante, para el cdlculo de los coeficientes de la matriz
del sistema de ecuaciones resultante (que es una matriz llena) se requiere integrar dos
veces en dominios bidimensionales (la superficie de los electrodos I'), siendo ademads
muy elevado el nimero total de grados de libertad cuando se analiza un problema de
interés préactico. Por todo ello, se hace necesario introducir hipétesis adicionales que
permitan reducir la complejidad del problemal5].

La formulacién numérica final de elementos de contorno 1D (“BEM1D”) propuesta
por los autores es la resultante de asumir que la densidad de corriente es uniforme a lo
largo del perimetro de la seccién transversal de los conductores, no tener en cuenta los
efectos de disipacion de corriente en los extremos y uniones entre los conductores de la
red de tierras, y aproximar las distancias que intervienen en los nicleos integrales en
términos de las distancias entre las proyecciones de los puntos sobre el eje de los electro-
dos. De hecho esta hipdtesis es consecuencia de integrar mediante una cuadratura de
Newton-Cotes las integrales circunferenciales que se obtienen al introducir la hipdtesis
de uniformidad circunferencial de la densidad de corriente de pérdidal5, 6]. Tras la
aplicacion de estas hipdtesis, el cdlculo de los coeficientes de la matriz del sistema de
ecuaciones resultante requiere ahora integrar dos veces en dominios unidimensionales
(los ejes de los electrodos), siendo el nimero total de grados de libertad mucho menor
que en el modelo 2D. Desde un punto de vista matematico, existe una diferencia fun-
damental entre los modelos numéricos 2D y 1D: en el modelo 2D los nicleos integrales
son débilmente singulares y en el modelo 1D aproximado no lo sonl[5].



La diferente seleccion de tipos de funciones de prueba y de test en el planteamiento
numérico 1D permite desarrollar formulaciones especificas, e identificar los métodos
intuitivos y de tipo préactico empleados en el calculo de tierras como casos particulares
de la formulacién general de elementos de contorno[5|. Gracias a esta identificacién es
posible explicar desde un punto de vista mateméaticamente riguroso los problemas en-
contrados con la aplicacién de estos métodos[3, 4]. Dichos problemas consisten esencial-
mente en que cuando se aumenta el grado de discretizacion, los resultados obtenidos con
la formulacién de elementos 1D de contorno oscilan alrededor de la solucién real[4, 5].

El hecho es que la aproximacion de las distancias de los niucleos integrales no es
valida para distancias pequenas. Asi al aumentar la discretizacién, el tamano de los
elementos se hace comparable al didmetro de los electrodos lo que introduce errores sig-
nificativos en los coeficientes del sistema de ecuaciones, especialmente en los términos
diagonales. No obstante, este efecto de mal condicionamiento debido a la mala aproxi-
macién de las integrales circunferenciales a distancias pequenas es despreciable cuando
la relacién longitud /didmetro de los electrodos es elevada, por lo que no se producen
resultados anémalos para elementos suficientemente largos[5]. Desde un punto de vista
formal, ello es debido a que para las ecuaciones de Fredholm de primera clase el inverso
de un operador completamente continuo no estd acotado[10], es decir, no es posible
obtener numéricamente la solucién del problema 1D simplificado ya que siempre se
pueden encontrar densidades de corriente de pérdida diferentes que satisfagan la condi-
cién de contorno con errores arbitrariamente pequenos. Esto explica la razén por la que
se obtienen resultados poco realistas cuando aumenta la discretizacién y no se asegura
la convergencia[ll]. No obstante, se ha comprobado que los resultados obtenidos con
niveles de discretizacién normales son suficientemente precisos en la practical, 6].

Calculo de potenciales transferidos y ejemplo de aplicacién

La formulacién numérica BEM1D desarrollada mediante el método de elementos de
contorno permite el andlisis y disenio de sistemas de puesta a tierra de grandes instala-
ciones eléctricas con requerimientos computacionales muy asequibles tanto en tiempo
de CPU como en memorial[5, 6, 7]. En este apartado se presenta una formulacién para
el calculo de potenciales transferidos en una instalacién de toma de tierra (Fig. 1).
Denominaremos “malla activa” a la que estd conectada a la instalacién eléctrica en
fallo y adquiere la sobretensién de tierra en el momento de la descarga, y a través de la
cual se produce la derivacién y disipacién de la corriente de fallo en el terreno. El ob-
jetivo de este estudio es averiguar si la presencia de un sistema conductor (como puede
ser otra red de electrodos) en las proximidades de una malla de tierra activa afecta
de algiin modo a la distribucién de la corriente en el terreno. Es decir, se pretende
estudiar si puede ignorarse o no este segundo sistema cuando se analiza el fenémeno
de la disipacion de la corriente en la toma de tierra activa.

Tal y como se ha indicado, el sistema de toma de tierra activo adquiere un valor del
potencial igual a la sobretension de tierra cuando tiene lugar una descarga. Sin em-
bargo, la existencia de otro sistema conductor préximo a éste origina una distribucion
de la corriente en el terreno distinta, aunque no haya conexion eléctrica entre ambos,
dado que las propiedades conductoras del terreno cambian de una forma importante en



la zona del mismo ocupada por la malla de electrodos en la que no se produce descarga
(“malla pasiva”). Al tratarse de un sistema muy conductor, esta malla adquirird un
potencial (inferior a la sobretensién de tierra) creando un efecto de homogeneizacién
de la distribucién del potencial en las inmediaciones de la malla pasiva.

Para verificar estas aseveraciones calcularemos el sistema de toma de tierra de
la malla activa en dos situaciones: a) si no existe una segunda malla de electrodos
cercana a la primera , y b) si existe una malla conductora préxima a la activa, pero sin
conexibn eléctrica directa entre ambas. El andlisis del caso a) se puede llevar a cabo por
aplicacion directa de la formulacion BEM1D previamente expuesta: la Fig. 2 muestra
la distribucién de potenciales en la superficie del terreno para una sobretension de tierra
de Vi = 10 kV, siendo la resistencia equivalente del sistema de 0.40 €2, la intensidad
total 25 kA, la tension de paso 0.86 kV y la tension de malla 2.4 kV.

El caso b) es més complicado de calcular dado que inicialmente la malla activa
adquiere una sobretensién de tierra fija y conocida (Vr), pero en la malla pasiva el
potencial es también constante pero desconocido. El andlisis de este tipo de problemas
en el que existen varias mallas de toma de tierra desconectadas entre si se puede realizar
mediante la superposicién de estados elementales. FEl estado final es el siguiente: la
malla activa con una sobretension de tierra igual a Vp y la malla pasiva con una
sobretensién desconocida (igual a una fraccién A del aumento de tensién de la malla
activa). Los dos estados elementales en que se puede descomponer éste son: estado
1) la malla activa con una sobretensién de tierra igual a 1 V y la malla pasiva a
0 V; estado 2) la malla activa con una sobretension de tierra igual a 0 V y la malla
pasiva a 1 V. Dado que en los dos estados elementales se conocen las sobretensiones
de tierra, las intensidades totales que fluyen por unidad de voltaje de cada una de las
mallas (A: activa, P: pasiva) pueden determinarse mediante la formulacién BEM1D
previamente expuesta en cada estado elemental (1 y 2): ia1, a2, ip1 € ipy. El estado
final se obtiene de la suma de los estados elementales, ponderando el estado 1) por
Vi v el estado 2) por el factor AV, Finalmente, este valor A y la intensidad total
que fluye del sistema de tierras (Ig) se obtienen sin mas que imponer que la descarga
eléctrica se produce en la malla activa y, por tanto,

Aplicando la formulacion BEMI1D en el calculo de los dos estados elementales en que
se descompone el estado final de la derivacion de corriente eléctrica a través de las
mallas de tierra desconectadas para una sobretensién de tierra en la malla activa de
Vi = 10 kV, obtenemos una sobretension en la malla pasiva de 3.1 kV, una intesidad
total de 25.2 kA, una resistencia equivalente del sistema de 0.396 €2, una tension de
Paso de 0.95 kV y una tensién de malla de 2.5 kV. (Nétese que entre los casos a) y b)
no hay diferencias significativas en la resistencia equivalente y la intensidad total que
fluye, dado que la derivacién de corriente se produce en una sola toma de tierra).

La Fig. 3 muestra la distribuciéon de los niveles de potencial en la superficie del
terreno en el que se encuentran las dos mallas y en las zonas adyacentes. Obsérvese que,
tal y como se preveia, la presencia de una malla pasiva origina una homogeneizacion de
los valores del potencial en la superficie del terreno; asimismo si se comparan las figuras
2 y 3 pueden observarse también zonas de gradientes de potencial mucho mayores en



1 Unit=10m

Fig. 1. Red de tierras: Las dos mallas no estdn unidas eléctricamente entre si y la
descarga tiene lugar en la malla de tierras de la figura izquierda (“malla activa”).

determinadas regiones del terreno donde no eran esperados: en el ejemplo de la Fig. 3
la maxima tensién de paso que se produce en la region de la superficie del terreno sobre
la malla pasiva es 0.165 kV, frente a la tensién de paso de 0.016 kV que se produce en
el mismo punto en ausencia de la malla no conectada (Fig. 2).

En resumen, la presencia de un sistema de conductores no conectado a una malla
de toma de tierra en condiciones de fallo no modifica necesariamente ni de forma
sustancial la resistencia equivalente de la malla, ni la intensidad total, ni tampoco la
tension de malla. Sin embargo, la existencia de tomas de tierra no conectadas afecta
de una forma importante a la distribucién de los niveles de potencial en la superficie
del terreno, generandose gradientes de potencial que pueden ser muy importantes en
determinadas zonas donde en un principio no se preveian. Ademds, se produce la
energizacion de estos conductores que adquieren un determinado nivel de potencial,
con el consiguiente riesgo que puede originar para la seguridad de las personas.

Tal y como se ha puesto de manifiesto con este ejemplo, el estudio de la conexién
0 no-conexion eléctrica entre si de tomas de tierra es fundamental si éstas se encuen-
tran préximas, debido a las graves consecuencias que puede originar el efecto de ho-
mogeneizacion de los niveles de potencial en la superficie del terreno. Este efecto
puede tener mucha importancia en las inmediaciones de las instalaciones eléctricas con
grandes tomas de tierra en las que se opera con intensidades de corriente elevadas, por
la existencia de otros elementos muy conductores tales como cercas metdlicas, tuberias,
canalizaciones subterraneas, railes, etc. que actiian como “mallas pasivas”, modifican
la distribucion de los niveles de potencial en la superficie del terreno y adquieren un
determinado potencial como consecuencia de los potenciales transferidos.

Conclusiones

En este articulo se ha revisado el modelo matematico del fenémeno fisico que subyace
a la disipacién de corriente eléctrica en un terreno a través de una toma de tierra y se
han resumido los aspectos mas sobresalientes de la formulacién numérica de elementos



de contorno desarrollada por los autores para el andlisis de este tipo de problemas.
Asimismo se ha presentado una novedosa formulacién numérica que por primera vez
permite calcular y cuantificar los efectos debidos a los potenciales transferidos en una
instalacién eléctrica por la presencia de elementos conductores enterrados en las pro-
ximidades de una red de toma de tierras.
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los conductores enterrados cercanos a la toma de tierra.
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