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Resumen.Se expone en este trabajo el resultado de la elaboracion de un codigo, que basado
en el método de los elementos finitos, resuelve la ecuacion de Navier—Stokes en un dominio
bidimensional, para condiciones iniciales y de contorno dadas. La resolucién del sistema de
EDPs resultante, se lleva a cabo mediante un algoritmo de aproximaciones sucesivas, con
una integracién temporal implicita de diferenciacion hacia atras, sobre elementos basicos de
tipo Q1/P0. La utilizacion de un algoritmo de tipo SUPG (Streamline Upwinding/Petrov-
Galerkin), en lugar de una formulacién de Bubnov-Galerkin convencional, logra resolver el
flujo para numeros de Reynolds mayores de 10.000 con mallas no muy refinadas.
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1 INTRODUCCION

El método de los elementos finitos en su variante de formulacion de Galerkin es el mas
extensamente utilizado para la resolucion numérica de muchos problemas fisicos que,
como el calculo de estructuras, dan lugar a matrices de rigidez simétricas. La formulacion
de Galerkin, en la que se utilizan funciones de test iguales a las de prueba, da lugar, al ser
aplicada a la resolucién del flujo incompresible, a la aparicion de cierta inestabilidad
numeérica en la solucién. Esta inestabilidad seehmas patente cuanto mayor es el
caracter turbulento del flujo, mas alto es el nimero de Reynolds y por tanto mayor se hace
el peso del término convectivo (no simétrico) con relacién al resto de los sumandos de la
ecuacion de Navier-Stokes que rige el flujo.

Las soluciones de los problemas dominados por la conveccién cuando las condiciones
de contorno de aguas abajo fuerzan un cambio brusco en el flujo, resultan corrompidas por
oscilaciones espureas nodo a nodo, las conocidas “wiggles”, (ByoBksla formulacion
Garlerkin la inestabilidad sélo se puede reducir mediante el refinamiento progresivo de la
malla, lo cual resulta muy costoso desde el punto de vista computacional.

La eliminacién de este efecto sin que ello impligue el uso de mallas demasiado tupidas
es posible haciendo una ponderacion mayor de los nodos aguas arriba que de los de aguas
abajo (ver por ejemplo Heinrich Esto se va a conseguir sustituyendo la formulacion
tradicional de Galerkin por otra en la que las funciones de test dejan de ser simétricas.

La formulacion de Galerkin resulta en una aproximacion de las derivadas en diferencias
de primer orden centradas. Podemos conseguir acercar esta aproximacion a una en la
direccién de aguas arriba afiadiendo a las funciones de prueba un término funcion de la
derivada segunda centrada. Este término afiadido debera estar adecuadamente ponderado
para asi conseguir las mejoras arriba expuestas sin convertirlo totalmente en un esquema
en derivadas descentradas, con lo que ello supondria de paso de una aproximacion de
segundo orden a una de primero. La pérdida de exactitud en la aproximacion que supone
la utilizacion de una ponderacion aguas arriba conduce a una sobredifusion del flujo en el
sentido perpendicular a las lineas de corriente cuando nos encontramos en problemas
multidimensionales. EI método SUPG (Streamline upwind/Petrov-Galerkin) consigue
neutralizar esta difusion espurea considerando otro coeficiente que pondera el nuevo
término de segundo orden de las funciones de test. El coeficiente de la nueva ponderacion
es una funcion de la velocidad del flujo en el nodo con relacién a la del resto de los nodos
del elemento. Esta nueva ponderaciéon supone la adicion de un término de difusion
artificial, pero de forma que éste actia con mas intensidad en la direccion de las lineas de
corriente que en sus ortogonales, eliminando asi los modos de difusion espureos (ver
Hughed?).

En este articulo se presentan los resultados obtenidos en el desarrollo de un programa
Fortran que, basado en el método SUPG, resuelve el flujo incompresible de una forma
computacionalmente efectiva, en comparacion con otros algoritmos basados en una
formulacion convencional de Galerkin, para numeros de Reynolds suficientemente
elevados.
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2 ECUACION FUNDAMENTAL

Las ecuaciones de Navier-Stokes que gobiernan el flujo viscoso incompresible y no
permanente sobre un domin® de contornodQ se pueden expresar como:

1
U +uu; - V(ui,j *Tuj; )J- +E P = f, (1)

u,; =0 (2)
para un instante de tiempo @<t<T, dondeT es el periodo de tiempo en estudio. Se
consideran las siguientes condiciones iniciales y de contorno:
u(x,O) = uo(x) en Q (3)
u=g endQ x(0,T) (4)
El problema consiste en encontl;aEH(l)(Q) y pU LS(Q) sobreQ x(0,T).
Dondeu es la velocidad, p la presion el tiempo,v, p son viscosidad cinematica y

densidad del fluido respectivamentef son las fuerzas de masa. Se usa aqui la notacién
habitual de suma en subindices repetidos, derivacién espacial en subindices después de comas
y derivacion temporal denotada como *-’.

3 FORMULACION EN ELEMENTOS FINITOS

Obtendremos la forma débil de la ecuacién de Navier-Stokes multiplicando ésta por
una funcién de ponderacion, integrandola en el domfioy aplicando el teorema de la
divergencia. De esta forma llegamos a la expresion:

IQ\Ni(ui Ul T fi)+Wi,jV(Ui,j +Uj,i)_Wi,ij;p dQ=0 DWDH(l)(Q) (5)

[u,qda=0 TqoL(Q) (6)

El campo de velocidades y presiones se puede ahora aproximar haciendo uso de las
funciones de prueba, (x) Xm(x), de tipo Q1/PO0 (velocidad bilineal, presién constante), que

transforman el problema en encontrar una aproximadidﬁ(x,t)DV(?(D Hf)(Q)) y

p" DS?(D Lg(Q)) del campo de velocidad y presiones tal que:

up)=u,(=3u06)  p=pM)=) Pl @

n=; m=.

En el método SUPG como ya se ha comentado, se utilizan funciones de test que
difieren de las de prueba en un término de segundo orden, esto lo podemos expresar
matematicamente como:
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IQWih (Uih +UTU:} - fi)+W”-V(u”- Uy )_Wi,i []; pdQ + (8)

Ne
* ZJrjihE-"ih +uju; _V(Uil} +uj )*‘i pi 1, %Qe =0 Ow D Hg
&) p
?[Uih,iqthZO Oq0S;, 9)

dondep, es la funcién de peso de perturbacion que depende de la derivada primera de
las funciones de test y puede escribirse como:

o3 :ijvi? (10)
donde el coeficiente de perturbaci§grse puede definir como:
zhyu,

= ! 11
T3, (11)

1 . 10
con: z=coth(Pe) ——=mind,— 12
(P9 Pe é' PeH (12)
P \ue\he (13)

e=——,
Y

Ue es la velocidad en el centro del elementola componente de la velocidad en el
centro del elemento Iy es la longitud caracteristica del elemento.

La inclusiéon del factorp es la base del método SUPG e implica por un lado la

consideracion de una diferenciacion descentrada y por otro la incorporacion del
coeficientec; quepermite redirigir el flujo en la direccion de las lineas de corriente.
Introduciendo en la ecuacion (8,9) las expansiones,d®, , obteniendo la forma débil

del segundo factor e integrando llegamos a un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
ordinarias que en notacion matricial se puede escribir como:

M u+c(u)+vAu+Bp:f (14)
B'u=0 (15)

Para linealizar ahora el sistema de ecuaciones (14,15) se va a aproximar el término no
lineal C(u), mediante un esquema iterativo conocido como aproximaciones sucesivas

C(Uk): C(U k—l)uk :J:(Uk—l)? (Uk).h, W' dQ +Ze I(uk—l)rj] (Uk).h, " dQ 17)

Asi (14,15) se reescribe como:
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Mu, +Cu, +nAu, +Bp, =f, (18)
B'u, =0 (19)
Sistema lineal de EDPs de primer orden de 2N+M ecuaciones y 2N+M incégnitas. Por

altimo la integracion temporal se hace en términos de un esguema implicito hacia atrés
gue resulta en el sistema algebraico lineal:

M Mg-'- Cun+1 +nAun+1 - Bpn+1 = fn+1 (20)
§ o g
B'u,, =0 (21)

Sistema que se resuelve haciendo uso de una factorizacion de Crout de tipo LU. El
almacenamiento de las matrices que intervienen en el problema se ha hecho en *skyline’,
para economizar memoria, mientras que el célculo de las integrales que constituyen cada
elemento de la matriz de rigidez, se hallevado a cabo utilizando una integracién numérica
bidimensional de Gauss con cuatro puntos de interpolacion. La resolucion del sistema
precisa por tanto de dos bucles de iteracion para la resolucion de la no linealidad y del
sistema diferencial respectivamente.

La formulacién utilizada en el algoritmo implementado es de tipo mixto por lo tanto
mantiene como incognita el campo de presiones en el sistema principal, 1o cua s bien
‘encarece’ la solucién en comparacion con una formulacion penalizada, evita la pérdida de
exactitud para pardmetros de penalizacion excesivamente pequefios y la dificultad en la
convergencia para valores excesivamente grandes. Se ha utilizado un almacenamiento de
matrices en ‘Skyline’ lo que permite una utilizacion mas efectivo de los recursos de
memoria del ordenador.

4 EJEMPLOSNUMERICOS

Para verificar el algoritmo utilizado se ha utilizado el problema genérico del flujo en
una cavidad con las siguientes caracteristicas:

Se trata de un dominio cuadrado de lado unitario sobre el que se ha definido una malla
uniforme de 31x31 nodos. Sobre el lado superior se fija una velocidad inicial de valor
unidad y se resuelve el problema para valores del nUmero Reynols de 1.000, 5.000, 10.000
y 15.000, donde el nimero de Reynolds viene definido como UL/n, donde U, L son la
velocidad en el borde superior, y el lado del dominio cuadrado respectivamente.

En la figura 1 quedan representadas las lineas de corriente del campo de velocidades
para los distintos valores del nimero de Reynolds. Como puede observarse la
consideracién de una turbulencia creciente provoca la aparicién de remolinos secundarios
ademés del principal, centrado en la cavidad, que van aumentando en magnitud segin se
increzryenta el nimero de Reynolds, lo que concuerda con otros autores ver por ejemplo
Choi“.
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60 — 60

(2D)|| Print || cav30_6.PLT || cavity flow (2D) || Print || cav30_15.PLT || cavity flow

@
3

2
)
%

///
/)

w
3

7
|

©

2
©

N
S

Q \;}'

0

o
S

0

Figura 1. Campo de velocidades y lineas de corriente del flujo en cavidad para nimeros de Reynolds de
1.000,5.000,10.000 y 15.000

La figura 2 muestra los resultados obtenidos por Hannani®® y Ghia® para un problema
analogo comparados con los de este estudio. En el primero de los gréficos podemos ver
los valores de la componente horizontal de la velocidad a lo largo de una linea central
vertical para niumeros de Reynolds de 1.000, con formulacion de tipo SUPG para distintos
niveles de refinamiento de la malla. En é pueden verse los resultados del presente estudio
en el que utilizamos una malla regular de 31x31 al contrario de las utilizadas en los otros
experimentos representados que no son equiespaciadas. En la segunda grafica se compara
los resultados para un numero de Reynolds de 5.000 con los obtenidos segin otras
formulaciones de tipo SPGU y Galerkin Least Squares con distintos niveles de
discretizacion de la malla y de tipo de elemento basico. La repercusion del grado de
refinamiento del elemento basico en la calidad del modelo queda claramente representado
en lafigura
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Figura 2: Componente horizontal de lavelocidad alo largo de lalinea media vertical de la cavidad para
nimeros de Reynolds de 1.000 y 5.000.

La figura 3 muestra el campo de presiones para nimeros de Reynolds de 1.000 y
10.000. La discretizacion del dominio para las incognitas velocidad y presién se ha hecho
en términos del par Q1/PO (velocidad bilineal presiéon constante) que si bien aporta una
buena aproximacién para el campo de velocidades, a no cumplir la condicién de
divergencia-estabilidad da lugar a los resultados de campo de velocidades en ‘tablero de
ajedrez’, (ver figura 3) para ciertas condiciones de contorno. Aln asi es muy extendido su
uso, siendo posible eliminar las oscilaciones en la presién mediante técnicas de suavizado.
La utilizacion de elementos basicos no lagrangianos puede dar lugar ademés a la aparicién
de esguemas de circulacion insatisfactorios, cuando existen grandes cantidades de
recirculacion (ver Fortin?, Brooks®, Johnson® y Gunzburger™).
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Figura 3: Campo de presiones en la cavidad para n® de Reynolds de 1.000 (izda) y 10.000 (drcha).
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5 CONCLUSIONES

La presente formulacién consigue resolver el flujo viscoso incompresible para nimeros
de Reynolds incluso superiores a 10000, haciendo uso de mallas muy poco tupidas,
gracias a la utilizacion de un algoritmo en SUPG. Los datos obtenidos se encuentran en
consonancia por los publicados por Hanffani Chof? para mallas con el mismo grado
de refinamiento.
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