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0. Meétodo para resolver problemas

0.1 Método general.
0.2 Resumen y conclusiones.

Apéndice A: dimensiones de magnitudes mecanicas.
Apéndice B: caracter tensorial de magnitudes.

La resolucién de problemas de fisica y en particular de mecanica es de gran importancia porque es la
unica forma de entender el verdadero significado de los principios y aprender a aplicarlos. En muchos textos
se incluye un apartado inicial dedicado a la metodologia general para resolver problemas que trataremos de
resumir aqui.

0.1. Meétodo general

El método més general se puede condensar en tres grandes pasos,
= Diseno de una estrategia

= Ejecucién de la estrategia

= Comprobacion del resultado

A continuacién desarrollaremos estos tres pasos y terminaremos con unas conclusiones.

0.1.1. Diseno de una estrategia

Para este paso se requiere,

Lectura y comprensiéon del enunciado. Leer el enunciado con detenimiento y en su totalidad para una
comprension global de la situacion de partida y de los objetivos del problema. Repetir la lectura hasta que
se comprenda cada uno de sus apartados y se haya clasificado el problema.

Realizacion de un dibujo o diagrama. Se trata de resumir graficamente el enunciado del problema
incluyendo los datos relevantes y las incognitas a determinar. Utiliza simbolos para las variables y no los
valores numéricos. Ha de ponerse mucho cuidado en la realizacién del dibujo para no dar lugar a equivocos
ni a situaciones que no se corresponden con el enunciado. En problemas que intervengan fuerzas el dibujo
puede permitir realizar los calculos de resultantes y momentos de forma sencilla por lo que es sumamente
importante que concuerde con el problema propuesto.

Datos e incégnitas. Se hard una lista con los datos y las incégnitas del problema identificando claramente
estas tltimas (puede hacerse utilizando el simbolo de interrogacién “?”). Deben nombrarse todas las variables
incluidas las intermedias con simbolos (letras) que no den pie a confusién y sean facilmente identificables y
reconocibles, por ejemplo,

.

vA(t)?

seria un simbolo adecuado para el vector velocidad del punto A como funcion del tiempo.
Si el problema incluye datos numéricos se anotaran estos con sus unidades,

Fp=20jN

Principios y leyes. Habitualmente los problemas no consisten en sustituir unos valores en una ecuacién
sino que requieren del desarrollo de los principios para obtener la expresién correspondiente al problema
concreto. Por ello como resultado de este primer paso debe obtenerse una idea clara y precisa del objetivo
y de los principios y leyes que se han de aplicar para su resolucién.

1
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Divide y venceras. Si el problema es largo la estrategia debe incluir el fraccionamiento del problema en
varios subproblemas que puedan resolverse sucesivamente y que permitan marcar hitos intermedios que se
irdn enlazando hasta llegar al resultado final. Este fraccionamiento también puede aplicarse para obtener
una a una las componentes de un vector o los diferentes términos de una suma. De esta manera se comenten
menos fallos y se tiene la sensacién de que el problema es menos complejo.

0.1.2. Ejecucion de la estrategia

Decidida la estrategia debe ponerse cuidado en la ejecucion para tratar de obtener el resultado correcto,
y lo que casi es mas importante, el desarrollo del problema debe permitir localizar los posibles fallos en su
ejecucion. Asi,

Trabaja con simbolos. Aunque existan valores numéricos de los datos es mas conveniente realizar los
calculos de forma simbdlica ya que de otra forma serd imposible detectar errores sin rehacer el problema
totalmente desde el principio.

Mantén empaquetados los simbolos. Al utilizar un gran nimero de variables si hay paquetes de ellas
que se repiten en las sucesivas expresiones es importante mantener el orden de estas para facilitar su manejo
y evitar el error muy frecuente de olvidarse de alguna de ellas. Asi, por ejemplo, si aparece el paquete

formado por %va en varias expresiones debe mantenerse en el mismo orden en todas ellas.

Ordena y simplifica. Todavia mas importante que el anterior es el escribir las expresiones de la forma
mas simple posible, sobre todo si es uno de los resultados finales o parciales del problema. El arrastrar un
gran conjunto de términos que pueden simplificarse solo se traduce en pérdida de tiempo y en un aumento
en la probabilidad de cometer fallos. Habitualmente los datos de los problemas estd elegidos para que las
expresiones puedan simplificarse por lo que las expresiones no simplificables pueden informarnos de que
se ha cometido algin error. Ha de ponerse cuidado para escribir ordenadamente las expresiones y marcar
claramente las simplificaciones realizadas, reduce el numero de errores y permite localizarlos mas facilmente.

0.1.3. Comprobacién del resultado

La comprobacién de los resultados finales y parciales permite detectar errores de calculo que son fre-
cuentes en problemas largos. Cuanto antes se detecten los problemas antes se podra actuar para arreglarlos
y con un menor coste de tiempo y esfuerzo.

Las comprobaciones que se pueden hacer son de distinto tipo:

Analisis dimensional. La comprobacién de las dimensiones de la expresién calculada permite de forma
muy rapida comprobar la consistencia del resultado, si estamos calculando la expresion de una fuerza la
ecuacién tiene que tener las dimensiones MLT~2. Esta comprobacién se puede hacer rapidamente y nos
permite localizar el olvido de alguna de las variables o una simplificacién incorrecta.

Caracter tensorial. De forma similar al caso anterior la comprobacion del caracter tensorial de la expre-
sién puede informarnos sobre un resultado incorrecto.

Valores limite y casos especiales. En expresiones complejas es util obtener resultados mas sencillos
que permitan comprobar que el resultado es coherente con el enunciado, para ello pueden tomarse valores
limite (t — oo, R — 0, ...) o casos particulares sencillos cuyo resultado es conocido (caso g = 0, caso £ = R,

).

Simetrias. En problemas con simetrias (geométricas o de tipo permutacién m; = msg) el obtener un
resultado que no es acorde con ella puede delatar la existencia de errores. También puede utilizarse la
simetria como un caso especial mas simple y comprobar el resultado en esa situacion.

2
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Algebraicamente posible. La ecuacién puede evaluarse y proporcionar un resultado correcto (real, po-
sitivo, ...) cuando se sustituyan valores en los datos.

Funcionalmente razonable. FEl resultado depende de las variables esperadas y se obtienen tendencias
razonables. En este punto entra el sentido comin para descartar expresiones que conducen a resultados
absurdos.

Numéricamente razonable. Si se dispone de valores numéricos debe comprobarse que el resultado
obtenido esta dentro de los ordenes de magnitud razonables. Esto puede ser no sencillo en algunos temas de
fisica pero no en el caso de la mecanica.

0.2. Resumen y conclusiones
El método puede resumirse como sigue,
= Diseno de una estrategia

e Clasifica el problema por su método de solucién
e Resume la situacién en un diagrama

e Mantén el objetivo en mente
» Ejecucién de la estrategia

e Trabaja con simbolos
e Mantén empaquetados los simbolos

e Ordena y simplifica
= Comprobacién del resultado

e Dimensionalmente consistente

e Tensorialmente consistente

e Valores limite y casos especiales

e Simetrias

e Algebraicamente posible (por ejemplo, sin partes imaginarias ni infinitos)
e Functionalmente razonable (por ejemplo, la altura crece con la velocidad)

e Numéricamente razonable (incluyendo el signo)
Como tltimas recomendaciones,

1. El primer paso es crucial y de hacerse incorrectamente puede llevar a un fracaso total a la hora de
resolver el problema.

2. El segundo paso no debe iniciarse antes de terminar el primero. Sin embargo, el tercero debe aplicarse
lo antes posible para detectar los errores cuanto antes.

3. El segundo paso debe hacerse teniendo en cuenta que los errores en el desarrollo son frecuentes y es
importante facilitar la revision del problema en caso de ser necesario.

4. Las comprobaciones no garantizan que el resultado sea correcto pero en algunos casos permiten concluir
que es incorrecto.

0.3. Bibliografia

Como referencia citaremos el libro cldsico de Polya sobre la resolucién de problemas matematicos [2] y
como ejemplo de libro de mecédnica que incluye un apartado de este tipo el més reciente de Morin [1].
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Apéndice A: dimensiones de magnitudes mecanicas

magnitud dimensiones
masa m M
posicion, distancia 7 L
tiempo t T
velocidad U= dr/dt LTt
aceleracion a=dv/dt LT
cantidad de movimiento p=muv MLT—1
fuerza F = dp)/dt MLT 2
trabajo o energia dW = F - dF ML2T—2
potencia P =dW/dt ML2T—3
momento cinético L=7x [ ML2T—1
par o momento de una fuerza M=7xF= dE/dt ML2T 2
angulo 0 =dS/dR 1
velocidad angular, rotacién w=db/dt T-1
aceleracién angular a = dw/dt T2
momento o producto de inercia I=md? ML2
curvatura o torsion K= HdTH/dS Lt
radio de curvatura o de torsion p=1/k L

Apéndice B: caracter tensorial de magnitudes

Atendiendo a como cambian sus componentes en una trasformacién ortogonal de coordenadas las mag-
nitudes se puede clasificar en escalares/pseudoescalares (1 componente), vectores/pseudovectores (3 compo-
nentes) y tensores/pseudotensores de orden n (3" componentes). Los escalares son tensores de orden n =0

y los vectores de orden n = 1.

magnitud u operacion

caracter tensorial

masa, distancia, tiempo, angulo, trabajo, energia

Escalar o invariante

posicién, velocidad, aceleracion, cantidad de movimiento, fuerza

Vector

velocidad angular, rotacion, aceleracién angular, momento cinético,

momento de una fuerza

Vector Axial o Pseudovector

tensor de inercia

Tensor de segundo orden

producto escalar de dos vectores
producto vectorial de dos vectores

producto vectorial de un vector y un pseudovector

producto tensorial de dos vectores
producto mixto de tres vectores

Escalar o invariante

Vector Axial o Pseudovector
Escalar o invariante

Tensor de segundo orden
Escalar o invariante

producto de escalar por un tensor
suma de dos tensores del mismo orden
producto interno de un tensor por un vector

Tensor del mismo orden
Tensor del mismo orden
Vector
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1. Introduccidon a la cinematica

1.1 Cambio de referencia ortonormal. Transformacion de las componentes de un vector.
1.2 Forma matricial de una rotacion.

1.3 Tensores cartesianos de segundo orden.

1.4 Derivada de un vector en una base mavil.

1.5 Triedro intrinseco. Férmulas de Frenet.

1.6 Velocidad y aceleracién. Componentes intrinsecas.

Introduccién

En este capitulo consideraremos las relaciones cineméticas que describen el movimiento de los cuerpos
rigidos y que asimismo son la base para el estudio de todas las méquinas y mecanismos. A modo de intro-
duccién a la cinematica en este tema analizaremos las transformaciones de los vectores en un cambio de
orientacion de los ejes de referencia lo que nos llevara a su forma matricial y a generalizar el concepto de
vectores a otros entidades de orden superior, los tensores. Se obtendra también la férmula para obtener la
derivada de un vector en una base mévil y terminaremos definiendo los elementos que caracterizan a las
curvas y su relacién con las expresiones de la cinemética del punto.

1.1. Cambio de referencia ortonormal. Transformacién de las componentes de un vec-
tor.

Cambio de referencia ortonormal.

Consideraremos un sistema de referencia Ox 1923 con una base ortonormal orientada a derechas {é1,é2,6é3} .
Si mediante una rotacién cambiamos la orientacién de los ejes y llamamos Ozzbhal y {€],¢,,¢é} al
nuevo sistema y a la nueva base.

X3

Nos interesa la relacién entre las componentes de un vector cualquiera v en los dos sistemas:

3
— } : A } : N
v = V; € = v; €;
i=1 7

Para ello proyectaremos los vectores &, en la base &;:

3
é; = (ég . é1> él + (é; . ég) é2 + (é; . ég) é3 = Z aijéj
N—— N—— N—— 1
ai1 aia a3 J

que expresadas en forma matricial toman la forma:

€1 ailr aiz2 aig €1

~f A~

€9 = a1 a2 a23 €2

~f ~

€3 asr az2 ass €3
A
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donde A es la matriz de transformacion.
Para un vector ¥ cualquiera, v) = U - &, = vy a;1 + v2 ai2 + v3 a;3,

J=1
O bien,
v] vy
vh | = A v
vh U3

que es la relacion buscada.
La matriz de transformacién tiene una propiedad muy importante: A~! = A’ | vedmoslo. Para obtener
la matriz de la transformacién inversa A~ proyectamos &; en la base {&}, &), &}

3
& = (&) &) + (&-&h) & + (& &) & = > a;ié)
SN—— j=1

aiq a; azq
Osea,
€1 ail ag1  asi &
€2 | = | a2 ax a3 &
é3 ai3 a3 a3z &
At

y vemos que A~! = A! | la inversa es la traspuesta. Esta propiedad suele escribirse de otra forma sin més
que multiplicar por A a derecha y a izquierda:

AA' = A'A =1

por tanto, la matriz de transformacion A es ortogonal. La propiedad de ortogonalidad expresada con las
1 si 1=
0 si ©#
Hasta ahora hemos visto que si la transformacién es una rotacion la matriz A es ortogonal, nos pregun-
tamos si el reciproco es también cierto.
Primero veremos que el determinante de una matriz ortogonal A cumple: |A| = £1. No hay més que
tomar determinantes en A A* =1,

componentes serfa, Y a;zaj, = Y agiag; = 0;;, donde d;; = { ; , es la delta de Kronecker.
k k

|AAY = |Al|A = |AP = 1| =1

Entonces, podemos clasificar las transformaciones ortogonales en funcién del determinante de su matriz
de transformacién A,

» Si |A| = +1 la transformacién es una Rotacion.

» Si |A| = —1 la transformacién se corresponde con una Rotacion + Inversion de un eje.
Ejemplo:
el =¢é 10 0
&l =éy = A=101 0
&y = —é3 00 -1
y como |A| = —1 no es una rotacién (es la inversién del tercer eje, solo cambia de signo la componente z).

6
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1.2. Forma matricial de una rotacion.

Obtendremos la forma matricial de una rotacién de angulo ® alrededor de un eje que pasa por el origen
y es paralelo al vector unitario 1,
La matriz la obtendremos aplicando la rotacién en sentido opuesto a un vector genérico 7 de coordenadas
(x,y,2). Asi, si la rotacién de los ejes es en sentido antihorario, aplicamos la misma rotacién al vector 7
. B N —> 5 ———
pero en sentido horario para pasar del vector ¥ = OP al vector 7’ = OQ).

X3 v ad,

X1

Podemos descomponer el vector O_Cj en la siguiente manera:
0Q =ON + NV + V@

Dénde:

» ON esla proyeccion de OP sobre la normal, ON = (7 -0)n.

v

. . ENZ 3 T — —> A\ A
la circunferencia, entonces, NV = NP cos® = [7 — (7 -11) ii] cos @

« NV es paralelo a NP =0P - ON y su médulo es ‘ = Rcos®, déonde R = Hﬁ” es el radio de

i

= y finalmente V@ || (¥ x fi) con médulo HV—QH = Rsin® y como ||7 x 11| = R se tiene que V@ =

(7 x 1) sin®
Uniendo todos los términos:
X 1) sin @

y reagrupando:
7' =cos®7 + (7 -f)f (1 —cos®) + (7 x 1) sin®

que se conoce por formula de rotacion.
La relacién entre las componentes de 7' y 7 es la matriz de rotacién buscada,

rhl =A | re
4 73
de donde
1 00 n% ning NiNng 0 ng —ng
A(@d)=cos®| 0 1 0 | +(1—cos®)| ning n3 mnong | +sin® | —ng 0 n
0 0 1 ning MnNong n% no  —nq 0

7
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1.3. Tensores cartesianos de segundo orden.

Definicién analitica de tensor de orden n: 3" cantidades de T;,. ;, son las componentes de un tensor

de orden n, si en un cambio ortogonal de coordenadas se transforman como:
3 3
' _ o o o
j—’il...in - Z aZl]l e Z a'L'n]n TYI---]n
Ji=1 Jn=1
Sin =0, tenemos 1 cantidad que no cambia = escalar, invariante

Sin =1, tenemos 3 cantidades v;, i=1,2,3 que cambian como v, =) a;jv; = vector
J

Sin = 2, tenemos 9 cantidades T;; con i =1,2,3y j =1,2,3

/ t
T = § ik E ajiTr = E E airTriay,
K I ko1

Osea,
! ! /
T7, Tiy Tis ail a2 a3 Ty Tia Tiz ail a1 asi
/ ! !
T5 Ty Tos | = | a1 agz asos3 Tor Thy o3 al2 a2 as2
/ ! /
T3, T35 T3 asy azz as3 T31 T39 T33 a13 a3 a33

que son las componentes de un tensor de sequndo orden.
No todas las magnitudes mecanicas cumplen la definicién de tensor dada arriba por lo que es necesario
definir otro tipo de elementos.

Pseudotensores de orden n: que transforman segin la ley:
/ —_— . . . . . .
1. i = Al § E :ajm o G g,
jl ]n

Noétese que:
= Si la transformacion es una rotacion, las dos definiciones coinciden.

» Sila transformacién lleva una inversion de ejes, |A| = —1, y aparece un signo menos.

Propiedades.

1) SiT y S son dos tensores de orden n, la suma de sus componentes es un nuevo tensor de orden n.

2) Si T es un tensor de orden n y A un escalar, el producto de cada componente por el escalar da lugar a
otro tensor de orden n.

e -
3) Si A, B, C' son vectores, entonces:

—>

.
A-B =) A;Bj es un escalar o invariante
J

AxB= (A2B3 — A3By, A3By — A1 B3, A1 By — A3 B1) es un pseudovector
B

= A; Bj esun tensor de orden 2

.
)- C es un pseudoescalar

4) Si Tj; es un tensor de orden 2 y A; un vector, entonces »_Tj;A; es un vector.
J

5) Si Tj; es un tensor de orden 2, tanto el determinante |Tj;| , como la traza ) T;; son invariantes
J
8
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Ejemplo: Si 7 =zi+y]j+ Z k+ es el | vector posiciéon de una particula y T es la fuerza que actia sobre
ella, el momento de la fuerza M = 7 x F es un pseudovector, y el momento para un eje e que pasa por el
origen M, = M -1, es un pseudoescalar.

Nota: Para no tener problemas con los pseudotensores es conveniente utilizar siempre sistemas de re-
ferencia de la misma orientacién (a derechas) de manera que la matriz de transformacién tenga siempre
determinante +1.

1.4. Derivada de un vector en una base movil.

Sea {é1, &, é3} una base ortonormal orientada a derechas que cambia con el tiempo ¢, y ¥ un vector
cualquiera,

3
V=18 + vg 8y +v3é3 = Z’Ui &;
i=1
siendo v; = U - &; las componentes del vector v en la base.
La derivada de la expresion anterior resulta
dv dv; . dé;
E = i E e;+ ; 'I}iE

A~

de;
Proyectando las derivadas ditl en la base, se tiene:

de; )
j

de;
donde B;j = (d—i-ej).

Como la base es ortonormal estas cantidades B;; cumplen las siguientes propiedades:

d o
€-¢=1= Ozﬁ(éi'éi)ZQéi'Cﬁ’ =2B;;= B;;=0
Ao A8y de 4

¢-¢=0= 0=¢& F+ G ¢ =B;+Bij= Bj=-Bij,j#i

3(3—1)

y por lo tanto definen una matriz antisimétrica. En tres dimensiones una matriz antisimétrica tiene ==

3 elementos independientes, renombrando los elementos de acuerdo con:

0 Qs —y
Bz’j = —Qg 0 Ql
Qo =0 0
se tiene que
de;
— =36y — Qg6
L 3€2 263
dés
— =386+ e
a 3€1 1€3
des
— =se; — e
a 2€1 1€2
relaciones que pueden expresarse en forma de producto vectorial
de; =
— =0 x¢
dt !

cont=1,2,3y a (921, 929,93). Por tanto, este vector! a representa el cambio de orientacién de los vectores
de la base respecto del tiempo.

'Realmente (€21, Q2,3) son las componentes de un pseudovector ya que el producto 3 x é; es un vector.

9
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Entonces,
— 3
dv dv; -
— = — &+ 02 x
dt & dt *

es decir, la derivada de un vector en una base movil se obtiene sumando la derivada de las componentes en
esa base mas el cambio debido a la variacién de la base. Este resultado que se conoce por Formula de Boure
o también por teorema de Coriolis. R

En el Apéndice A se determinan los valores de ) para el caso de las coordenadas cilindricas y esféricas
referidas a una base fija. En este caso el cambio de los vectores unitarios es debido al cambio de orientacion
de la base de un punto a otro del espacio.

1.5. Triedro intrinseco. Formulas de Frenet.

Consideremos una curva de parametro ¢,

7 =T7) =z()i+yt)]+2(t)k

z
f(t) ~_ C
z(t)
A x(t) 4
y(®)
X
La derivada de la curva 77 = dd—f = lim W es un vector tangente a la curva. Asi, la recta
At—0

tangente en el punto 7’ (tg) es: ( _
P =7 (to) + X7 (to), VA

1)

F(t+At)

El plano normal en el punto 7 (), son los puntos P verificando:

(13 . ?(to)) :

(to) =0

=)




. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
v 730G03026, 730G05018 - Mecéanica A. J. Lépez, A. Ramil
UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 1 Introduccién a la cineméatica
El plano osculador en el punto 7 (t) es el limite de los planos que contienen la tangente en 7(tg) y

tangente

#(to) ’

otro punto de la curva 7 (¢1) a medida que t; — to, P estd en el plano osculador si P-7 0, Toy T1—T7o

son coplanarios cuando t; — tg

p. osculador
Si tres vectores son coplanarios su producto mixto es nulo (P — ?0) [7“ x (71— 70)| =0 cuando
t1 — to
Desarrollando en serie de potencias alrededor de tg
r1=T7 () =7 (to) + To- (1 —to) + 5o (t1 —t0)” + ...
=5 — — 1 = R 2
7o X (7’1 — 7”0) = 57’0 X Tg(tl—to) + ...

y por tanto,
(P-7t)) - (¥(to) x 7(to) ) =0
el plano osculador contiene al punto y a las derivadas primera y segunda
A partir de los anteriores se puede construir un sistema formado por tres rectas y tres plano ortogonales
La Recta normal principal es la interseccién del plano normal y el osculador (es siempre perpendicular

La Recta binormal es la recta perpendicular a la tangente y a la normal principal

a la tangente)
El Plano rectificante es el que contiene la tangente y la binormal
W
%00{\0%

binormal
—_ 9
3]
§ r.tangente
g
q
C
normal principal
% = lim w en dicho limite al arco
At—0

Longitud de arco. Recordando la definicién de derivada
y la cuerda se confunden ||A7|| — AS Y entonces H dt H dS
La longitud de arco medida desde 7 (fy) y en el Sentldo cre(nente de t sera
t —>

S(t) = % dt

7 () funcién vectorial

97| = \Ja (0% + 3 (1) + 2 (1)
Si 7o = 0 se puede asignar a cada ¢t un valor de S y escribir 7
11

parametrizada por la longitud de arco
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S(t) AS

1.5.1. Triedro intrinseco

Las derivadas de la curva respecto de la longitud de arco permite obtener una base ortonormal que tiene
la misma orientacién que las rectas y planos que acabamos de ver. Las demostraciones se encuentran en el
Apéndice B.

Vector unitario tangente

b 4T
dsS

Vector unitario normal X

) T
N = Ai/
]

Vector unitario binormal

B=TxN

Triedro intrinseco en cada punto regular de la curva (7 # 0, 7" # 0) puede definirse un triedro
{T,N,B} ortonormal y orientado a derechas que se llama triedro intrinseco o de Frenet.
Los vectores del triedro intrinseco en un punto de la curva determinan las tres rectas y los tres planos.

plano normal

plano osculador

1.5.2. Curvatura y torsién

Veremos ahora los parametros que caracterizan a una curva: la curvatura y la torsion. Estos pardametros
nos permitiran expresar la derivada de los vectores intrinsecos respecto del tiempo.

Se define curvatura como:
Ap
AS

3

K= llm
AS—0

donde Ay es el angulo formado por las tangentes en dos puntos de la curva separados AS.
12
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1(s)

Como T es unitario su derivada es el radio por el dngulo

HT(S—l—AS) —T(S)H S 1Ap

y se cumple,

La curvatura es una medida de lo que la curva se desvia de su tangente.
= Para una recta T es constante y k =0

s Para una circunferencia de radio R:

AS=R-Ap = m:%

Por ello a la inversa de la curvatura se le llama radio de curvatura p = % y tiene dimensiones de longitud,

] = L.
Se define Torsién (sin signo) como:

*= lim Ay
AS—0 AS
donde A1 es el angulo formado por los planos osculadores en dos puntos de la curva separados AS.

T

Se cumple,
dB
T T las| =
1.5.3. Férmulas de Frenet
12 Férmula de Frenet )
dT -
kN
as "
2% Férmula de Frenet .
dB o
— =+7*N
as ~ '
Torsién (con signo)
dB
- .N
TTTds
y entonces, .
dB .
— =—7N
as ~ "
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3% Formula de Frenet

dN . .
E =—rT + 7 B
Vector de Darboux N
D=xB+71T
El vector de Darboux determina la variacion de los vectores del triedro intrinseco respecto del arco,
di =
— =D x1
ds E

siendo 1 igual a T,N6B.

1.6. Velocidad y aceleracion. Componentes intrinsecas.

Vector de posicién. El vector de posicion de una particula en el sistema de referencia Oxyz viene dado
por

T=T0) =2t)i+yt)]+z(t)k (1.1)
donde z(t), y(t), z(t) son las coordenadas cartesianas del punto.
Las dimensiones son de longitud [7] = [z] = [y] = [2] = L.

Trayectoria. Es la curva descrita por el extremo del vector 7 en el transcurso del tiempo.

x = x(t)
y=y(t) t € (0o, +00) (1.2)
z=z2(t)

seria la ecuacion paramétrica de la curva.
Una misma trayectoria puede recorrerse de muy diversas formas, para especificar el movimiento habra
que conocer también como se recorre la trayectoria.

1.6.1. Velocidad y aceleracion. Definiciones y unidades.

Velocidad: es el cambio del vector de posicién respecto del tiempo,
o d7(t) T(t+ At) — 7(t) AT
= g 1/ — l/ -
YTT@ T Ao At AtS0 At

En coordenadas cartesianas (no asi en polares) las componentes de la velocidad coinciden con las deri-
vadas de las componentes del vector de posicidn:

(1.3)

Codx(t) L x(t+ At) — (1) _dy(t) _dz(t)
=g T A At T g T T (14
Las dimensiones son [¥] = [vz] = [v,] = [v:] = LT™! y la unidad (SI) es el “metro por segundo” cuyo

simbolo es m/s.

El vector velocidad ¥ es tangente a la trayectoria ya que en el limite At — 0 la cuerda se confunde con
la tangente.

El médulo de la velocidad v = || V|| es la derivada del arco respecto del tiempo ya que en el limite At — 0
la cuerda se confunde con el arco, ||A7T| = AS:

d7 (1) H asit) _ .. AS

(1.5)

2PV im =2
dt dt aiso At
Integrando respecto del tiempo se obtiene la longitud de arco,
t
S(t) = S(0) + / | 7| dt (1.6)
0

y se conoce como ley horaria.
El movimiento de una particula queda totalmente especificado conocida la trayectoria y la ley horaria.

14
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V(1Y)

Aceleracién: es el cambio del vector de velocidad respecto del tiempo,

o dU(t T+ At) —v(t) &E7(t

_dB@) | TE+A)-T@) PR W
dt At—0 At dt?

De nuevo, las componentes cartesianas de la aceleracién coinciden con las derivadas de las componentes

del vector de velocidad.
_dug(2) _ duy(t) ~du(t)

Ay = , Gy = o (Y= 1.8
‘ dt Y dt : dt (18)
Las dimensiones son [@] = [a;] = [a,] = [a,] = LT~? y la unidad (SI) es el “metro por segundo al
cuadrado” cuyo sfmbolo es m/s?.
1.6.2. Componentes intrinsecas de la aceleracion.
Dividiendo la velocidad por su médulo se obtiene el vector unitario tangente a la trayectoria:
T .
— =T 1.9
- (19)
que tiene la misma direccién y sentido que el vector velocidad.
Si derivamos la expresién ¥ = v T se tiene,
L d7({t) dv. dT
= = —T4+v— 1.10
“TTa Ca (1.10)

Componente tangencial de la aceleracion: es la componente de la aceleracién paralela al vector de
velocidad,

o - dv
a; = a-T:E (1.11)

coincide con la derivada del modulo de la velocidad.

Componente normal de la aceleracién: teniendo en cuenta que

dt — ds dt ' dS
y de la 1* férmula de Frenet se tiene

ar _ .1
dt P

siendo p el radio de curvatura de la trayectoria. La componente normal de la aceleracion es

1)2

" p
15
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Finalmente,
—> 2 O d ~ 2 A
d=aT+a, N=21T4+2 X (1.13)

A modo de conclusién indicaremos que v = dS/dt y a; = dv/dt dependen de la ley horaria S(¢) mien-
tras que T, N y p dependen de la forma de la trayectoria. En la aceleraciéon normal se mezclan las dos
dependencias, a,, = v?/p.

16
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Apéndice A. Derivadas de los vectores unitarios de las coordenadas cilindricas y esféricas

Coordenadas ctlindricas.

p=+/22+y?2 | =pcosp

¢ =arctan (£) | y=psing

T

zZ=Zz zZ=Zz

{€,,¢,,€,} son una base ortonormal orientada a derechas.

ey = cosgoi +singoj
€, = —sinpi+cosy] épxé¢:(cosgap+sin2<p)k:éz
e, = k
Los dos primeros dependen de la coordenada ¢, el tercero es constante, ¢, =¢,(¢) y ¢, = &, (¢)
Ademés,
de, .
dp ¥
dé, .
€ =
por lo tanto,
dé, dé, d %,
p _ T 22 _ 54 dt 0 ¢ 0\ /e
at  dp dt 7% 7 ,
de, deé, . .
e he 2l =1- 0 0 e
a 7 dt 4 7
de .
dtz =0 dé. 0 0 0 é,
dt

Entonces, q= %) k es el vector que nos da el cambio de orientacién de la base con el tiempo.

Coordenadas esféricas.
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— 2 a2 1 2
rENVITY 2 x =7 sinf cosy

¢ = arctan (%) y =17 sinf siny

6 = arc cos Z z =1 cosf
/.1,2+y2

{ér,¢é9,é,} son una base ortonormal orientada a derechas.

=)

~

e, =

7 = sinfcos @i +sinfsing] +cosfk = @, (0,0)
=

ép (0,0) =&, (G—I—g,cp) = cosfcospi+ cosfsing]j —sinfk
&, = —singi+cosp] =8, (p)

Las derivadas resultan

dt 0 9 ¢ sin @ ér
% = -0 0 pcost &g
dé, —psinf  —pcost 0 ey
dt

y la rotacién (cambio de orientacién de la base)
a= pcosbhe, —psinféy + 6'?é¢

Como la rotacién ¢ se realiza en el plano xy y la rotacién 6 en el plano definido por Oz y 7, utilizando los
vectores normales a esos planos se obtiene una expresién mas compacta

G =pk+oe,
Apéndice B. Férmulas de Frenet.

Obtendremos las derivadas respecto del arco de los vectores del triedro intrinseco {T,N,B}.
Vimos que la derivada 7 = ‘2—; es tangente a la curva y también lo sera la derivada respecto al arco (c%
que ademds es unitario porque ||[d7’|| = dS, entonces,
N
LU
ds
es el vector unitario tangente.
El vector unitario normal

)%\>

N =

)%\>

es unitario por construccién y veremos que es perpendicular al anterior. Derivando el cuadrado de T,

A~

T T=1= 0=2T-T'= T1T= NIT
Multiplicando los dos vectores unitarios anteriores obtenemos el vector unitario binormal
B=TxN

18
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que forma con los dos anteriores un triedro {T, N, B} ortonormal y orientado a derechas que se llama triedro
intrinseco o de Frenet.

Ademas, la direccién de N coincide con la recta normal principal y la de B con la recta binormal. Para
ello expresaremos las dos primeras derivadas como,

L A7 4T dS

~ 2 —asa o7
y . ~
o AT s o dTdAS s allat |l <
T_E_5T+SEE_ST+SHWHN

lo que demuestra que N pertenece al plano osculador y ademds es perpendicular a la tangente por lo que
tiene que ser paralelo a la recta normal principal. De la misma forma, B tiene que ser perpendicular al plano
osculador por lo que es paralelo a la recta binormal.

Como N = dAT/ ds y HdT /dS H = K, entonces se tiene la primera férmula de Frenet,
|t /as|
dT .
e kN
s~ "
B . dB . -
Calculamos ahora S sabiendo que || = iR Derivando los productos escalares siguientes,
B B=1= 0=2B-B'= BIB dBHN
B T=0= 0=B-T+B-xN= BLT] ds
. dB ,
y como por definicién 7 = IS -N se tiene la tercera féormula de Frenet,
dB .
i |
s~

Finalmente, repitiendo el proceso para N se tiene la segunda férmula de Frenet,

NN=1= 0=2N-N= N.N=0] .
~ b A A ~ N " dN ~ .
N-T=0= 0=N-T+N-kN= N .-T=-x E:—/{T—FTB
N-B=0= 0=N-B+N.—7N= N .B=+4r
Escritas en forma matricial,
T’ 0 w O T
N|l=(-x 0 7 N
B’ 0 -7 0 B

por lo que el vector de Darboux D que nos da el cambio de orientacion del triedro intrinseco por unidad de
arco resulta ser

l_joT—l—/{B
osea, R
%g:ﬁxT:nN
Zgzﬁxmzﬂﬁ473
BBt —rN

son las Formulas de Frenet.
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2. Cinematica del solido rigido

2.1 Solido rigido. Grados de libertad. Condicién cinematica de rigidez
2.2 Movimientos de traslacién y rotacién

2.3 Distribucion helicoidal de velocidades. Teorema de Chasles

2.4 Grupo cinematico. Invariantes

2.5 Eje instantaneo de rotacion. Velocidad de deslizamiento minimo
2.6 Axoides

2.7 Distribucion de aceleraciones

2.8 Angulos y rotaciones de FEuler.

2.1. Sélido rigido. Grados de libertad. Condicién cinematica de rigidez

Se define sélido rigido como un cuerpo en que la distancia entre cualquier par de puntos permanece
constante:

— 512
HABH — |75 — Pall? = cte, VA, B (2.14)

esta ecuacion se denomina condicion de rigidez del sélido.

Grados de libertad: Denominamos grados de libertad de un sistema al niimero de movimientos indepen-
dientes que puede realizar, que coincide con el nimero de coordenadas independientes que es preciso conocer
para determinar su posicién. Por ejemplo para determinar la posicion de un punto material necesitamos 3
coordenadas (z,y, z), decimos por tanto que tiene 3 grados de libertad. Cuando existen ligaduras entre los
puntos del sistema, estas limitan los movimientos que puede realizar y por lo tanto reducen el niimero de
grados de libertad.

En el caso del sélido rigido, si consideramos tres puntos A, B y C no alineados, de acuerdo con la
condicion de rigidez:

AB = |75 — Tal? = cte
AC? = |7c — Ta|* = cte
BC” = ||7c — 75| = cte

Para dar la posicién de cada punto se necesitarian 3 coordenadas (z4,y4, 24), (2B, Y5, 28), (Tc, Yo, 2¢),
lo que hace un total de nueve, pero como existen 3 ecuaciones de rigidez sélo hay seis coordenadas inde-
pendientes. Si quisiéramos determinar la posiciéon de un cuarto punto D, tendriamos 3 nuevas incégnitas
(xp,yp,zp) pero también 3 nuevas condiciones de rigidez AD’ = cte, BD® = cte y CD’ = cte con lo que
el niimero total de coordenadas independientes sigue siendo 6.

Asi, conocida la posicién de 3 puntos no alineados de un sélido rigido, se conoce la posicion de los
restantes puntos del sélido. Decimos por tanto que el sélido rigido tiene 6 grados de libertad o bien
que el nimero de coordenadas independientes necesarias para definir la posicién de un sélido en el espacio
es de 6.

Hay muchas formas de elegir estas 6 coordenadas (una de ellas serfa x4, y4, 24, TB, YB, Tc'), pero la mas
util consiste en especificar el origen y la orientacion de un sistema de S fijo al cuerpo respecto de otro sistema
de coordenadas S; fijo en el espacio. Asi, 3 coordenadas se utilizan para situar el origen de coordenadas de
S y las otras 3 han de definir la orientacién de S respecto de S (por ejemplo, los 3 dngulos de Euler que
definiremos més adelante).

Teorema de las velocidades proyectadas. Derivando respecto del tiempo la ecuacién 2.14:

d ()2 — dAB

y dividiendo por el médulo de AB queda:
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T4-AB =Tpg-AB

En cada instante, las velocidades de dos puntos cualesquiera del sélido tienen proyecciones iguales sobre la
recta que los une. Esta es la llamada condicion cinemética de rigidez o teorema de las velocidades proyectadas.
Una consecuencia de este teorema es que la velocidad de cualquier punto del sélido estd determinada si se
conocen las velocidades de 3 puntos no alineados (basta tener en cuenta que un vector estd determinado si
se conocen sus proyecciones sobre 3 rectas no paralelas).

2.2. Movimiento de traslacion y rotacion.

Movimiento de traslaciéon: Un sélido rigido tiene un movimiento de traslacién respecto de un sistema
de referencia S7 si en cada instante todas sus puntos tienen igual velocidad no nula respecto de S7. Se
denomina velocidad de traslacién a la velocidad comin de todos los puntos. Ademds, en el movimiento de
traslacién todos los puntos del sélido tienen la misma aceleracion instantanea respecto del mismo sistema
de referencia S7. Sean A y B dos puntos cualesquiera

Up=7va VA B

y por tanto:
d

a (A_B’) —0 VA, B
dt

La posicién relativa de dos particulas cualesquiera del sélido permanece invariable en el transcurso
del movimiento; por tanto todas las trayectorias son paralelas (sin embargo la traslaciéon no tiene porque

corresponder necesariamente a un movimiento rectilineo).

Movimiento de Rotacion: Un sélido rigido realiza un movimiento de rotacién si en cada instante existe
una recta de puntos con velocidad nula, esta recta es el eje de rotacién.

Como las distancias entre los puntos del sélido permanecen constantes; tomando un sistema de referencia
S solidario con el cuerpo y con origen en un punto O del eje de rotacion, tendriamos que para cualquier

22
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—>
punto P, el vector OP tiene componentes constantes y su variacién con el tiempo se debe al movimiento de
la base,

—

7, =0 _ G 0B (2.15)

T

N
siendo 2 el vector asociado al cambio de orientacién de un sistema de referencia Oxyz que se mueve con el
solido.

Ejede
,-‘rotacion

Por otra parte P describe una trayectoria circular con centro en el eje de rotacién y contenida en un
plano perpendicular al eje, de manera que su velocidad también viene dada por vp = R%f = Rw con

R= ‘(75 sen #. Entonces el médulo de la velocidad de P se puede escribir:

vp = w ‘O—P)’ sen 0

Definimos entonces el vector velocidad de rotacion @ con las siguientes caracteristicas:
= Moédulo: la velocidad angular ‘Z—f

= Direccién: la del eje de rotacion

= Sentido: segin la ley del tornillo o de la mano derecha

y asi podemos escribir el vector velocidad del punto P del sélido en el movimiento de rotacién como:

E——g

Tp=a x OP (2.16)

— — ~3 = 3 . ., —

Como vp = w x OP = Q x OP para todo P, concluimos también que el vector €2 que nos da la

variacién con el tiempo de la orientacion del sistema de referencia que se mueve con el sélido coincide con
el vector rotacién @.

23
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2.3. Distribucion helicoidal de velocidades. Teorema de Chasles

Consideremos un sistema de referencia S ligado al sélido y otro sistema de referencia en el espacio S7.
Sea P un punto del sélido, su posicion en el espacio S7 vendrd dada por:

0P =0,0 +0P

Derivando respecto del tiempo y teniendo en cuenta el cambio de orientacién de S respecto de S
(Férmula de Boure) tendremos:

L dOP _d0,0  dOP d00  _, ——
CPET T A T a T a exor
de donde se obtiene la ley de distribucion de velocidades en el sélido rigido:

e g

v To+w xOP

P =

Propiedades:

= Si consideramos el campo de velocidades de un sélido rigido que asigna a cada punto P del espacio
un vector, v p. Las lineas de campo, que son las curvas cuya tangente en cada punto es paralela al
campo, son en este caso hélices y por ello se habla de la distribucion helicoidal de velocidades.

» La velocidad no cambia en puntos situados sobre rectas paralelas a &J.

= Movimiento general del sélido. Teorema de Chas_le)s: El movimiento general del sélido es una
traslacién(vp) més una rotacién alrededor de O (& x OP).

Nota: La ley de distribucién de velocidades tiene la misma forma que la ley de cambio de origen del
momento de un sistema de fuerzas deslizantes (véase Apéndice del tema 6) por lo que puede establecerse
una analogia completa entre los dos casos.

2.4. Grupo cinematico. Invariantes

Las variables que caracterizan el movimiento general del sélido son (7o, &), a este par se le denomina
grupo cinematico en O. El grupo cinematico no es invariante dado que depende del punto considerado. Se
buscan magnitudes que caractericen el movimiento con independencia del punto de referencia elegido, es
decir, magnitudes invariantes a cualquier grupo cinematico. Estas son:

1. Primer invariante o invariante vectorial: Es el vector &, comin a todos lo grupos cineméticos.
Sean (Vp, W) y (Vor, @') los grupos cinemdticos en O y O’ respectivamente. Para cualquier punto P,
— — — 2 s = — —>/ / - 38 = / 1
vp=vo+wxOP ytambién vp = v + w' x O'P. Dado que vor = vpo + w x OO0, se tiene que
24
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ExOP=&"xOP YO,P

Por tanto la velocidad de rotacion es la misma para todos los puntos del sélido; puede hablarse entonces
de la velocidad de rotacién del sélido.

2. Segundo invariante o invariante escalar.
Proyectando la velocidad de un punto P cualquiera del sélido, ¥ p sobre &:
—> —> —> —> —> =~ —> —> —>
Up-Ww =710 W+ <w ><OP> Ww=vp-w VYO,P

En un instante dado, la proyeccién de la velocidad de cualquier punto sobre la recta soporte de & es
la misma para todos los puntos del sélido. Es el segundo invariante.

Propiedades

= Podemos descomponer la velocidad de cualquier punto en una componente paralela y otra perpendi-
—  —> —> —> —> . , —>
cular a W: vp = v+ vy, VP, dondela componente v no cambia pero si lo hace v .

EIR — >,
% —>
' > vtot

. . —> —>

= Si existe un punto con v | = 0, todos los que se encuentran en una recta paralela a W pasando por
’ —> . ’ . —>
ese punto tendran v | = 0, es decir, tendran una velocidad paralela a w.

2.5. Eje instantaneo de rotacion. Velocidad de deslizamiento minimo

Llamamos eje instantaneo de rotacién, EIR, al lugar geométrico de los puntos del sélido con velocidad
paralela a &. Sea P(z,y, z) un punto del EIR, su velocidad serd ¥p = To+ & x OP || &, con To(vg, vy, vs)
y & (wg,wy,w,). La ecuacién del eje instantdneo de rotaciéon queda:

Vp FWy 2 — Wy L Uyt W T~ WgZ Vy + Wy —Wy T

Wy Wy W,

= Se define la velocidad de deslizamiento minimo v; como la proyeccién de la velocidad de cualquier
punto en la direccion del eje instantaneo de rotacién:

—> —
VoW

Vd =
w

= La velocidad de los puntos del EIR es la velocidad de deslizamiento minimo vy
25
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= La velocidad de deslizamiento minimo corresponde al valor minimo de la velocidad de los puntos de
un solido rigido:

N
vp:|vp|:,/vﬁ+vi:\/v?l+03_2vd

= Si existe algtin punto del sélido con velocidad nula, este punto pertenece al eje instantaneo de rotacion.

» Determinacién de EIR a partir del grupo cinemético (7o, &):

—
v

Si P(z,y,z) pertenece al EIR, entonces Up || & con Up =

BxTp=0=TxTo+@Bx(@x0D) =& x To+& (& -0P) —w?OD
Por tanto: N
PEBIR & O0P=2""0 1) Wi
w

2.6. Axoides

La expresién que hemos dado en el apartado anterior localiza al EIR en cada instante pues tanto vo
como & pueden cambiar en el transcurso del tiempo. En consecuencia el eje instantédneo de rotacién cambiara
en general de posicién a lo largo del tiempo debido al movimiento del sélido, engendrando una superficie
reglada que denominamos axoide. Habra infinitos axoides, tantos como sistemas de referencia, pero nos
fijaremos unicamente en los obtenidos en el sistema de referencia fijo y en el sistema de referencia solidario
con el cuerpo, que denominaremos axoide fijo y axoide maévil, respectivamente. Estas dos superficies son
tangentes en cada instante, la linea de tangencia es el eje instantaneo de rotacién.

EIR
v A

Axoide Fijo

Axoide Movil

Se puede describir el movimiento del sélido como la rodadura del axoide mévil sobre el axoide fijo. Si
vqg = 0 la rodadura sera sin deslizamiento, si vg # 0 el axoide mévil ademas de rodar, deslizard sobre el EIR
con velocidad vy (esta representacién del movimiento del sélido es debida a Poncelet).

2.7. Distribucion de aceleraciones

La aceleracion de un punto P del sélido se obtiene derivando la expresién de la velocidad:

d

o d dOP
St

dt

—
a

d——> —> —> ~D —> => D —>
P:£1}p (Uo+wX0P)=ao+WXOP+WX

como

dO—P:Ux@)
dt
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la distribucion de aceleraciones en un solido rigido queda:
— — > =~ —> —> =~
ap=ado+w x OP + w x (w ><OP>

—>

El término & x (3 X OP) es la aceleracion centripeta y estd dirigida hacia el eje de rotacion.

2.8. Angulos y rotaciones de Euler.

Los angulos de Euler permiten expresar la orientaciéon de un sélido rigido respecto de un sistema de
referencia. Las derivadas de estos angulos nos dan la velocidad con la que cambia la orientacion respecto del
tiempo y por tanto permiten determinar la rotacion del sélido.

En general estos angulo sirven para definir la orientacién de un sistema de ejes cartesianos ligado al
solido en movimiento, sistema cuerpo, respecto del que tomamos como referencia, sistema espacio. Por
razgones de simplicidad llamaremos fijo al primero y mévil al segundo. Como el movimiento de traslacion
no nos preocupa en este momento consideraremos que los dos sistemas tienen el mismo origen O.

Consideremos dos sistemas coordenados, uno fijo (z,y, z) y otro ligado al s6lido en movimiento (z1, x2, 3).
Los dos sistemas tienen origen comun en el punto fijo O.

Podemos expresar la orientacién del sistema movil respecto del fijo mediante tres rotaciones sucesivas
con los tres dngulos de Euler 2:

1°) rotacién de dangulo 1 alrededor de Oz, precesion. ¢ € [0, 27|

2%) rotacién de angulo 0 alrededor de la posicién que ocupa Oz en ese instante (linea nodal), nutacién.
6 € [0, 7]

3%) rotacién de dngulo ¢ alrededor de Ox3, rotacién propia. ¢ € [0, 27]

X2

y W Ln.

Los dos primeros giros sirven para colocar en su posicién el tercer eje, después un giro alrededor de
esa direccién permite situar los ejes primero y segundo. Si conocemos la orientacién de los dos sistemas los
angulos de Euler se determinan en la forma siguiente:

= Fl dngulo de nutacién € es el formado por los ejes Oz y Oxs. Toma valores entre 0 y .

= La linea nodal es perpendicular a los dos ejes anteriores y tiene el sentido de la regla de la mano
derecha para ir del eje Oz al Oxs. La linea nodal pertenece a los planos Oxy y Oxixs.

= Kl dngulo de precesion ¢ es el que va desde el eje Ox a la linea nodal .

= Kl dngulo de rotacién propia ¢ es el que va desde la linea nodal al eje Ox;.

2Los simbolos empleados para los d4ngulos de Euler difieren de unos autores a otros.
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Las coordenadas de cualquier vector v en el sistema girado se obtienen en funcién de las coordenadas
en el sistema fijo por:

U1 (%
va| = A vy
U3 Uz
siendo A la matriz de rotacién
cosp sing 0 1 0 0 cosy siny O
A= | —sing cosp 0 0 cosf sinf —siny cosy 0
0 0 1 0 —sinf cosf 0 0 1

cos 1 cos p — sin cos fsin sint cos p + cos cosfsinp  sinfsinp
= | —cosysinp —sinycosfcosp —sinysinp + cosypcoshcosy sin b cos
sin ¢ sin 0 —cos 1 sin 6 cos 6

Esta matriz A es ortogonal A - At = A*. A = 1 y su determinante en igual a +1. Su inversa serd por
tanto la traspuesta A~! = At donde (At)ij = Aj;. Por tanto

(% U1
t

vy | = A" |02

Uz U3

Eje de rotacién y angulo girado Los tres giros de Euler equivalen a una tnica rotacion de angulo ¢
alrededor de un eje definido por el vector unitario u, siendo

cos *cosa cos¢+(p
2 2 2
y
sen ¢ cos ¥=¢
_ 2 p)
uy = —¢
Sen bl
sen ¢ sen Yo%
_ 2 p)
ug = —¢
sen §
cos ¢ sen ¥1¥
_ 2 p)
uz = —¢
sen £

2

Rotaciones de Euler.

Utilizando los angulos de Euler para definir la orientacion del sélido, su vector rotaciéon puede descom-
ponerse en tres rotaciones concurrentes que son las rotaciones de Euler,

w=1u, +0u, +pus
28
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Ln.

Asi, las componentes de w se pueden poner en el sistema fijo en funcién de las rotaciones de Euler como:

Wy 0 cosy  sintsinf w
wy| = |0 sinyY —cosysinf 9

Wy 1 0 cos 0 @
o en el sistema movil

w1 sinfsinp cosep 0 ¥

wo| = |sinfcosy —singp 0] [0

ws cos 0 0 1 [

Invirtiendo las matrices se tiene:

¥ —siny/tanf costy/tanf 1| [w,

0| = cos 1) sin 1) 0] |wy

%) siny/sinf  —cosy/sinf 0] |w,
y

¥ sin ¢/ sin @ cosp/sinf 0] [wr

0| = cos —singp 0f |we

7 —sinp/tanf —cosg/tanf 1| |ws
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3. Composicion de movimientos

3.1 Composicién de velocidades.

3.2 Composicion de rotaciones.

3.3 Composicién de aceleraciones.

3.4 Composicién de aceleraciones angulares.

3.5 Movimientos inversos.

3.6 Movimientos relativos de solidos en contacto.

El problema de la composicion de movimientos. Generalidades.

El objetivo de este tema es obtener el movimiento de un cuerpo Sy respecto de un sistema de referencia
S1(01, 21,1, 21) cuando se conoce el movimiento del cuerpo en otro sistema de referencia Sy(O, x,y, 2) y el
movimiento de Sy respecto de Sy.

Conocida las leyes de composicion del movimiento de dos sistemas, para un nimero mayor de sistemas
no hay mas que aplicar las mismas ecuaciones tantas veces como sean necesarias para pasar del sistema
inicial al sistema final.

NOTACION. En los términos de todas las ecuaciones indicaremos con un subindice el sistema al que

pertenece el punto y con otro el sistema respecto del cual se esta considerando la magnitud (posicién,

velocidad, rotacion, ... ), asi,
=M
U220

serd la velocidad del punto M del sistema 2 vista desde el sistema 0.

3.1. Composicion de velocidades

Para cualquier punto M de S5 tenemos:

O1M =0,0+0M

y la velocidad de M respecto de S se obtendra derivando las componentes de O1M en este sistema de

referencia: N
oM _ dO1 M _ dO,0 . dOM
2! dt dt dt
S1 S1 S1

(dOM) i (dOM) B x O
S1 SO

con
dt dt
donde Wo; es la rotacién del sistema Sy respecto de Sp. De manera que:

—>
T})21 = TJ)% + ?_))6)1 + u—.;()l x OM
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Se denomina welocidad relativa de la particula M a T)’ﬁwel = 5’% es decir, la velocidad que tiene el punto

M respecto del sistema de referencia mévil Sy.
La wvelocidad de arrastre es: .
?erzﬁool-i—wm XOM:TI(J)\{
y seria la velocidad que tendria M si estuviese unida rigidamente al sistema mévil Sy al ser arrastrado por
este.
La ley de composicion de velocidades puede escribirse:

=M _ —>M —>M
Va1 = Vg + Vg

FEn el contexto que estamos estudiando se designa como movimiento absoluto el movimiento del cuerpo
respecto del sistema de referencia que tomemos como fijo, S; y movimiento relativo el del sélido respecto

del sistema moévil So que no es solidario con el cuerpo. Asi, la ecuacién anterior se escribiria
>M _ =M | =M
Uabs = Vrel + U arr

3.2. Composicién de rotaciones

Sea W la rotacién del cuerpo Sy respecto de Sy v Wor la rotacién de Sy respecto de Si; el objetivo es
determinar W91 Sean M y N dos puntos del sélido So; sabemos que la velocidad absoluta es:

P ——
TN =M 4+ Do x MN
la velocidad relativa
e
TN = TP 4+ Too x MN
y la velocidad de arrastre:
P ——
T = TN + Tor x MN
Entonces, de la ley de composicién de velocidades:
E—— E—— ——
TN —TM =Ty x MN = &9 x MN + Zo1 x MN, YM,N € S,

y por tanto
— — —
W1 = W + Wot

3.3. Composicion de aceleraciones

Derivando respecto del tiempo la expresion:
e
7_))3/1[:?7)014‘7%4-&—)’01 x OM

—_—>
y teniendo en cuenta que tanto T)’% como OM son vectores cuyas componentes estdn expresadas en un

sistema de referencia moévil, tenemos:

. N N
3%:301+a}%+wole)’%+c—d}01XOM+EJ>01>< [7%+$01XOM

agrupando los términos y llamando
—->M _ =20 > =7 —> —> Y
apy = a01+(JJ01><OM+w01X LL)OlXOM

a la aceleracion de arrastre del punto M, que corresponde a la aceleracion que tendria M si estuviese
rigidamente unido a Sp. Finalmente tenemos:

—>M —> —>M —> —>M

@91 = Gy + apy +2Wo1 X Uy
Donde @ serd la aceleracién absoluta de M; E’% es la aceleracién relativa, es decir, la aceleracién de M
respecto del sistema de referencia maévil Sp; E’é\{ corresponde a la aceleracion de arrastre cuya interpretacion
es similar a la de la velocidad de arrastre; y finalmente el término 2i3; x T3] es la aceleracién de Coriolis,
debida al efecto combinado de la rotacién del sistema mévil (WJo;) y la velocidad de M en ese sistema maévil

—>M

SO, v 20"

—>M >

>
Aabs = Arel +a
32
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3.4. Composicion de aceleraciones angulares

Puede obtenerse la aceleracion angular derivando la ley de composiciéon de rotaciones:

g d& o _ d@a . dor1
2! it ) it ) it )

-
dwa — — —
= o0 + wWo1 X Wap
St

con

Entonces:

—> —> — —> —>
(2] = (o0 + Qo1 + Wo1 X Wao

3.5. Movimientos inversos

Dados dos sélidos S1 y Sp y conocido el movimiento de Sy respecto de S se presenta a veces la necesidad
de hallar el movimiento de S; respecto de Sy que se denomina inverso del primero. Para ello observando que
la composicién de movimientos S1/S/S1 es el reposo (no movimiento) tenemos:

—>M _ —=>M —>M __
U1l =U0+ Vg =0

de donde

Andlogamente para las rotaciones tenemos
— — —
Wi =wio+ woer =0

y entonces

- >
wWio = —wWo1

Las aceleraciones en los movimientos inversos solamente son iguales y de signo contrario para los puntos
situados en el eje instantdneo de rotacién.

M M M

de donde

—>M —>M —> —>M
alo — 70’01 *2(&}01 X ’Ulo

Para que se anule el ultimo producto vectorial, el punto M ha de estar sobre el EIR.
En cudnto a las aceleraciones angulares también se verifica que son iguales y opuestas en los movimientos
inversos:

— — — — —
Q1] = Q10+ aor + wWor X wipg =0

y como W1 = —w1g, tenemos que:

- >
@10 = — Qo1

3.6. Movimientos relativos de solidos en contacto.

Sean Sy y 57 dos sélidos que se mueven manteniendo un tinico punto de contacto M. Sea Sy un sistema
de referencia ligado al plano tangente comin a los dos sélidos en M. Durante el movimiento de los dos
solidos M describe trayectorias Cy y C1 en Sy y S respectivamente, con velocidades U% y v tangentes
a Cy y C1 y por tanto contenidas en el plano tangente.
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De la composicién de movimientos tenemos

=M _ —>M —>M
Vo1 = Ugg + Vg

lo que nos indica que T)’é\{ , la velocidad relativa entre ambos sélidos en el punto de contacto M queda también
contenida en el plano tangente comin. A esta velocidad la denominamos velocidad de deslizamiento de Sy
sobre S7. Otra forma de expresar la condicién anterior (condicién de que los dos sélidos permanezcan en
contacto en el punto M) es U3 -7 = 0 siendo 7 el vector unitario normal al plano tangente comtin.

Si expresamos las velocidades de Sy respecto de S a través de la velocidad del punto de contacto y la
velocidad de rotacién Wy, ((E’g{ , @’01) grupo cinemédtico en M) se suele descomponer esta tltima en dos
componentes w, y w, una en la direccién normal y otra contenida en el plano tangente:

Rotacién de pivotamiento: w, = |& - A

Rotacién de rodadura: w, = | X 7|

Si los sélidos ruedan sin deslizar, la velocidad del punto de contacto serd la misma vista desde el sélido
S1 que vista desde Sy, es decir U% = v} y por lo tanto la velocidad de deslizamiento serd nula, 178/{ = 0.
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4. Movimiento plano del sélido rigido

4.1 Centro instantaneo de rotacion. Base y ruleta.

4.2 Velocidad de sucesién del centro instantaneo de rotacion.

4.3 Distribucion de aceleraciones en el movimiento plano.

4.4 Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.

Introduccion

Estudiaremos aqui un caso particular de movimiento del sélido rigido de gran interés por su riqueza de
aplicaciones, sobre todo en el disefio de maquinas y mecanismos.
Caracteristicas del movimiento plano.

Un sélido rigido realiza un movimiento plano si todos sus puntos se mueven describiendo trayectorias
contenidas en planos fijos paralelos entre si. Cualquiera de ellos recibe el nombre de plano del movimiento.

Propiedades:

= Todos los puntos del solido pertenecientes a un determinado plano 7 del movimiento tiene velocidades
contenidas en dicho plano.

W es siempre normal al plano del movimiento. Basta tomar dos puntos A y B del plano 71, Up — U 4 =
W x AB y dado que U y U4 estdn contenidos en el plano, & x AB también lo estard y por tanto
— . . —> . . ., s .

w ha de ser normal al plano 7. En el movimiento plano @ y el EIR mantienen su direccién, la tinica
variacién de @ se produce en su médulo y en el sentido, por tanto, @ queda especificada por una tinica
componente y podemos tratarla como un escalar con signo.

s La velocidad de deslizamiento minimo es nula, vy = 0, dado que ¥ 4L, VA; por tanto, el movimiento
plano es una rotacion pura.

» Todos los planos del movimiento tienen la misma distribucién de velocidades ¥4 = U4 porque

AA" || &J. Es suficiente, por tanto, estudiar el movimiento en uno de los planos, por ejemplo el plano
7, que denominaremos plano director.

4.1. Centro instantaneo de rotacién. Base y ruleta.

En el movimiento plano los axoides son superficies engendradas por rectas normales al plano m. Ademas
la velocidad de deslizamiento minimo es nula, vy = 0, por tanto el axoide mévil rueda sin deslizar sobre el
axoide fijo. Definimos:

= Base o polar fija. Curva interseccién del axoide fijo con el plano 7.
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= Ruleta o polar movil. Curva interseccién del axoide mévil con el plano m

» Centro instantaneo de rotacién (CIR). Punto donde el EIR interseca al plano 7. Es el punto de
contacto entre la base y la ruleta.

Dado que vg = 0, el CIR es el tinico punto del plano con velocidad nula, puede describirse el movimiento
plano como una rotacién pura alrededor del CIR. Las distintas posiciones del CIR a lo largo del tiempo son,
respecto del sistema fijo la base y respecto del movil la ruleta. La ruleta rueda sin deslizar sobre la base.

031 EIR
\/\ K\/

Axoide Movil
Axoide Fijo

|\_/ CIRY ) |~

Ruleta
Base

Llamando I al centro instantédneo de rotacién, ¥; = 0, y la distribucién de velocidades desde el CIR
queda:
_’p =W X [—f>)

= La direccién de U p es normal a fﬁ
» El médulo de Tp es vp = wIP, es decir, aumenta proporcionalmente con la distancia al CIR.

= Los puntos con la misma velocidad vp estédn sobre circunferencias de radio vp/w.

Consecuencias:

= Kl movimiento esta determinado si se conoce la posicién del CIR y el valor de w

= Sien un instante dado se conocen las tangentes a las trayectorias de dos puntos, se conocerd la posicién
del CIR, basta trazar las perpendiculares a dichas tangentes; el punto de corte serd el CIR.

= Si ademds se conoce la velocidad de uno de los puntos, A, el movimiento esta totalmente determinado,

w=uwv4/TA
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4.2. Velocidad de sucesiéon del centro instantaneo de rotacion.

Hemos visto que la velocidad del CIR es nula por definicién, ¥'; = 0; sin embargo durante el movimiento
del solido el CIR cambia de posicién con el tiempo. Definimos entonces la velocidad de sucesién del CIR
como la derivada respecto del tiempo de las sucesivas posiciones del CIR vistas desde el sistema fijo:

Téngase en cuenta que U es la velocidad del punto del sélido que en un instante dado es el CIR, y es
por tanto nula, mientas que U4 no se corresponde con la velocidad de ningtin punto del sélido, sino que es
la velocidad con que se transmite “la propiedad de ser el centro instantaneo de rotacién” de unos puntos a
otros.

= Direccién de U,: La tangente comtin a base y ruleta.

= Sentido de ¥,: Viene determinado por el sentido de &, es decir, por el sentido en que la ruleta avanza
al rodar sobre la base.

s Médulo de Ty: Esté relacionado con w y las posiciones de los centros de curvatura de base y ruleta,
Cp v Cg, respectivamente?:

vs ICBICR

w CpCr
Para demostrar esta relacion basta considerar el cambio de posicién del centro de curvatura de la ruleta,

vg At
ICg

CRC% = ICRwAt = CBCRAQO = CBCR

- C,R

CR;
")

3Férmula de Euler-Savary
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4.3. Distribucion de aceleraciones.

La aceleracién de un punto P cualquiera del sélido es @p = @p + @ x OD — w20P. En el movimiento
plano nos interesa obtener la distribucion de velocidades desde el CIR, para ello es derivamos la expresion
de la velocidad ¥p = @ X D

dIP

”p:&'xﬁ—i—dz’x—

d
ap  doP dof .

dt e ar P

siendo,

de manera que @p = @ X P + W x (o_f X I?) — W X Us y podemos escribir la distribucién de aceleraciones

desde el CIR como:
Tp=axIP—wIP T x Ty (4.17)

— P > >
_O)WX IP

CR?

CBé

Analizando cada uno de los términos de la ecuacién 4.17 tenemos:

= @ x IP es normal a [P y por tanto paralela a ¥ p. Es la componente tangencial de la aceleracién en
el movimiento de P relativo al CIR. Su médulo es proporcional a la distancia del punto P al CIR.

= —w2TP es normal a la trayectoria de P y dirigida al CIR. Es la componente normal del movimiento
de P respecto de I. Su modulo es proporcional a la distancia entre P y el CIR.

" —W X U, esigual | para todos los puntos del sélido. Es la aceleracién del centro instantaneo de rotacion,

. dvr . .
es decir, @7 = NE S —W x TUs. Este vector forma un dngulo de 90° con w en el sentido contrario al

de la rotacion.

4.4. Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.

Las componentes intrinsecas de la aceleracion di punto P de la figura anterior se obtienen proyectando
sobre la direccién de la velocidad (perpendicular a I P) y sobre la normal (direccién que une P con el CIR),

ar =alP —wuvs cosp

an, =w?TP — wu, sin @
Los puntos P del plano que tienen aceleracion tangencial nula se obtienen de la primera ecuacion:
— WU
IP = ——cosy
«

que es la ecuacion de una circunferencia en coordenadas polares. Esta circunferencia pasa por I, tiene centro
. N . ., W Vg
en la recta que contiene a ¥g, es decir, ¢ = 0, y didmetro Dj,, = —

mversiones o estacionaria porque a; = Cc%f =0 = se invierte la velocidad.
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El lugar geométrico de los puntos con aceleraciéon normal nula se obtiene de la segunda ecuacion:

vs .
P = —Ssmgp
w

~

que es una circunferencia que pasa por I, tiene centro en la normal a ¥, es decir, ¢ = 5 , y didmetro

vg . ‘ . ‘ 2 . .,
Do = W Se le llama circunferencia de las inflexiones porque a, = “7 =0 = p= o0 punto de inflexion.

Las dos circunferencias se cortan en un punto llamado polo de aceleraciones, I', que es el tinico punto
con aceleracién nula en ese instante. Las coordenadas polares de I' desde el CIR son:

wUg

va? +wt

IT =

Comentarios:

= El CIR también estd en las dos circunferencias aunque @; = — x U g # 0. Nétese que en coordenadas
polares el origen (I) es un punto singular. Ademads, como o7 = 0, no existen la tangente ni la normal.

= Dependiendo del sentido de w y « cambia la posicién de las circunferencias. Asi, por ejemplo, el vector
ay indica la direccion en la que se encuentra la Circunferencia de las Inversiones.

» Siw =cte, @« =0y la circunferencia de las inversiones (a; = 0) se convierte en la recta normal a Ug
pasando por I. El polo de aceleraciones se encuentra sobre esta recta a una distancia D;,; del CIR.
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Apéndice: Cinematica Grafica.

Antes de que se popularizaran las calculadoras y los ordenadores se utilizaban diferentes métodos para
obtener resultados aproximados de ciertos problemas evitando el cdlculo numérico. En los métodos grafi-
cos se utilizaban las herramientas de un tablero de dibujo para realizar diversas operaciones. Hoy en dia,
evidentemente, no tiene sentido recurrir a estos métodos para el analisis cinematico de mecanismos pero
comentaremos aqui el fundamento de uno de ellos porque permite establecer una relacién sencilla entre las
velocidades y aceleraciones de 3 puntos.

Cinema de velocidades

La relacién vp = & x ﬁ demuestra que el vector velocidad de un punto se obtiene multiplicando el
vector de posicién TP por w y girdndolo 7/2 en el sentido de la rotacién. Si consideramos tres puntos A,
B y C del sélido, los extremos de sus velocidades trasladadas a un origen comun, cinema de velocidades,
definen un tridngulo semejante al ABC), siendo el factor de escala w y el dngulo girado 5 = +7/2.

Cinema de aceleraciones

De manera similar, la relacién dp = @ x ﬁ — wzﬁ demuestra que el vector aceleracion de un punto
se obtiene multiplicando el vector de posicién ﬁ por Va2 + w? y girdndolo un dngulo ¢ = — arctan(a/w?)
en el sentido positivo. Si consideramos tres puntos A, B y C del sélido, los extremos de sus acelraciones
trasladadas a un origen comun, cinema de acelraciones, definen un tridangulo semejante al ABC, siendo el
factor de escala va? + w? y el d4ngulo girado ¢ = — arctan(a/w?).
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Campo de velocidades y aceleraciones

Las relaciones que definen los cinemas, es decir, las leyes de distribucion de velocidades y aceleraciones
pueden expresar de forma matricial como,

‘w:vmmnaﬁzc%>+c'”>cﬂ
00, w 0 yp

lo que demuestra que el campo de velocidades es una constante mas el vector de posicién multiplicado por
una matriz M que puede escribirse como, M = w R donde la matriz R es

0 -1
es una rotacién de déngulo —m /2. La matriz M por tanto es un giro de dngulo —7 /2 combinado con un factor
de escala w, tal como vimos en el cinema.

De forma similar, el campo de aceleraciones puede escribirse como,

N N —w2
p=To+ax0P-w?0P = (10r)+ ("2 %) ()
y yp
y la matriz de transformacién ) puede escribirse como
2 .
_ (W —a) 5 (cos P —siny
Q ( « —w2> %t <sinw cos 1)

que es una rotacién de dngulo ¢ = — arctan(a/w?) combinada con un factor de escala v/a? + w.

En la figura se muestra un ejemplo de los campos de velocidades y de aceleraciones. El circulo indica la
posicion del CIR y el cuadrado la del polo de aceleraciones.

Campo de velocidades Campo de aceleraciones
4 — — ~ N N N \ \ * / ///
SRS NN g
A N 2 -
‘:x .0 totd ?
0 yosor f ! 0
\ - -/ / /
) SN & g s/ / 2 f
) ;:? ! \
R P2 g
4—4\ -2 0 2 4 Sy 2 ({ \2 4
Campo de aceleraciones tangenciales Campo de aceleraciones normales
‘G o NN | /A e
NN\ | /S e
2 73 NN P
0 o 7 @] - — o~ ~—
A N N
-2 DY /20 B RN N NG
/280 B N U NN NO N
-l FEEERUNANANN
-4 -4 -2 0 2 4
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5. Fuerzas distribuidas

5.1 Centros de masa.

5.2 Tensor de inercia.

5.3 Teorema de Steiner o de los ejes paralelos.
5.4 Diagonalizacién del tensor de inercia.

5.5 Simetrias en las distribuciones de masas.
5.6 Elipsoide de inercia

Introduccién

El objetivo de este tema es la determinacion de las magnitudes que caracterizan la dindamica de un
sistema de masa distribuida: centro de masas y tensor de inercia. Se analizaran dos tipos de sistemas:

» Sistemas discretos: Formados por una coleccién de masas puntuales {(mq, 7o) ;= 1,2...}

= Sistemas continuos: Especificados por la funcién escalar densidad p = p (7) = ahm ﬁ’{} con dimensio-
nes [p] = M L~3. Asi, a cada volumen elemental dV le corresponde una masa dm = pdV . Para cuerpos
en los que una de las dimensiones es despreciable (superficies) se define una densidad superficial de
masa o = o (7), con [0] = M L~? de manera que dm = o dA. Si el cuerpo solamente tiene una dimen-
sién apreciable (curva), se define una densidad lineal de masa A = A (7°), [\] = M L~! de manera que
la masa del elemento de arco dS es dm = AdS.

5.1. Centro de masas

El centro de masas G es el punto del espacio cuyo vector de posicién viene dado por:
Z mOé ?Oé Z mOé ?Oé
(0% (0%

G: =
> Ma H
«

—
7

siendo 1 la masa total del sistema. De acuerdo con esta definicion el centro de masas se determina como
el promedio, ponderado por las masas de cada particula, de los vectores de posicién de las particulas que
constituyen el sistema.

Para un sistema continuo se sustituye la suma por una integral y la masa del elemento diferencial de
volumen (dm = pdV'), de superficie (dm = o dA) o de linea (dm = A dl) de manera que:

?G:fff?p(r )dv ffr o(7)dA fr)\(? )deé
JIfp(Pydv— [fo(F)dA — [A(F)d

Propiedades:

1. Para un cuerpo homogéneo, densidad constante, el centro de masas coincide con el centro geométrico.

2. Para un sistema compuesto por k = 1,..., N subsistemas el centro de masas se determina como

N
siendo = Y g
k=1

Esta expresién es valida para huecos considerandolos como subsistemas de masa negativa.

3. La distribucién de momentos generada por la fuerza gravitatoria distribuida sobre los elementos de
masa de un sistema es equivalente a su resultante, el peso, colocada en el centro de masas.

43



14 de julio de 2017 Escuela Politécnica Superior . N
A. J. Lépez, A. Ramil 730G03026, 730G05018 - Mecéanica =
Tema 5 Fuerzas distribuidas UNIVERSIDADE DA CORURNA

4. Teoremas de Pappus-Guldin: Sirven para determinar la posicién del centro de una curva/superficie
cuando se conoce el drea/volumen engendrado al realizar una revolucién completa alrededor de un eje

= Para una curva, yg = siendo L la longitud de la curva y A la superficie generada en una

2L’
revoluciéon alrededor del eje x.

Vol
= Para una superficie, yo = —— siendo A el drea de la superficie y Vol el volumen engendrado en

2mA

la revolucion alrededor del eje .

N

5.2. Tensor de Inercia

Se define el momento de inercia respecto de un eje e como la suma del producto de las masas por
su distancia al eje al cuadrado, I, = Y mad2. Sus dimensiones son M L?. A partir del momento de inercia
«

puede definirse también el radio de giro para el eje e como R, = 4/ % con dimensiones de longitud.

Si se toma el origen O en algiin punto del eje e, la distancia de cada particula al eje serfa d, = |74 X é
y podria escribirse

L= ma(Faxe®=Y ma [?’3 — (Ta-8)?
(0% (0%

Desarrollando los términos de la expresion anterior con la ayuda del tensor de segundo orden denominado
delta de Kronecker, 6;; = {1sii=j;0sii# j}, se tiene

Ta €= Tai€
i

(Po-8)* = <ZTm"€i> (ZTW”BJ') =2_2 . TaiTaj €i€;
7 J v
é2:Z€i6i:ZZ(Sij6iej
% 1]

y separando todo aquello que depende del eje e, tenemos:

-2
Iezg Ma § To E E dijeiej | — E Emz'?“aj €i€j
« J

% i g
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que escrito en forma mas compacta queda:

Ie = Z Z Iij eiej
J

i

donde las I;; son las 9 componentes de un tensor de 2° orden, denominado tensor de inercia.
—2
Iy = mq (P20 = Taivaj)
o
n una base cartesiana, € (ez, e, €, T o (T2, 7y, 72) €l momento de inercia queda

E b t ) ) €y, y s Ty,

_ 2 (,.2 2 2 (,.2 2 2 (.2 2
I. => m, [ex (Ty + 7“2) + e (rw + Tz) + e (rx + ry)] — > Mg [2epeyryry + 2e€,7,7, + 2eye,ryr;]

(0% (0%

y escrito en forma matricial :

wa _Pa:y _Pa:z €x
I =(ezeyer) | =Py Iy —Pp ey
_sz _Pyz Izz €z

Los elementos de la diagonal del tensor de inercia son los momentos de inercia para los ejes cartesianos
Oxyz. Los elementos de fuera de la diagonal son, cambiados de signo, los productos de inercia que se
definen como el producto de la masa por la distancia a dos de los planos cartesianos:

= Momento de inercia para el eje Ox

I, = Zma (T21 - 2az0) = Zma (y2+22) =1,
« «

» Producto de inercia de los planos Oy, O,

Iwy = Zmoé (Fi 0— xaya) = - Zmaxaya = *ny
a a

= El tensor de inercia es un tensor simétrico: Se cumple que I;; = I;;. Por lo tanto, I, = —P,. = I,
1, = I,y = — P,y y las 6 cantidades I,, I, I, Py, P,., P,. determinan el valor de todos los momentos
y productos de inercia del sistema.

5.3. Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Las componentes del tensor de inercia dependen del punto O elegido como origen. El teorema de Steiner
nos da la relacién entre estas componentes respecto de dos ejes paralelos, uno que pasa por el punto O y
otro que pasa por el centro de masas G.

rG
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En un sistema de particulas, 7, = 7¢ + 7, y el tensor de inercia en O puede escribirse:

I =3 ma (T30ij = Taitaj) = 2 Ma [(?G + 70 00— (ri +74) (TG;‘ + T&jﬂ
(03 (0%

22 22 res /A / /
= Z Ma {(T gt rigt 27 GTIO&) 5ij - (TGZ'TG]' + Tailaj + TGiT o + TG’]”},@)}
a

722 2,2 T s redl / /
= (Z ma> (PL6i5 — rairaj) + . Mma [r/aéij - rm-raj} + 27601 D MaT o = TGi )2 MaTh; = TGj 2. Mal g
[e% « (03 (03 (03

Dado que > ma7!, = > maTa — u7q =0, por definicién de G, las componentes del tensor de inercia
« «

cambian segun:

Iz(; = Ig + u (?%«51] — TG TGj)

es decir, tensor de inercia en O es el tensor de inercia en G mas el tensor de inercia que tendria en O la
masa total del sistema situada en G.

= Para los momentos de inercia se tiene:

I =15 =I5+ p(ye +28) = 1] + pd®

siendo d la distancia entre los ejes. Nétese que d en general no coincide con la distancia entre los puntos
O y G. Ademids, como d? > 0, salvo que los ejes coincidan, Ip > I y como consecuencia, para una
direccion fija 4, el valor minimo del momento de inercia se obtiene cuando el eje pasa por el centro de
masas.

= Andlogamente para los productos de inercia:

pPo =19 = — IS + p(—2qye)] = PS5, + pacya

5.4. Diagonalizacién del tensor de inercia

Para un origen O dado, las componentes del tensor de inercia dependen de la orientacién del sistema de
referencia. Puede demostrarse que mediante una rotacion siempre es posible encontrar una orientacién de la
base en la que el tensor sea diagonal. El cambio en las componentes del tensor de inercia vendra dado por
la matriz de la transformacién A, de la forma I = AIA', o bien Ij; = % zl: aikajilk. De manera que si A

es la matriz de rotacién que diagonaliza al tensor

€1 E
e | =4 ;
é3 k
tenemos:
I 0 0
I'=AIA'=| 0 I, 0
0 0 I3

Los tres vectores {€1,éz,é3} definen 3 direcciones ortogonales que se llaman direcciones principales
de inercia. Los momento de inercia segin esas direcciones, (I, I3, I3), se llaman momentos principales
de inercia. Puede demostrarse que por ser el tensor de inercia simétrico, los tres momentos principales son
reales.
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Invariantes del tensor de inercia. Todo tensor de 2° orden tiene dos invariantes (no dependen de la
orientacién del sistema de referencia):

= Determinante: |I;;| = Iy Io I3

s Traza: [, + Iyy + 1, =11 +1,+ I3
Nétese que Ipg + Iy + Lo = Y ma [(Y2 + 22) + (22 + 22) + (22 + y2)] =2 mai2 = 210, es decir:
[e3 [}

Il—I—IQ—FIg:QIO

siendo Ip el momento de inercia respecto del punto O.

5.5. Simetrias en las distribuciones de masas

En sistemas con simetrias las direcciones principales estan relacionadas con los ejes y planos de simetria.
Veremos solamente los casos mas sencillos que facilitan la determinacién de la posicién del centro de masa
y de las componentes del tensor de inercia.

1. Simetria respecto de un punto C: Por cada m situada en 7 existe otra m’ = m situada en
?’:?—2(?—}2),010 que es lo mismo 7/ — R = — (?—R)

N
s El centro de masas coincide con el centro de simetria: 7¢ = R

2. Simetria respecto de un plano:
= El centro de masas se encuentra en el plano y coincide con el centro de masas de la distribucién

proyectada.
= El plano de simetria contiene a 2 de las direcciones principales, la tercera es la normal al plano.
3. Simetria respecto de una recta:
= Kl centro de masas se encuentra en la recta y coincide con el centro de masas de la distribucion
proyectada.
= La recta de simetria es eje principal.
4. Eje de simetria de orden n: La distribucién se repite girando angulos de %’T, es decir p = %’T, n =

2,3, .... Si se trata de un eje de revolucién ¢ — 0,n = co.

= El c.d.m. se encuentra en el eje de simetria y coincide con el de la distribucion proyectada, %’T

= El eje de simetria es eje principal.
= Sin > 3, cualquier direcciéon perpendicular al eje es principal y ademas todas tienen el mismo

momento principal, Iy = I # I3

5. Cuerpo homogéneo: (p = cte). El centro de masas y los ejes principales guardan la misma simetria
que la forma del cuerpo.

@) mi
i Oz ,
mi ) gl
C O X ni
mi _.-X o ; ©
© & mi
punto plano recta Eje orden n

47



14 de julio de 2017 Escuela Politécnica Superior . N
A. J. Lépez, A. Ramil 730G03026, 730G05018 - Mecéanica =
Tema 5 Fuerzas distribuidas UNIVERSIDADE DA CORURNA

5.6. Elipsoide de inercia

Se define como el lugar geométrico de los puntos P(x,y, z) cuya distancia al origen O es inversamente
ey
proporcional a la raiz cuadrada del momento de inercia para la direccion OP, es decir,

ey

OP =

D>

SE
&~

)
Haciendo (OP) I, = cte? vemos que estos puntos estan sobre una superficie cuadratica dada por la
ecuacion:
I,z + Iy, VL2242 Upy 2y + Iz 22 + Iy, y2z| = cte?

Como I, esta acotado, OP| también lo estars y por lo tanto la superficie corresponderd a un elipsoide,

denominado elipsoide de inercia. Los ejes de este elipsoide seran las direcciones principales de inercia y por
tanto los semiejes del elipsoide seran inversamente proporcionales a las raices de los momentos principales
de inercia. La ecuacién del elipsode referido a los ejes principales queda
2 2 2 2
Iy 7 + T2 x5 + I3 x5 = cte

o bien

2

(cte/ﬁ) +<cte/\/E> +<cte/\/173> =1

z

48



. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
<" 730G03026, 730G05018 - Mecanica A. J. Lépez, A. Ramil

UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 5 Fuerzas distribuidas

Circulo de Mohr

El circulo de Mohr es una construccion grafica que representa el cambio de las componentes cartesianas
de un tensor simétrico de segundo orden en dos dimensiones. Este tensor se puede reducir a un tensor
diagonal invariante mas un tensor simétrico de traza nula, cuyas componentes varian de forma similar a la
de un vector, y es esa transformacién la que se representa en el Circulo de Mohr.

Cambio de las componentes en una rotacion

En dos dimensiones, para una rotacién de angulo 6, la matriz de transformacién es
cosf send
A=
—senfl cosf

Esta matriz de transformacién permite relacionar las componentes del tensor de inercia antes y después
de la rotacién mediante I’ = AIAY, es decir,

1 —Ppry\ [ cosf sen® I, —Ppy\ (cos —send
—Pyy Iy ~ \—senf cosf) \—-P, I, senf cosf
de donde se obtienen las relaciones:

I, =1I,cos?0+ I, sin? 6 — 2P, sinf cos 0
I, =1, sin? 0 + 1, cos® 0 + 2P, sin 6 cos
Py = (Ip — Iy)sinfcos 6 + Py (cos2 6 — sin? 9)

Invariantes

Con las componentes del tensor de inercia se pueden formar los siguientes invariantes:

= La traza del tensor de inercia es un invariante y coincide con el momento de inercia respecto del origen
(momento polar):

traza = I, + I, = m/—i—I/—/(xz—i-yQ)dm—Io

= El determinante es un invariante:
_ 2 2
det = I, I, — Py, = I 1y — Py,
= Con los dos invariantes anteriores se puede formar el siguiente invariante:

2 2
traza I, -1, 9
< > > —det = <2> + Py,
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Tensor de traza nula

Dado que la traza no se transforma con el tensor se puede separar la parte invariante del tensor de inercia
restando la traza en la diagonal:

<Ix —ny>_1x+1y <1 0>+ LL _p,
—Py, 1, 2 \0 1 — P, Ll

El segundo tensor es un tensor simétrico de traza nula. Las 2 componentes de este tensor transforman
segun la ley:

Ix/*Iy’ _ (Ix_ly> cos 20 — Pmy sin 26

2 2
Py = (I””gly) sin 260 + Py, cos 20

que escritas en forma matricial toman la forma

I";Iy’ _ [cos20 —sen26 %
Py ~ \sen20 cos26 Py

que coincide con la transformacién de las componentes de un vector en una rotacién de angulo —26. Nétese
que un giro de angulo —20 de los ejes coordenados es equivalente a un giro en sentido opuesto +26 del
vector.

Construccion del Circulo de Mohr

Sobre un plano coordenado se sitdan los puntos A(Iy, Pyy) y B(I, —Pyy) y su punto medio C (3 (I + I,,),0).
Con centro en C se traza la circunferencia que pasa por A y B.

Ix

A’(Lx',Pxy’)
Pxy
O E
I 5
B'(ly-Pxy)
B(ly,-Pe) g
Iy : :

D
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Propiedades:

La posicion del centro de la circunferencia es un invariante y no depende de la orientacion de los ejes:

— I, +1 traza
C = Y
2 2

El radio de la circunferencia es otro invariante:

= I, —1, 2 9 _ traza\ 2
meom=(50) e = ()

El vector C'A tiene las componentes del tensor del tensor de traza nula y por tanto en una rotacién de
ejes de angulo 6 las nuevas componentes del tensor de inercia corresponden a los puntos A" y B’ del
circulo que se obtiene girando el didmetro AB el angulo 26.

Los momento de inercia principales se obtiene cuando el didmetro coincide con el eje de abscisas, asf,

e I+ 1 I, -1, 2 o _ (traza traza 2

Los dngulos § y & que definen las direcciones principales se obtienen también de la figura puesto
que son la mitad de los angulos que forma el didmetro AB con el eje de abscisas. Estos dos dngulos
cumplen,

—2P,
tan26 = tan 2’ = —2Y
I, — 1,

y por tanto 2§ = 2§’ + 7.

o1
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Determinacion de centros de masa y tensores de inercia

Para cuerpos homogéneos el centro de masas coincide con el centro geométrico. Si ademas los cuerpos
presentan alguna simetria es posible reducir el calculo de las propiedades de inercia teniendo en cuenta esas
propiedades.

Aplicaciéon de las Simetrias a la determinacién del centro de masas. Teoremas de Pappus-
Guldin.

Las simetrias simplifican enormemente la determinacién del centro de masas de una distribucion. Apli-
caremos aqui las reglas del apartado 5.5.
Aplicacion al centro de masas

Rectangulo: el centro geométrico se encuentra en la interseccion de los dos ejes de simetria. Eso sigue
siendo valido para el romboide.

Rectangulo Romboide
y
G G,
b2 foeeinns ; sty
al2 X al2 X

Tridngulo: el centro geométrico de un tridngulo equildtero se encuentra a un tercio de la altura, h/3.
El tridngulo equilatero se divide en dos tridngulos rectangulos iguales por lo que su centro de masa sigue
estando a h/3. Este tridngulo se puede escalar a lo largo del eje z sin que esto afecte a la altura de G.
Un tridngulo cualquiera se puede dividir en dos tridngulos rectangulos por lo que su centro de masas sigue
estando a h/3. Se puede seguir un razonamiento similar para demostrar que G coincide con el baricentro, el
punto de interseccién de las lineas que unen cada vértice con el centro del lado opuesto.

Triangulo equilatero Triangulo rectangulo Triangulo Triangulo: Baricentro
(interseccion medianas)

y
e 5
B3yl &
a b x X

Otra forma de determinar la altura del centro de masas de un tridangulo rectangulo es con el Teorema
de Pappus-Guldin, el volumen generado es un cono de radio igual a la altura del tridngulo R = h, y altura
igual a la base H = a, entonces,

Vol +mR*H h

YT onA T onlah 3

Cuadrante de circunferencia: el centro geométrico se determina con el Teorema de Pappus-Guldin, la
superficie generada es la de una semiesfera,

A B %47?7“2 2

oL ¢ %2777’ T
52

Yya =
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Cuadrante de circulo: el centro geométrico se determina con el Teorema de Pappus-Guldin, el volumen

generado es una semiesfera,
Vol % 73 4r
yG = = 1 2 = -_—
2rA 21 I 3T

TS

El resultado del circulo se extiende a una elipse aplicando el factor de escala adecuado a cada eje, asi, la
elipse (z/a)? + (y/b)? = 1 se convierte en el circulo de radio 1, X2 +Y? = 1.

Cuadrante de circunferencia Cuadrante de circulo Cuadrante de Elipse
y
21”/7'[\ 4r/371 4b/3 1
2r/n 4r/31 4a/3n

Superficie con simetria de revolucién: si la curva generatriz es p = p(z) la coordenada z del centro
geométrico se determina por integracion pero proyectando la masa sobre el eje z,

L JzdA [T zeV LA () de
R EPVIER T E

Ejemplo. Superficie cénica de radio r y altura h con el vértice en el origen. La curva generatriz es
p = (r/h)z y por tanto,

222 /T4 (r/h)2dz  ©
’“"Z 1+ (r/h)2dz %

Cuerpo de simetria de revolucién: si la curva generatriz es p = p(z) la coordenada z del centro
geométrico se determina por integracién pero proyectando la masa sobre el eje z,

T+ (r/R2%  on
2
1+ (r/h)? %

[zdv [ zpdz
[av f;f p2dz

G =

Ejemplo. Volumen cénico de radio r y altura h con el vértice en el origen. La curva generatriz es
p = (r/h)z y por tanto,
. foh < (%)2 dz hTf 3h
g=20" h/ = _ 4
b (7)Y de
Este resultado es generalizable a todos los tipos de conos y de piramides cuyas secciones varian cuadra-
ticamente con la altura, A(z) = Ao (%)? que conduce a zg = 3h/4.

Prismas, Cilindros Piramides, Conos
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Aplicaciéon al tensor de inercia

Barra de longitud ¢: el centro geométrico se encuentra en el punto medio. Tomando el origen en ese
punto y el eje Ox en la direccién de la barra (simetria de revolucién) tenemos que I, = 0 y en las direcciones

perpendiculares,
+£/2 1
Iy:IZ:/az2dm:m/ 22 de = —me?
) e 12

y

z

Trasladando el origen al extremo de la barra se obtiene el valor %mé?

Cuadrante de circunferencia de radio r: tomando el origen en el centro de la circunferencia los
momentos de inercia para los ejes coinciden I, = I, y se obtiene del momento polar,

1
J:/rzdm:mr2:1$+ly = I:cozfyozimrQ

El producto de inercia debe calcularse por integracion que se realiza facilmente en coordenadas polares,

w/2 1
ng,:/:nydm:m/xydg:m/ rcosfrsenfrdd = —mr?
L L Jo T

Arco de circunferencia de radio r y angulo 2a: tomando el origen en el centro de la circunferencia
y el eje x segun la bisectriz del arco, se tiene que yg = 0 mientras que la coordenada x se obtiene por
integracién en coordenadas polares,

1 1 [t
xgz‘/xdm:/ rcos&rd@zsenar
m L «

—Q
Los momentos de inercia se obtienen de forma similar

Ig 200 —sen2a

= mr
4o
2a + sen 2«
O __ 2
Iy = Tm’r

y como el eje Ox es ejes de simetria el producto de inercia es cero, Pg, =0.

Sector circular de radio r y angulo 2a: se procede de forma similar al caso anterior pero realizando

la integral doble,
ta 2sen «

1 1 "
acg—m/acdm—A 5 /0 pcos B pdpdf = 5

Las componentes del tensor de inercia resultan

Ig _ 2a —SSen 20 2
(0%
200 + sen 2a
o _ 2
by="%a ™"
PS5 =0

Circulo de radio r: los momentos de inercia se obtienen del caso anterior para o = 7,
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Cuadrante de circulo de radio r: Los momentos del cuadrante de circulo respecto de los ejes que lo
delimitan tienen la misma expresién que los de la circulo completo ya que podemos considerar al circulo
formado por 4 cuadrantes con los mismos momentos de inercia y entonces

le I;lrculo _

11 1
drant 2 2 O O 2
Jeradrante — Z chirculo r= E dMeyadrante T = Igg = Iy = Z mr

El producto de inercia se puede obtener a partir de los resultados del sector circular con o = 7/4 que nos
proporciona los momentos principales,

T—2
I = i mr?
2
1'2:7TjL mr?
4

y utilizando el Circulo de Mohr, el producto de inercia para los ejes Oxy que tienen momentos de inercia
iguales se obtiene de la mitad de la diferencia de los momentos principales

L—-L 1@#@+2)—(r—2) 5 1 9
2 2 Ar mr T oy ™M

O _
Pr, =

Cuadrante eliptico de semiejes a y b: los resultados se obtienen del caso circular aplicando un factor
de escala diferente a cada eje,

2 _ 32 QQ _ g0l 2 o)
/ydm-b/(b) dm =b 4ml = I/ =

1

4
2 _ 2 z\ 2 e 2 o 1 2
/mdm—a/<a> dm =a Zml = Iy 1 ma

y el producto de inercia,

po_L, a+¥
Wooq T
Arco de circunferencia Sector circular Cuadrante de Elipse

y ) y r Q
\G\ : W l

Rectangulo de lados a y b: Los momentos de inercia se obtienen de los de la barra ya que la proyeccion
del rectangulo a lo largo de cada eje da lugar a una distribucién lineal,

1 1
I, = Eme I, = EmQQ

al tratarse de una placa plana el momento de inercia para el eje normal es la suma del de los ejes del plano,

1
Iz:Ix+Iy Em(a +b2)
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Triangulo rectangulo de base a y altura b: Los momentos de inercia se obtienen de los del rectangulo
utilizando el teorema de Steiner,

2 2
2 1 1
IS +m <b) +1I9 +m <b> = omb® = IY=_mb?

3 3 3 18
La expresion para el eje Gy tiene la misma forma pero en ese caso la altura seria a
1
19 = —ma®
Y 18
El producto de inercia se obtiene nuevamente con el teorema de Steiner,
ba 2b 2a ba 1
G G _ G _

El tensor de inercia en O se obtiene aplicando el teorema de Steiner,

10 _ |G+m< b2 /4 —ab/4> _ m( b?/6 —ab/12>

—ab/4  a?/4 —ab/12  a?/6
Rectangulo Tridngulo rectangulo
y y
G | 2b/3 .
B2 o : 2b13 |
b/3 . G Y
0 al2 X 0 al3 2al3 X

Poligono regular de n lados y radio r: Eligiendo el origen O en el centro del poligono, y teniendo
en cuenta la simetria de orden n, todas los ejes del plano que pasan por O son principales y por ello
19 = Ié) = %I O Para determinar I¢ descomponemos el poligono en 2n tridngulos rectdngulos de lados
a=2rsen¢y b=rcos¢ donde ¢ = m/n. Todos estos tridngulos tienen el mismo valor 19 y esa expresién
valdrd también al poligono sustituyendo la masa del primero por la del segundo. Entonces, utilizando los
resultados del caso anterior y el teorema de Steiner, se tiene,

l — ] ] — mb m m — mb ma® = j!COS

y finalmente, para el poligono,
2

o) o) mr 7T
=1 =55 [+ 200 (7))
1 2

Nétese que cuando el niimero de lados n tiende a infinito se obtiene el resultado del circulo I9 = Iyo = gmre.

Poligono regular de radio,

0.25 o A XA A
I .o
mr2 °
¢
0 5 10 15 20 25

Numero de lados, n
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Paralelepipedo de lados a, b y ¢: Eligiendo un sistema Gzyz con origen el en centro del cuerpo y ejes
perpendiculares a las caras, los tres planos cartesianos son de simetria y sus normales direcciones principales,
por tanto,

G _ pG _ pG _
PS =P =PS =0

Los momentos de inercia se calculan proyectando la distribucién de masas en cada uno de las planos obte-
niéndose rectangulos y entonces,

1
Igzﬁm(bZ-FCZ)

1
IG:7 2 2
by 12m(a +c)

1
IG:7 2 2
; 12m(a +b%)

Tomando el origen O en un vértice del cuerpo (véase figura) se tiene,

m 4(b% + ¢2) —3ab —3ac
19 = T —3ab  4(a® +?) —3bc
—3ac —3be 4(a® + v?)
Paralelepipedo Pirdmide rectangular
z z
c
% ]c @, b
/ /a' Y 4 Y
X b X

Piramide rectangular de catetos a, b y ¢: La integral de volumen resulta,

a b(l—z/a) c(1—z/a—y/b) 1
V:/dV:/ dx/ dy/ dz = —abc
0 0 0 6

El centro de masas se encuentra en (a/4,b/4,c/4) y los elementos del tensor de inercia en el vértice O de
los tres lados perpendiculares,

m 2(b? + ¢2) —ab —ac
1° = 20 —ab 2(a? + ¢?) —be
—ac —be 2(a? + v?)
y en el centro de masas
" 3(b% + 2) —ab —ac
19 = 0 —ab 3(a? + %) —bc
—ac —be 3(a® 4+ v?)

Esfera de radio R: Eligiendo el origen en el centro de la esfera, todas las direcciones son principales y
por tanto los momentos de inercia son todos iguales y su valor se puede calcular a partir del moemento
polar,
IL,=1=1 = 2/r2dm: 2m/R7"247rr2dr: 2 m_ 47TR—5dr: ngQ
vorEs 3V Jo 337R3 5 5
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Esfera Elipsoide
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Elipsoide de semiejes a, b y c¢: Se obtiene a partir de la esfera reescalando los ejes,

1
If—gm(b2+(:2)
1
G 2, 2
I, :5m(a +¢%)
1
I§:5m(a2+62)

Cuerpo de simetria de revolucién: si la curva generatriz es p = p(z) eligiendo un sistema con origen
O en el eje de simetria solo se necesitan dos integrales:

22
/szm:%/zde:?;/Zl 22 p?dz

1 1 m 21

2 2 2 4
- e i - —

/x dm /y dm 2/p dm Q/dl,z 5 . 27rp dz

z

Cilindro de radio R y altura H: Eligiendo un sistema Gxyz con origen en el centro y con z segun el
eje del cilindro. La primera integral se puede hacer proyectando la masa sobre el eje z obteniéndose una
distribucién lineal uniforme, entonces,

1
2 2
dm = H

En la segunda proyectando sobre el plano Oxy se obtiene un circulo uniforme y entonces

1
/dem = §mR2
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Entonces,

1 1
Ifz[f:Q/pzdm+/z2:m(H2+3R2)

12
e 2 L o
I7 = | pdm = ﬁmR

Semicilindro de radio R y altura H: FElegimos un sistema Oxyz con origen en el centro de la cara
rectangular, con z segun el eje del cilindro y estando situado el semicilindro en la regién y > 0.

AL

\

El centro de masas se encuentra sobre Oy a una distancia del origen que coincide con el centro de un
semicirculo (proyeccién sobre el plano Ozxy),

_4r
37

yG

Como el cuerpo tiene dos planos de simetria Oxy y Oyz los tres ejes coordenados son principales en O.
Ademas, si consideramos el cilindro completo formado por dos cuerpos: (1) con y >0y (2) cony <0y (2)
se tiene,

z

1 1
1) = §m(1+2)R2 =1V 1P =21V = 1= §m(1)R2

y de forma similar

(1+2) 1) (1)
/ 22dm = %m(1+2)H2 = 2/ 2dm = / 22dm = im(l)H2

12
y entonces
- 3R? + H? 0 0
1° = D -0 3RZ+H? 0
0 0 6 R?
y en el centro de masas
m (972 — 64)R? + 312 H? 0 0
19 = 6.7 0 3r2(3R% + H?) 0
T 0 0 (1872 — 64) R?
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Cono de radio R y altura H: Eligiendo el origen el el vértice del cono, la curva generatriz es p = Rz/H

y por tanto,
1 m 1 Rz\? m R\?> H5 3
2 2 2 2
dm = H = m dz = T = H
/Z e V /0 : <H) : %TI'RQH <H> 5 5

por otro lado,
H 4 4 175
2gm ™ [T L (B2 __m 1 (RN H> 3 o
/pdm_v/O 2”<H> dz_§WR2H2”<H 5~ 10mE

Entonces,
9 =17 = 2%mR2 + gmHQ
I? = /dem: %mR2
z

El centro de masas se encuentra en zg = 3H/4 y entonces IS¢ = IyG = %mR2 + 8%mH 2,

Para un didmetro de la base se utiliza de nuevo el teorema de Steiner y resulta J42m = %mR2 + ll—OmH 2,

Paraboloide de revolucién de radio R y altura H: tiene por ecuacién (v? + y?)/R? = z/H por lo
que la curva generatriz es p = Ry/z/H. Procediendo de la misma manera que para el cono se tiene:

1 m [H R2\?2 m R\? H 3
2 2 2 2
dm = —mH" = — — | dz=+—5—= — ) —=-mH
/Z 12 [//0 ZW<H> i ;)WRQHW<H> 5 5

por otro lado,

Entonces,
2
=—h
zq 3
10=19= L npe ¢ L
v Y 6 2
1
O
IZ = ngQ
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Paraboloide eliptico de semiejes a y b y altura H: (z/a)? + (y/b)?> = z/H aplicando un factor de
escala a cada eje la elipse se convierte en circulo,

2
=-h

7e 3

1 1
0

I; = gmb2 + §mH2
1 1

Iyo = éma2 + §mH2

1
19 = 6m(a2 + %)

Semitoro de radios R y a: tiene por ecuacién (22 + y?) — R? + 22 = a® con y > 0. Es la mitad de
un cuerpo de revolucién por lo que los momentos de inercia se pueden obtener a partir de los de la figura
completa. Para tratarlo de esta forma la curva generatriz seria la circunferencia de radio a que habria que

hacer en dos partes,

/dV:/_:aw (R+\/W)2dz—/

—a

+a 2
W(R— a2—z2> dz

También es posible hacer las integrales en coordenadas cilindricas o utilizando la coordenada cilindrica ¢
y unas coordenada polares desde el centro del circulo (véase figura), en ese caso, p = R+rcosfy z = rsend,

siendo la integral de volumen
a 2w s
/ dr/ T‘d@/ pdp = w2 Ra®
0 0 0
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El resultado final es,

7a2+4R2
ve = 27 R
o_q0_1 9 5 4
I =1, :imR —|—§ma
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6. Equilibrio del sdlido rigido

6.1 Equilibrio del sélido rigido libre.
6.2 Principio del trabajo virtual. Aplicacién a la estética.
6.3 Energia potencial y criterios de estabilidad del equilibrio.

Introduccién

Estudiaremos en este tema los dos métodos (vectorial y analitico) que permiten establecer las condiciones
de equilibro de un sistema, centrdandonos en el caso particular del sélido rigido.
En el apéndice se recuerdan algunos conceptos y resultados explicados en el curso de Fisica 1.

6.1. Equilibrio del sélido rigido libre

La dinamica del sélido rigido establece como condicion necesaria y suficiente para el equilibrio de un
sélido rigido:

R =
Equilibrio del sélido rigido <« =t
M=0

Comentarios:

1. Como R = 0, el momento no depende del origen que tomemos M p= M o= M y puede utilizarse el
sistema de coordenadas que mejor convenga (inercial).

— —>
2. Las fuerzas pueden deslizarse sin que cambie R ni M.

3. Hay 6 ecuaciones de equilibrio (R, =0 = R, = R, = M, = M, = M) que se corresponden con los 6
grados de libertad del sélido rigido.

4. Podemos olvidarnos de las fuerzas interiores. Ademas, en general no seria facil determinarlas. Eso es
el objetivo de la Elasticidad.

5. Para cuerpos planos, el n° de grados de libertad es 3, 2 de movimiento de traslacion y 1 de rotacion.
Consecuentemente el n° de ecuaciones de equilibrio es también 3: R, = 0= R, = M..

6.1.1. Equilibrio de Sélidos Ligados: Principio de liberacién

Es muy frecuente el caso en que existan varios solidos enlazados o ligados. Para poder aplicar las ecuacio-
nes de la estatica a sélidos enlazados es necesario aislar cada uno de ellos suprimiendo el enlace y sustituyen-
do su efecto por unas fuerzas y momentos adecuados, Principio de Liberacion. Estas fuerzas se denominan
fuerzas de ligadura o reacciones y seran incégnitas a resolver.

Las ligaduras mas habituales
= Apoyo simple: R es normal a la tangente comun; i > 0.

Articulacién Plana: R tiene 2 componentes.

-
Articulacion Esférica: R tiene 3 componentes.

Cable: R tiene 1 componente, tensién, ademds de ser paralela al hilo es siempre hacia afuera.

Empotramiento: La reaccién serd una fuerza (3 componentes) y un momento (3 componentes)
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Rx Rx
777777777777777777777 Rz
R
M
T
Comentarios:

= Las reacciones son desconocidas y deberan determinarse con las ecuaciones de equilibrio.
= El nimero de ecuaciones de equilibrio es igual al niimero de grados de libertad.

= [Llamando grado de estaticidad al niimero de componentes de las reacciones a determinar, si:

Movilidad G. Estat. < G. Libertad Estaticamente
G. Estat. = G. Libertad determinado
G. Estat. > G. Libertad | Estat. Indeterminado

Inmovilidad total

= Si el sistema estd formado por sélidos rigidos enlazados, cada subsistema que aisle tendra a R =0
y M = 0 como condicién necesaria (en general no suficiente) de equilibrio. Sin embargo, el nimero
de ecuaciones de equilibrio independientes seguira siendo igual al nimero de grados de libertad del
conjunto de soélidos.

6.2. Principio del trabajo virtual. Aplicacién a la estatica.

Hasta ahora hemos analizado el equilibrio de un sistema ligado aislandolo y escribiendo las ecuaciones
vectoriales de equilibrio para cada componente como si fuera libre. Este método se suele utilizar cuando
la posiciéon de equilibrio es conocida y se quiere determinar el valor de alguna fuerza que se desconoce.
Sin embargo, en muchas situaciones nos encontramos con sélidos ligados cuyas partes pueden moverse unas
respecto de las otras de manera que son posibles varias configuraciones de equilibrio. En estos casos el
método vectorial, aunque valido, no suele ser el mas adecuado para resolver el problema.

Un método alternativo basado una magnitud escalar, el trabajo, es mas ttil; proporciona una visién
mas profunda del comportamiento de los sistemas mecédnicos y permite ademéas analizar la estabilidad de
los sistemas en equilibrio. Este método se denomina método del trabajo virtual.

Definimos en primer lugar algunos conceptos:

= Desplazamiento virtual 67 ,: Es un desplazamiento infinitesimal de la particula o compatible con las
ligaduras. El término virtual debe entenderse como que es un movimiento hipotético del sistema que
no tiene porque coincidir con el movimiento que realiza realmente (si el sistema esta en equilibrio no
realizarfa ninguno).

s Trabajo virtual §W: Es el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento virtual, § 7.
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Principio del trabajo virtual *

Un sistema estd en equilibrio cuando, para cualquier desplazamiento virtual, el trabajo realizado por las
fuerzas que actian es nulo:

EQUILIBRIO & O0W =) Fo 07,=0 YT,

Coordenadas generalizadas.

Para un sistema con ligaduras los desplazamientos de sus particulas no son independientes y por tanto
las coordenadas utilizadas para definir la posicién del sistema tampoco lo son. Sea S el niimero de grados
de libertad de un sistema, definimos entonces:

Coordenadas generalizadas: Conjunto de variables {qi,...,qs} independientes entre si, que definen
univocamente la posicion del sistema, es decir,

?Oz — ?Oé(qla cee 7qS)

Fuerza generalizada: El desplazamiento virtual y el trabajo virtual se expresan en funcién de las coor-
denadas generalizadas como

—>

5. o7
= 26q;

or,
SW = Z F, 0‘5 :
y asi, denominamos fuerza generalizada @); asociada a la coordenada generalizada ¢; a

szzfa'a?a

De manera que, en funcién de las coordenadas y fuerzas generalizadas, el trabajo virtual puede escribirse:

S
W =" Qg
j=1
y dado que los desplazamientos de las coordenadas generalizadas son independientes, el principio del trabajo
virtual queda:

EQUILIBRIO & W =0,¥5g; < Q;=0,Vj

6.3. Energia potencial y criterios de estabilidad del equilibrio.

Decimos que un sistema de partlculas es conservativo si la fuerza que actia sobre cada una de las
particulas es conservativa: Ve, Fa = V V', siendo V una funcion escalar que depende tinicamente de
las posiciones de las particulas, V = V (71,7, ..., T, -...), €l potencial o energia potencial del sistema.

El trabajo en un sistema conservativo es :

N
AW =3 —V,V-d7e = - Z (g;/ dao + g;/ dyo + g:/dza> = —dV

a=1 a=1

4Se puede tomar como un principio si se considera la estética de forma aislada si no, el equilibrio no es mas que una solucién
particular de movimiento.
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y dado que las fuerzas generalizadas se pueden escribir en funcién del potencial como:

67‘a 0q; __E?qj

N vV 7. AV
Qj:z:IF aq] - Z - ey

las posiciones de equilibrio corresponderan a los valores estacionarios de V. De manera que la condicion
necesaria y suficiente para que un sistema conservativo esté en equilibrio es:

ov

EQUILIBRIO < 6W = 0,Vir, & Q; = —a
J

— 0,V

6.3.1. Estabilidad del equilibrio.

El potencial permite ademas analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto de es-
tabilidad en un sistema dinamico se refiere a los estados del sistema en los que una pequena variacién en
las condiciones iniciales produce estados que se mantienen préximos para cualquier tiempo posterior (es la
llamada estabilidad Liapunov). En lo que se refiere a una condicién de equilibrio la estabilidad consiste en
garantizar que ante pequenias perturbaciones respecto de la posicion de equilibrio el movimiento se mantiene
préximo a dicha configuracién en el futuro. La relacion entre el potencial y la estabilidad es la siguiente:

= Las posiciones de equilibrio correspondientes a un minimo de V' son posiciones de equilibrio estable.
= Las posiciones correspondientes a un maximo de V' son posiciones de equilibrio inestable.
Nota. Para determinar si una funcién de varias variables V' (qi,...,¢s) tiene un maximo o minimo local

puede utilizarse la matriz Hessiana. La matriz Hessiana es una matriz simétrica cuyos elementos son las
segundas derivadas parciales,

r %V 2V 8V T
g3 0q10q2 0q19qs
92V 2V 9V

H— 0920q1 0q3 0920qs
82V v 8y
| dgsOq1  DqsIqz g3 |

Se cumple que:

» Sila matriz H es definida positiva (todos su autovalores son positivos), V' tiene un minimo.
= Sila matriz H es definida negativa (todos su autovalores son negativos), V' tiene un maximo.
Si llamamos Ay al determinante del k-ésimo menor principal de H,

Hy1 Hipo

Av=|: . | .. As=|H
Hyy  Hao b : : s = |H]

Ay =|Hp| Ay=

se cumple (criterio de Silvester)
= H es definida positiva si, y solo si, Ay >0 para 1 <k < 5.

» H es definida negativa si, y solo sf, (—1)¥ A, > 0 para 1 <k < S.
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Apéndice: Repaso de Fisica 1.

Un sistema material estd en equilibrio si abandonado en reposo en un sistema inercial, sus particulas
no toman ningin movimiento.

Para el caso de una particula, la segunda ley de Newton determina la condicién necesaria y suficiente
de equilibrio; es decir, ausencia de fuerza. Dado el cardcter vectorial de la fug{"za, la condicién de equilibrio

también se cumple si la resultante de las fuerzas que actian es nula R =) F; = 0.
i
Las fuerzas que actiian sobre los puntos de un sistema material pueden clasificarse en dos tipos:

= Fuerzas internas, cuya presencia es debida a la interaccién mutua entre las particulas que integran
el sistema material.

s Fuerzas externas, originadas por interacciones ajenas al sistema material considerado.

N Las fuegas internas entre dos puntos son iguales y opuestas y dirigidas a lo largo de la recta que los une
(Fap=—Fpa | 7aB)

Como consecuencia, la resultante y el momento resultante de las fuerzas internas que actiian entre cada
pareja de puntos se anula,

Fap+Fpa=0

- —
PaAxFap+7xFpa=0

y entonces el conjunto de todas las fuerzas internas en un sistema material constituye un sistema nulo,
E : int D § : Dext
i i
- — —
Y Fix FM=0 = M=) TixF"
i i
Dado que el equilibrio de un sistema exige que cada uno de sus puntos esté en equilibrio, y teniendo en

cuenta lo precisado para las fuerzas interiores, se deduce que para que un sistema material se encuentre en
equilibrio es condicién necesaria que el conjunto de las fuerzas externas constituya un sistema nulo:

—

R=0
Equilibrio del sistema = _
M=0

Esta condicion es en general necesaria, pero no suficiente. En el caso de sistemas no rigidos se requie-
ren mas ecuaciones que pueden obtenerse a partir de las propiedades del material (Teoria de la Elasticidad).
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Distribucion de momentos

Recordaremos aqui algunas de las propiedades generales de la distribucién de momentos de vectores
deslizantes, aplicables en su totalidad al caso de las fuerzas sobre sistemas rigidos.

El momento central de un vector @ respecto de un punto O es el producto vectorial del vector que va
desde O al origen del vector @ por el propio vector @,

>

Mo =

TXa

Propiedades:

1. Es compatible con la definicién de vector deslizante. M o no cambia si desplazamos @ a lo largo de su
recta de accion.
(

2. Ley de cambio de origen:

]\—jo/:]\_jo—OOIXZ{

3. la_§ componentes de M o no son todas independientes de las de @ porque se cumple siempre que:
Mo-a@=0

4. Conocido un vector y su momento, se conoce la recta soporte.
Para un sistema de vectores deslizantes {@;,7 = 1,...} con origen en {7;,7 = 1, ...}, llamaremos:

= RESULTANTE a la suma de todos los vectores como si fueran libres:
P-ya
i

= MOMENTO RESULTANTE a la suma de los momentos centrales de cada vector tomados desde el
mismo punto:

—>
MO: E ?zXZL»Z
i

La ley del cambio de origen para un sistema sera:
]\—ZOIIMO*OO/X R)

A partir de la ecuacién M A= M o — OA x | puede verse que la distribucion de momentos alrededor
del eje central (recta de punto con momento paralelo a la resultante) presenta una forma helicoidal, como
se aprecia en la figura:

- —>
= si movemos el origen paralelamente a R, M no cambia

— —

= si nos movemos en direccién normal a R, la componente del momento paralela a R permanece fija
—

e igual a M, mientras que la componente perpendicular a R aumenta proporcionalmente con la

distancia al eje central : (54” . ’ﬁ‘
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—

= (M ‘ es constante en superficies cilindricas alrededor del eje central.

Eje Central

)

MA”

|04”] . |R]

Analogia con la rotacién. La ley de cambio de origen del momento tiene exactamente la misma forma
que la ley de distribucién de velocidades en un sélido rigido por lo que se puedena hacer las siguientes
analogias:

distribucién de momentos en un sélido rigido ‘ distribucién de velocidades en un sélido rigido
— — — —_— | N N —
Ma=Mpop+RXxXOA | vag=v0+wx0A
momento resultante en A, M 4 | U 4, velocidad de A
-
fuerza resultante, R | &, velocidad de rotacién

momento minimo, M., | vg4, velocidad de deslizamiento minimo
eje central | eje instantaneo de rotacion
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7. Equilibrio de hilos

7.1 Ecuacién de equilibrio del hilo ideal.
7.2 Equilibrio bajo un sistema de fuerzas paralelas.
7.3 Hilo bajo la accién de su propio peso. Catenaria.

Introduccién

Los cables son sélidos deformables con una secciéon mucho menor que su longitud. Cuando sobre ellos
actua una fuerza, alcanzan el equilibrio produciendo una tensién muy grande y flexionandose.

Se llama cable o hilo ideal al que no ofrece resistencia a la flexién y no sufre alargamiento alguno
(inextensible). La unica fuerza interna es la tensién que es siempre normal a la seccién y por tanto en la
direccién tangente a la curva que adopta el hilo,

T=+TT

donde el signo depende de la rama considerada (el vector unitario tangente T sigue el sentido en que se
recorre la curva).

§

Esta tension 1" varia en intensidad a lo largo del hilo y serd necesario determinarla a la vez que se obtiene
la ecuacion de la curva que adopta el hilo.

7.1. Ecuacion de equilibrio del hilo ideal.

Consideremos un elemento de longitud de arco dS y sea F la fuerza externa por unidad de longitud
que ag‘gﬁa sob_r)e ese element(_)_.) En gl equilibrio lz_i_> tension en los extremos se equilibra con la fuerza exterior:
T+ FdS—T =0y como T'=T(S+dS) =T(S) +dT, la ecuacion de equilibrio del hilo ideal queda:

dT + FdS =0
T =T(s+dS)
ds Fds
S
T
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La ecuacion de equilibrio anterior se puede expresar en coordenadas cartesianas como:
d(T%) +F,dS = 0
a(T4)+Fyds = 0
d(T4)+F.dS = 0
donde

dzi+dyj+dzk
ds

T =

El sistema anterior tiene 3 ecuaciones pero hay 4 incognitas: la tensién T'(S) y las 3 componentes de la
ecuacién de la curva que adopta el hilo 7(S). La cuarta ecuacién es:

dr\* _ o _ (da 2+ dy 2+ dz\?
as ) ~ \dS ds ds
Como las ecuaciones son de 2° orden en las coordenadas tendrian seis constantes arbitrarias. Las formas
més corrientes de dar las 6 condiciones de contorno son:

1) z,y,z, %, %, fll—g, en un punto de la curva.

2) Las coordenadas en dos puntos y la longitud de la cuerda.

3) Un extremo sobre una superficie f (v, 2) y normal a ella V[ || j—g

4) Un extermo sobre una curva { g(x,y,j) y normal a ella <§f X 69) : % =0

Ecuaciones intrinsecas del equilibrio de un hilo.

~

En ciertos casos es muy util escribir las ecuaciones de equilibrio en el triedo intrinseco {T, N, B}:

. d . L dT . dT =
Feo=2(rt)\sF=Li 7% R
=0 dS( )* s Ttas T

y sustituyendo la primera férmula de Frenet, dT /dS = KN, se obtiene:

dT

— +Fr=0
dS+ T
T
f—‘rFN:O
P

Fp=0
que son las ecuaciones de equilibrio en forma intrinseca y que permiten extraer las siguientes conclusiones:
= La componente de la fuerza externa paralela a la tangente del hilo, Frr, es la que hace variar la tensién.
» La componente normal, Fly, es la que hace variar la curvatura (flexiona el hilo).

= La forma que adopta el hilo en el equilibrio es tal que en cada punto la fuerza externa es paralela al
plano osculador (no hay componente binormal).
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7.2. Equilibrio bajo un sistema de fuerzas paralelas.

— —
Si todas las fuerzas F' son paralelas a una direccion fija 0, F' x . = 0 y multiplicando vectorialmente la
ecuacion de equilibrio por el vector unitario se tiene,

O=tx(dT+FdS)=t0xdl =d(ixT)

por lo que G X T = cte lo que indica que la tensién y el vector unitario @t son coplanarios y ese mismo plano
contiene la curva que adopta el hilo.
Sea Oxy el plano que contiene al hilo y Oy la direccién de la fuerza, F=F j, las componentes de la
ecuacion de equilibrio quedan:
dl, =0
dTy, + FdS =0

De la primera se obtiene que la componente de la tensién en la direccién perpendicular a la fuerza no
cambia, T, = cte = Ty. Para la segunda ecuacion utilizamos que la pendiente de la curva es la derivada,
y' = dy/dxr = tang y puesto que la tensién es tangente a la curva, tan ¢ = T'y/T'z. Despejando T, tenemos

Ty:Try/:T(]y/

que conduce a

d(Tyy') + FdS ds
o:(OyC;;: oy"—l-F@:Toy"—FF\/l-i-(y’)Q

Y T

7.3. Hilo bajo la accion de su propio peso. Catenaria.

En este caso la fuerza es el peso del hilo FdS = —qdS j, donde ¢ es el peso por unidad de longitud del
hilo. La ecuacién de equilibrio queda

dy’ q

To S — a1+ () = ==

= C
Tom-i- 1

d /
0 = /y = /q dr = arcsenh(y’)
Vit@) ) To

integrando nuevamente se obtiene

T

Y= 29 cosh (qx + C1> + Cy

q T

que es la ecuacién de la catenaria.
Para simplificar la ecuacién de la curva se suele cambiar el origen de las coordenadas de manera que el

eje de ordenadas pase por el punto de pendiente nula y este se encuentre a una altura a = Tp/q del eje de
abscisas. Se dice que la catenaria esta referida a su eje y a su base y la ecuacién queda como

y = a cosh (§>

a

La constante a = Tj/q que tiene dimensiones de longitud se conoce por pardmetro de la catenaria.
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Eje .
J Catenaria

C2-

0

Elementos de la catenaria: Tensiones en los extremos y longitud total. Propiedades y métodos
de obtencion bajo condiciones dadas.

La tension de la cuerda se obtiene de la derivada de la curva:
2
T="Ty\/1+ (y’)2 = aq\/l + [sinh (f)} = aq cosh <£> =qy
a a

T=qy

por tanto

siendo y la altura de la catenaria desde su base. El valor minimo se obtiene para y = a, por tanto: T}, =
qa ="Tj . R N

Nétese que F'= —qj=—-VV conV =qy+cte =T =V +cte

La longitud de una de las ramas de la catenaria (longitud de arco), se obtiene de forma similar:

= [t [ wiees [ Qs an ()

S = a sinh (g)

y entonces

Que esta relacionada con la tensién vertical:

T, =/T? = T2 =\/T? — (¢-a)® = qa sinh (2)

por tanto,
Ty=qS
Sobre las condiciones de contorno
Consideraremos por ejemplo la catenaria:
T
y(x) = =9 cosh (qw + Cl> + Cy
q To

la derivada

y' (z) = sinh <1qu + Cl>

T (z) = To\/1 + ()* = Ty cosh <;{0£L' + C’1>
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La longitud del arco de la catenaria entre x1 y 2,

T
S(x1,22) = ;0 [Sinh <;x2 + Cl> — sinh (;xl + C’1>]

0 0

Todo depende de 4 constantes: g, Ty, C1 y Cs, que aparecen de diferente forma en cada magnitud

Yz) - L 0, ¢
vi@) - oo,
T(z) — To %, G

T
S — 707 Clv

Asi, si se conoce el peso por unidad de longitud ¢, la curva de la catenaria queda totalmente determinada

conociendo tres condiciones de contorno que puede ser:

1) y(A),y(B), S(A,B)
I1)
111)
)

v

75



14 de julio de 2017 Escuela Politécnica Superior .
A. J. Lépez, A. Ramil 730G03026, 730G05018 - Mecénica =
Tema 7 Equilibrio de hilos UNIVERSIDADE DA CORUNA

Apéndice: Propiedades de las funciones hiperbdlicas

Definicién:
er —e " et +e " senh(z) e*—e @ ¥ -1
h(z) = ———— h(z)= ——— tanh = =
senh () 2 cosh () 2 anh (z) = cosh () e*+e® €241
Representacion Grafica:
3 T
/| e
///
% > = 0 i > 3
Propiedades:
senh (iz) = isen (x) cosh (ix) = cos () tanh(iz) = itan(x)
senh (—z) = —senh(x) cosh (—x) = cosh(x) tanh (—z) = — tanh(x)
senh(0) =0 cosh(0) =1 tanh(0) = 0
lim senh (x) = +o0 lim cosh (z) = o0 lim tanh (z) = +1
T—F00 T—Fo00 T—Fo00
< [senh (z)] = cosh (z) 'S [cosh (x)] = senh (z) 4 [tanh (x)] = !
dx B dx B dx ~ cosh? ()
3 5 2 4 3 9.0
senh(x)z:c%—é —i—%—i—... cosh(a:)zl—i—%—i—%—i—... tanh(m):x—%—i—%—i—...
e = cosh (z) + senh (z) 1 = cosh? (x) — senh? (z)
senh (z + y) = senh (z) cosh (y) £ cosh (z) senh (y) senh (2x) = 2senh (x) cosh ()
cosh (z £ y) = cosh (z) cosh (y) £ senh (x) senh (y) cosh (2z) = cosh? () + senh? ()

Funciones inversas:

1 1
arcsenh () = In [:U + Va2 + 1} arccosh () = +1n [:B +va?— 1] arctanh (z) = 3 In [1 i_ i]
Propiedades de las funciones inversas:
1 d 1 d d 1
. [arcsenh (z)] = T dr [arccosh (x)] = T . [arctanh (x)] = . [arccoth (x)] = o7

1
cosh [arcsenh ()] = /22 + 1 senh [arccosh (z)] = £v/22 — 1 tanh [arccoth (z)] = coth [arctanh (z)] = =
x
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8. Principios de la dinamica

8.1 Principios y Leyes de la mecénica de Newton.
8.2 Principio de D’Alembert.
8.3 Principio variacional de Hamilton.

Introduccién

En este tema se presentan las dos ramas de la mecédnica clasica y la relacion que hay entre ellas.

Mecanica vectorial (también conocida como racional o Newtoniana) que se basa en las ecuaciones de
Newton (Philosophie naturalis principia mathematica, 1687) y en el anélisis de fuerzas. El cardcter
vectorial de las fuerzas hace que las ecuaciones se escriban utilizando este tipo de magnitudes y de la
misma forma la localizacién de las particulas se expresara por vectores de posicion.

m

Z%
0
Y

o

Los efectos mutuos entre varios cuerpos o de las particulas que forman un cuerpo complejo han de
introducirse por medio de fuerzas que en principio son desconocidas y que han de resolverse simultanea-
mente con el movimiento.

Mecanica analitica que se basa en el uso de la energia (escalares) y que utiliza coordenadas generalizadas
que definen el llamado espacio de configuraciones. Las coordenadas generalizadas se eligen para cada
sistema teniendo en cuenta sus grados de libertad lo que permite que su nimero sea mas reducido y
se adapten mejor a cada problema. En lugar de fuerzas se utilizan potenciales.

Ulq)

Dentro de la mecédnica analitica hay a su vez dos formulaciones:

» Formulacién de Lagrange, (Méchanique Analitique, 1788), es la més sencilla y permite obtener
las ecuaciones del movimiento de las coordenadas generalizadas (compatibles con las ligaduras)
por lo que no es necesario introducir las fuerzas en los enlaces. Es suficiente para las aplicaciones
de la ingenieria.

» Formulacién de Hamilton, (1834) es més general que la anterior porque utiliza las coordenadas
y sus momentos conjugados que para cada estado del sistema definen un tinico punto en el espacio
de fases. Permite una gran libertad al elegir estas variables y es especialmente 1til para buscar
constantes del movimiento. Se utiliza sobre todo en estudios més profundos del movimiento de
sistemas y su aplicacién a otras partes de la fisica (mecénica cuédntica).

Todas las formulaciones son equivalentes y conducen a los mismos resultados, siendo la mecdnica newto-
niana la que proporciona una visién més intuitiva (fuerzas) aunque la mecénica analitica es particularmente
util para sistemas con ligaduras.
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8.1. Principios y Leyes de la mecanica de Newton

La mecénica se basa en una serie de principios y leyes fundamentales determinadas a partir de experi-
mentos. Se deduce de esta premisa que la mecénica es una ciencia experimental y la utilizacion del método
cientifico permite establecer unos postulados que se consideraran ciertos en tanto en cuanto sus consecuencias
concuerdan con las observaciones experimentales.

Principios
P1) El espacio es tridimensional y euclideo, y el tiempo es unidimensional.

P2) Principio de Relatividad de Galileo. Existen sistemas de coordenadas (llamados inerciales) en los que
se verifica:

i) las leyes de la fisica, en particular del movimiento, tienen la misma forma en todo momento y en
todos los sistemas inerciales.

ii) todo sistema en movimiento rectilineo y uniforme respecto a uno inercial es también inercial.

P3) Principio de determinacién de Newton. El estado inicial de un sistema mecanico (la totalidad de
posiciones y velocidades de sus puntos en algin instante de tiempo) determina de forma tinica todos
los estados de su movimiento.

Leyes de Newton

De acuerdo con estos principios, Newton establecié las leyes del movimiento validas en un sistema de
referencia inercial:

L1) Todo cuerpo permanece en estado de reposo o de movimiento uniforme si no se ejerce ninguna fuerza
sobre él. R
- dr

F=0 = — o
U

= cte

L2) La variacién de la cantidad de movimiento de un cuerpo respecto al tiempo es igual a la fuerza que
actia sobre él.

dp -
d—]t) :ZF, donde P = m7v

L3) A cada accién se le opone una reaccién igual y de sentido contrario, o lo que es lo mismo, cuando dos
cuerpos ejercen fuerzas entre si, estas son de intensidades iguales y de sentidos opuestos.

La interaccién gravitatoria que causa el movimiento de los planetas y la aceleracion de la gravedad
(peso por unidad de masa) viene dada por:

L4) La fuerza de atraccién gravitacional que ejercen entre si dos cuerpos es proporcional a sus masas,
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia y dirigida segun la linea que los une.

/
- mm'
Fg = -G 7"72 U,
donde G = 6,67 x 107" Nm?/kg? es la constante de gravitacién universal.
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Las leyes de Newton permiten resolver el movimiento de los cuerpos en la superficie de la Tierra (la
manzana) y de los objetos del sistema solar (la Luna y los planetas). Ademds explica otros movimientos
(plano inclinado, ... ) e introduce la accién a distancia entre los cuerpos por medio de fuerzas (instantaneas).

La dificultad para su aplicacién aparece en sistemas con enlaces o ligaduras que limitan los grados de
libertad del sistema y han de ser introducidos por medio de fuerzas desconocidas que dificultan extraer las
ecuaciones que verdaderamente determinan el movimiento.

8.2. Principio de D’Alembert

El principio de D’Alembert extiende a la dindmica el principio del trabajo virtual de la estatica, susti-
tuyendo las condiciones de equilibrio de un sistema basadas en fuerzas por otras basadas en el trabajo que
realizan esas fuerzas.

Recordando el teorema de la energia segiin el cual el trabajo realizado por una fuerza se emplea en variar
la energia cinética,

O 1
dW = F -d7 :dT:d<2mv2>
las fuerzas que no producen trabajo no tienen capacidad para generar energia cinética y no podran sepa-
rar el sistema del equilibrio (reposo). Por ello, para sistemas complejos con muchas ligaduras que limitan

parcialmente el movimiento de los distintos elementos del sistema, la capacidad de producir trabajo de las
fuerzas es lo que determina que el sistema se encuentre o no en equilibrio,

EQUILIBRIO <« W = Z o 07, = 0, V7, compatible con las ligaduras
(03

es el Principio del trabajo virtual.
Asi, para un sistema con enlaces perfectos (sin rozamiento), separando las fuerzas aplicadas de las de
enlace,

1__71’ _ f;ﬂ’apl + fenl
a @ o
estas 1ltimas no producen trabajo y por tanto,

EQUILIBRIO < oW =Y Fi'.§7,=0, Y7,

N Para extenderlo a la dindmica consideraremos el equilibrio entre las fuerzas aplicadas y las de inercia,
F; = —dp/dt, por lo que el Principio de D’Alembert queda,

0= Z [1_7) apl _ %} 074 =0, V07, instantdneo y compatible con las ligaduras

[0}

De este principio y utilizando coordenadas generalizadas, se pueden deducir las ecuaciones del movimiento
de Euler-Lagrange
d (0T oT

it (53,) = o = @0

que para sistemas conservativos (en los que las fuerzas que producen trabajo pueden obtenerse de un po-
tencial), pueden escribirse como
d ([0Z 0% )
— = |—-——=—=0 j=1...5
dt 8qj aq]'
donde . =T — U es la funcién escalar denominada funcion lagrangiana que determina el movimiento del
sistema y es la diferencia entre la energia cinética 1" y el potencial U.
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8.3. Principio variacional de Hamilton

La ecuacion anterior se obtuvo aplicando Principio de D’Alembert a un desplazamiento infinitesimal
alrededor de un determinado instante pero también puede obtenerse desde un sencillo principio integral
(que tenga en cuenta el movimiento completo del sistema entre dos instantes ¢; y t2) conocido por Principio
de Hamilton, que dice que el movimiento del sistema entre dos instantes t1 y t5 es tal que la integral de linea
de la accién

to
S = L dt

t1

toma un valor extremo.

q(t2) -

q(t1) -

t f2

La magnitud S recibe el nombre de accion y dado que el extremo es realmente un minimo (el méximo
es infinito) el principio anterior también se conoce por principio de minima accion.

El principio de Hamilton conduce a un problema minimizacién que se resuelve por el llamado cédlculo de
variaciones cuya solucion es de nuevo la ecuacién de Euler-Lagrange

d (0% 0% )
— == ]—-——5—=0 j=1...5
dt 86]]‘ 8(]]'

Los principios integrales se utilizan en otras partes de la fisica y también tienen aplicaciones practicas
para formular problemas numéricos.

Ejemplo: el péndulo plano

Se trata de un punto material de masa m unido al origen por una varilla de longitud ¢ de peso despreciable,

Con las leyes de Newton

La ecuacién del movimiento seria
N —> 2apl Zenl
ma =F = P 4

dondg la fuerza aplicada es el peso Favl — g1y la de enlace es la tensién de la varilla que es paralela a
esta ['*" = —T 7 /¢, por tanto,

d’x
mW—Fx—mg—zx

d?y T

29 =
Tz v Y



. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
= S 730G03026, 730G05018 - Mecéanica A. J. Lépez, A. Ramil
UNIVERSIDADE DA CORURNA Tema 8 Principios de la dindmica

que han de resolverse junto con la ligadura 2% +y? = ¢? para determinar la solucién del movimiento (x(t), y(t))
y el valor de la tension T'. Para separar los dos problemas puede proyectarse la ecuacién de Newton en la
direccién de la tangente y de la normal a la curva.

Con el principio de D’Alembert

La ecuacién del movimiento se obtiene a partir del trabajo en un desplazamiento infinitesimal virtual
(instantdneo y compatible con la ligadura) del sistema, por tanto,

— or 2 2
6T = 5506 = (—sen91+00893> 50

En las fuerzas ha de incluirse a la de inercia
>, Thapl Trenl —
F4+F=FY"4+F"%"—mau

pero solo el peso y la fuerza de inercia realizan trabajo, la fuerza de enlace es perpendicular al desplazamiento
y por eso no trabaja. Asi, en la expresion del trabajo ya no aparece la tension,

— - ’
{Fapl + FI] 07 = —mg/l senf 50 — mEQ%M =0, V0

por lo que
0

prell

m gl senf +m (>

Con las ecuaciones de Euler-Lagrange

Elegimos como coordenada el angulo, ¢ = 6, y la usamos para determinar la energia cinética

2
Tzlmv2:1m Eﬁ
2 2 dt

y el potencial
U=—-mgx=—mg/lcos

de manera que

L =T-U

y al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange

d (02N 0% d o db _
dt<aé>_69_0 = dt(mg dt>+mg€sen«9—0

y entonces
2

d“0
2
mle— +mglsent =0
az "I
Ademsds, para integrar la ecuacion del movimiento y para determinar sus caracteristicas principales puede
utilizarse la constante del movimiento energia,

1 o\ ?
E:T+U:§m <€dt> +mg/l cosf = cte
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Curvas con E=cte

IS—"——r

|

de/dt

N

Figura 1: Trayectorias del péndulo en el espacio de configuraciones para diferentes valores de la energia. El
valor de la constante E caracteriza el tipo de movimiento: Las curvas cerradas (F < 0) corresponden al
movimiento oscilatorio mientras que las abiertas (E > 0) corresponden a una rotacién monétona.
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9. Elementos basicos de Mecanica Analitica

9.1 Ligaduras en sistemas fisicos. Definicién, propiedades y clasificacion.

9.2 Coordenadas y fuerzas generalizadas.

9.3 Principio de D’Alembert.

9.4 Ecuacion general de la dindmica para un sistema con ligaduras sin rozamiento.
9.5 Fuerzas, trabajo y energia en coordenadas generalizadas.

9.1. Ligaduras en sistemas fisicos. Definicién, propiedades y clasificacion.

Ya hemos visto que las ligaduras restringen los movimientos de un sistema. Matematicamente se expresan
como una relacion funcional entre las posiciones y velocidades de los puntos del sistema y el pardmetro
tiempo. Existen diversos criterios para clasificar las ligaduras, aqui consideraremos:

= Ligaduras holénomas: Son aquellas que conducen a problemas que pueden resolverse formalmente;
existe solucion general completa. En el caso de ligaduras no holénomas no existe un método general
para obtener las ecuaciones del movimiento.

Son holonomas las ligaduras geométricas, es decir aquellas que pueden expresarse mediante una
relacién funcional de las posiciones de las las particulas (y posiblemente el tiempo) de la forma
f(71,79,..., 7 Nn,t) = 0. Un ejemplo de ligadura geométrica es el sélido rigido, (7; — 7j)2 - c?j = 0.
El caso de una particula que se mueve ligada a una curva o una superficie es otro ejemplo de ligadura
geométrica, donde las ecuaciones de la curva o de la superficie actian como ecuaciones de ligadura. Sin
embargo, el problema de una particula que se mueve por el exterior de la superficie de una esfera de
radio a, donde la ligadura se expresarfa como una desigualdad, 72 — a? > 0, serfa un caso de ligadura
no holénoma.

Las ligaduras cinematicas, que se expresan como una relacion funcional de las velocidades y del tiempo,

ENRREN EN . . . <
f (7"1, Yo,..., T N,t) =0, son en general no holénomas; sin embargo aquellas que por integracién
conducen a una ligadura geométrica (cinemédticas integrables) son también ligaduras holénomas. Un
ejemplo de ligadura cinemaética integrable seria el caso de un circulo que rueda sin deslizar sobre una
recta, la ligadura seria que la velocidad del punto de contacto A es nula, v4 = vg —wr = 0 que puede
integrarse dando lugar a una relacién entre la coordenada del centro del circulo C' y el dngulo girado
¢, Toc =1 ¢ + cte.

= Esclerénomas y reénomas: Se clasifican asi atendiendo a su dependencia temporal. Si en la ecuacion de
ligadura aparece explicitamente el tiempo la denominaremos rednoma y en caso contrario esclerdnoma.

9.2. Coordenadas y fuerzas generalizadas.

Para un sistema con ligaduras los desplazamientos de sus particulas no son independientes y por tanto
las coordenadas utilizadas para definir la posicion del sistema tampoco lo son. Cuando todas las ligaduras
son holénomas (sistemas holénomos) la dependencia que existe entre las posiciones de los diferentes puntos
del sistema puede evitarse eligiendo unas nuevas coordenadas que sean independientes entre si. Definimos
entonces:

Coordenadas generalizadas: Conjunto de variables {qi,...,¢s} independientes entre si, que definen
univocamente la posicién del sistema, es decir, 7o = To(q1,---,¢s,t), siendo s el nimero de grados de
libertad (movimientos independientes) del sistema y « un indice que recorre el nimero N de particulas.
Para un sistema dado, la eleccién de las coordenadas generalizadas no es tnica. Asi, por ejemplo, en el caso
del péndulo doble existen dos ligaduras: 22 + 32 = (2 y (x5 — x1)% + (y2 — v1)? = £2, y cuatro coordenadas
cartesianas por lo que podrian elegirse 2 coordenadas independientes de miultiples formas y en diversas
combinaciones siendo todas ellas validas. En este caso lo mas cémodo es tomar los dos dngulos indicados en
la figura.
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De forma similar al desarrollo del principio del trabajo virtual que hicimos en el tema de equilibrio del
solido rigido, llamaremos desplazamiento virtual del sistema a un desplazamiento hipotético instantaneo y
compatible con las ligaduras, que se expresa como

07

—> o (e .

0T o = Z—aqj 0g;

7j=1
de manera que el trabajo virtual se puede escribir como:
N —>
W= Fo0Ta=)»_ Q;dg
)

donde

es la fuerza generalizada asociada a la coordenada generalizada g;. Notese que, en general (); no tiene
dimensiones de fuerza pero el producto Q); ¢; siempre tiene dimensiones de trabajo o energfa: ML2T—2.

9.3. Principio de D’Alembert.

El principio de D’Alembert es la extensién del principio del trabajo virtual a la dinamica. Partiendo de
la segunda ley de Newton para un sistema de particulas

Fa:?a, Vo

y separando las fuerzas aplicadas y las fuerzas de ligadura que actiian sobre la particula «, F a= F i}jh =+ ﬁa,
se tiene que:

Frlip B B =0, VYa

Si los enlaces son perfectos (sin rozamiento) las fuerzas de ligadura no trabajan y por lo tanto, la ecuacién
de trabajo virtual queda:

sw=%" (fgpn LB ;»a) ST = (z?gpli . ]—'fa> T =0, V0T, (9.18)

(e}

que se conoce por Principio de D’Alembert.

Segun este principio, un sistema esta en equilibrio dindamico bajo la accién de las fuerzas aplicadas més
las fuerzas de inercia ,—]_.)’a. Es un principio fundamental que proporciona una formulacién completa para
todos los problemas mecanicos. La ventaja de utilizar el principio de D’Alembert sobre la formulacién de
Newton es que tanto las fuerzas de ligadura como las fuerzas internas entre las particulas del sistema se
eliminan lo cual supone una gran ventaja en sistemas con varios grados de libertad en los que hay presentes
ligaduras.
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9.4. Ecuacién general de la dinamica para un sistema con ligaduras sin rozamiento.

La ecuacién 9.18 es dificil de resolver porque en general los desplazamientos virtuales de las particulas
no son independientes entre si. Cuando el sistema es holonomo puede elegirse un conjunto de coordenadas
generalizadas y reescribir cada uno de los términos que aparecen en términos de las coordenadas y las fuerzas
generalizadas:

Asi, el primer término, ya hemos visto que quedaria:

N
Y Fod7a=)Y Qidq (9.19)
a=1

El segundo término

=z

B P
= O =1 Oa;
(9.20)
0

Teniendo en cuenta que

. 7 07, . OF
Vo =Talgpdnt) =7 =3 aqaqj o
J

por tanto,

y el primer término de la ecuacién 9.20 queda

S (g 0T oy (7, D) (0T
p dt N ¢ (9(]]‘ N > dt «ne 8(]] _dt aqj

siendo

la energia cinética del sistema.
Teniendo en cuenta que las derivadas parciales cruzadas son iguales, en el otro sumando de la expre-
sién 9.20 puede hacerse el cambio,

d 07, 7, . 3 ?a - 0ra . 0?a 07,
( 0q; ) Z oq. 8q] 8t6q [Z aqk ot ] N 0q;
Entonces, la ecuacién 9.20 queda

N_» - d (0T oT
S peom =25 (5) - G- [ () -5

Finalmente la ecuacién 9.18 puede escribirse

oT oT
Q- ( ) " } 5q; = 0, ¥éq, 0.21
Zj: |: J 8q] aq] J J ( )
y dado que los dg; son independientes entre si, tenemos:
d (0T ) oT
— 5= —5—=Qj, Vg 9.22
t <(9qg' oq; T 922

que es la ecuacién del movimiento para la coordenada g; que recibe el nombre de ecuacion de Euler-Lagrange.
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9.5. Fuerzas, trabajo y energia en coordenadas generalizadas

La fuerza generalizada @);, asociada a la coordenada generalizada ¢; se obtiene como:
- 0T,
Q=Y Fa- 5t
Ea: 04
de manera que el trabajo en un desplazamiento infinitesimal es

S
dW = Q;dy;
j=1
y la potencia

S
dw .
P=—r= j; Q) 4j

El trabajo realizado sobre un sistema se emplea en cambiar su energia cinética, para un sistema holénomo

se tiene . . . .
T= 52"%73 = §ZZAjkdjdk+ §ZBj(jj+ 3¢
« i k J
donde
A Zm a?a 87”0
= Yla,
=T 0g; g
07, 0T,
Bi= Zmo‘c‘?iq-' ot
o j

2
o7
C= E My | ——
ot
(03
Si el sistema es ademads esclerénomo las funciones B; y C son cero y la energfa cinética es una funcién
cuadratica de las velocidades generalizadas.

Si las fuerzas aplicadas son conservativas, el trabajo es igual a menos la variacion de la energia potencial,

donde
V = V(?l, 7")2,..., ?a,...) = V(ql,QQ, . ,q]‘, e ,t)

y de nuevo la dependencia con el tiempo desaparece si el sistema es también esclerénomo.
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10. Formulaciéon de Lagrange

10.1 Ecuaciones de Lagrange.

10.2 Potenciales dependientes de la velocidad y funcién de disipacion.

10.3 Aplicaciones sencillas de la formulacién de Lagrange.

10.4 Constantes del movimiento. Teoremas de conservacion

10.5 Principio variacional de Hamilton. Aplicacién a la derivacion de las ecuaciones de Lagrange.
10.6 Funcién hamiltoniana.

10.7 Eliminacién de coordenadas ciclicas. Funcion de Routh.

10.1. Ecuaciones de Lagrange.

En el tema anterior hemos obtenido las ecuaciones del movimiento, ecuaciones de Fuler-Lagrange, para
cada una de las coordenadas generalizadas, ¢;.

d (oT\ oT |
4 (8%> -5 =i (10.23)

Sistemas conservativos

A continuacion veremos qué forma tienen esta ecuaciones en sistemas conservativos, es decir sistemas
— —
en los cuales Vo, F,=-V,V ,siendoV =V(71,7s,..., 7a,...) la energia potencial del sistema, una

funcion escalar que depende tinicamente de las posiciones de las particulas del sistema.

En un sistema conservativo las fuerzas generalizadas pueden escribirse (Q; = ——av, Si ademas el sis-
J Jq
J

tema es holénomo, las posiciones dependen de las coordenadas generalizadas y tal vez del tiempo, 7, =

Talqi,...,qs;t), pero no dependen de las velocidades ¢;; por tanto g—;; = 0 y podremos escribir

o, OV d(OV\ _d oT\ or
o 8qj dt (‘)q] a dt 8(]] (9qj

Haciendo . = T — V, las ecuaciones del movimiento pueden escribirse
d (0% 0L
— = ]—-—5—=0 j=1... 10.24
7 (o)~ =0 =t oz

Estas ecuaciones se denominan Fcuaciones de Lagrange y £ es la funcién lagrangiana del sistema.

Propiedades de la lagrangiana
= % es una funcién escalar que contiene toda la informacién sobre la evolucion temporal del sistema.
» L =2 (q5,45,1)

» La magnitud p; = %f, se denomina momento conjugado de la coordenada ¢;. En términos de los
J
momentos conjugados las ecuaciones de Lagrange, p; = ‘g—j“: = (), guardan una gran similitud con la

2 > 7
ecuacion de Newton p, = Fl,.

= Lagrangianas que conducen a las mismas ecuaciones del movimiento:
o &' = % + cte, lagrangianas que se diferencian en una constante. (Es lo mismo que le ocurre al
potencial)
o ¥ = cte Z, lagrangianas entre las que hay un factor constante.
o &' =%+ f(t), lagrangianas que se diferencian en una funcién que solo depende del tiempo.

o ¥ =%+ % [f(q,t)], lagrangianas que se diferencian en la derivada temporal de una funcién que
no depende de las velocidades. (Esta propiedad se conoce por invariancia Gauge).
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Sistemas no conservativos

Si el sistema es holénomo pero no conservativo separaremos las fuerzas que actiian sobre cada particula
— —
en la parte conservativa y la no conservativa, F, = FS + FN© 1o que conduce a dos términos en la fuerza
generalizada,
ov

Q=07 + Qi =5

+Qj°

obteniéndose unas ecuaciones

4 (9Z == =QNC j=1...5
dt \ 0g; 0q; J o
donde las fuerzas conservativas se incluyen dentro de la lagrangiana y las no conservativas se introducen
mediante las fuerzas generalizadas,
ano O
Q=2 FL
(03

8%‘

Sistemas no holénomos. Método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange

Si el sistema es no holénomo podemos elegir un conjunto de coordenadas {qi, ..., ¢s} que no seran todas
independientes ya que existiran ligaduras no integrables entre ellas. En estos casos todavia puede aplicarse

el principio de D’Alembert,
d (0T oT
S (5 ) — o — Q5| 645 =0, Vg, 10.2

J
pero los desplazamientos no seran independientes.
Existe un caso de ligaduras no holénomas para las que existe solucién general, es el caso de las ligaduras
lineales en las velocidades del tipo,

S
S agdtag=0,0=1,..,m (10.26)
j=1

siendo a;; = ai;(qi1,...,¢s,t) funciones de las coordenadas y del tiempo. En un desplazamiento virtual

(instantaneo, 0t = 0) estas ligaduras llevan a

S
Za4j5qj =0,4=1,...,m
j=1
de manera que multiplicando la ecuaciéon anterior para cada ligadura por un coeficiente \; y suméandolas
todas en la ecuacion 10.25 se tiene,

d (0% 0%
— == - Aeag; | 0g; =0, Vg,
zj: [dt (8%‘) aq]‘ %: £ é]] qj y VOgj
donde por comodidad hemos supuesto que el sistema es conservativo. Como hay s coordenadas y m ligaduras
podemos considerar que las coordenadas j = 1,...,s — m son independientes y para las m restantes elegir
los valores de los coeficientes Ay de manera que sean cero los términos que multiplican a los desplazamientos
de esas coordenadas. Entonces tendriamos

d (0% 0L .
i (8(]]) —%Z;/\gagj,] =1,...,s

que junto con las ecuaciones 10.26 de las ligaduras forma un sistema de s + m cuyas incognitas son las s
soluciones de las coordenadas g;(t) y los m valores de los coeficientes A;. Ademas, el término ), A¢ az; puede
interpretarse como la fuerza generalizada asociada con la ligadura,

li
Q) =2 May
¢

Este método puede emplearse para determinar las reacciones de las ligaduras hélonomas introduciendo
las que se deseen calcular como ligaduras.
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10.2. Potenciales dependientes de la velocidad y funcion de disipacion.

Las ecuaciones de Lagrange son vélidas para sistemas holénomos que no son conservativos pero donde
existe un potencial generalizado U = U (q, q,t) tal que

Q.__aiU_i_i aiU
7 aq]' dt aq]

de manera que haciendo . =T — U se cumplen las ecuaciones de Lagrange.
Este potencial generalizado permite tratar dentro del formalismo lagrangiano a sistemas que no son
conservativos en la formulacion de Newton. Ejemplos de fuerzas no conservativas que pueden obtenerse

de un potencial generalizado son la fuerza electromagnética F = q [E +TxB / c] o la fuerza de Coriolis

-

F=-2m®wx7uv.

Funcién de disipacién. La funcion de disipacion es una funcién escalar similar a un potencial generali-
zado que permite incluir en el formalismo lagrangiano cierto tipo de fuerzas de rozamiento. Las fuerzas de
rozamiento que se pueden describir por la funcién de disipacién son las de tipo viscoso a bajas velocidades
que son proporcionales a la diferencia de las velocidades de las particulas

FYC=2F
8

donde fgﬁ es la fuerza de rozamiento sobre la particula oo debida a la particula S,

_’R — —>
Pl o — (Fa - Tp)
que puede expresarse como

FEWX—(%» 5(“&‘“6)2
(6%

y conduce a una forma cuadratica de las velocidades que se conoce por funcion de disipacion de Rayleigh,
1
a _ = —> —>
7 - 2;;% To T

de la que se obtienen por derivacion las fuerzas,

”NC o 33?

“ 07,

Si las ligaduras no dependen del tiempo, las velocidades de las particulas se obtienen a partir de las veloci-
dades generalizadas y puede escribirse,

1 .
9:§ZZfij(Q1,-~-7qs)qz‘qg'
i

donde

_ OTa 075
figlqrs-oras) = chaﬂaiqi' g

Las fuerzas generalizadas se obtienen como,
P
QNC — _87/
J g

y las ecuaciones del movimiento quedarian,
i 0L _ 0¥ n 0.7
dt aq]' 8qj N
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10.3. Aplicaciones sencillas de la formulacién de Lagrange.

Las aplicaciones y ejemplos se haran dentro de las clases de problemas. Aqui solo resumiremos los pasos
a seguir para obtener las ecuaciones del movimiento que es véalido para todos los sistemas holénomos:

1°) Elegir las coordenadas generalizadas {qi,...,¢s}, tantas como grados de libertad tiene el sistema.

2°) Obtener la energia cinética y las fuerzas generalizadas (o el potencial) en funcién de las coordenadas y
sus derivadas.

3°) Escribir para cada coordenada la ecuacién de Lagragne.

10.4. Constantes del movimiento. Teoremas de conservacion
10.4.1. Constantes del movimiento

Las ecuaciones de Lagrange se pueden desarrollar como

d (0% 0L 2L . *L . Y 0
4 (02N 02 N[O L, 02 1 0L 02
dt \ 0¢; 0q; p 041,04; 0q1,04; o0tdq;  0q;
que son s ecuaciones diferenciales de 2° orden que tendran 2 s constantes de integracion. Cada una de estas
constantes de integracién puede verse como una funcién de las coordenadas y de las velocidades cuyo valor
permanece constante,

Ci(qi,- - 1qs,q1,---,Gs;t) =cte, i=1...2s

son las llamadas integrales primeras. El valor de estas constantes vendra determinado por las condiciones
iniciales. Algunas de estas constantes tienen un significado fisico muy claro y pueden obtenerse sin necesidad
del resolver el movimiento atendiendo a las simetrias del problema y permiten conocer las caracteristicas
principales del movimiento. Dentro de estas hay unas que tienen un significado maés profundo por estar
relacionadas con propiedades fundamentales del espacio-tiempo (homogeneidad e isotropia) dando lugar a
los teoremas de conservacion.

Ejemplo: constantes del movimiento del oscilador armoénico. Si llamamos x al desplazamiento
desde la posicién de equilibrio entonce la funcién lagrangiana queda ¥ = %mdeQ — %kazz y la ecuacién
del movimiento m# + kxz = 0 cuya solucién es z(t) = Acos(wt+ ) donde A y § son las contantes de
integraciéon mientras que w = \/k/m. Las constantes de integracién pueden escribirse como relaciones entres

la coordenada y sus derivadas,
A=2?+ (i/w)?

—I
0 = arctan <> — wt
wT

Tambien es constante del movimiento la energia

1 1
=T 4V = Jmi + ke’ = & (/0 +0%) = £ 47

10.4.2. Teoremas de conservacién. Coordenadas ciclicas

Veremos a continuacién los teoremas de conservaciéon asociados a las propiedades de homogeneidad
e isotropia del espacio-tiempo. Por comodidad consideraremos un sistema holénomo y en el que existe
potencial.

90



. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
= 730G03026, 730G05018 - Mecanica A. J. Lépez, A. Ramil

UNIVERSIDADE DA CORURNA Tema 10 Formulaciéon de Lagrange

Homogeneidad del tiempo, conservacién de la energia. FEn un sistema aislado, el estado del sistema
no puede depender de la eleccion del origen de tiempos, es decir, el tiempo es homogéneo. Por tanto, la funcion
lagrangiana no dependerd explicitamente del tiempo, £ = £ (q;, 4;), entonces,

0r L Az _[0% 0z 1 ~[0Zdi d (02) T _d
E dt_;[aq‘jqﬁaqjq]} Z[E)q] dt+dt<aqj)qﬂ] dt Zaq 6

de manera que

d 0.7
— — ¢ —Z| =0
dt - 8(]]'
J
y se obtiene una magnitud constante
0L
=25y 4
J
llamada funcion energia. Entonces el teorema de conservacion de la energia queda
0%
— =0 = h= = ctle
ot Z 8qj

Maés adelante veremos que esta magnitud da lugar a la funcién hamiltoniana. Ademads, en los sistemas
llamados naturales (holénomos, esclerénomos y conservativos) la funcién energia coincide con la energia
mecanica del sistema h =T + V = E. Otra forma de saber cuando A coincide con T+ V' es comprobando
que la energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades y el potencial depende tinicamente de
las coordenadas generalizadas.

Coordenadas ciclicas: son las g; para las que la lagrangiana depende de su velocidad pero no de la
propia coordenada, de manera que la ecuacién de Lagrange conduce a la conservacién momento conjugado,

0z

=0 = p-—aﬁ—cte
8qj J

8(]]‘
La conservacién del momento conjugado de una coordenada ciclica puede utilizarse para ilustrar los teoremas
de conservacién de la cantidad movimiento y del momento cinético.

Homogeneidad del espacio, conservacion de la cantidad de movimiento. El teorema de conserva-
cién de la cantidad de movimiento en la formulacién lagrangiana se expresa: si el sistema no cambia (y por
tanto .2 no cambia) al trasladarlo como un todo a lo largo de una direccion 1, la componente de la cantidad
de movimiento total sobre esa direccion se conserva. Para demostrarlo vamos a considerar que existe una
coordenada generalizada g; asociada con el desplazamiento del sistema en la direccién i, entonces

Talgj +dgj) = Ta(g;) + dg; 0
de manera que
0T o
aqj‘
Si el sistema no cambia al hacer esa traslacion, la coordenada g; seria ciclica por lo que se conserva el
momento conjugado

= u

0% oT 07, L O0Ta =
j A « a‘iZPo -1
Pi= B Za?a 4 za:m Ve g tot * 1

Noétese que la fuerza generalizada asociada con una coordenada de este tipo es la componente de la fuerza
en la direccién 1,
oV 07, -
—— —— = Fo-u
8q] Z 07 o 0g; Z @
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Isotropia del espacio, conservacién del momento cinético. El teorema de conservacién del momento
cinético en la formulacién lagrangiana dice: si el sistema no cambia (y por tanto .£ no cambia) al efectuar
una rotacién del sistema como un todo alrededor de un eje e, el momento cinético total respecto de ese eje
se conserva. Ahora consideraremos que existe una coordenada generalizada g; asociada con la rotacién del
sistema alrededor de un eje e, entonces tomando como origen un punto del eje,

Tolg; +dgj) = Tolg) +dgjé x 7y

de manera que

Procediendo de forma similar al caso anterior,
— N — ~ — — ~ K
pj = cle = E Ma Vo (8 X To)=6- E Ma (Ta X Ua) =6+ Lot
[0

Andlogamente la fuerza generalizada asociada con una coordenada de este tipo es el momento de la
fuerza respecto del eje e,

av - ~ —> A —> > A~ 7
Qi= =5, =2 Far@xTa) =63 TaxFazt-M=M,
J «

[0}

10.5. Principio variacional de Hamilton. Aplicacion a la derivacién de las ecuaciones
de Lagrange.

Como las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtuvieron a partir de las ecuaciones de Newton pueden
parecer un caso particular de estas, todo lo contrario, en realidad la formulacién lagrangiana permite una
mayor generalidad y es posible deducir todas las leyes de la mecdnica a partir de un unico principio, que
sustituiria a las leyes de Newton, y que hace posible su aplicacion incluso a sistemas no mecanicos.

Principio de Hamilton: Todo sistema mecénico esta caracterizado por una funcién lagrangiana & =
Z(q,q,t). El movimiento del sistema es tal que entre dos instantes de tiempo t = t; y t = tg sigue la
trayectoria que hace extremal (maxima o minima) la integral,

to
S= [ Zgqt)dt (10.27)

ty

Es decir, de todas las trayectorias posibles entre dos estados del sistema, q(t1) y q(t2), la que se sigue es la

que hace extremo la integral de la magnitud S que recibe el nombre de accién®.

q(12)

q(t1) -

1 té

Las ecuaciones de Lagrange pueden obtenerse del principio de Hamilton utilizando el cdlculo variacional.
Se trata de elegir el camino que hace extremo la integral y para ello la variacion de un camino a otro debe

SEl extremo es realmente un minimo ya que el maximo es infinito. Por ese motivo el principio de Hamilton también se conoce
por principio de minima accién

92



. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
<" 730G03026, 730G05018 - Mecanica A. J. Lépez, A. Ramil

UNIVERSIDADE DA CORURNA Tema 10 Formulaciéon de Lagrange

ser cero. Considerando por simplicidad que hay una unica coordenada ¢, si cambiamos la funcién ¢(t) por
q(t) + 0q(t) el cambio en la accién sera,

to t2
0S= [ ZL(q+0q,q+d¢,t)dt— [ L(q,q,t)dt

t1 t1

si 0q es infinitesimal en todo el intervalo ¢ € [t1, to],

to
55 — {83 0%

== g+ == 5| at
Jq - 9q q}

t1

como dq = d(dq)/dt, integrando por partes el segundo término,

0 1% 29Y d (0%

t1

y como la posicién inicial y final son fijas, dq(t1) = dq(t2) = 0, el primer término es cero. El camino que
hace extremal la accién cumple que 6.5 = 0, Vdq por lo que el integrando debe ser cero,

ox d (o2
dq dt \ 0¢

que es la ecuacién de Lagrange. Este calculo puede generalizarse al caso de que existan varias coordenadas.

La integral de la accién muestra claramente el origen de la invariancia Gauge que vimos al escribir las
lagrangianas que conducen a las mismas ecuaciones del movimiento, .’ = & + % [f(g,t)], conducen al
mismo extremo de la integral de la accién.

Aunque hemos supuesto que se trata de un sistema holénomo y conservativo, es posible extender el prin-
cipio de Hamilton a sistemas no conservativos (utilizando el trabajo no conservativo en lugar del potencial)
y no holénomos (método de los multiplicadores u otros).

Este tipo de principios integrales (en lugar de las ecuaciones diferenciales de las leyes de Newton) se
aplican en distintas partes de la fisica y junto con el cdlculo de variaciones tienen interés para resolver
distintos problemas dentro de la ingenieria ya que son una generalizacién del principio del trabajo virtual.

10.6. Funcién hamiltoniana.

En la mecédnica analitica existe una formulacién alternativa a la formulacién lagrangiana en la que en
lugar de utilizar las coordenadas generalizadas y sus velocidades se utilizan las coordenadas y los momentos
conjugados. Esto permite expresar las ecuaciones del movimiento de forma mas sencilla y utilizar cambios de
variables mucho mas generales en los que se mezclan coordenadas y momentos conjugados. Estos cambios se
utilizan para obtener constantes de movimiento con las que facilitar la integracién del movimiento. También
facilitan el estudio de la estabilidad y permiten profundizar y extender la mecédnica cldsica a otros sistemas
mas complejos.

Para sustituir en .Z las velocidades ¢; por los momentos conjugados p; = 0.%/0¢; de manera que no se
pierda informacién debe aplicarse la transformada de Legendre®,

ZL(45,45,t) —  H(qj,pj,t) = ij 4 —Z
J

donde 7 (q;, pj,t) se conoce por funcién hamiltoniana del sistema, y, al igual que la lagrangiana, contiene
toda la informacion del sistema.

SEs la misma transformacién que se utiliza en la termodindmica para cambiar de un potencial termodindmico a otro, por
ejemplo, de la energia interna U a la entalpia, H = U + pV donde p = —0U/dV.
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10.7. Ecuaciones de Hamilton.

Derivando ¢ (q;,p;,t) se obtienen las ecuaciones del movimiento,

o o0 o0

por otro lado

‘ ‘ ‘ ‘ 0. 0% 1 0
dt =d | Y pidi—L(q,d5t) | = (4 dp; + pjdis) — Z{&,.dqﬁ&q.dqﬂ' LT
- - . J J

J J J

sustituyendo la definicién de momento conjugado y las ecuaciones de Lagrange,

. . 0z
dt = Z [*pj dq]' + q; dpj] — ﬁ dt
J
y entonces,

(0 p,
0q; J
0 .
- =g, , j=1...s (10.28)
8pj qJ
o _ 0%

ot ot

las dos primeras son las ecuaciones del movimiento del momento conjugado p; y de la coordenada ¢; y se
denominan ecuaciones de Hamilton o ecuaciones canonicas.

Propiedades del hamiltoniano

= La derivada total de 7 respecto del tiempo coincide con la derivada parcial,

W _ [0 0K T DK i) 4 O O 9
dit ~ Za|og V7T op, | T e T LTI T LRIT g T T T T

J

de modo que si # no depende explicitamente del tiempo, entonces su derivada temporal es cero y se
obtiene el teorema de conservacién de la energia, 5 = cte.

= La diferencia entre la funcién energia h y el hamiltoniano 7 es que esta ultima tiene que expresarse
en funcién de las coordenadas y de los momentos conjugados y no pueden aparecer las velocidades.

= Aplicando de nuevo la transformacién de Legendre se recupera la funcién lagrangiana,

07 .
H(qj,pjt)  — ijw—%Zijqy’—jf:f
j J j

10.8. Eliminacion de coordenadas ciclicas. Funciéon de Routh.

Como ya hemos visto, las coordenadas ciclicas conducen a una ecuaciéon del movimiento que se expresa
mediante la constancia de su momento conjugado. En la funcién lagrangiana no aparecen la coordenadas
ciclicas pero si sus derivadas, mientras que en la formulacion hamiltoniana en lugar de las velocidades
aparecerian los momentos conjugados siendo constantes los que corresponden a las coordenadas ciclicas. Asi,
en la formulacién hamiltoniana las velocidades de las coordenadas ciclicas son sustituidas por constantes
y es como si el problema tuviese menos grados de libertad. Existe también la posibilidad de aplicar la
transformacion solamente a las coordenadas ciclicas y dejan sin transformar las no ciclicas. La funcién que
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se obtiene de esa manera se denomina funcion de Routh y se comporta como una lagrangiana para las
coordenadas no ciclicas y como una hamiltoniana para las ciclicas,
Si consideramos que las coordenadas ciclicas son q1, ..., ¢, vy las no ciclicas gp+1, - ., ¢s, entonces,

n
%(Cha---aQSapla--'7pnaq'rz+la'--;q$7t) == ijqj _g(fhy---,qS,QIy---qu,t)
7=1

y se cumple

( OX )
T:—pj:() = pj =cte
Coordenadas Ciclicas (j =1,...,n) : 8;]7’ o
apj 4
0@ _ oz
da.  Oa.

Coordenadas No Ciclicas (j =n+1,...,s): &2 8:;]” gﬁ — % <g%> =
Gx UL qj q;
0q; 0q;

ademas de
0% _ 0%
o ot

Como los momentos conjugados de las coordenadas ciclicas son constantes, un método para resolver el
movimiento de un sistema consiste en combinar las coordenadas para generar coordenadas ciclicas.
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11. Dinamica del sélido rigido con un eje fijo

11.1 Ecuaciones del movimiento de un sélido con un eje fijo.
11.2 Reacciones en los apoyos. Equilibrado estatico y dindmico.

11.1. Ecuaciones del movimiento de un sélido con un eje fijo.

Un sélido rigido con un eje fijo solamente tiene un grado de libertad, el giro alrededor del eje. La
coordenada generalizada serd el dngulo tomado en el plano normal al eje de giro ¢ = ¢. Desde el punto de
vista cinematico es un caso particular de movimiento plano en el que el E.I.R es fijo y coincide con el eje de
rotacion,

—> N A
W =we = ——=¢

Ecuaciones del movimiento. Tomando como origen un punto O del eje de giro,
— — —
Va=W X Tq

y la energia cinética seria

donde
1, :Zma (& x ?a)2 :Zmadi

es el momento de inercia para el eje de rotacién. La ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada ¢,

d (0T oT
— —_— _—— I b, =

dt <a¢> dp ~Le$ =0

y recordando que la fuerza generalizada asociada con el giro alrededor del eje es el par o momento de las
fuerzas respecto del eje, Q, = M, y entonces,

d
o _

Ie
dt

donde el par de las fuerzas aplicadas al eje es M, = &-)_ 7o X Fa y en el caso de que las fuerzas sean
conservativas M, = Q, = —0V/0p.

La ecuacién del movimiento también puede obtenerse utilizando el principio de liberacién (sustituyendo
ligaduras por reacciones) y aplicando luego las ecuaciones del movimiento del sélido rigido libre (movimiento
de traslacion de centro de masas y rotacion alrededor de un punto O del eje fijo),

dp =
i Fext
dt
dLO —
_ Mext
dt ©

donde dentro de las fuerzas y momentos externos estan incluidas las reacciones en el eje. En el caso del
sélido rigido la ecuacion de la cantidad de movimiento esta asociada con la traslacién del centro de masas
y la del momento cinético con la rotacién alrededor del centro de masas o de un punto fijo. En este caso el
unico grado de libertad esta asociado con la rotacion segun el eje fijo por lo que la ecuacién que determina
el movimiento es la componente segtin ese eje de la derivada del momento cinético

A dfo A Tfext _ ext
G'T—G‘Mo —Me

y como el vector unitario segin el eje no cambia,

d d d
@ = < (6lpéw) = - (Lw) =TI, =2
dt
obtenemos la misma ecuacién del movimiento, M = I, w.
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11.2. Reacciones en el eje de giro. Equilibrado estatico y dinamico.

Determinaremos las reacciones en los apoyos para el caso de un sélido rigido con un eje fijo alrededor del
cual gira con rotacién uniforme y en ausencia de fuerzas’. Tomamos un sistema cartesiano Ozyz solidario
con el sélido y en el que Oz coincide con el eje de giro. En ese caso, @ = wk con w = cte.

z

mm 5
&>

G
O

0

[l
Para el movimiento centro de masas, G, la velocidad U = & X T¢ y la aceleracién se obtiene de la

formula de Boure
—
7

Ux(ﬁx G)

— d_> — —
ag = va —l—wX?G:O-f—JXvG
dt oz

y entonces
—> —> —> =y -
mw X (WX 7Tag)=Ra+ Rp

— —
donde R4 y Rp son las reacciones en los apoyos.
Para el movimiento de rotacion,

fo:]\_jg‘t:O—A)xﬁA+O_B)x§B
utilizando de nuevo la férmula de Boure

Lo = £-o +wXLo:|O£+wXLO:0+wXLO
dt dt
TYZ

En este caso .
Lo =wk x (Ifzurfz?zj +I§)Zk) w=—T0u?*1 +19 ]

que no tiene componente segin el eje de giro (ya que w es constante). Por tanto se tiene un sistema con 5

ecuaciones y 6 incégnitas (las 3 componentes de las 2 reacciones),

—mw?ze = Ay + B, ( )

-mw?ye = A, + By ( )

0=A,+ B, (11.31)

—If,w* = +0AA, — OB B, (11.32)

—19 w?*=-0AA, +OBB, ( )

que permiten determinar las componentes de las reacciones perpendiculares al eje y solamente la suma de

las reacciones a lo largo del eje.

"Solamente se buscan las reacciones debidas al movimiento del cuerpo. Si hubiese fuerzas o momentos externos habria que
anadirlos en las ecuaciones de la cantidad de movimiento y del momento cinético.

98



. Escuela Politécnica Superior 14 de julio de 2017
v 730G03026, 730G05018 - Mecéanica A. J. Lépez, A. Ramil
UNIVERSIDADE DA CORURNA Tema 11 Dindmica del sélido rigido con un eje fijo

Equilibrado Estatico y Dindmico. Se dice que un sistema con eje fijo estd equilibrado cuando no
se producen reacciones en los apoyos (diferentes de las del peso). Las reacciones responden a dos efectos
diferentes, por una lado a la aceleracién del centro de masas y por otro a la derivada del momento cinético.
Para conseguir anular el primer efecto es condicion necesaria y suficiente que el centro de masas pertenezca
al eje de rotacion,

Equilibrado Estatico < zg=yg=0 <« G € Eje de rotacion

N
El segundo efecto se anula si el eje de giro es direccién principal de inercia de manera que Lg || & y se anula
la derivada,

Equilibrado Dindmico < IyOZ = I:EOZ =0 <« Eje de rotacién es direccién principal

Los nombres de estdtico y dindmico se deben a que en el primer caso se puede utilizar la fuerza peso
para detectar si el sistema esta equilibrado colocando el eje de giro horizontal y comprobando que el peso
no provoca ningin movimiento con independencia de la postura en la que se encuentre el cuerpo. Para
determinar si esta equilibrado dindamicamente hay que recurrir a provocar el giro y detectar los esfuerzos
sobre los apoyos.

El equilibrado de ejes es importante desde el punto de vista practico porque permite minimizar el
desgaste y la produccién de ruido y vibraciones en estos sistemas. Como se trata de hacer cero 4 ecuaciones,
anadiendo una tnica masa (3 grados de libertad) en general no podré conseguirse. Con dos masas (6 grados
de libertad) existen en principio infinitas posibilidades que se pueden reducir imponiendo ciertas condiciones
a las posiciones en las que se colocan las masas.

Asi, por ejemplo, se pueden fijar los valores de la coordenada z y la distancia al eje p de las masas,
dejando libres los valores de las masas y los valores del dngulo acimutal . (Este es el caso de las ruedas de
los automoéviles que se equilibran colocando unas pequenias masas con forma de grapa en el borde interior y
exterior de la llanta.)

Entonces,

mxg + mi p1 cos Y + ma pa cosya =0

myqg + mi p1 sen i + mg p2 sen e = 0
0]
I, —mq z1 p1 cOSp1 — M3 22 p2 cOs P2 = 0
0]
Iyz — M1 21 p1 SEN Y1 — Mo 22 P2 S€eN Yo = 0
cuya solucion es
Zomya + Ié)z

tan 1 = zomuzg + IS,
tan o = —ZlmyG—i_IZ?Z
zrmaxg+ IS,
my — zmuxg + IS,
(21 — 22) p1 cos 1
My — zlme+IIOz
(29 — 21) p2 COS P2
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12. Dinamica del sélido rigido con un punto fijo

12.1 Ecuaciones del movimiento de un sélido indeformable con un punto fijo. Cantidad de movi-
miento, momento cinético y energia cinética.

12.2 Aplicacién del teorema del momento cinético. Ecuaciones de Euler.

12.3 Integracion de las ecuaciones de Euler en ausencia de pares. Casos de elipsoide de revolucion
y elipsoide asimétrico.

12.4 Estabilidad de la rotacién alrededor de los ejes principales.

12.5 Movimiento de un sélido pesado alrededor de un punto fijo. Trompo de Lagrange.

Introduccién

El movimiento del sélido rigido con un punto fijo es un caso particular en el que existe un punto O cuya
velocidad permanece nula. En este caso el sélido tiene todos los grados de libertad asociados con la rotacion
y ninguno asociado con la traslacion por ello representa el movimiento general de rotaciéon de un sistema
indeformable. El movimiento general del sélido podria descomponerse en un movimiento de traslacién del
centro de masas y una rotacién alrededor de ese punto G que seria formalmente idéntica al movimiento
alrededor del punto fijo O (todas las ecuaciones siguen siendo validas cambiando O por G).

El movimiento con un punto fijo también se conoce por movimiento esférico ya que al permanecer
constante la distancia de cualquier punto P al punto fijo O hace que la trayectoria de este esta contenida en
una esfera de radio OP con centro en O. Al igual que en el movimiento plano, se puede reducir el movimiento
del sélido al de los puntos de esa superficie esférica.

12.1. Ecuaciones del movimiento de un sélido indeformable con un punto fijo. Cantidad
de movimiento, momento cinético y energia cinética.

Las ecuaciones del movimiento serian las asociadas a la rotacion alrededor de O,

dLo —
Tto =Mt (12.34)
siendo el momento cinético N
Lo=1p w

un vector que en general no es paralelo a @.
Si elegimos un sistema cartesiano inercial con origen en el punto fijo, Ozyz, el momento cinético seria

R Ips I:L‘y Iy, Wy
Lo= |Iey Iy ly:| |wy
I, Iyz I,. Wz

y al derivar esta expresion debe tenerse en cuenta que las componentes del tensor de inercia varfan con el
tiempo ya que la orientacion del cuerpo respecto del sistema de ejes fijo en el espacio también cambia. Eso
hace que la situacién sea muy diferente al del caso del movimiento plano donde la ecuaciéon de rotacion era
muy sencilla y tenfa la misma forma que las movimiento de traslacién del centro de masas.

La ecuacién 12.34 permite determinar &(¢). A partir de & es posible determinar por integracién la
posicion del sélido utilizando, por ejemplo, los angulos de Fuler. Debe notarse sin embargo que, a diferencia
con el caso del movimiento plano, el vector rotacién @ no es en general la derivada de ningin otro vector,

d -
T4 LR
ERger

=

Para demostrarlo basta suponer que si existe el vector A deberia poder expresarse en funcién de los angulos
—

de Euler ya que estos determinan la orientacién del sélido, A (4,6, ). Para demostrar que tal vector no

existe basta con derivar cualquiera de sus componentes y comparar con las derivadas de &,

OMs 5 OAs
9 ap ¥

Wy =

d . oA, .

—Ax . — xr

7 = 0 cosy+ ¢ sensenf 90 P+ 3
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que claramente no puede darse, basta comprobar que la derivada cruzada no coincide

OA,

og — oosv L A , H2A,

301\3: — senpsen 0 dpdl "~ 900y
v

El hecho de que el vector @ no sea un funcién integrable hace que se le llame vector rotacion para distinguirlo
de la velocidad angular que es siempre la derivada de un angulo respecto del tiempo.

En el movimiento esférico todas las magnitudes dindmicas del sélido se pueden expresar en funcién de
W, asi, la cantidad de movimiento

ﬁ:m?G:mwX?G
la energia cinética
| 1
T:fm(wxrg)Q—i—waGw
2 2
o desde el punto fijo
1 1 =
T=-Glod==-&-L
sWlow=3w Lo

El desplazamiento infinitesimal serfa, d7, = Vo dt = & X T dt, por lo que el trabajo quedaria,

AW = dT = M- @ dt

12.2. Aplicacion del teorema del momento cinético. Ecuaciones de Euler.

Sea Ozyz un sistema de referencia fijo (inercial) que llamaremos espacio y consideremos otro sistema
de referencia Ox1xoxs que se mueva con el sélido y cuyos ejes coincidan con las direcciones principales,
le llamaremos cuerpo. En este sistema de referencia el tensor de inercia es diagonal y sus componentes no
cambian con el tiempo

I 0 0
lo]=10 I 0
0 0 I3

En este sistema de referencia el momento cinético se expresa como:

o
Lo = Lwity + Iowatis + [3wsts

dLo\  (dLo L
(%e) -(%e) soxio
fijo movil

que igualada al momento de las fuerzas da lugar a un sistema de tres ecuaciones diferenciales

y su derivada viene dada por

Ly + (13 — Iz)wgw:g =M
Irwy + (11 — 13)W1W3 = M,
I3 + (Ia — I1)wiws = M3

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de Euler y permiten determinar la evolucién temporal de &
respecto de los ejes moviles conocidas las componentes My, Ms v Ms de los momentos aplicados.
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12.3. Integracién de las ecuaciones de Euler en ausencia de pares. Casos de elipsoide
de revolucién y elipsoide asimétrico.

Comenzamos resolviendo el caso mas sencillo, Mp = 0, es decir, movimiento en ausencia de pares que
también se conoce por movimiento por inercia, ya que seria el movimiento que haria el sélido aislado en
ausencia de fuerzas aplicadas. Las ecuaciones de Euler quedan,

T + (13 — IQ)WQWg =0
Iows + (Il — 13)W1W3 =0
I3ws + (12 — Il)wlwg =0

y existen dos constantes del movimiento

%
fo = cte
T = cte

que nos van a permitir expresar dos de las componentes de & en funcién de la tercera, reduciendo de este
modo la resolucién de las ecuaciones de Euler a una mtegral

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que si Lo = cfe, lo serdn cada una de sus componentes en el
sistema fijo L;, Ly, L., no asi sus componentes en el sistema mévil Ly, Lo, Lz. Dado que LO LO es un
escalar y no depende de la orientacién de la base, tomamos como constantes

L? Ilwl +13 §+13w3

Caso con el elipsoide de inercia esférico.

El elipsoide de inercia es una esfera si los tres momentos principales son iguales, I = I = I3. En este
caso el momento cinético y la rotacion son siempre paralelos y la conservacion del momento cinético lleva a
que la rotacién también es constante. El movimiento serd por tanto una rotaciéon uniforme w = cte alrededor
de una direccion fija.

Caso con el elipsoide de inercia de revolucién.

Suponiendo que el eje de simetria del elipsoide sea el eje 3, entonces, Iy = Iy # I3 y las ecuaciones de
Euler quedan,
Lot + (Is — I1)waws =0
Lwy + (I1 — Is)wiws =0
Isws =0
La tercera ecuacién nos dice que la componente 3 de la rotacién permanece constante, ws = cte. Las otras
dos forman un sistema que puede resolverse facilmente si se escriben en la forma

w1+ Qwy =0
d)g—ﬂwlzo

donde Q = w3(I3 — I1)/I; es una constante. Derivando la primera y sustituyendo en ella la segunda,

601+Q2w1 =0

que es la ecuacién de una oscilacién arménica, wy(t) = A cos(2t+ ). Despejando wo de la primera ecuacién
del sistema se tiene wy(t) = —w1/Q = A sen(2t + §). Finalmente,

—

W(t) = A [cos(Qt +6) Gy +sen(Qt + 9) Go] + w3 U3

es un vector de modulo constante que gira alrededor del eje Ox3 con velocidad angular constante 2.
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Para describir el movimiento del cuerpo nos fijamos en que el movimiento del sistema Ozjzoxs es el
mismo que el del cuerpo; el EIR es la recta que pasa por el _punto fijo O y tiene la direccién de &J; eligiendo
el eje Oz del sistema fijo en el espacio segun la direccion Lo, que en ese sistema permanece constante, el
movimiento del momento cinético en el sistema movil nos permitird obtener el del cuerpo en el sistema fijo
en el espacio.

En el sistema cuerpo tenemos,

Lo=NLA [cos(Q2t 4 6) iy + sen(Q2t + 0) Ga] + I3 w3 U3
que realiza el mismo movimiento que la rotacién alrededor del eje Ox3, manteniéndose en un mismo plano

s
i3, @ y Lo. Al mantenerse ademas constantes los angulos que forma el EIR con el eje Ox3 y con el eje Oz,
los axoides moévil y fijo son dos conos de revolucion con vértice en O.

X2

Q0

X1

Se dan dos situaciones que estéan relacionadas con la forma del elipsoide de inercia: si I1 = I» > I3 el eje
polar es mayor que el didmetro ecuatorial y se dice que el elipsoide es prolato (tiene forma de pepino o de
balén de rugby) y si I1 = I < I3 el eje polar es menor que el didmetro ecuatorial y el elipsoide es oblato
(tiene forma de naranja).

I1=I2>I3

I1=I2<I3

Si I > I3 el vector rotacién estd en medio de Oxs y Oz y los axoides ruedan sin deslizar uno por el
exterior del otro. La velocidad angular €2 tiene el signo contrario de w3 y al pasar al sistema fijo el movimiento
de & y de Oz3 se invierte y acaba teniendo el mismo sentido que w3, se denomina precesion directa.
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Precesion Directa (I1>13)
“ E.LR.

/ x3

E.LR.

Q
>
AM.

0

Si por el contrario I; < I3 es Oz el que estd en medio de Oz3 y &, en el sistema del cuerpo el axoide fijo
rueda por el interior del fijo. Cambiando al sistema espacio es el axoide mdvil el que rueda por el exterior
del fijo en sentido contrario a € y por tanto en sentido contrario a ws, se denomina precesion retrograda.

Precesidn Retrograda (I1<I3)

X3 AF. /Z A.F.

E.LR.

Angulos de Euler. Para determinar el movimiento final del cuerpo obtendremos los angulos de Euler. El
angulo de nutacion es el que forman Ox3 y Oz y puede determinarse facilmente con la tercera componente
del momento cinético,

I
Ly =1I3w3=Lcos = 0O =arccos < 3;3> = cte
La componente 1 nos permite obtener la rotacion de precesion ya que 6= 0,
. . L L
Ly =Lw =1LvYsinfsinp = Lsenflseny = 1= 7= cte = Y =19(0)+ I—t
1

1
La rotacion propia también es constante y se obtiene de la componente 3,

. L . I —1I
Ly =1Isws =13 (¢+¢cos€> =Lcos = ¢= (I —1/1) cosf = 1[ & w3 = cte
3 1
que es igual pero opuesta a la precesién del EIR vista en el sistema movil, ¢ = —€.
<E.LR.

Sy
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Caso general: elipsoide de inercia asimétrico

Considerando el caso mas general en que los tres momentos de inercia son distintos y redefiniendo los
ejes principales de manera que I; > Iy > I3, se tienen dos ecuaciones

oTI — L? = Ir(I) — Iy)w3 + I3(I1 — I3)w3 >0
L? —2T1I3 = I (I} — I3)w? + Ir(Is — I3)w3 > 0

que permiten expresar wy y ws en funcién de wo:

2T11 — L2 — IZ(Il — Ig)w%

2
Wa =
3 I3(I — I3)
W= L? —2TI3 — Ir(Ir — I3)w3
LI —I3)

Asi, la segunda ecuaciéon de Euler se reduce a:

dWQ -4 \/QTII - L2 - 12(11 - IQ)W%\/LQ — 2T13 — IQ(IQ — Ig)wg

dt I T I3

que conduce a una integral eliptica y permite obtener wy = wa(t) y con ello w; = wi(t) vy ws = ws(t).

Angulos de Euler. Una vez conocida & (t) en los ejes principales pueden obtenerse los dngulos de Euler,

para ello elegiremos la orientacion del sistema fijo en el espacio de manera que el eje Oz coincida con la
—

direccién del momento cinético Lo que no varia con el tiempo. Asi,

Lo = Lk = Lwyiy + Lwsily + Tawsiis
y aplicando la matriz de transformacién del sistema espacio al cuerpo,

L1 =1w; = Lsenfsenyp
Lo = Ioswy = Lsen®cosp
Lg = Igbdg = Lcosf

de donde
0— 3 I3 ws(t)
= arccos — = arc cos I
L Ly wi(t
(p = arctan L — arctan 171()

L2 I 2 W9 (t)
Para determinar el angulo de precesién utilizamos la expresién de la rotacién de precesion en funcién de las

componentes de la rotacién en el sistema movil,

1/-} _ wising +wycosp Ilw% + Izw%
a sen f n I%w% + I%w%

que una vez integrada nos proporciona (t).

Estabilidad de la rotacién alrededor de los ejes principales.

Si la rotacién coincide con una de las direcciones principales, el momento cinético y la rotacién son
paralelas y la conservacién del momento cinético lleva a que la rotaciéon se mantiene constante y por eso a
los ejes principales se les llama también ejes permanentes. Si hacemos que & se separe ligeramente de una
de las direcciones principales puede ocurrir que la rotacién se mantenga proxima a la direccién principal o
que inicie un movimiento en el que se aleja rdpidamente de la direccién inicial, en el primer caso diremos
que la rotaciéon permanente es estable y en el segundo que es inestable.
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Este resultado se puede obtener con las ecuaciones de Euler considerando que en las proximidades de
un eje principal la componente de la rotacion segun ese eje va a ser mucho mayor que las otras dos. Asi,
considerando un sélido tal que I > Is > I3, y analizando el caso de rotacién préxima al eje 1, wi > wo, ws,
entonces,

L + (Ig — Iz)wgwg =0 = w;~cte

I — I3)w
Igcbg—{—(fl —13)W1W3 =0 = d)z—l-(ljg)lw?, =0
2
I — I
I3ws + (Iz — Il)w1w2 =0 = w3-— (1[2)0¢)1w2 =0
3

las dos ultimas pueden escribirse en la misma forma,
W+ Cwp=0 k=23

donde la constante C
(h—IL)(h— 1) ,

O —
1213 1

>0

es en este caso positiva lo que nos indica que la solucién de las componentes 2 y 3 son armoénicas y se
mantendran siempre en valores pequenos.
En cambio, para el eje mediano, 2, el mismo procedimiento nos llevaria a una constante B negativa,

(I = I3)(I2a —I1) o
1,11_3 (A)Q < O

B =

v la solucién seria una combinacién de exponenciales crecientes y decrecientes con lo que la rotacién termi-
naria alejandose del eje 2, demostrando que la rotacién alrededor del eje mediano es inestable.

Este resultado se conoce por el teorema de la raqueta de tenis (Antonio Ranada, Dindmica Clésica, p.
458) y demuestra el hecho de que una raqueta de tenis puede hacerse girar ficilmente a lo largo del eje del
mango (1) o en el plano de la pala (3) pero muy dificilmente alrededor del eje (2) normal a los dos anteriores.
Los valores aproximados de los momentos principales para una raqueta de tenis son I; =~ 0,15 x 1072 kgm?,
Iy~ 149 x 102 kgm? e I3 ~ I} + Is.

3) 3)

(1)
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12.4. Movimiento de un sélido pesado alrededor de un punto fijo. Trompo de Lagrange.

El movimiento esférico de un cuerpo sometido al par de su peso no es en general un problema integrable.
Existen solamente unos casos especiales en los que puede obtenerse la solucién con ayuda de ciertas constantes
del movimiento asociadas a sus simetrias.

El caso que estudiaremos se conoce por trompo de Lagrange y consiste en un sélido con simetria de
revolucion que se mueve bajo el par de su propio peso alrededor de un punto fijo O, de su eje de simetria,
que no coincida con G. Si G coincide con O tendriamos el movimiento por inercia ya estudiado y que se
conoce también por trompo de Euler.

El trompo de Lagrange es también un buen ejemplo de la aplicacién de las ecuaciones de la mecanica
analitica y por ello las aplicaremos al maximo de manera que podamos ver su potencialidad.

Las dos hipdtesis que simplifican el problema son:

1. Sélido con simetria de revolucién.

a) El eje de simetria es principal y cualesquiera dos ejes perpendiculares también son principales y
sus momentos de inercia iguales.

b) El centro de masas G estd sobre el eje de simetria.
2. El punto fijo pertenece al eje de simetria.

Estas simetrias hacen que el sistema no cambie si lo giramos alrededor del eje de simetria del cuerpo o
alrededor de la vertical. Tomando un sistema de referencia fijo, Oxzyz con el eje Oz vertical y un sistema
movil Oxxoxs tal que Oxs coincida con el eje de simetria del trompo, se tiene que [1 = [y # I3.

Expresando la orientacién del slido mediante los dngulos de Euler (v, 6, ¢) la rotacién & en funcién de
las rotaciones de Euler queda

&=k +00,+¢is

Figura 2: Trompo de Lagrange con los dngulos y las rotaciones de Euler.

Ecuaciones de Lagrange

Las simetria del problema para el eje Oz hace que la coordenada v (dngulo de precesién) sea ciclica,
y lo mismo ocurre con el eje del trompo Oxs y la coordenada ¢ (dngulo de rotacién propia). Para la
dltima coordenada € (dngulo de nutacién) no hay ninguna simetria pero puede integrase utilizando la
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conservacion de la energia que esta asociada a que el problema no depende de la elecciéon del origen de
tiempos. Obtendremos el valor de las tres constantes a partir de la funcién lagrangiana.
Como es un sélido con un punto fijo y la unica fuerza que trabaja es el peso,

L =T-V = %@’Ioﬁ—mgzc; = % [ (w%—l—w%) +13w§] —mgzag

utilizando como coordenadas los dngulos de Euler y llamado ¢ = OG a la distancia entre el centro de masas
y el punto fijo,
zqg =¥ cosf

y las componentes del vector rotacién en ejes principales
W= (&sen@sencp + écosgo,d}senﬁcosap — ésengo,q/}COSH + c;'a)

de manera que
1 ) . ) 2
K = 3 [Il (02 + 12 senQH) + I3 <¢COSH+@> } —mg¥l cosb
Vemos pues que las coordenadas ¢ y ¢ son ciclicas y las constantes del movimiento asociadas son las

componentes del momento cinético segun los ejes Oz y Oxs respectivamente,

%:0 = pw:Iup'senQH —i—Ig(i,bcosH—l—gb)cosH:cte:Lz
oY

0L ; .

%:0 = p¢:I3<¢cosﬁ+tp>—cte—L3

La tercera constante del movimiento es del tipo energia (el lagrangiano no depende explicitamente del
tiempo) que en este caso coincide con la suma de la energia cinética y el potencial porque es un sistema
natural (holénomo y esclerénomo),

0L :
S =0 = hzzj:quj—gzctezTJrsz

donde ) 9
E = 5 [11 <92+1/}2 senQH) + I3 (¢COS€+¢7) } +mgl cosf

Problema unidimensional equivalente

La constantes del movimiento asociadas a las coordenadas ciclicas nos permiten eliminarlas de la expre-
sién de la energia y obtener una ecuacién en la que solamente aparecen la coordenada no ciclica (angulo de
nutacién) y constantes. Despejando la velocidad podremos reducir el problema a una integracién, vedmoslo.

Para despejar la velocidades de precesién y rotacién propia de las constantes L, y Ls nos fijamos en que

(¢ cosf + <p) = w3 = L3 /I3, por tanto,

. L, — Lscosf .
= = 0
¥ I sen? 6 ¥(0)
. L3 L,— Lgcosf .
14 I I sen? 6 o #(0)
y sustituyendo en la expresién de la energia
1 ., (L,— L3cosf)? L3
+ cte 1 + 57, sen2 0 + mgl cos +213

Asi, definiendo el potencial efectivo:

(L, — L3cosf)?

Vet(0) = mgl cos 6 + 57, sen? 0
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y eliminado el término constante de la energia mediante un cambio de origen,

! L% 1 )2
E:E—ﬂ?ﬂm:§h0+ﬂw)

se tiene,

. 0(t)
b=\ v =G = = o
1 00) /F[E = Ves(0)]

que conduce a una integral eliptica.

La solucién para el movimiento de nutacién @ = 6(t) permite obtener las rotaciones de Euler (t) y
$(t) que nuevamente integradas permiten obtener ©(t) y ¢(t) con lo que el problema dindmico estaria
formalmente resuelto.

Clasificacion de los movimientos

Se pueden obtener las caracteristicas mas relevantes del movimiento sin necesidad de realizar las inte-
graciones, analizando el potencial efectivo.
Para L, # L3 el potencial efectivo tiene dos asintotas verticales en # = 0y 8 = 7 y un minimo en 6§ = 6.

Potencial efectivo del trompo de Lagrange
4 .

V_(6) / (mg))

O 1
/2
0 91 ne 90 92 T

Si la energfa coincide con el minimo del potencial efectivo £/ = V,¢(6p), se tiene que el &ngulo de nutacién
es constante y con él la rotacion propia y la rotacion de precesion. El movimiento consiste en una precesion
uniforme del eje del trompo que describe un cono circular. Este caso se conoce por precesion estacionaria y
volveremos sobre él mas adelante.

Para E' > Vi¢(0y), la ecuacién E' = Vig(6) tiene dos raices 61 y 62 que limitan la inclinacién del eje de
simetria con la vertical,

01 <0 <06

estos puntos de retroceso se llaman dngulos absidales. Se tiene para la coordenada € un movimiento unidi-
mensional y acotado y por lo tanto periédico. Si el angulo 0 oscila, también lo hara la precesiéon que ademas
puede cambiar de signo cuando

L

0 =03 =arccos — y 0 <03<6
Ls
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(@ (b)

Figura 3: Representacién de diferentes movimientos del trompo: (a) 63 < 0y, (b) 63 =61 y (c) 61 < 03 < 03

Se suele representar el movimiento trazando la curva que describe la interseccion del eje del trompo con
una esfera de radio unidad centrada en el punto fijo O, como se muestra en la figura 3.

En el caso (a) el dngulo al que se anula la precesiéon (linea roja) estd fuera de la regién en la que se
realiza el movimiento (entre las lineas verdes) y por tanto la precesién nunca cambia de signo, aumenta
y disminuye pero sin llegar a anularse. En el caso (b) la precesién se anula en el valor absidal menor y
aparecen las cuspides. En el caso (c) el valor al que se anula la precesién esta dentro de la regién en la que
se realiza el movimiento dando lugar a dos zonas una con precesién negativa y otra con precesion positiva.
La trayectoria sobre la esfera realiza unos rizos pero con un valor neto distinto de cero lo que hace que el
eje del trompo termine girando alrededor de la vertical.

Funcién de Hamilton y funcién de Routh

Para eliminar las coordenadas ciclicas podriamos haber usado tanto la funcién de Hamilton como la
funcién de Routh. Asi para la primera tenemos que la coordenada no ciclica,
0% .
00
y entonces, para obtener la funcién de Hamilton tenemos que sustituir las velocidades por sus momentos
conjugados en la funcién energia h =T 4V,

¢_LZ—L3(JOSO
~ Isen2d
. Ls LZ_L3COSGCOSQ
= I3 I;sen2 0
y _ Po
0==—
I
de manera que se obtiene
2 2 2 2 2
L,—L 0 L L
%—p—e—i—(’z 3 cos ) +—3+mg€c089:&+—3+vef(9)
20 213

N 2]1 2[1 sen20 2[3

cuyo valor permanece constante, 5 = cte = E, y permite integrar el movimiento.
De forma similar, la funcién de Routh seria,

. . . 2 1 . 12
R =pypp+ppp— L =1¢%sen 0 + I (¢cos0+¢) - %= —51102+ﬁ+vef(0)
3
Prescindiendo del término constante L3/(2I3) que puede ser afiadido al potencial efectivo, la diferencia
entre la funcién de Hamilton y la de Routh es el signo de la energia cinética de la coordenada de nutacion,
positiva para la de Hamilton (como corresponde a 5 = T + V') y negativa para la funcién de Routh (que
es una lagrangiana para la coordenada no ciclica).
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Ecuacién del movimiento de nutacion

Las ecuaciones candnicas para la coordenada no ciclica serian,

) __&%”__dVef_m Esen&—(LZ_L:SCOSQ)(L?’_LZCOSG)
Po=""90 = ap ~ "7 T; sen®0
ops I

que conducirian a la ecuaciéon del movimiento de nutacién,

(L, — Lz cosf) (Ls — L, cos®)

12.35
I, sen3 ( )

L6 =mgl senf —

Esta misma ecuacién se obtiene con la funcién de Routh,

d(&%’) &%_0 i(_hé)_dVef

a\ad) 0960  ~ at o
de donde dV, (L L 0) (L L 0)
Ié:— ef _ ) 0 — z — L3 COS 3 — Lz COS
! do mge s I sen3 0

Para estudiar el movimiento de nutacién se suele hacer el cambio de variable u = cosf (como 6 € [0, 7],
u € [—1,41]) y se definen las constantes a = Lz/I1, b = Ls/I1, « = 2E'/I1 y 8 = 2mgl/I; de manera que
la ecuacion diferencial del movimiento de nutacién queda,

il(l—u2)+uu2+g(l—uQ)z—(b—au)(a—bu):O

Podemos reducir un orden la ecuacién diferencial si utilizamos el problema unidimensional equivalente
sustituyendo el angulo de nutacién por la variable u,

1 a? (a — bu)?
Bl—u2+u+ﬂ(1—u2)

1. o

que puede escribirse como %? = f(u) donde
flu) = (a—Bu) (1 —u?) — (a—bu)

que es un polinomio ciibico en el que una de las raices, us, es siempre mayor que +1. Las otras dos raices
son reales y definen los puntos de retroceso (u; = cosfly y us = cosby).

5
4t i
sl i
ol i
il i
s by
S o
2 B n |
ol ]
3t |
s i
B 1 05 0 05 1 15 2
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La solucién del movimiento se obtendria de la integral

/u(t) du
t =
u(©0) / f(u)

y conocida la solucién u(t) = cos(é(t)) se pueden integrar los otros dos angulos,

@_a—bu dﬁ—éa—a_buu
bt 1-w2 Y at BT 1—w2

10

40

30
= 20
10

Condicién de precesion estacionaria

Determinaremos ahora las condiciones en que se da el movimiento de precesién estacionaria. Se llama
asi al caso en el que el trompo se mueve manteniendo el dngulo de nutaciéon constante de manera que las
rotaciones de prescesion y rotacién propia son también uniformes. Para que esto ocurra la energia debe
coincidir con el minimo del potencial efectivo y por tanto, # = 6y, donde

dVes
do

L.,—L 0o) (Ls — L cos
=0 = mg@sen@o—( 3 cosbo) (L cos o)

=0
0o I sen3 6y

Sustituyendo las constantes del movimiento por su relaciéon con los angulos de Euler, se obtiene,
{(II —I3) 2 cosby — I3 pip + mgﬂ} senfy =0

Olviddndonos del los casos en los que el trompo estéd en equilibrio vertical (# =0 6 6 = 7), la condicién de
precesién estacionaria ) _
(Iy — I3) cosOg ¥ — I3 pp +mgl =0

es una ecuacién de segundo grado en la precesién y tendra dos soluciones,

b= Isp++/(I39)2 —4mgl (I — I3) cosby
2(I; — I3) cos by

siempre que se cumpla

. dmgl (I, — I3) cos By
¢° > i
3
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13. Pequenas oscilaciones alrededor del equilibrio

13.1 Pequenas oscilaciones alrededor de posiciones de equilibrio.

13.2 Determinacién de frecuencias naturales y modos de oscilacion.

13.3 Caracterizaciéon del movimiento segin los distintos modos de oscilacion. Estabilidad del
movimiento.

13.4 Respuesta temporal del sistema ante fuerzas aplicadas. Vibraciones en maquinas como os-
cilaciones forzadas.

Las pequenas oscilaciones alrededor de una posicién de equilibrio son uno de los ejemplos mas bellos de
la potencia de los métodos analiticos de la mecanica, a la vez que sirven de base para el estudio de otros
problemas de gran importancia como la Fisica del Estado Sélido, Vibraciones Mecanicas, Estabilidad de
Estructuras, Circuitos Eléctricos Acoplados, etc.

13.1. Pequenas oscilaciones alrededor de posiciones de equilibrio.

Las oscilaciones de cualquier sistema por complejo que sea pueden estudiarse siguiendo un procedimiento
general que surge de la simplificacién de que los movimientos sean pequenos. Para mayor claridad aplicaremos
el método primero a un sistema con 1 grado de libertad y luego lo extenderemos a sistemas con N grados
de libertad.

Oscilaciones libres en un sistema con 1 grado de libertad.

Consideremos un sistema conservativo, holénomo y esclerénomo cuya posicion viene determinada por
una unica coordenada ¢. Si el potencial V' = V(g) tiene un minimo en ¢ = o se cumple,

(i), ="
g / 4,
d?v
(Ge) >0
Aq= / 4,

de manera que para posiciones préximas al equilibrio ¢ = gg podemos desarrollar el potencial es serie de
potencias,
1 [(d*V

Vi =Vl + (G ) -w)ty (%) @-a = Cret jhla )

siendo k = (dQV/ dq2)q0 una constante positiva. Utilizando como coordenada el desplazamiento desde la

posicién de equilibrio, £ = g — qg, el potencial quedaria

que tiene la misma forma que el potencial eldstico de un muelle de rigidez k siendo = el alargamiento.
Desde el punto de vista del potencial lo que estamos haciendo es aproximarlo alrededor del minimo por una
parabola con la misma curvatura.

Vig)

q0 q
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La energia cinética también se expresa en funcion de ¢ y su derivada ya que para cualquier particula del
sistema?, = T 4(q) y entonces

1 1 074\ 2 1
_ =2 _ + « 2 1 .9
2—2% mava—2§ ma<0q> q—2f(q)q

[e%

es una funcion cuadratica de la velocidad generalizada. Para valores proximos a la posicién de equilibrio
podemos aproximar f(q) =~ f(qo) que es una constante positiva ya que T' > 0 si ¢ # 0. Llamando m = f(qo)
y teniendo en cuenta que = = ¢,
T~ -mi?
2

El lagrangiano del sistema se aproximaria por

1 1
L=T—-Vnr~-mi’>—-ka’
2 2
que tiene la misma forma que el de una masa m moviéndose sobre una linea recta y unida a un muelle
de rigidez k, siendo x la separacién desde la posicion de equilibrio, es decir, el lagrangiano de un oscilador
armonico.

X
m
oo [
Sl e M
q
La ecuacion del movimiento sera,
mi+kx=0

y su solucion
x(t) =q(t) — qo = A cos(wt +9)

donde w = /k/m es la frecuencia de las oscilaciones, A la amplitud y ¢ la fase inicial. N6tese que A y

0 dependen de las condiciones iniciales (z(0) = Acosd, #(0) = —Awsind) mientras que w no y su valor

depende de las propiedades del sistema. Adema&s como k y m son positivas w es siempre un nimero real.
Si tomamos como ejemplo el péndulo formado por una masa puntual,

1 )
L=T-V= §m€202 +mg/lcost
el potencial tiene un minimo para 6y = 0 y la segunda derivada en el equilibrio nos darfa la constante

>V
keq = <> =mglcosfy =mgl
4 dn? 9

De forma similar para la energia cinética
d’T
Meq = <2> = m (>
doz /g,
de manera que la frecuencia propia resulta
we | Fea _ [mal _ Jg
Meq m 0?2 14

que coincide con el valor que obtuvimos en la aproximacién de dngulos pequenos.
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13.1.1. Oscilaciones libres en un sistema con N grado de libertad.

Extenderemos el proceso anterior para un sistema conservativo, holénomo y esclerénomo con N grados
de libertad, g1, ...qn. En la posicién de equilibrio el potencial es estacionario:

B ov
0q;

=0,i=1,...,N

Vigi,....qn) = Q;= =
0

Desarrollando el potencial alrededor del equilibrio se tiene una constante, el término lineal seria nulo y
el primer término significativo seria el cuadrético,

N
1
Vg, ran) =Vo+0+ > kij (e —df) (45— ) + -
ig—1

e
Y \0gidg; )

Utilizando los desplazamientos desde el equilibrio x; = ¢; — q? , entonces:

siendo

1
V(ﬂ?l,...,l‘]\[) =~ sz”xlx]
ij

donde ya hemos prescindido de la constante Vj que no tiene ningin efecto. El potencial se convierte en una
forma cuadratica cuya matriz de coeficientes es simétrica. Si la posicion de equilibrio es estable, el potencial
debe tener un minimo lo cual hace que la forma cuadréatica sea definida positiva.

Nota. La condicién que debe cumplir la matriz k;; para que la forma cuadratica sea definida positiva es
que todos los menores principales tienen determinante positivo,

ki ke ki1 k12 ki3 kin ... kin
|k11’>0, 11 12 >0, ko1 koo kos| >0, ..., >0
ko1 koo
k31 ks ks knt ... knw

Para determinar el movimiento sera necesario conocer ademas la energia cinética. Considerando otra vez
la situacién més sencilla que es el sistema llamado “natural” (holénomo y esclerénomo):

N

N 07 o dg;
?azra(QD-‘-vQN) = UQZZ <=
=1

6ql- E

La energia sera en este caso una funcion cuadrética de las velocidades,
1 51 -
= Z§ma”a =3 E fislar, - an) i g

siendo las funciones N N
0T o OTq

« ¢ J

En la aproximacion de pequenios movimientos puede considerarse que estas funciones no varian aprecia-
blemente de su valor en el equilibrio y escribirse:

1 .
T ~ §meiﬂl.%']
)

i Jp— — £ (0 0
siendo m;; = mj; = fij (47, .-, qn)-

La energia cinética es también una funcién cuadratica dada por una matriz simétrica que ademas es
definida positiva (la energia cinética siempre es positiva).
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Podemos escribir la funcién lagrangiana como diferencia de dos formas cuadraticas:

1 1
;%:T—V%§Zmiji:i§vj—52kijxixj (13.36)
ij ij
o en forma matricial
mip oo MmN | | 21 ki1 oo kin| |7
1 . ) 1
L = 3 [1:1 xN] il 73 [331 ZEN]
mynN| |TN Enn| |zn

La ecuacién del movimiento de la coordenada genérica x; sera:

N N
d (0L 0L .
clt<8i:i>_8xi_0 = ;mijxj—i-;k‘”:ﬂj—O

donde ya hemos utilizado que las matrices son simétricas.

Se observa claramente que los elementos no diagonales hacen que en la ecuacién de la coordenada x;
aparezcan los desplazamientos de todas las coordenadas z; y sus aceleraciones ;. El efecto de estos términos
es que en el movimiento de una coordenada influyen los de todas las demds, se dice que las oscilaciones estan
acopladas. Por ello ha de esperarse que el movimiento se realice también de forma colectiva.

Escribiendo de forma conjunta todas las ecuaciones del movimiento tenemos:

mi1 -+ MIN a1 ki - kv | |2 0
+ = (13.37)
mynN| [N knnv| |zn 0

lo que constituye un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes
vy homogéneo.

13.2. Determinacién de frecuencias naturales de oscilacion.

Las soluciones de la ecuacién 13.37 han de describir un movimiento del sistema de forma colectiva lo que
puede obtenerse utilizando la misma dependencia temporal para todas las coordenadas pero con diferentes
amplitudes y fases:

zj = a;e™! (13.38)
con a; constantes complejas. En forma matricial:

X = Aeiwt

Introduciendo esta funcién en la ecuaciéon del movimiento del sistema se obtiene la siguiente ecuacién
matricial:

{K-—w’M}A=0 (13.39)

que constituye un sistema lineal y homogéneo de ecuaciones (problema de valores propios). Se sabe de
Algebra Lineal que para que exista soluciéon no trivial el determinante de la matriz de coeficientes ha de ser

nulo: ) )
ki1 —w*min -+ ki —w man

det {K — w’M} = : =0 (13.40)
kny —w?myn
es la llamada ecuacion caracteristica o secular. Esta ultima ecuacion conduce a un polinomio de grado N
en w? que tendra, en principio, N raices diferentes
{w?\;)\: 1...N}
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que se denominan frecuencias naturales o propias del sistema y que dependen tnicamente de los coeficientes
kij y m;;. Estas frecuencias naturales son caracteristicas del sistema y constituyen los tinicos valores para
los que existe una solucién arménica del tipo (13.38) alrededor de la posicién de equilibrio.

Se puede demostrar (véase Apéndice al final de este tema) que en el problema de valores propios (13.39)
todos los autovalores son reales cuando las matrices K y M son hermiticas, es decir, coinciden con su
transpuesta conjugada. También es facil comprobar que si las dos formas cuadraticas son definidas positivas
los autovalores seran ademéds positivos.

En el caso que estamos considerando las matrices son reales y simétricas y por tanto hermiticas. La
energia cinética es una magnitud siempre positiva y por ello la forma cuadratica correspondiente es definida
positiva. Para que el potencial sea definido positivo lo que tiene que ocurrir es que debe aumentar para
cualquier valor del desplazamiento alrededor del equilibrio y esto sucede cuando el potencial es un minimo.
Por tanto podemos establecer que:

Holénomo y Esclerénomo + Posicion de Equilibrio Estable = w?\ >0 A=1...N

13.3. Caracterizacion del movimiento segiin los distintos modos de oscilacién. Estabi-
lidad del movimiento.

Para cada una de las frecuencias naturales w) puede resolverse el sistema lineal de ecuaciones (13.39),
que ya no seran todas independientes, para determinar, por ejemplo, las relaciones entre la primera y el
resto de las amplitudes:

aiy = aj) (a1y) ;1 =2...N

Esas relaciones serdn reales ya que los coeficientes del sistema (13.39) son reales y por ello las amplitudes

pueden tomarse todas reales (véase Apéndice). La indeterminacién planteada permite exigir una condicién

adicional de normalizacién, por ejemplo:

Ag\MA)\Zl

Se obtienen por tanto IV soluciones independientes del sistema, correspondientes a los N valores de las
frecuencias naturales wy. La solucién general serd la combinacién lineal de estas:

N

X =) CrAye™
A=1

siendo C'y constantes complejas. Tomando la parte real se obtiene:

N
X =) AG(t) (13.41)
A=1

donde
¢y (t) =Re (C,\ em) = by cos (wxt + Jy)

La solucién general (13.41) del sistema (13.37) consiste en la superposicién de N movimientos arménicos
independientes, (), con amplitudes (by) y fases (J)) arbitrarias pero con frecuencias totalmente determina-
das que son precisamente cada una de las frecuencias naturales del sistema, w). A estas oscilaciones que
representan los N movimientos diferentes que realiza el sistema se les llama modos normales.

La relacién (13.41) entre los modos normales y los desplazamientos puede escribirse en forma matricial

x1 a1 ... ain| |G

TN ant ... ann| [Cn

que es formalmente idéntica a la de una transformacién de coordenadas, donde los desplazamientos desde
el equilibrio z; vienen dados en funcién de N nuevas cantidades, (), que reciben el nombre de coordenadas
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normales. Estas coordenadas normales cumplen una importante propiedad, su ecuacion del movimiento es
la del oscilador armonico:
OG+wiii=0; A=1...N

y por tanto, utilizando estas nuevas coordenadas el sistema pasa de N osciladores acoplados a N osciladores
independientes, cuyas frecuencias son precisamente las frecuencias naturales del sistema:

1 .1 1 22 9.9
Dg:Qiijij:Uixj_Qizjkijl‘iwj:Q;(C)\_w)\C)\)

Relacion entre la estabilidad y las frecuencias propias.

Los modos normales permiten establecer de forma sencilla como el signo de las raices de la ecuacién
caracteristica (13.40) es el que determina la estabilidad del movimiento alrededor de la posicién de equilibrio:

w?\ >0,VA = () =0b)cos(wyt+9I)) movimiento acotado = ESTABILIDAD
INwi <0 = (=byePX+eye P conpy = /—w? = INESTABILIDAD
A, wi =0 = Oi=by+ ot mov. uniforme = INESTABILIDAD

Oscilaciones libres en presencia de rozamiento.

Podemos ver el efecto de las fuerzas de rozamiento sobre las oscilaciones del sistema alrededor del equili-
brio considerando por simplicidad que las fuerzas de rozamiento son del tipo viscoso y pueden caracterizarse
por la funcién de disipacién de Rayleigh,

1 ..

F=3 Zgij(‘ha oy n) Gi G

ij
que cerca de la posiciéon de equilibrio puede aproximarse por
-1 .
F R B Z Qi T; Tj
ij
Las ecuaciones del movimiento son ahora:

N N N
d (0L\ 0% OF ) |
dt<6x1>_8xz+axl_0 = ;mij$]+;alj$3+;kzj$J—0

es decir
mir o man | | @1 aip e N | | @ kin - kN | | m 0
+ : N : L= (13.42)
mynN| [ZN ann| | TN Enn| |zN 0

que de nuevo es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales de segundo orden que admite una
solucién del tipo armoénica (13.38) cuyas amplitudes son la solucién del sistema lineal,

{K+iwa—w’M}A=0 (13.43)
y las frecuencias propias son las soluciones de una nueva ecuacién secular,

k11+iwa11—w2m11 k1N+iwa1N—w2m1N
: =0 (13.44)
k?NN + iwaNN - w2 myNN
cuyas raices serdn en general complejas, wy = ay + ¢ by.
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Como las fuerzas de rozamiento son disipativas, la energia disminuye con el tiempo

dE  d(T+V)

d —  dt

y por ello la parte imaginaria de las frecuencias es negativa, by < 0, por lo que los modos serian una oscilacion
arménica modulada por una exponencial decreciente,

-2 <0

(y = Bye Ilt cos(axt + dy)

Notese que hemos tomado para los modos normales el caso subamortiguado porque es el que mantiene las
oscilaciones. Si el rozamiento es grande desaparecen las oscilaciones (caso sobreamortiguado) y en medio
se encuentra el caso critico. Evidentemente, al haber varios grados de libertad, se pueden mezclar distintos
casos de amortiguamiento en los diferentes modos.

13.4. Respuesta temporal del sistema ante fuerzas aplicadas. Vibraciones en maquinas
como oscilaciones forzadas.

Es de enorme importancia el estudio de las pequenas oscilaciones en presencia de fuerzas externas
variables con el tiempo. Se puede obtener una idea del comportamiento general de estos sistemas en la
configuraciéon mas sencilla. Para ello anadiremos a las ecuaciones del movimiento (13.42) una fuerza variable
en cada coordenada,

MX +aX +KX =F(t) (13.45)

La solucién de este sistema no homogéneo serd la suma de la soluciéon general de la parte homogénea y
una solucién particular de la completa:
X =Xx"4+xm

siendo (13.41) la solucién general de la homogénea pero con las frecuencias complejas.
Para encontrar la solucién particular de la completa es conveniente “cambiar” a las coordenadas normales,
asi, la ecuacién del movimiento sera ahora:

O+l =0x(t); A=1...N (13.46)
siendo @) la fuerza generalizada asociada con la coordenada normal y que se obtiene segun la forma habitual:

N ail ... Q1N

Z gz Zai)\ Fi(t)=[F ... Fn]

aGNN

La variacién temporal de estas Q) dependerd de la forma de las fuerzas variables. El caso mas sencillo
corresponde a una dependencia arménica comin para todas las fuerzas, Q) (t) = Qg cos (wt + ¢), donde w
seria la frecuencia del agente excitador externo.

La solucion serd también armonica con la frecuencia que la fuerza pero con una amplitud dada por la
ecuacién del movimiento (13.46),

o @&
O™ = 52— cos (Wt + )
wy —w
Notese que si no hay rozamiento las frecuencias propias y las amplitudes son reales y no hay diferencia de
fase entre la solucién y la fuerza arménica.
Pasando de las coordenadas normales a los desplazamientos

ZGM 5 cos (wt + o)

y finalmente
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En presencia de rozamiento la solucién homogénea desaparece rapidamente (transitorio) por lo que a
tiempos grandes sélo se advierte la particular de la no homogénea (permanente):

2P () = A cos (Wt + @)

(2

donde
A; () = i ain Q3 _ polinomio (N — 1; w?)
i A=1 WE\ — w? polinomio (N; w2)

La solucién particular de la ecuacién completa, obtenida en el caso mas simple, muestra ya el fenémeno
mas caracteristico de las oscilaciones forzadas: la resonancia. El acoplamiento entre las oscilaciones produce
para un sistema de N grados de libertad:

= NN picos de resonancia coincidiendo con las N frecuencias naturales del sistema.

= hasta N — 1 valores de la frecuencia para los que la amplitud se anula.

Ejemplo. Absorbedor dinamico de vibraciones.

Como acabamos de ver en un sistema con N grados de libertad hay N resonancias y N — 1 valores a
los que se anula la amplitud. Este tltimo resultado puede utilizarse para absorber las vibraciones que puede
generar sobre un cuerpo la existencia en su interior de un motor oscilatorio, por ejemplo una maquina de
afeitar, una sierra de vaivén, etc.

X1

X2
mi
F(v ki 'e) m?2
[
|
TITITITTTTTTTTTIIT uj

o2 TTTTITTITITTTTITITIOUT

Para analizar el fenémeno utilizamos el modelo simplificado de la figura, una fuerza excitadora periddica
F(t), una masa my y un muelle k; al que se anade otra masa mso con otro muelle ko con el objetivo que esta
segunda masa absorba las vibraciones. En principio consideraremos nulo el rozamiento as = 0. La fuerza
aplicada al extremo del muelle 1 se realiza por medio de un desplazamiento a(t) de manera que el potencial
es,

1 1
V= §k:1 [z1 — a(t))® + 51{:2 (z9 — x1)?
mientras que la energia cinética es simplemente

1 . 1 .
T = 57711 x% + §m2 2%

y las ecuaciones del movimiento son

Al R R [

Si la fuerza es arménica F(t) = kia(t) = k1 he'®? buscamos una solucién del régimen permanente con

la misma frecuencia,
r perm a
1 1|
— ezwt
o as

se obtiene para las amplitudes a; la siguiente solucién

a _ wiy (wiy — w?)
(w? — w) (w? — w3)
a2 W1 Wi

h (w? = wi) (w? —w3)
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donde por comodidad hemos definido

s ki
Wor = —
mq

9 ko
Wo2 = —
mo

y siendo w1 y wo las dos frecuencias propias

1 k ko \ 2
2 2 2 2 2
Wip = 5 |“o1 + wog T+ m F \/(%2)1 + why + ml) — 4w§ Wiy

Puede demostrarse que wy < wpe < wo por lo que entre las dos resonancias se encuentra en valor de la
frecuencia para el que anula la amplitud del movimiento de la masa 1, w = wps.

a’h

Si se tiene en cuenta el rozamiento los valores de las frecuencias de resonancia y la que anula el movimiento
de la masa 1 se ven afectadas por el valor del amortiguamiento pero la conclusién se mantiene.

T o N
a’h - 0 \
I az :
D) \
wn "
S
S0
Q
a
Q
—
&
.-
@)
-7

Analogias eléctricas

La ecuacion del movimiento del oscilador arménico es formalmente idéntica a un resonador eléctrico
formado por una bobina de inductancia L y un condensador de capacidad C, si tenemos en cuenta la
relacién entre la corriente eléctrica y la carga, I = dQ/dt,

dl 1 .1
L—+—=-Q=0 = LOQ+-=Q=0
da C @ @ C @
sin mas que identificar el desplazamiento x con la carga (Q, la masa m con la inductancia L y la rigidez k con
la inversa de la capacidad 1/C'. La energia acumulada en la bobina %L I? es andloga a la energfa cinética
%m #? y la acumulada en el condensador %Qz /C' a la energia potencial %k z2.

¢ 7

bl |1 O
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Para utilizar correctamente la analogia debe tenerse en cuenta que la capacidad de los condensadores
se suma cuando estan en paralelo lo mismo que ocurre con los muelles pero la analogia tiene lugar entre la
inversa de la capacidad y la rigidez del muelle, véase la figura siguiente.

Cr 2 L

b m —||||—||[|—4mmm—‘
m
k2 TITTTTITITITITIITITITITT

k=ki+k> <—> [/C=1/Ci+1/C:

Ci
X L
m
eSS
ki k2 ™ &

1/k=1/ki+1/k2 <«—» C=Ci1+C:

El efecto del rozamiento viscoso (proporcional a la velocidad) es andlogo al de la resistencia, asi el
oscilador arménico amortiguado equivale al circuito RLC en serie,

B} .1
mi+ait+kx=0 = LQ—i—RQ—I—EQ:O

De la misma forma una fuerza externa (oscilador forzado) es equivalente a la presencia de una fuerza
electromotriz U (t),

mi+ai+kr=Ft) = LQ+RQ+%Q:U(t)

Entonces,
desplazamiento, =z +— (), carga

masa, m <— L, inductancia

o L. .
rigidéz, k +— rok inversa de la capacidad
amortiguamiento, « <— R, resistencia

fuerza, F(t) +— U(t), fuerza electromotriz

X c R L
.k m_F@ "—'Wvumm‘
M — —> ~
a TTTITTTTITITIITITITITTITIT CJ/

U

Estas analogias pueden extenderse al caso de oscilaciones acopladas dando lugar a una red circuitos
eléctricos cuya solucién es analoga a la del sistema mecanico. En la figura siguiente se muestra el circuito
eléctrico andlogo al absorbedor dindmico de vibraciones que hemos visto anteriormente.
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Apéndice: Problema de valores propios

Sea el problema de valores propios:
KAy, =wiMA, (1)

donde las matrices M y K son complejas.

Entonces:
Al KAy =wi AIM A, (2)

donde el simbolo T representa el adjunto (transpuesto 4+ complejo conjugado, XT = (X*)* ).
Tomando adjuntos en (2):

T _ 25 gt
AlKTA, =wi"AIMTA,
Si las matrices son hermiticas (autoadjuntas) se tiene:
t _ 2% gt
A\KA, =wy A\MA,
y utilizando (2) pero cambiando A por p se obtiene:
WEAIMA, =3 AIMA, = (w2 —}) AlMa, =0 (3)
De esta ecuacién se obtienen dos conclusiones importantes:
i) Sip=A=uwi= w?\*, todas las raices son reales.
ii) Si wi % wi = A;MAH = 0, los autovectores procedentes de raices distintas son ortogonales.
Ademsds, los autovalores pueden elegirse reales. Suponiendo que son complejos se podra escribir:
Ay =1ay\+ify

por lo que:

y si M es hermitica el valor entre llaves es cero y
Alma,

es siempre real. Esto hace posible elegir los autovectores reales y ortonormales:

ALMA, = 6,0 (4)
Reescribiendo la ecuacién (2) se tiene:
s ALKA,
T AIMA
A A

Si las dos matrices corresponden a formas cuadraticas definidas positivas los autovalores seran todos
positivos y finitos:
M | K hermiticas y definidas positivas = 0 < w/z\ < 00, VA

126



	Método para resolver problemas
	Método general
	Diseño de una estrategia
	Ejecución de la estrategia
	Comprobación del resultado

	Resumen y conclusiones
	Bibliografía

	Introducción a la cinemática
	Cambio de referencia ortonormal. Transformación de las componentes de un vector.
	Forma matricial de una rotación.
	Tensores cartesianos de segundo orden.
	Derivada de un vector en una base móvil.
	Triedro intrínseco. Fórmulas de Frenet.
	Triedro intrínseco
	Curvatura y torsión
	Fórmulas de Frenet

	Velocidad y aceleración. Componentes intrínsecas.
	Velocidad y aceleración. Definiciones y unidades. 
	Componentes intrínsecas de la aceleración.


	Cinemática del sólido rígido
	Sólido rígido. Grados de libertad. Condición cinemática de rigidez
	Movimiento de traslación y rotación.
	Distribución helicoidal de velocidades. Teorema de Chasles
	Grupo cinemático. Invariantes
	Eje instantáneo de rotación. Velocidad de deslizamiento mínimo
	Axoides
	Distribución de aceleraciones
	Ángulos y rotaciones de Euler.

	Composición de movimientos
	Composición de velocidades
	Composición de rotaciones
	Composición de aceleraciones
	Composición de aceleraciones angulares
	Movimientos inversos
	Movimientos relativos de sólidos en contacto.

	Movimiento plano del sólido rígido
	Centro instantáneo de rotación. Base y ruleta.
	Velocidad de sucesión del centro instantáneo de rotación.
	Distribución de aceleraciones.
	Circunferencia de las inflexiones y de las inversiones. Polo de aceleraciones.

	Fuerzas distribuidas
	Centro de masas
	Tensor de Inercia
	Teorema de Steiner o de los ejes paralelos
	Diagonalización del tensor de inercia
	Simetrías en las distribuciones de masas
	Elipsoide de inercia

	Equilibrio del sólido rígido
	Equilibrio del sólido rígido libre
	Equilibrio de Sólidos Ligados: Principio de liberación

	Principio del trabajo virtual. Aplicación a la estática.
	Energía potencial y criterios de estabilidad del equilibrio.
	Estabilidad del equilibrio.


	Equilibrio de hilos
	Ecuación de equilibrio del hilo ideal.
	Equilibrio bajo un sistema de fuerzas paralelas.
	Hilo bajo la acción de su propio peso. Catenaria.

	Principios de la dinámica
	Principios y Leyes de la mecánica de Newton
	Principio de D'Alembert
	Principio variacional de Hamilton

	Elementos básicos de Mecánica Analítica
	Ligaduras en sistemas físicos. Definición, propiedades y clasificación.
	Coordenadas y fuerzas generalizadas.
	Principio de D'Alembert.
	Ecuación general de la dinámica para un sistema con ligaduras sin rozamiento.
	Fuerzas, trabajo y energía en coordenadas generalizadas

	Formulación de Lagrange
	Ecuaciones de Lagrange.
	Potenciales dependientes de la velocidad y función de disipación.
	Aplicaciones sencillas de la formulación de Lagrange.
	Constantes del movimiento. Teoremas de conservación
	Constantes del movimiento
	Teoremas de conservación. Coordenadas cíclicas

	Principio variacional de Hamilton. Aplicación a la derivación de las ecuaciones de Lagrange.
	Función hamiltoniana.
	Ecuaciones de Hamilton.
	Eliminación de coordenadas cíclicas. Función de Routh.

	Dinámica del sólido rígido con un eje fijo
	Ecuaciones del movimiento de un sólido con un eje fijo.
	Reacciones en el eje de giro. Equilibrado estático y dinámico.

	Dinámica del sólido rígido con un punto fijo
	Ecuaciones del movimiento de un sólido indeformable con un punto fijo. Cantidad de movimiento, momento cinético y energía cinética.
	Aplicación del teorema del momento cinético. Ecuaciones de Euler.
	Integración de las ecuaciones de Euler en ausencia de pares. Casos de elipsoide de revolución y elipsoide asimétrico.
	Movimiento de un sólido pesado alrededor de un punto fijo. Trompo de Lagrange.

	Pequeñas oscilaciones alrededor del equilibrio
	Pequeñas oscilaciones alrededor de posiciones de equilibrio.
	Oscilaciones libres en un sistema con N grado de libertad.

	Determinación de frecuencias naturales de oscilación.
	Caracterización del movimiento según los distintos modos de oscilación. Estabilidad del movimiento.
	Respuesta temporal del sistema ante fuerzas aplicadas. Vibraciones en máquinas como oscilaciones forzadas.


