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1. Sistemas de Vectores deslizantes

1.1 Momento central de un vector.

1.2 Momento axial de un vector.

1.3 Sistemas de vectores deslizantes

1.4 Equivalencia entre sistemas de vectores deslizantes
1.5 Invariantes de un sistema de vectores deslizantes
1.6 Eje central

1.7 Distribucién de momentos

1.8 Clasificacion de sistemas de vectores deslizantes

Introduccién

Iniciamos el curso con el capitulo dedicado a la estatica, la parte de la mecédnica que estudia el equilibrio.
Se dice que un sistema estd en equilibrio respecto de un sistema de referencia inercial cuando, abandonado
en reposo, sus particulas no adquieren ningin movimiento. A partir de esta descripcién de equilibrio es
facil ver la estatica como un caso particular de la dindmica (ausencia de movimiento) y obtener a partir de
las leyes de la Dinamica las ecuaciones de equilibrio de un sistema mecénico. En este curso, sin embargo,
estudiaremos la estatica separadamente, basidndonos en los conocimientos previamente adquiridos en el
curso de fisica y presentaremos las ecuaciones de equilibrio directamente para centrarnos en el andlisis del
equilibrio en distintos sistemas mecanicos (punto material, los sistemas rigidos y los cables). Asi el objetivo
del capitulo serd analizar bajo qué condiciones (sistemas de fuerzas y configuraciones geométricas) un sistema
se encuentra en equilibrio. Los problemas generales que se resuelven son:

= Dado un sistema material sometido a un sistema de fuerzas conocido, determinar la configuracién
geométrica del mismo para que se encuentre en equilibrio.

= Estudiar la estabilidad de las configuraciones de equilibrio anteriormente determinadas.

= Determinar en las configuraciones de equilibrio las fuerzas mutuas que ejercen las diversas partes del
sistema, asi como las que este recibe de sus contactos fisicos con el exterior.

= Determinar los sistemas de fuerzas que hacen adoptar a un sistema una configuracién de equilibrio
determinada

El primer tema de este capitulo se dedica al estudio de las propiedades generales de los sistemas de
vectores deslizantes que seran de aplicacién tanto en la estatica como en la cinematica. Las magnitudes fisicas
que pueden describirse utilizando los llamados vectores deslizantes son aquellas que tienen la propiedad de
que no cambian al desplazar el vector a lo largo de su direccion; los ejemplos mas importantes son las fuerzas
aplicadas a un sistema rigido y los vectores rotacion.

1.1. Momento central del un vector

El momento central de un vector @ respecto de un punto O es el producto vectorial del vector que va
desde O al origen del vector @ por el propio vector @,

M o0 = TXa
Propiedades:
1. Es compatible con la definicién de vector deslizante. Si desplazamos @ a lo largo de su recta de accién.

(PHAD) X T =T XT+Aq x @ = Mo
1
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2. Ley de cambio de origen:

MO/:M()—OO,X a
3. la_§ componentes de M o no son todas independientes de las de @ porque se cumple siempre que:
Mo-d@ =0

4. Conocido un vector y su momento, se conoce la recta soporte.

1.2. Momento axial de un vector
El momento de un vector @ respecto de un eje e se define como la proyeccién sobre el eje del momento
desde cualquier punto O del eje:
M,=4-Mo=1 (7 x @)
siendo u vector unitario en la direccion del eje.
Si tomamos como origen otro punto O’ del mismo eje, OO’ = \i:
. R — —7 N N R 4‘—), s N
w-Mo = 1u- (Mo — 00" x a) =u-Mop—"1- (OO X a) =u-Mop

por lo que la definicién es coherente.

1.3. Sistemas de vectores deslizantes

Llamaremos sistema de vectores deslizantes a un conjunto de vectores deslizantes debidamente definidos
en el espacio: {@;,i = 1,...} con origen en {7;,i =1,...}.

= [lamaremos RESULTANTE de un sistema de vectores deslizantes a la suma de todos los vectores
como si fueran libres: R
R=> 1,
i

s Llamaremos MOMENTO RESULTANTE a la suma de los momentos centrales de cada vector tomados
desde el mismo punto:

—>
MO: E ?zXZ{Z
i

La ley del cambio de origen sera:
— - —
Mo :Z?; X HZ:Z(O/O-F?Z) X EZ:ZO/OX E’Z—kZ?l X @

K 2

aplicando la propiedad distributiva del producto respecto de la suma tendremos

—

— —_ > —_— —
ZO’Oxa’i:O’Ox <Zm) —00xR=-00 xR

2
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Finalmente

]\—jo/:]\—jo—Oolxﬁ
Propiedades:

—> - —>
1. El momento resultante no cambia si nos movemos paralelos a R, es decir OO’ = AR
- — —>

]—\ZO/:Mo—OO/XR:Mo

—>

2. Si tenemos un punto con momento Mo, tendremos una recta de puntos con ese mismo valor del
—
momento bastara con movernos paralelos a .

3. Teorema de Varignon: El momento resultante de un sistema de vectores concurrentes es igual al
momento de su resultante situada en el punto de concurrencia.

Para demostrarlo basta tener en cuenta que el momento de un vector no cambia si lo movemos a lo
largo de su recta soporte. Como los vectores son concurrentes todas las rectas soporte se cruzan en el
punto de concurrencia C', entonces deslizando los vectores hasta el punto de concurrencia:

MO:Z<?Z‘X31')=Z<O?XEZ'>:O_C'>XZ_C—Z)¢:O—C7X§

Es el tnico caso en el que el momento resultante coincide con el momento de la resultante:

1.4. Equivalencia entre sistemas de vectores deslizantes

Dos sistemas de vectores deslizantes son equivalentes si tienen la misma resultante y el mismo momento
resultante respecto del mismo origen.
Algunas operaciones por las que se pasa de un sistema a otro equivalente son:

1. Deslizar los vectores a lo largo de su recta de soporte.
2. Sumar vectores concurrentes dejando el vector suma en el punto de concurrencia
3. Descomponer un vector en varios que lo sumen y concurran con él.

4. Anadir o retirar pares de vectores con el mismo médulo, misma direccién y sentidos opuestos sobre la
misma recta soporte.

Es evidente que ninguna de estas operaciones afecta al valor de la resultante ni al valor del momento
resultante. También es evidente que todo el sistema de vectores deslizantes es equivalente a un sistema
formado por dos vectores que se cruzan y que cumplen:

—
a

1+ZL’2:§

—

?1X31+?2X32:M

1.5. Invariantes de un sistema de vectores deslizantes

la resgliante R no depende de la eleccién del sistema de coorg)enadas, decimos que es un invariante; sin
embargo M si cambia con el orig_e)n de coordenadas. A partir de M puede obtenerse un invariante; para ello
basta multiplicar escalarmente M y R:

— —>

]\—/.70/~R’:(]\—/.70—O—O7x]—%)) -ﬁzMo-ﬁ—(O—O7x§> i
3
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-
decimos por tanto que en un sistema de vectores deslizantes hay dos invariantes: la resultante R y la
proyeccién del momento en la direccién de la resultante, que denominamos momento minimo My,

Mo-R
0"
Mmfn = TS
g
Recibe el nombre porque es realmente el valor minimo que el momento del sistema puede tomar respecto
de cualquier punto del espacio.

M’ 2 Mml’n

1.6. Eje central

Definimos el eje central de un sistema de vectores deslizantes como el lugar geométrico de los puntos con
momento igual al momento minimo.

Claramente se trata de una recta ya que la ley de cambio de momentos demuestra que para que dos
puntos tengan el mismo momento han de estar situados en una recta paralela a la resultante.

Para determinar un | punto P de esa recta, utilizamos que Mp y la resultante T son paralelos y por tantoy
el momento en ese pu Mo

>

0=RxMp=Rx (]\_jo—O—P)Xﬁ)ZEXM0—0—P>R2+§(OP-E)

y por tanto
—> R M -
0P = % YR (1.1)

Caso particular: Sistema de vectores paralelos FEn este caso todos los vectores son paralelos a una
direccién fija {1, @; = a; 0, entonces la resultante queda como

E—Zi:a’i— (Za) i

y el momento resultante puede escribirse como
—>
M = ?ixa’i:<gai?i>xu
i i

El momento minimo es siempre cero ya que i |ty M 1 .
Aplicando la ecuacion 1.1 se puede demostrar que el eje central pasa por el punto de coordenadas

<Zz Qi Ty ZZ i Yi ZZ a; Zi>
9 )
Do D D a
Este resultado es de gran importancia ya que la fuerza peso de un sistema de masas es un caso particular

de fuerzas paralelas a la direccién definida por la aceleracién de la gravedad, @ = §/gy @; = m; g.
Aplicando la ecuacién anterior y simplificando la constante g se tiene

Soami T D mi T Y my

que son las coordenadas del centro de masas. El sistema de fuerzas peso se reduce a la resultante (peso total
del sistema) situado en el centro de masas.
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1.7. Distribuciéon de momentos

A partir de la ecuacién M A= M o — OAx R puede verse que la distribucion de momentos alrededor
del eje central presenta una forma helicoidal, como se aprecia en la figura:

- —
= si movemos el origen paralelamente a R, M no cambia

— —
= si nos movemos en direccién normal a R, la componente del momento paralela a R permanece fija
—
e igual a M,,;,, mientras que la componente perpendicular a R aumenta proporcionalmente con la

distancia al eje central : ’5;1)‘ : ‘ﬁ‘

—>

s (M ‘ es constante en superficies cilindricas alrededor del eje central.

Eje Central

el

- |R|

1.8. Clasificacion de sistemas de vectores deslizantes

Veamos la forma de clasificar los sistemas de vectores deslizantes en funcién de la resultante y el momento
resultante, asi como la reduccién més sencilla en cada caso (reduccion es la obtencién de otro sistema de
vectores que sea equivalente y resulte mas sencillo de manejar).

« MR #0 _gMomento minimo no nulo): Es el sistema mds general. La reduccion mds sencilla es la
resultante R aplicada en un punto O (ya sea del eje central o no) y el momento Mo en ese punto.

« M-R=0 (Momento minimo nulo):

]—3:’ #0; M = 0. La reduccién més sencilla es R situado en el eje central.

- 0; M # 0. El momento es el mismo en todos los punto del espacio. El sistema se reduce a
un momento. Es lo que se denomina un par de vectores.

e R— 0; M = 0. Se llama sistema nulo de vectores. No tiene ningtn efecto.
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2. Equilibrio

2.1 Equilibrio

2.2 Fuerzas internas y externas
2.3 Equilibrio del sélido rigido
2.4 Solidos ligados.

2.5 Cables

2.1. Equilibrio

Se dice que un punto material esta en equilibrio en un sistema de referencia inercial cuando su situacién
no varia a lo largo del tiempo. Del mismo modo un sistema material estd en equilibrio si abandonado en
reposo en un sistema inercial, sus particulas no toman ningin movimiento.

Para el caso de una particula, la segunda ley de Newton determina la condicién necesaria y suficiente de
equilibrio; i.e., ausencia de fuerza. Dado el caracter vectorial de la fuerza, la condicion de equilibrio también

— —

se cumple si la resultante de las fuerzas que actiian es nula R = > F; = 0. En el caso de un sistema material
i

esta condicion no es suficiente para el equilibrio, como veremos a continuacion.

2.2. Fuerzas externas e internas

Las fuerzas que actian sobre los puntos de un sistema material pueden clasificarse en dos tipos:

= Fuerzas internas, cuya presencia es debida a la interaccién mutua entre las particulas que integran el
sistema material.

= Fuerzas externas originadas por interacciones ajenas al sistema material considerado.

N Las fuegas internas entre dos puntos son iguales y opuestas y dirigidas a lo largo de la recta que los une
(Fap=—Fpa| 7ap).

"Tiv
>
(o]

En consecuencia el conjunto de todas las fuerzas internas en un sistema material constituye un sistema

nulo,
S EM—g - BoY Fe

i i
- —> —
> FixFM=0 = M=) T;xF"
i i

Dado que el equilibrio de un sistema exige que cada uno de sus puntos esté en equilibrio, y teniendo en
cuenta lo precisado para las fuerzas interiores, se deduce que para que un sistema material se encuentre en
equilibrio es condicién necesaria que el conjunto de las fuerzas externas constituya un sistema nulo:

-

R=0
Equilibrio del sistema = N
M=0

Esta condicién es en general necesaria, pero no suficiente. En el caso de sistemas no rigidos se requieren
més ecuaciones que pueden obtenerse a partir de las propiedades del material (Elasticidad).

7
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2.3. Sdélido rigido

Un sistema indeformable o sélido rigido es aquel en el cual las distancias entre los puntos permanecen
invariables cualesquiera que sean las fuerzas actuantes. La condicién de rigidez puede expresarse

7y =|Ta—TaI*=cte

VA, B puntos del sélido.

Grados de libertad : Denominamos grados de libertad de un sistema al nimero de movimientos indepen-
dientes que puede realizar, que coincide con el nimero de coordenadas independientes que es preciso conocer
para determinar su posicién. Por ejemplo para determinar la posicion de un punto material necesitamos 3
coordenadas (z,y, z), decimos por tanto que tiene 3 grados de libertad. Cuando existen ligaduras entre los
puntos del sistema, estas limitan los movimientos que puede realizar y por lo tanto reducen el nimero de
grados de libertad. Para un sistema con N particulas y [ ecuaciones de ligadura, el nimero de grados de
libertad, s, sera s = 3N — (.

En el caso del sélido rigido, si consideramos tres puntos A, B y C no alineados, de acuerdo con la
condicion de rigidez:

P =|Ta—Ta> = cte
P20 = |74 — Te? = cte
P2 =|Tp— T|* = cte

Para dar la posicién de cada punto se necesitarian 3 coordenadas (x4, y4,24), (B, Y8, 2B) , (xc, Yo, 20),
lo que hace un total de nueve, pero como existen 3 ecuaciones de rigidez solo hay seis coordenadas inde-
pendientes. Si quisiéramos determinar la posicién de un cuarto punto D, tendriamos 3 nuevas incégnitas
(xp,yp,zp) pero también 3 nuevas condiciones de rigidez 7"124 p = cte, r% p=ctey 7% p = cte con lo que el
nimero total de coordenadas independientes sigue siendo 6.

Asi, conocida la posicién de 3 puntos no alineados de un sélido rigido, se conoce la posicion de los
restantes puntos del sélido. Decimos por tanto que el sélido rigido tiene 6 grados de libertad o bien
que el nimero de coordenadas independientes necesarias para definir la posicién de un sélido en el espacio
es de 6. Para asignar estas coordenada nétese que la posicion de un sélido esta completamente especificada
situando un sistema de referencia S fijo al cuerpo respecto de otro sistema de coordenadas S fijo en el
espacio. 3 coordenadas se utilizan para situar el origen de coordenadas de S. Las otras 3 han de definir la
orientacion de Sp respecto de S. Mas adelante volveremos sobre esto.

Equilibrio de un Sélido Rigido (libre) La dindmica del sélido rigido establece como condicién necesaria
y suficiente para el equilibrio de un sélido rigido:

—

R=0
Equilibrio del sélido rigido < —
M =0

Comentarios:

—

1. Como R = 0, el momento no depende del origen que tomemos M p = M o= M y puede utilizarse el
sistema de coordenadas que mejor convenga (inercial).

— —>
2. Las fuerzas pueden deslizarse sin que cambie R ni M.

3. Hay 6 ecuaciones de equilibrio (R, = 0= R, = R, = M, = M, = M) que se corresponden con los 6
grados de libertad del sélido rigido.

4. Podemos olvidarnos de las fuerzas interiores. Ademas, en general no seria facil determinarlas. Eso es
el objetivo de la Elasticidad.

5. Para cuerpos planos, el n° de grados de libertad es 3, 2 de movimiento de traslacion y 1 de rotacion.
Consecuentemente el n° de ecuaciones de equilibrio es también 3: R, = 0= R, = M.

8
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2.4. Equilibrio de Sélidos Ligados: Principio de liberacion

Es muy frecuente el caso en que existan varios solidos enlazados o ligados. Para poder aplicar las ecuacio-
nes de la estatica a sélidos enlazados es necesario aislar cada uno de ellos suprimiendo el enlace y sustituyendo
su efecto por unas fuerzas y momentos adecuados, “Principio de Liberacién”. Estas fuerzas se denominan
fuerzas de ligadura o reacciones y seran incégnitas a resolver.

2.5. Las ligaduras mas habituales

Apoyo simple: R es normal a la tangente comun; i > 0.

Articulacién Plana: & tiene 2 componentes.

=
Articulacion Esférica: R tiene 3 componentes.

Cable: R tiene 1 componente, tension, ademas de ser paralela al hilo es siempre hacia afuera.

Empotramiento: La reaccién serd una fuerza (3 componentes) y un momento (3 componentes)

N

A

Comentarios:

= Las reacciones son desconocidas y deberan determinarse con las ecuaciones de equilibrio.
= El n° de ecuaciones de equilibrio es igual al nimero de grados de libertad.

= [Llamando grado de estaticidad al nimero de componentes de las reacciones a determinar, si:

Movilidad G. Estat. < G. Libertad Estaticamente
Inmovilidad | G. Estat. = G. Libertad determinado
total G. Estat. > G. Libertad | Estat. Indeterminado

= Si el sistema estd formado por sélidos rigidos enlazados, cada subsistema que aisle tendréd a E=0
y M = 0 como condicién necesaria (en general no suficiente) de equilibrio. Sin embargo, el nimero
de ecuaciones de equilibrio independientes seguird siendo igual al niimero de sélidos por el nimero de
grados de libertad.

2.6. Equilibrio de cables

Los cables son sélidos deformables con una seccién mucho menor que su longitud. Cuando sobre ellos
actia una fuerza, alcanzan el equilibrio produciendo una tensién muy grande y flexionandose.

Se llama hilo o cable ideal al que no ofrece resistencia a la flexién y no sufre alargamiento alguno
(inextensible). La unica fuerza interna es la tensién que es siempre normal a la seccién y por tanto en la
direccién tangente a la curva que adopta el hilo. Esta tension varia en intensidad a lo largo del hilo y sera
necesario determinarla a la vez que se obtiene la ecuacién de la curva que adopta el hilo.

9
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Ecuacion de equilibrio Consideremos un elemento de longitud de arco dS y sea F 1a fuerza externa por
unidad de longitud | que ictfla sglgre ese elemer{c}o. Eg el equilibrio_l)a tensiég en los extremos se equilibra con
la fuerza exterior: 7+ F dS—T =0y como T’ = T (S+dS) = T(S)+dT, la ecuacién de equilibrio queda

dT + FdS =0
T =T{(s+dS)
das FdsS
S
T

— —
Caso de fuerzas paralelas Si todas las fuerzas F' son paralelas a una direccion fija 4, F' x1 =0y
multiplicando vectorialmente la ecuacion de equilibrio por el vector unitario se tiene,

O=tax(dT+FdS)=taxdl =d(@i xT)

por lo que 1 X T =cte lo que indica que la tensién y el vector unitario @ son coplanarios y ese mismo plano
contiene la curva que adopta el hilo.
Sea Oxy el plano que contiene al hilo y Oy la direccién de la fuerza, F=F j, las componentes de la
ecuacion de equilibrio quedan:
dl; =0
dTy, + FdS =0

De la primera se obtiene que la componente de la tensién en la direcciéon perpendicular a la fuerza no
cambia, T, = cte = Ty. Para la segunda ecuacion utilizamos que la pendiente de la curva es la derivada,
Yy = dy/dx = tan ¢ y puesto que la tensién es tangente a la curva, tan ¢ = Ty/Tx. Despejando T}, tenemos

Ty:sz/:TOy/

que conduce a

Toy') + F
OZ—d( Oy;;_ dS:Toy//-l-F%:Toy”—l-F\/l-F(y/)Q
¥ T
¢
das
dy
dx
FdS
X

10
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Hilo bajo su propio peso: catenaria En este caso la fuerza es el peso del hilo FdS = —qdS j, donde ¢

es el peso por unidad de longitud del hilo. La ecuacién de equilibrio queda
Tod—y/—q\/l—i—(y’)?:O = /dy’:/qu = arcsenh(y’):ia:—i—(}'l
dx A1+ (y’)Q To To

integrando nuevamente se obtiene

y= To cosh <q$ + C'1> + Cy
q To
que es la ecuacién de la catenaria.
Para simplificar la ecuacién de la curva se suele cambiar el origen de las coordenadas de manera que el
eje de ordenadas pase por el punto de pendiente nula y este se encuentre a una altura a = Tp/q del eje de
abscisas. Se dice que la catenaria esta referida a su eje y a su base y la ecuacién queda como

y = a cosh <E>

a

La constante a = Tp/q que tiene dimensiones de longitud se conoce por pardmetro de la catenaria.

y

Eje

Catenaria

C2-a -

0

La tension se obtiene de la derivada de la curva T' = Tp\/1 + (3')? = qy, estando y medida desde la base
de la catenaria.

De forma similar se obtiene la longitud de arco, S = [y/1+ (y/)?dz = a senh(z/a) medida desde el
punto de pendiente nula.

11
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3. Rozamiento

3.1 Tipos de rozamiento.
3.2 Aplicaciones del rozamiento a las maquinas.

3.1. Tipos de rozamiento

Las fuerzas de rozamiento aparecen cuando dos cuerpos entran en contacto y se oponen siempre a su
movimiento relativo. Se suelen clasificar en dos tipos:

Rozamiento seco cuando las superficies de los dos s6lidos entran en contacto directo sin que exista ningin
elemento lubricante en medio.

Rozamiento fluido cuando en un fluido existen capas que se mueven a diferente velocidad. Este rozamiento
esta caracterizado por la viscosidad del fluido y juega un papel importante en todas las maquinas que
poseen elementos lubricados.

En este tema nos centraremos en el caso del rozamiento seco y su influencia sobre las condiciones de
equilibrio. El rozamiento fluido necesita ser tratado dentro de la mecanica de fluidos y trasciende los objetivos
de esta asignatura.

Para describir el rozamiento seco se utilizan unas leyes fenomenoldgicas (experimentales) aproximadas,
formuladas por Coulomb en 1781.

Rozamiento por deslizamiento

La fuerza de rozamiento se opone al movimiento y cumple: F, r = 0 esta contenida en el plano tangente
comun y su direccién es la opuesta al movimiento.

1) La intensidad de la fuerza de rozamiento, Fg, varia entre 0 y un valor limite 0 < Fr < Fjgy.

2) El valor de Fi, no depende de las dimensiones de los cuerpos y es igual a Fiy, = p- N, siendo
w: Coeficiente de rozamiento, adimensional, depende de los materiales y de la rugosidad
N: Reaccién normal al plano tangente.

Angulo de rozamiento: ¢ = arctan (i) es el dngulo maximo que se desvia la fuerza de contacto de la
normal.

Cono de rozamiento. El vector resultante de la fuerza de contacto (fuerza normal més fuerza rozamiento)
tiene el extremo en la superficie de un cono cuyo eje es la direccién normal y cuya semiabertura es el angulo
de rozamiento ¢. Este cono encierra todos los valores posibles del médulo y de la direccion de la fuerza de
contacto.

13
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Ejemplo: Apoyo inclinado un dngulo 6 y sometido a una carga P.

Fr =P senf
N = P cosf
tan@z%
El valor maximo de 6 serd ¢
Fr _ Fim
tanf = — < = = 0<
an N SN H <¢

Rozamiento por rodadura

Solo nos interesa el caso particular de una rueda de radio r pesada moviéndose sobre un plano.

Si aplicamos una fuerza F' horizontal y a la altura del centro, la rueda no se movera hasta que F' supere
un cierto valor limite.

Si ponemos Fr y N sobre la recta soporte de P. La rueda giraria para cualquier valor de F

F4+Fr=0
P+N=0
pero M = r - F' # 0 no equilibrio
yMo=r-F—-b-P=0
P N
Fr=F=b-—=b-—
r r

b: dimensiones de longitud. Depende del material, rugosidad, elasticidad...

0< P < R = b

lm
|

3.2. Aplicaciones del rozamiento a las maquinas

En el funcionamiento de diversas maquinas intervienen algunas aplicaciones interesantes del rozamiento.
Asi mientras que en muchas maquinas el rozamiento es un efecto indeseable que produce pérdidas de eficien-
cia, vibraciones, disipacién de calor, desgastes, etc., existen otras casos en los que el rozamiento es vital para
su funcionamiento, por ejemplo, frenos, embragues, correas de trasmision, cufias, etc. Analizaremos algunos
de estas aplicaciones del rozamiento.

Cunas

Son una de las maquinas mas sencillas y se emplean para realizar pequenos ajustes de la posicién de un
cuerpo o como medio para aplicar grandes fuerzas. Su funcionamiento se basa en las leyes del rozamiento.

14
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Cuando el movimiento es inminente, la reaccién resultante en cada lado de la cuna estara inclinada respecto
de la normal un adngulo igual al dngulo del rozamiento. La componente de la reaccién resultante a lo largo
de la superficie de la cufia serd la fuerza de rozamiento y su sentido el que se oponga al movimiento.

Asi, en el ejemplo de la figura el peso del bloque P se equilibra con la fuerza F' aplicada a la cuna. La
fuerza necesaria para iniciar el movimiento de ascension del bloque se obtiene del sistema de ecuaciones:

P = Rycos(a+ ¢)

R3 = Ry sen(a + ¢)

Ry cos ¢ = Ry cos(a + ¢)
F = Rysen(a+ ¢) + Rysen¢

de donde se obtiene
F = Risen¢ + Rasen(¢ + o) = mg[tan ¢ + tan(¢ + a)] > Ptan o

de forma que el valor de F' se ve aumentado por el rozamiento.

R3

Sin embargo, el rozamiento hace que el bloque se mantenga en su posicién atin cuando no se aplica
ninguna fuerza, ene este caso el sistema se transforma en

P = Ry cos(a — ¢)
R3 = Ry sen(a — ¢)
Ry cos ¢ = Ry cos(av — ¢)

0 = Rgsen(a — ¢) + Rysen¢

«
e
por lo que no existird movimiento con tal que o < ¢, en cuyo caso se dice que la cuna es irreversible.

Tornillos

Los tornillos se usan para fijaciones o para transmitir potencia y su funcionamiento es similar al de las
cunas ya que pueden considerarse como una cuna plana enrollada sobre un cilindro.
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Consideremos en caso mas sencillo en el que hilo o filete es cuadrado. Sea P la carga que deseamos
levantar, M el momento aplicado al eje del tornillo, r su radio y L el paso de rosca. La fuerza se distribuye
a lo largo del filete de forma que la reaccién resultante dR formard como maximo una angulo ¢ con cada
porcién del filete y si este estd inclinado un dngulo o = arctan(L/27r), el momento respecto del eje vertical
del tornillo serd

M = rsen(a + ¢) /dR

y la suma de fuerza verticales
P = cos(a + ¢) /dR

por lo que
M = Prtan(a + ¢)

vemos que el rozamiento hacer crecer el momento que hace falta aplicar para elevar la carga P con el tornillo.
Por otro lado, igual que en caso de las cunas, impide el movimiento del tornillo sin necesidad de aplicar
ningin par con tal que o < ¢. En este caso para hacer bajar la carga habrd de aplicar se un par

M = Prtan(a — ¢)
Si a > ¢ el momento que ha de aplicarse para mantener el tornillo sin movimiento es

M = Prtan(¢ — «)

Correas y cables

El rozamiento también tiene su efecto sobre correas, cuerdas y cables apoyados en poleas que se usan
en una gran variedad de aplicaciones. Estudiaremos aqui el caso més sencillo de un cable apoyado sobre un
cilindro de radio r sobre el que existe rozamiento. Supondremos que sobre los extremos del cable se aplican
dos fuerzas diferentes T7 y 15 tales que el movimiento es inminente. Tomamos un elemento diferencial de
longitud de la correa y le aplicamos la ecuacion de equilibrio del hilo ideal,

dT + FdS =0
y separando las componentes tangencial y normal tenemos
dl'— FrdS =0
T
—dS —NdS =0
,
que junto con la condicién de momivimiento inminente Fr = ulN lleva a

dl = pT'do
16
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que se integra facilmente
T gr b
— =pu / do
/Tg T 0

Ty = Ty etB

por lo que se obtiene

Como se obtiene una ley exponencial, puede obtenerse una gran diferencia de tensiones haciendo que ar-
gumento de la exponencial sea grande lo cual se puede conseguir haciendo que el cable de varias vueltas
alrededor del cilindro. Si se enrolla una cuerda en un tambor dando n vueltas el valor del angulo es § = 2n7
y puede utilizarse para frenar un cuerpo haciendo un esfuerzo pequeiio.

+X was

T(6+d0)

-
-
. e -
3 4 -
B 4 -
. L7 >
-
K - -
-

v I I
Tl
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4. Fuerzas distribuidas

4.1 Centros de masa.

4.2 Tensor de inercia.

4.3 Teorema de Steiner o de los ejes paralelos.
4.4 Diagonalizacién del tensor de inercia.

4.5 Simetrias en las distribuciones de masas.
4.6 Elipsoide de inercia

Introduccién

El objetivo de este tema es la determinacion de las magnitudes que caracterizan la dindamica de un
sistema de masa distribuida: centro de masas y tensor de inercia. Se analizaran dos tipos de sistemas:

» Sistemas discretos: Formados por una coleccién de masas puntuales {(mq, 7o) ;= 1,2...}

= Sistemas continuos: Especificados por la funcién escalar densidad p = p(7) = hm 2’& con dimen-

oV
siones [p] = ML73. Asi, a cada volumen elemental dV le corresponde una masa dm = p-dV. Para
cuerpos en los que una de las dimensiones es despreciable (superficies) se define una densidad superfi-
cial de masa o0 = o (7°), con [0] = ML~? de de manera que dm = o -dA. Si el cuerpo solamente tiene
una dimensién apreciable (curva), se define una densidad lineal de masa A = A (7), [\] = ML™! de
manera que la masa del elemento de arco dS es dm = \-dS.

4.1. Centro de masas
El centro de masas G es el punto del espacio cuyo vector de posicién viene dado por:
— —
Z Mo - T Z Mo - Ta
_ « .«

G “— pr—

> Ma H

(0%
siendo 1 la masa total del sistema. De acuerdo con esta definicion el centro de masas se determina como

el promedio, ponderado por las masas de cada particula, de los vectores de posicién de las particulas que
constituyen el sistema.

—
7

Para un sistema continuo se sustituye la suma por una integral y la masa del elemento diferencial de
volumen (dm = pdV'), de superficie (dm = o dA) o de linea (dm = A dl) de manera que:

?G:fff?p(r )dv ffr o(7)dA fr)\(? )deé
JIfp(Pydv— [fo(F)dA — [A(F)d

Propiedades:

1. Para un cuerpo homogéneo, densidad constante, el centro de masa coincide con el centro geométrico.

2. Para un sistema compuesto por k = 1,..., N subsistemas el centro de masas se determina como

N
siendo = Y g
k=1

Esta expresién es valida para huecos considerandolos como subsistemas de masa negativa.

3. La distribucién de momentos generado por la fuerza gravitatoria distribuida sobre los elementos de
masa de un sistema es equivalente a su resultante, el peso, colocada en el centro de masas.
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4. Teoremas de Pappus-Guldin: Sirven para determinar la posicién del centro de una curva/superficie
cuando se conoce el drea/volumen engendrado al realizar una revolucién completa alrededor de un eje

A
= Para una curva, yg = oL siendo L la longitud de la curva y A la superficie generada en una
T
revoluciéon alrededor del eje x.

0
= Para una superficie, yo = —— siendo A el drea de la superficie y Vol el volumen engendrado en

2mA

la revolucion alrededor del eje x.

NN

4.2. Tensor de Inercia

Se define el momento de inercia respecto de un eje ¢ como la suma del producto de las masas por
su distancia al eje al cuadrado, I, = > m,d2. Sus dimensiones son M - L2. A partir del momento de inercia
(03

puede definirse también el radio de giro para el eje e como R, = 4/ % con dimensiones de longitud.

Si se toma el origen O en algtin punto del eje e, la distancia de cada particula al eje serfa dy = |74 X é
y podria escribirse

— AN\ 2 —2 —> A\ 2
Ie:E Mo (T o X €) :E ma[ra—(ra-e)
(0% (0%
Desarrollando los términos de la expresién anterior

Ta €= Zraiei
7

(?a . é)2 = (Z Tai €i> (Z Taj - ej) = Z Z"”airozjeiej
7 7 ]
é2 == Z 61'6]' == Z Zéijeiej
7 ]

y separando todo aquello que depende del eje e, tenemos:

Ie = Mea T a 5z'j€z'€j — rmraj eiej
a J J

i i
que escrito en forma mas compacta queda:

I, = Z Z I;jeie;
J

i
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donde las I;; son las 9 componentes de un tensor de 2° orden, denominado tensor de inercia
—2
Ij =Y ma (720 — Taitas)
«

En una base cartesiana, € (g, ey,€5) y 7o (75, 7y, 72) €l momento de inercia queda

_ 2,2, .2 2 (,.2 2 2(02 4 .2
I.=> mg [em (Ty + TZ) + e (rm + T‘Z) + e (rx + ry)] — > Mg [2ezeyryry + 2e€,m57, + 2eye.ryr;]

(6% (0%

y escrito en forma matricial :

Ixx _sz _sz €x
Ie = (ex ey €:) | —FPoy Ly —Py €y
_sz _Pyz Izz €z

Los elementos de la diagonal del tensor de inercia son los momentos de inercia para los ejes cartesianos
Ozxyz. Los elementos de fuera de la diagonal se conocen como productos de inercia y son el producto de
la masa por la distancia a dos de los planos cartesianos:

= Momento de inercia para el eje Ox

Ipe :Zma (?i-l—fﬂal’a) :Zm‘)‘ (yi—i_zi) =L
a

= Producto de inercia de los planos O, O

Iy = Zma (Fi -0 — xama) =— Zma:caya = —Fyy
(03 «

= El tensor de inercia es un tensor simétrico: Se cumple que I;; = I;;. Por lo tanto, I, = —P,, = I,
Iy, = Iy = —Pyy y las 6 cantidades I, I, I., Pyy, Py, P,. determinan el valor de todos los momentos
y productos de inercia del sistema.

4.3. Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Las componentes del tensor de inercia dependen del punto O elegido como origen. El teorema de Steiner
nos da la relacién entre estas componentes respecto de dos ejes paralelos, uno que pasa por el punto O y
otro que pasa por el centro de masas G.

(Y
v

En un sistema de particulas, 7, = T¢ + 7, y el tensor de inercia en O puede escribirse:

Ig = Zma (_7—”%(51']' — Taz'raj) = Zma [(?G’ + ?/a)Q 5ij - (TG’i + T;i) (T(;j + T';jﬂ
« (0%

—,

—>92 — 9 —
=Y Mg [(T 2+ T2+ 27 qil,) 0y — (TGz‘TGj + 10Ty FrGire; + TGijm')]

I
T N\2

22 22 T~ e =4} / /
> ma> (TPZ6i5 — rairaj) + 2 ma [r 15015 — ToiToj| 27 G015 D MaT o —TGi 32 Malh; — TGj D Maly,
« « « « «
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Dado que Y. ma7!, = > maTa — u7g =0, por definicién de G, las componentes del tensor de inercia
(6% (0%

cambian segin:

]g = Izcj + 1 (?é&d — TGiTGj)

es decir, tensor de inercia en O es el tensor de inercia en G mas el tensor de inercia que tendria en O la
masa total del sistema situada en G.

s Para los momentos de inercia se tiene:

19=10 =1 + u(ya +28) = IS + - d*

siendo d la distancia entre los ejes. Nétese que d en general no coincide con la distancia entre los puntos
O y G. Ademis, como d?> > 0, salvo que los ejes coincidan, Ip > I y como consecuencia, para una
direccion fija 4, el valor minimo del momento de inercia se obtiene cuando el eje pasa por el centro de
masas.

= Andlogamente para los productos de inercia:

Py = -1y, = — 15, + 1 (26 - ya)] = Py + e -ya

4.4. Diagonalizacion del tensor de inercia

Para un origen O dado, las componentes del tensor de inercia dependen de la orientacién del sistema de
referencia. Puede demostrarse que mediante una rotacion siempre es posible encontrar una orientacién de la
base en la que el tensor sea diagonal. El cambio en las componentes del tensor de inercia vendra dado por
la matriz de la transformacién A, de la forma I’ = AIA?, o bien I, = Zk: EZ: aikajily. De manera que si A

es la matriz de rotacién que diagonaliza al tensor

é1 i
e | =Al
é3 k
tenemos:
I, 0 0
I'=A1A'=| 0 I, 0©
0 0 Iy

Los tres vectores {€1,é2,é3} definen 3 direcciones ortogonales que se llaman direcciones principales
de inercia. Los momento de inercia segin esas direcciones, (I1, I3, I3), se llaman momentos principales
de inercia. Puede demostrarse que por ser el tensor de inercia simétrico, los tres momentos principales son
reales.

invariantes del tensor de inerca Todo tensor de 2° orden tiene dos invariantes (no dependen de la
orientacién del sistema de referencia):

» Determinante: |[;;| = Iy - I - I3

v Traza: Iy + Iyy + 1. =11 + o + I3
Nétese que Lpg + Iy + L. = > ma [(v2 +22) + (22 4+ 22) + (22 + y2)] =23 mai2 = 2Ip, es decir:
[e3% «

11+12—|-I3:210

siendo Ip el momento de inercia respecto del punto O.
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4.5. Simetrias en las distribuciones de masas

En sistemas con simetrias las direcciones principales estan relacionadas con los ejes y planos de simetria.
Veremos solamente los casos mas sencillos que facilitan la determinacién de la posicion del centro de masa
y de las componentes del tensor de inercia.

1. Simetria respecto de un punto C: Por cada m situada en 7 existe otra m’ = m situada en
—>/ — —> e . —>/ Fxe —> FEe
r'=7—-2r —R),oloqueeslomismo 7' — R=—(7 — R
: : . / —> -
= El centro de masas coincide con el centro de simetria: 7 = R
2. Simetria respecto de un plano:

= El centro de masas se encuentra en el plano y coincide con el centro de masas de la distribucién

proyectada.
= El plano de simetria contiene a 2 de las direcciones principales, la tercera es la normal al plano.
3. Eje de simetria de orden n: La distribucién se repite girando angulos de %”, es decir ¢ = 27“, n=

2,3, .... Si se trata de un eje de revolucién ¢ — 0,n = co.

= El c.d.m. se encuentra en el eje de simetria y coincide con el de la distribuciéon proyectada, 27”

= El eje de simetria es eje principal.
= Sin > 3, cualquier direccion perpendicular al eje es principal y ademas todas tienen el mismo

momento principal, [y = Iy # I3

4. Cuerpo homogéneo: (p = cte). El centro de masas y los ejes principales guardan la misma simetria
que la forma del cuerpo.

@) mi
: Oz .
mi y gl
c .0 X mi
mi X o ; ©
4 o m
punto plano recta Eje orden n

4.6. Elipsoide de inercia

Se define como el lugar geométrico de los puntos P(x,y, z) cuya distancia al origen O es inversamente
B
proporcional a la raiz cuadrada del momento de inercia para la direccién OP, es decir,

e cte

OP="—.¢
VI

2
Haciendo (OP) -I. = cte vemos que estos puntos estan sobre una superficie cuadrica dada por la

ecuacion:

Im'xz—f—lyy-gf—I-Izz'z2+2[Ixy-a:y+lxz~$z+fyz-yz] = cte®

Como 1. esté acotado, ’0—15 ‘ también lo estard y por lo tanto la superficie correspondera a un elipsoide,
denominado elipsoide de inercia. Los ejes de este elipsoide seran las direcciones principales de inercia y por
tanto los semiejes del elipsoide seran inversamente proporcionales a las raices de los momentos principales
de inercia. La ecuacién del elipsode referido a los ejes principales queda
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11-33%—%[2-:1:%—1—]3-:17% = cte?

o bien

2 2 2
L1 Z2 xs3 _
(cte/ﬁ) + <cte/\/IE> + <cte/\/173) =1

z
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5. Trabajo virtual y energia potencial

5.1 Principio del trabajo virtual. Aplicacién a la estética.
5.2 Coordenadas generalizadas.
5.3 Energia potencial y criterios de estabilidad del equilibrio.

Introduccién

Hasta ahora hemos analizado el equilibrio de un sistema ligado aislandolo y escribiendo las ecuaciones
vectoriales de equilibrio para cada componente como si fuera libre. Este método se suele utilizar cuando
la posicién de equilibrio es conocida y se quiere determinar el valor de alguna fuerza que se desconoce.
Sin embargo, en muchas situaciones nos encontramos con sélidos ligados cuyas partes pueden moverse
unas respecto de las otras de manera que son posibles varias configuraciones de equilibrio. En estos casos
el método vectorial, aunque vélido, no suele ser el mas adecuado para resolver el problema. Un método
alternativo basado una magnitud escalar, el trabajo, es mds 1til; proporciona una vision mas profunda
del comportamiento de los sistemas mecanicos y permite ademas analizar la estabilidad de los sistemas en
equilibrio. Este método se denomina método del trabajo virtual.

5.1. Principio del trabajo virtual. Aplicacién a la estatica.

Definimos en primer lugar algunos conceptos:

= Desplazamiento virtual 67 ,: Es un desplazamiento infinitesimal de la particula o compatible con las
ligaduras. El término virtual se entiende como ficticio, ya que si el sistema estd en equilibrio no esta
permitido ningiin movimiento.

= Trabajo virtual W: Es el trabajo realizado por una fuerza en un desplazamiento virtual, 67 .

Principio del trabajo virtual !
Un sistema estd en equilibrio cuando, para cualquier desplazamiento virtual, el trabajo realizado por las

fuerzas que actian es nulo:

EQUILIBRIO & oW =) Fo-07a=0 Y07,

5.2. Coordenadas generalizadas.

Para un sistema con ligaduras los desplazamientos de sus particulas no son independientes y por tanto
las coordenadas utilizadas para definir la posicién del sistema tampoco lo son. Sea S el nimero de grados
de libertad de un sistema, definimos entonces:

Coordenadas generalizadas : Conjunto de variables {qi,...,qs} independientes entre si, que definen
univocamente la posicion del sistema, i. e.,

N
r

a — ?Q(QI---QS)

Fuerza generalizada : El desplazamiento virtual y el trabajo virtual se expresan en funcién de las
coordenadas generalizadas como

5 o7
= 2 6q;

y

1Se puede tomar como un principio si se considera la estética de forma aislada si no, el equilibrio no es mas que una solucién
particular de movimiento.
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N, S,
W= Fo), 3a 8¢,
a=1 j=1 %

y asi, denominamos fuerza generalizada (Q; asociada a la coordenada generalizda ¢; a:

= 0T,
Qj:;Fa' 6Qj

DE manera que, en funcién de las coordenadas y fuerzas generalizadas, el trabajo virtual puede escribirse:

S
SW =" Qi
j=1

y dado que los desplazamientos de las coordenadas generalizadas son independientes, el principio del
trabajo virtual queda:

EQUILIBRIO & 0W =0,¥g; < Q;=0,V

5.3. Energia potencial y criterios de estabilidad del equilibrio.

Decimos que un sistema de par_‘Eiculas es conservativo si la fuerza que actua sobre cada una de las
particulas es conservativa: Vo, F, = —V,V ,siendo V una funcién escalar que r depende tinicamente
de las posiciones de las particulas, V = V (71,75, ..., Ta,-..), €l potencial o energia potencial del sistema.

El trabajo en un sistema conservativo es :

N N
= oV oV ov
dW = E —V,V-d7P, =— E (daja + —dy. + dza> = —dV
= 0%q 0Ya, 024

y dado que las fuerzas generalizadas se pueden escribir en funcién del potencial como:

aq]' _—0?a 8(]j N 8(]]'

N —> —>
- 074 oV 07, ov
Qj: § Fq :
a=1

las posiciones de equilibrio corresponderan a los valores estacionarios de V. De manera que la condicion
necesaria y suficiente para que un sistema conservativo esté en equilibrio es:

a—v =0,Yy
dq;

Ademds, el potencial permite analizar la estabilidad de las posiciones de equilibrio. El concepto
de estabilidad consiste en garantizar si ante pequenas perturbaciones respecto de la posicién de equilibrio
se mantiene el movimiento préximo a dicha configuracién o, si por el contrario, se aleja indefinidamente de
la misma.

EQUILIBRIO < 0W = 0,Vir, & Q; = —

= Las posiciones de equilibrio correspondientes a un minimo de V' son posiciones de equilibrio estable.

= Las posiciones correspondientes a un maximo o punto estacionario de V' son posiciones de equilibrio
inestable.
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6. Cinematica del punto

6.1 Derivada de un vector en una base mévil.
6.2 Triedro intrinseco. Formulas de Frenet.
6.3 Velocidad y aceleracién. Componentes intrinsecas.

6.1. Derivada de un vector en una base movil.

Sea {&1, &, 63} una base ortonormal orientada a derechas que cambia con el tiempo ¢, y ¥ un vector
cualquiera,
3
—> ~
v = E V; €;
i=1

La derivada de la base proyectada sobre la propia base forman los elementos B;; =

A~

1 ~ .
g -€; de una matriz

antisimétrica. Renombrando los elementos de esta matriz de acuerdo con

0 Qs —Qy

B'L’j = —Qg 0 Ql

Qy - 0

de; =
se tiene que % = x¢
Entonces,
— 3

dv dv;, . = _,
G T2 Gt

que se conoce por Fdrmula de Boure?.

6.2. Triedro intrinseco. Férmulas de Frenet.
Consideremos una curva de parametro ¢,
=70t =zt)i+yt)]+ 20tk
La derivada de la curva 7 = % es un vector tangente a la curva. Asi, la recta tangente en el punto
7 (to) es: N )
P =7(to) + A7 (to)

El plano normal en el punto 7 (¢g):
(1_5 - ?(to)) -7 (t0) =0

El plano osculador en el punto 7 (ty) es el limite de los planos que contienen la tangente en 7 (tg) y
otro punto de la curva 7 (1) a medida que t; — to,

(ﬁ—?%»-@%@x?%»:0

Recta normal principal es la interseccién del plano normal y el osculador.
Recta binormal es la recta perpendicular a la tangente y a la normal principal.
Plano rectificante es el que contiene la tangente y la binormal.

Longitud de arco medida desde 7°(ty) y en el sentido creciente de ¢:

o]

27
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6.2.1. Triedro intrinseco

Vector unitario tangente

Vector unitario normal

Vector unitario binormal

. d7
T = = 7!
ds
. T/
N=——
[[17]]
B=TxN

Triedro intrinseco en cada punto regular de la curva (7 # 0, 7" # 0) puede definirse un triedro
{T,N,B} ortonormal y orientado a derechas que se llama triedro intrinseco o de Frenet.

Los vectores del triedro intrinseco en un punto de la curva determinan las tres rectas y los tres planos.

plano osculador

6.2.2. Curvatura y torsion

Curvatura

Ay
== 1/ _—
P A0 | As

donde Ay es el dngulo formado por las tangentes en dos puntos de la curva separados As.

Se cumple,

Torsién (sin signo)

dT
= > ()
" ds || —
o A
im ——
T As—0 As

donde A1 es el angulo formado por los planos osculadores en dos puntos de la curva separados As.

Se cumple,
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6.2.3. Férmulas de Frenet
1* Férmula de Frentet
dT )
2 —k
ds
2% Formula de Frentet
dB .
— =4+7*N
ds T
Torsién (con signo)
dB .
T = ——"
ds
y entonces,
dB )
=,
ds
3% Formula de Frentet
dN . /
— =—-xkT+7B
ds
Vector de Darboux
l_)) = /<;I§ + TT

El vector de Darboux determina la variacion de los vectores del triedro intrinseco respecto del arco,

di =
T Dxi
1 X U

siendo 1 igual a T,N6B.

6.3. Velocidad y aceleracion. Componentes intrinsecas.

Vector de posicién.
por
T =7t) =2t)i+yt)j+z(t)k

donde x(t), y(t), z(t) son las coordenadas cartesianas del punto.
Las dimensiones son de longitud [7] = [z] = [y] = [2] = L.

Trayectoria. Es la curva descrita por el extremo del vector 7 en el transcurso del tiempo.
x = x(t)
= y(t) t € (00, +00)
z = z(t)

seria la ecuacion paramétrica de la curva.

El vector de posicion de una particula en el sistema de referencia Ozyz viene dado

(6.2)

(6.3)

Una misma trayectoria puede recorrerse de muy diversas formas, para especificar el movimiento habra

que conocer también como se recorre la trayectoria.
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6.3.1. Velocidad y aceleracién. Definiciones y unidades.

Velocidad: es el cambio del vector de posicion respecto del tiempo,

:dr(t) ~ lim T(t+ At) =7 (t) lm AT (6.4)

v dt Arso At T Atho At

En coordenadas cartesianas (no asi en polares) las componentes de la velocidad coinciden con las deri-
vadas de las componentes del vector de posicién:

Codx(t) L x(t+ AL) — (1) ~dy(t) _dz(t)
=g T AN, At T g T T (6:5)
Las dimensiones son [U] = [vz] = [v,] = [v:] = LT! y la unidad (SI) es el “metro por segundo” cuyo

simbolo es m/s.

El vector velocidad ¥ es tangente a la trayectoria ya que en el limite At — 0 la cuerda se confunde con
la tangente.

El médulo de la velocidad v = | V] es la derivada del arco respecto del tiempo ya que en el limite At — 0
la cuerda se confunde con el arco, |A7| = As:

d7(t) ' ds(t) . As
dt

)= ‘
Integrando respecto del tiempo se obtiene la longitud de arco,

s(t) = 5(0) + /0 T dt (6.7)

y se conoce como ley horaria.
El movimiento de una particula queda totalmente especificado conocida la trayectoria y la ley horaria.

V(1)

Aceleraciéon: es el cambio del vector de velocidad respecto del tiempo,

S ) . TE+AY)-T() P
C=Tg T A, At T (68)

De nuevo, las componentes cartesianas de la aceleracién coinciden con las derivadas de las componentes

del vector de velocidad.
dug(t) duy(t) _ du. (1)

=" 0 WT Ty T g

(6.9)

Las dimensiones son [@] = [a;] = [a,] = [a.] = LT™2 y la unidad (SI) es el “metro por segundo al
cuadrado” cuyo sfmbolo es m/s?.
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6.3.2. Componentes tangencial y normal de la aceleracion.

Dividiendo la velocidad por su médulo se obtiene el vector unitario tangente a la trayectoria:

v
ur = — 6.10
=" (6.10)
que tiene la misma direccion y sentido que el vector velocidad.
Si derivamos la expresién ¥ = v iy se tiene,
o dU(t) dv durp
= = {4 v — 6.11
i aT (6.11)

donde aparecen dos componentes perpendiculares que se conocen por componentes intrinsecas de la acelera-
citon, la primera esta asociada al cambio del médulo de la velocidad y la segunda al cambio de su direccion.

Componente tangencial de la aceleracion: es la componente de la aceleracion paralela al vector de

velocidad,
_dv

Tdt

—

a; = a -ur (6.12)

coincide con la derivada del médulo de la velocidad.
El otro sumando se conoce por componente normal ya que es perpendicular a la tangente. Para demos-
trarlo derivamos el cuadrado del vector unitario tangente, ﬁ% =dr-ur =1,

0= 1 " _9f.. =L o §p1 =L
dt T ar T~ at
Ademds, para separar la dependencia de la forma de la trayectoria de la rapidez con que se recorre hacemos

el siguiente cambio,
dﬁT . dﬁT(S(t)) - dﬁT @ dﬁT

dt dt  ds dt ' ds
i
La derivada % define la direccion normal y su médulo es la inversa del radio de curvatura:
S
a = dur/ds
N7 dag /ds|
1_|diy
p | ds

Entonces, la Componente normal de la aceleracion es,

du v?
— A 2 T
=a- = == 6.13
an = a Uy =v"|— 5 (6.13)
Finalmente,
2
—> ~ ~ ~ T
a:atUT“‘(lnuN:EUT—FKUN (614)

A modo de conclusién indicaremos que v = ds/dt y a; = dv/dt dependen de la ley horaria s(t) mientras
que Ur, Uy y p dependen de la forma de la trayectoria. En la aceleracion normal se mezclan las dos
dependencias, a,, = v?/p.
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7. Cinematica del sélido rigido

7.1 Solido rigido. Condicion cinemética de rigidez

7.2 Movimientos de traslaciéon y rotacion

7.3 Distribucién helicoidal de velocidades. Teorema de Chasles

7.4 Grupo cinemdtico. Invariantes

7.5 Eje instantaneo de rotacién. Velocidad de deslizamiento minimo. Axoides
7.6 Distribucion de aceleraciones

Introduccion

En este capitulo consideraremos las relaciones cineméticas que describen el movimiento de los cuerpos
rigidos y que asimismo son la base para el estudio de todas las maquinas y mecanismos.
7.1. Sélido rigido. Condicién cinematica de rigidez

Ya hemos visto que analiticamente, la condicién de rigidez de un sélido puede expresarse como

(74— ?3]2 = 7% = cte YA, B € cuerpo

derivando respecto del tiempo la expresion anterior:

d — — d?A — — —
%<TAB)2:0:2'TAB- dtB:2-rAB(vA—vB)

y dividiendo por el médulo de 7 45 queda:

— ~ > ~
VA*TAB = UB'TAB

FEn cada instante, las velocidades de dos puntos cualesquiera del sélido tienen proyecciones iguales sobre la
recta que los une. Esta es la llamada condicion cinemética de rigidez o teorema de las velocidades proyectadas.
Una consecuencia de este teorema es que la velocidad de cualquier punto del sélido estd determinada si se
conocen las velocidades de 3 puntos no alineados (basta tener en cuenta que un vector estd determinado si
se conocen sus proyecciones sobre 3 rectas no paralelas).

7.2. Movimiento de traslacion y rotacion.

Movimiento de traslacién: Un solido rigido tiene un movimiento de traslacion respecto de un sistema de
referencia S si en cada instante todas sus puntos tienen igual velocidad no nula respecto de S. Se denomina
velocidad de traslacion a la velocidad comin de todos los puntos. Ademds, en el movimiento de traslacion
todos los puntos del sélido tienen la misma aceleracién instantanea respecto del mismo sistema de referencia
S. Sean A y B dos puntos cualesquiera

Up=7Ua VA B

y por tanto:

d /—>
e <AB> —0 VA,B
dt

La posicién relativa de dos particulas cualesquiera del sélido permanece invariable en el transcurso
del movimiento; por tanto todas las trayectorias son paralelas (sin embargo la traslacién no tiene porque

corresponder necesariamente a un movimiento rectilineo).

Movimiento de Rotacién: Un sélido rigido realiza un movimiento de rotacion si en cada instante existe
una recta de puntos con velocidad nula, esta recta es el eje de rotacién.
Como las distancias entre los puntos del s6lido permanecen constantes; tomando como origen del sistema

de referencia un punto O sobre el eje, tendriamos que para cualquier punto P, opP ‘ — cte. El vector OP

no cambia de moédulo pero si de orientacion, por tanto, su velocidad sera
33
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dOP = ——
Vp=——=0QxO0P
VP T

N
siendo 2 el vector asociado al cambio de orientacion de un sistema de referencia que se mueve con el
solido. Por otra parte P describe una trayectoria circular con centro en el eje de rotaciéon y contenida en

un plano perpendicular al eje, de manera que su velocidad también viene dada por vp = R - fl—f = R-w con

R= ‘O—P) ’ -senf. De manera que la velocidad de P también es:

vp =W ‘O—P)‘ - senf
Definimos entonces el vector velocidad de rotacién & con las siguientes caracteristicas:
= Médulo: La velocidad angular Ccll—f
= Direccién: La del eje de rotacion
= Sentido: Segun la ley del tornillo

y asi podemos escribir la velocidad del punto P del sélido en el movimiento de rotacién como:

—

T))p:§><OP

7.3. Distribucion helicoidal de velocidades. Teorema de Chasles

Consideremos un sistema de referencia S ligado al sélido y otro sistema de referencia en el espacio S;.
Sea P un punto del sélido, su posicién en el espacio S; vendrd dada por:

O,P=0,0+0P




. Escuela Politécnica Superior Capitulo TI
v 730112102 - Mecanica Fundamental A. J. Lépez
UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 7 Cinematica del sélido rigido 25 de junio de 2011

Derivando respecto del tiempo y teniendo en cuenta el cambio de orientacion de S respecto de S
(Férmula de Boure) tendremos:

_dOP _d0,0  dOP d00 _, ——
ST @ a - oa Texor

de donde se obtiene la ley de distribucién de velocidades en el sélido rigido:

N
v

P

—

Up=7"o+ W xOP

Propiedades:

= Se trata de una distribucién helicoidal. Tiene la misma forma que la ley de distribucién de momentos
en un sistema de vectores deslizantes y por tanto todas las propiedades de la distribucién de momentos
son aplicables a las velocidades en un sélido rigido sin mas que cambiar el vector momento M por el
vector velocidad U y la resultante i por la velocidad de rotaciénw

» La velocidad no cambia en puntos situados sobre rectas paralelas a @.
= Movimiento general del sélido. Teorema de Chas_le’s: El movimiento general del sélido es una
traslacién( 7o) mds una rotacién alrededor de O (& x OP).

7.4. Grupo cinematico. Invariantes

Las variables que caracterizan el movimiento general del sélido son (U, &), a este par se le denomina
grupo cinematico en O. El grupo cinematico no es invariante dado que depende del punto considerado. Se
buscan magnitudes que caractericen el movimiento con independencia del punto de referencia elegido, es
decir, magnitudes invariantes a cualquier grupo cinematico. Estas son:

1. Primer invariante o invariante vectorial: Es el vector &J, comin a todos lo grupos cinematicos.

Sean (Vo,d) y (U, W) los grupos cineméticos en O y O’ respectivamente. Para cualquier punto P,
Tp=7To+dxOP y también Tp = Vo + &' x O'P. Dado que U = Vo + @ x O0’, se tiene que
ExOP=&"xO0P YO,P

Por tanto la velocidad de rotacion es la misma para todos los puntos del sélido; puede hablarse entonces
de la velocidad de rotacion del sélido

2. Segundo invariante o invariante escalar.

Proyectando la velocidad de un punto P cualquiera del sélido, ¥ p sobre &:
TpB=To &+ (Sx0P)-F=T0-T VO,P

En un instante dado, la proyeccién de la velocidad de cualquier punto sobre la recta soporte de & es
la misma para todos los puntos del sélido. Es el segundo invariante.

Propiedades

= Podemos descomponer la velocidad de cualquier punto en una componente paralela y otra perpendi-
— —> — —> —> : s ->
cular a w: vp = v+ vy, VP, donde la componente v | no cambia pero si lo hace v ;.

. . — —>

= Si existe un punto con v = 0, todos los que se encuentran en una recta paralela a w pasando por
’ —> . ’ . —>
ese punto tendran v | = 0, es decir, tendran una velocidad paralela a w.
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7.5. Eje instantaneo de rotacion

Llamamos eje instantdneo de rotacién, EIR, al lugar geométrico de los puntos ¢ del sélido con velocidad
paralela a . Sea P(z,y, z) un punto del EIR, su velocidad serd v p = To+ & x OP || &, con To(vg, vy, vs)
y & (wg,wy,w,). La ecuacién del eje instantdneo de rotacién queda:

Up +Wy2 =Wz Y Uy + W T —Wp2 Uyt wWpy —wyl
Wy Wy W,
= El eje instantaneo de rotacién es equivalente al eje central de un sistema de vectores deslizantes.
= Se define la velocidad de deslizamiento minimo v; como la proyeccién de la velocidad de cualquier
punto en la direccién del eje instantaneo de rotacién:

— —
VoW

Vd =
w

= La velocidad de los puntos del EIR es la velocidad de deslizamiento minimo vy

= La velocidad de deslizamiento minimo corresponde al valor minimo de la velocidad de los puntos de
un sélido rigido:

N
vp:|vp|:,/vﬁ+vi:\/vfl+vi2vd

= Si existe algtin punto del solido con velocidad nula, este punto pertenece al eje instantaneo de rotacion.

» Determinacién de EIR a partir del grupo cinemético (7o, &):

Si P(z,y, z) pertenece al EIR, entonces Tp || @ con Tp = To + & x OP. De manera que:
BxTp=0=xTo+@8x(@x0P) =& xTo+& (& -0P)—w?OP

Por tanto: o
w X Vo —

PcEIR < OP= TAZ, VA

w

7.6. Axoides

La expresién que hemos dado en el apartado anterior localiza al EIR en cada instante pues tanto Uo
como @ pueden cambiar en el transcurso del tiempo. En consecuencia el eje instantdneo de rotacién cambiara
en general de posicién a lo largo del tiempo debido al movimiento del sélido, engendrando una superficie
reglada que denominamos axoide. Habra infinitos axoides, tantos como sistemas de referencia, pero nos
fijaremos unicamente en los obtenidos en el sistema de referencia fijo y en el sistema de referencia solidario
con el cuerpo, que denominaremos axoide fijo y axoide mavil, respectivamente. Estas dos superficies son
tangentes en cada instante, la linea de tangencia es el eje instantaneo de rotacién.

EIR

vd

)

Axoide Fijo
\/ ® \)
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Se puede describir el movimiento del sélido como la rodadura del axoide mévil sobre el axoide fijo. Si
vg = 0 la rodadura sera sin deslizamiento, si vg # 0 el axoide mdvil ademas de rodar, deslizara sobre el EIR
con velocidad vy (esta representacién del movimiento del sélido es debida a Poncelet).

7.7. Distribucion de aceleraciones

La aceleracién de un punto P del sdlido se obtiene derivando la expresion de la velocidad:

p:—<vo+w><OP):ao—|—w><OP+w>< i

N
a

como

la distribucion de aceleraciones en un solido rigido queda:
—
a

p:E[O%—_Jx(ﬁ)—i—Ux(CJx(ﬁ)

El término & x (ﬁ X 0—15> es la aceleracién centripeta y esta dirigida hacia el eje de rotacién.
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8. COMPOSICION DE MOVIMIENTOS

8.1 Composicién de velocidades.

8.2 Composicién de rotaciones.

8.3 Composicién de aceleraciones.

8.4 Composiciones de aceleraciones angulares.
8.5 Movimientos inversos.

8.6 Movimiento de dos sélidos en contacto

Introduccién

El objetivo de este tema es obtener el movimiento de un cuerpo Ss respecto de un sistema de referencia

S1 cuando se conoce el movimiento del cuerpo en otro sistema de referencia Sy y el movimiento de Sy
respecto de 5.

8.1. Composiciéon de velocidades

Vamos a determinar en primer lugar la manera de componer las velocidades. Consideremos para ello
dos sistemas de referencia S1(O1,x1,y1,21) ¥ So(O,x,y, z) tales que el movimiento de Sy respecto de S; es
conocido. y sea un cuerpo Ss en movimiento también conocido respecto de Sy.

Para cualquier punto M del cuerpo S tenemos:

O1M = 0,0+ 0OM

y su velocidad en el sistema de referencia S se obtendra derivando las componentes de O M 3.

oy _ (A0 (d0OY dOM
B —\at dt
S1 S1 S1

—
Dado que el vector OM estd expresado en componentes de un sistema de referencia Sy con rotacién &gy
respecto de S1, su derivada vendra dada por:

(dOM) i (dOM) B x O
1 So

dt dt

Teniendo en cuenta las expresiones anteriores, la velocidad del punto M de Sy respecto del sistema de
referencia S se obtiene componiendo las velocidades de la siguiente forma:

— —>M —0 — SV
U21:U20+U01+w01XOM
Analizando cada uno de los términos anteriores tenemos:

317% denota la velocidad del punto M de Ss respecto de S
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= Velocidad relativa: Se denomina velocidad relativa de M a su velocidad respecto del sistema de refe-

. , . . —)M o —)M
rencia mévil Sy, es decir v, = vy

= Velocidad de arrastre: Es la velocidad que tendria M si So estuv1ese unido rlgldamente al sistema

mévil Sy y se moviese arrastrado por el. Por tanto, v == T + o1 x OM = v

Podemos expresar entonces la ley de composicion de velocidades de la siguiente forma:

—>M —>M —>M
Ugy = Ugg + Vg

En el contexto que estamos estudiando se designa como movimiento absoluto el movimiento del cuerpo
respecto del sistema de referencia que tomemos como fijo, S1, movimiento relativo el movimiento del sélido
respecto del sistema mévil Sy y movimiento de arrastre al que tendria cualquier punto del sélido S5 si este
estuviera rigidamente unido al sistema movil Sy y se moviera por tanto arrastrado por el. De esta forma
podemos decir que la velocidad absoluta del punto M es la suma de su velocidad relativa y su velocidad de
arrastre.

8.2. Composicién de rotaciones

El objetivo es determinar la rotacién @9y del cuerpo Sy respecto del sistema de referencia fijo S conocidas
las rotaciones de So respecto de Sy, Wag, ¥ la rotacién de Sy respecto de Si, Wo;.

Sean M y N dos puntos cualesqmeraﬂsohdo S5. La velocidad absoluta de N es v 21 _ﬁl + a1 X MN
la velocidad relativa o)) = G5 + &ag X M N y la velocidad de arrastre @) = 53 + &1 x MN. De la ley de
composicion de velocidades tenemos:

?%—i—ﬁglXMN:U%—FonXMN-FUéV{-meXMN, VYM,N € Sy

Por tanto, la ley de composicién de rotaciones queda:

—

Wa1 = Wao + Wo1

8.3. Composicion de aceleraciones

—
Derivando respecto del tiempo la expresion de la velocidad, T)’% = 7}’81 + 7}’% + Wo1 x OM, y teniendo
—
en cuenta que tanto 5’% como OM son vectores cuyas componentes estdn expresadas en un sistema de
referencia movil:

: s —
a%—a%+$01x6’%+381+B01x0M+@’01x [U%—I—J(HXOM

Llamando %1 a la aceleracion que tendrla M si Sy estuviese rlgldamente unido a Sy y se moviese
arrastrado por el, es decir, aé\/{ = am + wm X OM + Wo1 x (o1 X OM) tenemos:

— —>M —>M —> —>M
a9 = Gy + app +2Wo1 X Uy
donde

» La aceleracién absoluta de M es @7.

s La aceleracion relativa de M es 5’% .

= La aceleracién de arrastre es E’é\{ .

» El término 2Wg; x 7% es la aceleraciéon de Coriolis, debida al efecto combinado de la rotacién del
sistema movil, Wo1 y la velocidad de M en el sistema mévil, 27% .

Podemos escribir por tanto la ley de composiciéon de aceleraciones como:
>M _ =M —>M —>M
A gbs = Arelat + Q grrastre + A Coriolis
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8.4. Composicion de aceleraciones angulares

Derivando la ley de composicién de rotaciones:

o d@ o _ d@a . dor1
2! it ) it ) it )

d—)
w20 — — .,
= Qg0 + Wo1 X W2g
s

siendo

dt

Entonces las aceleraciones angulares se componen:
— — — — —
Q9] = Qg0 + Qo1 + Wo1 X W
Si Wo1 v Wao son paralelos, las aceleraciones angulares se suman directamente.

8.5. Movimientos inversos

Dados dos sélidos S7 y Sp y conocido el movimiento de Sy respecto de S se presenta a veces la necesidad
de hallar el movimiento de S; respecto de Sy, que se denomina inverso del primero. Para ello observando
que la composicién de movimientos S1/Sy/S1 es el reposo tenemos:

» Velocidades: o4 = v + v = 0, por tanto:

—>M _ —>M

Vio = —Yo1
» Rotaciones: W11 = W19 + Wo1 =0

— —

wWip = —WwWo1

= Aceleraciones: @M = @M + @Y + 280 x T =0

—>M M — —>M
a1y = —ap —2w01 X %)

Las aceleraciones en los movimientos inversos solamente son iguales y de signo contrario para los
puntos situados en el eje instantaneo de rotacion.

. — — — — — — —
= Aceleraciones angulares: o117 = a19 + @o1 + W1 X w190 = 0 y como wp; = —wqg, tenemos que:
— —
Q10 = — Qo1

8.6. Movimiento de dos sdlidos en contacto

Sean Sy y 51 dos sdlidos que se mueven manteniendo un tinico punto de contacto M. Sea Sy un sistema
de referencia ligado al plano tangente comin a los dos solidos en M. Durante el movimiento de los dos
solidos M describe trayectorias Cy y C1 en Sy y S respectivamente, con velocidades 5’% y v tangentes
a Cy y C1 y por tanto contenidas en el plano tangente.
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De la composicién de movimientos tenemos

lo que nos indica que T)’(])\{ , la velocidad relativa entre ambos sélidos en el punto de contacto M queda también
contenida en el plano tangente comin. A esta velocidad la denominamos velocidad de deslizamiento de Sy
sobre S7. Otra forma de expresar la condicién anterior (condicién de que los dos sélidos permanezcan en
contacto en el punto M) es U3 -7 = 0 siendo 7 el vector unitario normal al plano tangente comin.

Si expresamos las velocidades de Sy respecto de S a través de la velocidad del punto de contacto y la
velocidad de rotacién Woq, ((E’g{ , o—fm) grupo cinemético en M) se suele descomponer esta tltima en dos
componentes w, y w, una en la direccién normal y otra contenida en el plano tangente.

= Rotacion de pivotamiento: w, =

» Rotacién de rodadura: w, = | x 7|

Si los sélidos ruedan sin deslizar, la velocidad del punto de contacto serd la misma vista desde el sélido
S1 que vista desde Sy, es decir U% = v} y por lo tanto la velocidad de deslizamiento serd nula, 178/1[ = 0.
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9. Movimiento Plano

9.1 Definicién y propiedades.

9.2 Centro instantaneo, base y ruleta

9.3 Distribucion de velocidades

9.4 Velocidad de sucesién del centro instantaneo de rotacion.
9.5 Distribucion de aceleraciones

Introduccién

Estudiaremos aqui un caso particular de movimiento del solido rigido de gran interés por su riqueza de

aplicaciones, sobre todo en el disefio de maquinas y mecanismos.

9.1.

Definicién y propiedades

Un sélido rigido realiza un movimiento plano si todos sus puntos se mueven describiendo trayectorias

contenidas en planos fijos paralelos entre si. Cualquiera de ellos recibe el nombre de plano del movimiento.

9.2.

Propiedades:

= Todos los puntos del sélido pertenecientes a un determinado plano 7 del movimiento tiene velocidades

contenidas en dicho plano.

W es siempre normal al plano del movimiento. Basta tomar dos puntos Ay B del plano 7, g — T 4 =
W x AB y dado que U y U4 estdn contenidos en el plano, & x AB también lo estard y por tanto
— . . —> . . .z s

w ha de ser normal al plano 7. En el movimiento plano w y el EIR mantienen su direcciéon, la tnica
variacién de @ se produce en su médulo; podemos tratarlo entonces como un escalar con signo.

La velocidad de deslizamiento minimo es nula, vg = 0, dado que ¥ 41L&, VA; por tanto, el movimiento
plano es una rotacién pura.

Todos los planos del movimiento tienen la misma distribucién de velocidades ¥4 = U4 porque

AA’ || J. Es suficiente, por tanto, estudiar el movimiento en uno de los planos,por ejemplo el plano T,
que denominaremos plano director.

Centro instantaneo de rotacion. Base y ruleta.

En el movimiento plano los axoides son superficies engendradas por rectas normales al plano 7. Ademas

la velocidad de deslizamiento minimo es nula, vy = 0, por tanto el axoide mévil rueda sin deslizar sobre el
axoide fijo. Definimos:

= Base o polar fija. Curva interseccién del axoide fijo con el plano 7.
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= Ruleta o polar movil. Curva interseccién del axoide mévil con el plano m

» Centro instantaneo de rotacién (CIR). Punto donde el EIR intersecta al plano 7. Es el punto de
contacto entre la base y la ruleta.

Dado que vg = 0, el CIR es el uinico punto del plano con velocidad nula, puede describirse el movimiento
plano como una rotacién pura alrededor del CIR. Las distintas posiciones del CIR a lo largo del tiempo son,
respecto del sistema fijo la base y respecto del movil la ruleta. La ruleta rueda sin deslizar sobre la base.

a)lEIR
\/f\/

Axoide Movil
Axoide Fijo

|\_/ CIRY ) | ~~—___

Ruleta
Base

9.3. Distribucién de velocidades.

Llamando I al centro instantédneo de rotacién, ¥; = 0, y la distribucién de velocidades desde el CIR
queda:

Tp =& x [P
= La direccién de U p es normal a ﬁ%

» El médulo de Tp es vp = w- IP, es decir, aumenta proporcionalmente con la distancia al CIR.

= Los puntos con la misma velocidad vp estan sobre circunferencias de radio 2.

Consecuencias:

= El movimiento estda determinado si se conoce la posicion del CIR y el valor de w

= Sien un instante dado se conocen las tangentes a las trayectorias de dos puntos, se conoceré la posicién
del CIR, basta trazar las perpendiculares a dichas tangentes; el punto de corte serd el CIR.

= Si ademds se conoce la velocidad de uno de los puntos, A, el movimiento esta totalmente determinado,
W= uA
—IA
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9.4. Velocidad de sucesién del CIR

Hemos visto que la velocidad del CIR es nula por definicién, ¥ = 0; sin embargo durante el movimiento
del sélido el CIR cambia de posicion con el tiempo. Definimos entonces la velocidad de sucesion del CIR
como la derivada respecto del tiempo de las sucesivas posiciones del CIR vistas desde el sistema fijo:

Téngase en cuenta que v es la velocidad del punto del sélido que en un instante dado es el CIR, y es
por tanto nula, mientas que ¥g no se corresponde con la velocidad de ningtin punto del sélido, sino que es
la velocidad con que se transmite ”la propiedad de ser el centro instantaneo de rotacién” de unos puntos a
otros.

» Direccién de Ug: La tangente comiin a base y ruleta.

» Sentido de Ug: Viene determinado por el sentido de &, es decir, por el sentido en que la ruleta rueda
sobre la base.

s Médulo de Tg: Estd relacionado con w y las posiciones de los centros de curvatura de base y ruleta,
Cp y Cr, respectivamente®:
vs ICBICR

w CgpChpr

9.5. Distribucion de aceleraciones

La aceleracién de un punto P cualquiera del sélido es @p = @o + a X OP — w20P. En el movimiento
plano nos interesa obtener la distribucion de velocidades desde el CIR, para ello es derivamos la expresion

ir?
dt

de la velocidad ¥p = W x D:
d’pzaxﬁ—i—(fu’x

Siendo:

dIP _ dOP dO]

dt dt dt

—

= Up — Uy

de manera que @ p = a X ﬁ—k W X (U X I?) — W X U y podemos escribir la distribucién de aceleraciones

desde el CIR como:
E’p:axfﬁ—wzfﬁ—aj’xﬁ’s

Analizando cada uno de los términos tenemos:

B X I’ﬁ es normal a fﬁ y por tanto paralela a ¥ p. Es la componente tangencial de la aceleracién en
el movimiento de P relativo al CIR. Su médulo es proporcional a la distancia del punto P al CIR.

4Férmula de Euler-Savary
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] —wQﬁ es normal a la trayectoria de P y dirigida al CIR. Es la componente normal del movimiento
de P respecto de I. Su moédulo es proporcional a la distancia entre P y el CIR.

—W X Uy es igual para todos los puntos del solido. Es la aceleracion del centro instantaneo de rotacion,

L
es decir, @7 = d;t’ = —W X Vs

CR?

CBcEs
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10. Dinamica del punto material sometido a enlaces

10.1 Punto ligado a una curva
10.2 Punto ligado a una superficie

Introduccién. Enlaces mas importantes

En este capitulo estudiaremos algunos casos de la dindmica del punto sometido a enlaces; no se pretende
un analisis exhaustivo de todos los casos posibles sino més bien presentar algunos de los conceptos que
entranan y sacar algunas consecuencias ilustrativas. Nos basaremos en los conceptos desarrollados en las
asignaturas de fisica sobre la dinamica de la particula libre y el principio de liberacion desarrollado en la
estatica. Mas adelante veremos cémo se puede abordar el problema mediante las ecuaciones de Lagrange.

En un sistema de referencia inercial la segunda ley de Newton unida a la aplicacién del principio de
liberacién (sustituyendo los enlaces por las reacciones) la ecuacién del movimiento de una particula ligada
quedaria:

—> N dQ? = —>
F=ma = mW:FP—i—R (10.15)

— —
siendo F'?P la fuerza aplicada y R la reaccién entre la particula y la curva. La reaccién en principio es una
: 2 : s 2 : .z —> —>
incégnita y debe obtenerse de la ecuacién anterior y de la ecuaciéon de la curva ¥ = 7(S) que supondremos
que esta fija. Si la curva estuviese en movimiento aplicariamos las ecuaciones del movimiento relativo a un
sistema de referencia que se moviese de forma solidaria con la curva (Tema 2).

Como vimos en Estatica, si no hay rozamiento, la reaccion serd normal al desplazamiento de la particula
y entonces el trabajo realizado sera nulo. Se dice que la reacciéon “no trabaja” y por lo tanto el trabajo se
debe solamente a la fuerza aplicada

2 - — 2—>
W12:/ (Fap+R)-d?:/ B g7
1 1

A continuacién se indican los enlaces més importantes no dependientes del tiempo:

Superficie sin rozamiento :

—

R=Rn
siendo n el vector unitario normal a la superficie.

Superficie con rozamiento :
R =Ri+ Ry

]_:ET = —Fp T es la fuerza de rozamiento, que se opone al movimiento y esta contenida en el plano
tangente a la superficie.

Curva sin rozamiento : La curva puede verse como la interseccion de dos superficies S1 y 52
= A A
R = )\1 ni + )\2 o

o mejor, con el triedro intrinseco de la curva

R=RyN+RpB

Curva con rozamiento :
]_%): —FRT+RNN+RBB
47



Capftulo 1T Escuela Politécnica Superior . N
7’ { 3
A. J. Lépez 730112102 - Mecénica Fundamental =~
25 de junio de 2011 Tema 10 Dindmica del punto material sometido a enlaces  UNIVERSIDADE DA CORUNA

10.1. Punto ligado a una curva sin rozamiento

El caso del punto ligado a una curva sin rozamiento es un movimiento con un grado de libertad. Dado
que no hay rozamiento, la reaccién no tiene componente en la direcciéon tangente. Proyectando la ecuacion
de Newton en el triedro intrinseco tendremos tres componentes:

d’s 2
mar =m— = Fp
dt?
02
many =m — = Fy + Ry
P

mCLBZOIFB+RB

la primera de ellas es la ecuacién del movimiento propiamente dicha, su integracién permite obtener la
posicién de la particula a lo largo de la _curva S = S(t). Las otras dos permiten calcular el valor de la
reaccion R conocida la fuerza aplicada F la ecuacién de la curva 7(S) y el movimiento de la particula

§=5(t),

2
RN :mi —FN
p
Rp=0=—-Fp—+ Rp
donde v =dS/dt y k =1/p = ’dQF/dSQI.

Aplicaciéon del teorema de la energia.

En lugar de resolver la ecuacién diferencial (eq. 10.15) para obtener S = S(t), podria utilizarse el teorema
de la energia,
dW =dT

donde T = va es la energia cinética. Como la reaccién no trabaja, dW = Fav. g7 , V por integracién se

obtiene \
§mv /FT ds + Cl

La constante C] es la energia E que permite obtener la velocidad a partir de la integral del trabajo,

as 2
— F
V= i \/m [E—i—/ TdS:|

que integrada de nuevo nos proporciona la solucién al movimiento,

t—i,/m/dSJng
2J) \JE+ [FrdS

Vemos como la energia E juega el papel de integral primera y nos ha permitido reducir la solucion de la
ecuacion diferencial de segundo orden a una integral. Este aspecto se verd mads claramente y con mayor
generalidad en la formulacion lagrangiana.

Potencial de fuerzas.

La integral del trgloajo tiene una expresion especialmente sencilla para las fuerzas denominadas conser-
vativas. Una fuerza F' es conservativa cuando su trabajo no dependg del camino recorrido, solo depende
de la posicién inicial y final. Si la fuerza es conservativa se cumple F' = —VV con V = V(7) la funcién
potencial. En este caso, dW = —dV y Wis = V(71) — V(72) lo que conduce al teorema de conservacién de
la energia,

1 [dS\* .
E=T+V(7) = m(dt) +V(7) = cte
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y despejando t, tenemos

= i\/?/ JE (iSV(S) e

y por tanto S(t). La energia E que es una constante del movimiento nos ha permitido reducir el problema
a una integral.

10.2. Punto ligado a una superficie sin rozamiento

En ausencia de rozamiento la reaccion tiene la direccién de la normal a la superficie. Asi, la componente
de la ecuacién de Newton en la direccién normal a la superficie solo permite obtener la reaccién y las
ecuaciones del movimiento son las componentes tomadas en direcciones ortogonales del plano tangente.

Si la ecuacién de la superficie viene dada en forma implicita, f(x,y,z) = 0, el vector normal es paralelo
al gradiente,

A= VI

IV £l

y la reaccion

R = (md— F)

Si la superficie viene expresada en coordenadas paramétricas, ¥ = 7 (u,v), las derivadas parciales nos
proporcionan dos direcciones del plano tangente,

or
Y o
or

" o

=

=

y el vector unitario normal,

S

A v
n =

s
3

X
170 X 70|

La aceleracién se obtiene suponiendo que la coordenadas u y v dependen del tiempo,

d—)
T="0 Pt T
- dt - u v
dv
a=— = Tuul? + Top 02 + 2 Py 0 + T il + 7y ¥

y las ecuaciones del movimiento son las ecuaciones diferenciales,

— = = —
ma-r,=F*®.-7,
- - = —
ma-r,=F®.7F

<

cuya solucién serd u(t) y v(t).

Aplicacién del teorema de la energia.

Al igual que en la curva sin rozamiento el trabajo lo realiza la la fuerza aplicada,
2
=1 —>
TQ—Tl :W12 :/ Fap'd’F
1

donde el vector desplazamiento se obtiene con las derivadas respecto de los parametros,

—

d7 = 7 du+ 7, dv
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Potencial de fuerzas.

Si las fuerzas aplicadas son conservativas, F = —VV, el trabajo puede obtener a partir del potencial que
vendra dado por la posicion de la particula sobre la superficie,

2
Ty— T = Wis — / LAV (T) = V(T1) - V(T)
1
v puede relacionarse la posicién y la velocidad de la particula a través de la constante energia,
I o o
E= §m[ruu+ 7o 0]+ V (7 (u,0))

Ecuaciones del movimiento en plano tangente.

El plano tangente a la superficie contiene todas las direcciones tangente al plano, en particular la tangente
a la trayectoria que sigue la particula T. Asi, podemos elegir un triedro formado por los vectores {ﬁ, T, ﬁ}
donde it = i x T. En general el vector unitario normal a la superficie i y el vector unitario normal a la

trayectoria N no son paralelos y formaran un angulo v dado por, cosy = 0 - N. Entonces, proyectando sobre
el triedro anterior,

02
m—cosy=F,+ R
p
dv
>~ _Fr
Tar — T

2
v
m — senvy = F},

la primera de las ecuaciones permite calcular la reaccién R y las dos tltimas son realmente las ecuaciones
del movimiento. La segunda vuelve a ser el teorema de la energia (trabajo por unidad de arco). La tercera
puede reescribirse como,

sen 7y
=F,

2(E = V(7))

p

Esta ultima ecuacién permite obtener una conclusién importante ya que en ausencia de fuerzas, F= 0,
aplicadas el movimiento de la particula requiere, seny = 0, por lo que la trayectoria es una geodésica®.
Ademss la fuerza tangencial también es cero y al no existir trabajo el médulo de la velocidad se mantiene
constante, ||V = cte.

Veremos en los ejercicios cémo, al igual que el caso anterior, se pueden utilizar las constantes del movi-

miento para resolver este problema.

SLas geddesicas de una superficie son la curvas cuyo vector unitario normal es paralelo al vector normal a la superficie, N || ih.
Tienen la propiedad de ser la curva de longitud minima que une dos puntos sobre la superficie.

20



. Escuela Politécnica Superior Capftulo T1T

- 730112102 - Mecénica Fundamental A. J. Lépez
UNIVERSIDADE DA CORURNA Tema 11 Movimiento relativo del punto material 25 de junio de 2011

11. Movimiento relativo del punto material

11.1 Fuerzas de inercia
11.2 Movimiento en la superficie de la Tierra

Introduccién

En este tema estudiaremos la dindmica del punto en un sistema de referencia no inercial y lo aplicaremos
al caso de una particula moviéndose sobre la superficie de la Tierra, para analizar aspectos tales como la
gravedad aparente o el efecto Coriolis. Nos basaremos en las expresiones de la composicién de movimientos
obtenidas en los temas de cinematica.

11.1. Fuerzas de inercia

Vimos en cinematica que si conocemos el movimiento de un cuerpo Ss respecto de un sistema de referencia
So que a su vez se mueve respecto de otro sistema de referencia 57, la aceleracion de un punto M cualquiera
de Sy serd la suma de la aceleracién relativa @2J, el término de arrastre @) y el término de Coriolis:

->M _ —=>M | =>M — —>M
CL21 = a’QO + (101 +2W01 X U20

que para aligerar escribiremos

N —
a = a + Aarr + ACor

ya que lo que nos interesa es escribir las ecuaciones en el sistema Sy.
. . . . .2 = —>/ % oo .

Si el sistema Sy es inercial, se cumple la ecuacion de Newton F' = m a’ pero en la ecuacién del movimiento

en Sy habra dos términos extra:
— = —> —
ma =F—md.—mdacor

estos términos extra los denominamos fuerzas de inercia, puesto que no se trata de verdaderas fuerzas. Asi,
— —
Farr = —m @ arr s la fuerza de arrastre, y Foor = —m @ cor la fuerza de Coriolis.

11.2. Movimiento en la superficie de la Tierra

Estudiaremos el caso de una particula moviéndose en las superficie de la Tierra. S; serd un sistema
inercial con origen en C, el centro de masas de la Tierra. Sy (Ozyz) es un sistema de referencia fijo en la
superficie de la Tierra y por tanto es arrastrado por el movimiento de rotaciéon terrestre. El eje Oz esta sobre
la recta CO y dirigido hacia el exterior; Oz lo tomamos horizontal en direccién Este (tangente al paralelo)

y Oy horizontal en direccién Norte (tangente al meridiano).
La velocidad de rotacién terrestre (2 puede considerarse constante con un valor €) = H ﬁH =7,292 x107° 57!
y su direccién en el sistema de referencia Sy es
—
=cos\j +sin Ak
51
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rolx

donde A es la latitud, —§ <A <

Teniendo en cuenta que H ]—%)H ~ 6371 km > || 7||, en la aceleracién de arrastre el inico término importante

es la aceleracion del origen,
Tar = To+ 8 x T+ 0 x (8 7) » 70
y dado que O es un punto del sélido S,
E’O:E’C+§x§+§x (ﬁxﬁ) =0 x (ﬁxﬁ)

De manera que

y la fuerza de arrastre serd
— — —
Fore = =10 G oy = —m 03 X (Q x R)

cuyo médulo es constante en cada latitud, Foy = m Q2 R cos A, y tiene la direccién perpendicular al eje de
rotacién alejandose de él: es la fuerza centrifuga.

Norte Norte

—Qx(QxR)

4!

X1

Sur

Una particula en reposo sobre la superficie de la Tierra estaria sometida a la fuerza gravitacional,
myqg = —G% R, (dirigida hacia el centro de la Tierra) y la fuerza de arrastre (alejandose del eje de
rotacién). La combinacién de esas dos fuerza serfa lo que sentimos como fuerza peso y el peso por unidad

de masa se denomina gravedad aparente,

., Fg+F VN M. = /> -
7= G+ arr:g/_aO:_GizR—QX(QXR>
m R
El moédulo de la gravedad aparente y su desviacion ¢ respecto de la fuerza gravitacional varia con la
latitud ya que la fuerza de arrastre es nula en los polos y maxima en el Ecuador. La diferencia entre la
gravedad aparente y la puramente gravitacional es muy pequena:

Hﬁ x (Q’ x T{) H — 2 Reos A < 92 R = 0,03388 m/s2

aproximadamente un 0,33 % del valor de ||'g’||. La desviacién maxima de la direccién se produce para A ~ 45°
y corresponde aproximadamente a una décima de grado de arco.
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Ecuaciones del movimiento en la superficie terrestre, fuerza de Coriolis

La fuerza de Coriolis s6lo aparece cuando la particula tiene una la velocidad no nula en el sistema de
referencia no inercial Sy, es decir cuando la particula estd en movimiento sobre la superficie de la Tierra,

- -
Fcor:—ma)cor:—QmQ X U

La fuerza de Coriolis no realiza trabajo ya que, Fcor L ¥, y por tanto no cambia la energia cinética, sélo
cambia la trayectoria de la particula.

Teniendo en cuenta la fuerza de Coriolis y haciendo la aproximaciéon de que la gravedad aparente tiene
la direccion Oz, la ecuacion del movimiento de un punto sometido tnicamente a su peso sobre la superficie
de la Tierra es:

mdad=-mgk —2mQ (cos)\j +Sin)\k> X (:1':1 +9j —i—Zk)
separando las componentes,
& =20 (ysen X — Z cos \)
= —20%2 sen A
Z=—g+2Q1% cos A
Notese que como la fuerza de Coriolis no trabaja la energia permanece constante,

1
Ezimv2+mgz:cte

Efecto de la fuerza de Corilis sobre el movimiento de un punto sobre la superficie de la Tierra.

Las ecuaciones diferenciales anteriores pueden integrarse de forma exacta pero se obtienen expresiones
con varios términos de las que no es facil extraer conclusiones. Para extraer estas conclusiones deben desa-
rrollarse las soluciones en series de potencias de €)t. Alternativamente pueden obtenerse esas expresiones
introduciendo correcciones en 6rdenes sucesivos de §2¢. Lo aplicaremos a los dos casos més sencillos.

Desviacién en la caida libre. Primero resolvemos las ecuaciones a orden 0 en (2,

To=20
o =0
Zo=—4g
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que partiendo del reposo a una altura h nos proporciona la solucién de orden cero,
l‘o(t) =0
yo(t) =0
1
2(t) =h -5 gt?
2
Con esta solucion calculamos las velocidades para determinar la solucién de primer orden,
1 =20gt cos A
1=0
Z1=—g
que conduce a la solucién
1
1(t) = §Qgt3 cos A\

x
yl(t) =0

1
z1(t) = h — §gt2

que nos indica que el primer efecto de la rotacién terrestre sobre la caida libre es en la direccion positiva del
eje x, es decir, hacia el Este. Nétese que la dependecia con la latitud es un coseno por lo que la desviacion
es la misma en los dos hemisferios. Si se sustituye el tiempo en que tarda en llegar al suelo, t = \/2h/g, la
desviacion es ese moemento puede escribirse como

1 3
Ax = = cos A &
3 \/ g

que para una altura de h = 100 m resulta Ax = 1,5 cm.

Desviacion en la caida libre Desviacion en el movimiento horizontal

ivm

Hemisferio Norte Hemisferio Sur

Desviacién en el movimiento horizontal. Sila particula se mueve en un plano horizontal sin rozamien-
to la velocidad permanece constante y la fuerza de Coriolis actia en la direccién normal de la trayectoria
dando lugar a una circunferencia de radio r,

2 —>
mv— = HFcor =2mQyuv=2mQuv sen \
r
de donde
v
r = —-—
2 sen \

Para determinar el sentido de la desviacion consideramos que la particula parte del origen en la direccién
del meridiano hacia el Norte, ¥(0) = v ] por lo que las ecuaciones a primer orden serian,

T1 = 20 v sen A
y1 =0
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que conducen a la solucién,

z1(t) = Qgt? sen )\
y1(t) = vt

de manera que la desviacién es positiva (hacia la derecha) en el hemisferio Norte y negativa (hacia la
izquierda) en el hemisferio Sur. El valor de la desviacién es pequena, asi, para el caso de un proyectil
disparado horizontalmemte con v = 1000 m/s al cabo de 1 s se desvia 5 cm.

Esa desviacion puede hacerse grande si el tiempo transcurrido es de horas o dias en lugar de segundo
como, por ejemplo, en el caso de las masas de aire de la atmdsfera, haciendo que el movimiento de aire
hacia el interior de las borrascas se desvie proporcionado un giro en sentido horario en el hemisferio Norte
y antihorario en el hemisferio Sur, es el llamado efecto geostrdfico.

Efecto Geostrofico: Hemisferio Norte Efecto Geostrofico: Hemisferio Sur
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12. Dinamica del sélido rigido

12.1 Movimiento con un eje fijo.
12.2 Movimiento con un punto fijo. Ecuaciones de Euler.

12.1. Movimiento con un eje fijo.

Un sélido rigido con un eje fijo solamente tiene un grado de libertad, el giro alrededor del eje. La
coordenada generalizada sera el angulo tomado en el plano normal al eje de giro ¢ = ¢. Desde el punto de
vista cinematico es un caso particular de movimiento plano en el que el E.I.R es fijo y coincide con el eje de
rotacion,

deo

— ~
W =we=—e

dt

Ecuaciones del movimiento. Tomando como origen un punto O del eje de giro,
Ta=W X Tq
y la energia cinética seria

1 = 1 o™
T:meoév2 :§Iew2:§ 6902

donde
I = Zma (8 X 7Tq)= Zmadi
(63 [e%

es el momento de inercia para el eje de rotacién. La ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada ¢,

d (0T oT

_— —_— —_ — = I o

dt (8¢>) gp ~ e =
y recordando que la fuerza generalizada asociada con el giro alrededor del eje es el par o momento de las
fuerzas respecto del eje, Q, = M, y entonces,

dw
L. i M.
donde el par de las fuerzas aplicadas al eje es M, = &-)_ 7o X Fa y en el caso de que las fuerzas sean
conservativas M, = Q, = —0V/0.
La ecuacion del movimiento también puede obtenerse utilizando el principio de liberacién (sustituyendo
ligaduras por reacciones) y aplicando luego las ecuaciones del movimiento del sélido rigido libre (movimiento
de traslacion de centro de masas y rotacion alrededor de un punto O del eje fijo),

dp

-F F’ext
dt
dLo —
— Mext
dt ©

donde dentro de las fuerzas y momentos externos estan incluidas las reacciones en el eje. Al igual que hicimos
en el caso del movimiento del punto ligado la verdadera ecuacién del movimiento es la “componente” segtin
la direccién en la que se realiza el movimiento. En el caso del sélido rigido la ecuacién de la cantidad de
movimiento estd asociada con la traslacién del centro de masas y la del momento cinético con la rotacion
alrededor del centro de masas o de un punto fijo. En este caso el inico grado de libertad esta asociado con
la rotacion segun el eje fijo por lo que la ecuacién que determina el movimiento es la componente segtin ese
eje de la derivada del momento cinético
N
6-dko — g et — ppet
y como el vector unitario segin el eje no cambia,

d d duw
@ = Yo lpew=“Tw=1%
OW = ptrlocw T e di

obtenemos la misma ecuacién del movimiento, M* = I, w.

o7

&l

6.
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Reacciones en el eje. Determinaremos las reacciones en los apoyos para el caso de un sélido rigido con
un eje fijo alrededor del cual gira con rotaciéon uniforme y en ausencia de fuerzas. Tomamos un sistema
. . . et . . . . — 5
cartesiano Oxyz solidario con el sélido y en el que Oz coincide con el eje de giro. En ese caso, w = wk con

w = cte.

z

mm 5
& || >

G
O

Il
Para el movimiento centro de masas, G, la velocidad T = @ X P y la aceleracién se obtiene de la

férmula de Boure N
— <d v G) —> —>
aGg = +w X v
dt -

Q
I
o
+
€l
X

y entonces
—> — — 3 3
mw X (WX 7Tg)=Ra+ Rp

— —
donde R4 y Rp son las reacciones en los apoyos.
Para el movimiento de rotacién,
ZO:M'S(tZEZXﬁA—i-a—EXﬁB

utilizando de nuevo la formula de Boure

LOZ(dtO> +wXLO:|o£+wXLO:O+wXLO
TYz

En este caso . K K
Lo =wk x (Igi+1gj+lgk) w=—T0 w1+ 19 ]

que no tiene componente segin el eje de giro (ya que w es constante). Por tanto se tiene un sistema con 5
ecacuiciones y 6 incognitas (las componentes de las reacciones),

—mw?zg = Ay + By ( )
—mw2yngy—|-By ( )
0=A, +B. (12.18)

—IJw* = —OAA, + OB B, (12.19)
19 w? = +OAA, - OB B, (12.20)

que permiten determinar las componentes de las reacciones perpendiculares al eje y solamente la suma de
las reacciones a lo largo del eje.
Nota. No se ha incluido la fuerza peso.
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Equilibrado Estatico y Dindmico. Se dice que un sistema con eje fijo estd equilibrado cuando no
se producen reacciones en los apoyos (diferentes de las del peso). Las reacciones responden a dos efectos
diferentes, por una lado a la aceleracién del centro de masas y por otro a la derivada del momento cinético.
Para conseguir anular el primer efecto es condicion necesaria y suficiente que el centro de masas pertenezca
al eje de rotacion,

Equilibrado Estatico < zg=ya=0 < G € Eje de rotacién

N
El segundo efecto se anula si el eje de giro es direccién principal de inercia de manera que Lg || & y se anula
la derivada,

Equilibrado Dindmico < IyOZ = Imoz =0 <« Eje de rotacién es direccién principal

Los nombres de estatico y dinamico se deben a que en el primer caso se puede utilizar la fuerza peso
para detectar si el sistema estd equilibrado colocando el eje de giro horizontal y comprobando que el peso
no provoca ningin movimiento con independencia de la postura en la que se encuentre el cuerpo. Para
determinar si estd equilibrado dinamicamente hay que recurrir a provocar el giro y detectar los esfuerzos
sobre los apoyos.

El equilibrado de ejes es importante desde el punto de vista practico porque permite minimizar el
desgaste y la produccion de ruido y vibraciones en estos sistemas. Como se trata de hacer cero 4 ecuaciones,
anadiendo una tnica masa (3 grados de libertad) en general no podré conseguirse. Con dos masas (6 grados
de libertad) existen en principio infinitas posibilidades que se pueden reducir imponiendo ciertas condiciones
a las posiciones en las que se colocan las masas.

Asi, por ejemplo, se pueden fijar los valores de la coordenada z y la distancia al eje p de las masas,
dejando libres los valores de las masas y los valores del angulo acimutal .

Entonces,

mIag + mi p1 cos i + mg p2 cos s =0

mYyag + mi1 p1 sen p1 + mo pa sen g =0
Igz — M1 21 p1 COS Y1 — Mg 22 P2 €OS g = 0
Iyoz — M1 21 p1 SENL Y1 — M 22 P2 SEN Yo = 0
cuya solucion es

fan oy = Zmeg—l—I;)Z
zomaxg + IS,
P zlmyc+lz?z
zamag+ IS,
my = zmmag+ IS,
(21 — 22) p1 cOS Y1
iy = zlme+Ia%
(29 — 21) p2 cOS P2
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12.2. Movimiento con un punto fijo. Ecuaciones de Euler.

El movimiento del sélido rigido con un punto fijo es un caso particular en el que existe un punto O cuya
velocidad permanece nula. En este caso el sélido tiene todos los grados de libertad asociados con la rotacion
y ninguno asociado con la traslacion por ello representa el movimiento general de rotaciéon de un sistema
indeformable. El movimiento general del sélido podria descomponerse en un movimiento de traslacién del
centro de masas y una rotacién alrededor de ese punto G que seria formalmente idéntica al movimiento
alrededor del punto fijo O (todas las ecuaciones siguen siendo vélidas cambiando O por G).

El movimiento con un punto fijo también se conoce por movimiento esférico ya que al permanecer
constante la distancia de cualquier punto P al punto fijo O hace que la trayectoria de este esta contenida en
una esfera de radio OP con centro en O. Al igual que en el movimiento plano, se puede reducir el movimiento
del solido al de los puntos de esa superficie esférica.

Ecuaciones del Movimiento

Las ecuaciones del movimiento serian las asociadas a la rotacion alrededor de O,

dLo —
Tto = Mg (12.21)
siendo el momento cinético
Lo=lp@

un vector que en general no es paralelo a @.
Si elegimos un sistema cartesiano inercial con origen en el punto fijo, Ozyz, el momento cinético seria

Ia:y I, Wy
Ly Tyz | |wy
Iyz I, Wz

8

Lo=

S g
<

I8

y al derivar esta expresion debe tenerse en cuenta que las componentes del tensor de inercia varian con el
tiempo ya que la orientacién del cuerpo respecto del sistema de ejes fijo en el espacio también cambia. Eso
hace que la situacién sea muy diferente al del caso del movimiento plano donde la ecuacién de rotacion era
muy sencilla y tenfa la misma forma que las movimiento de traslacién del centro de masas.

La ecuacién 12.21 permite determinar &(¢). A partir de & es posible determinar por integracién la
posicién del sélido utilizando, por ejemplo, los angulos de Euler. Debe notarse sin embargo que, a diferencia
con el caso del movimiento plano, el vector rotacién @ no es en general la derivada de ningin otro vector,

w¢iX
dt
Para demostrarlo basta suponer que si existe el vector X deberia poder expresarse en funcién de los angulos
de Euler ya que estos determinan la orientaciéon del sélido, X(w, 0, ). Para demostrar que tal vector no
existe basta con derivar cualquiera de sus componentes y comparar con las derivadas de &,

d

(dx:%Ax = écoS¢+¢Sen¢Sen9:aw

OAs O g
90 9

que claramente no puede darse, basta comprobar que la derivada cruzada no coincide

O\,

o9~ Y L P O
%Ax = sen sen 6 0p00 * 960
¥

El hecho de que el vector & no sea un funcién integrable hace que le llame vector rotacién para distinguirlo
de la velocidad angular que es siempre la derivada de un angulo respecto del tiempo.
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En el movimiento esférico todas las magnitudes dindamicas del sélido se pueden expresar en funcién de
W, asi, la cantidad de movimiento

la energia cinética

1 —> — ]-—>
T=-m(@xTPe) +=-Blgd
2 2
o desde el punto fijo
1 1 -

El desplazamiento infinitesimal serfa, d7, = Vo dt = & X T4 dt, por lo que el trabajo quedaria,

AW = dT = M- T dt

Ecuaciones de Euler.

Sea Ozyz un sistema de referencia fijo (inercial) que llamaremos espacio y consideremos otro sistema
de referencia Oz1zox3 que se mueva con el solido y cuyos ejes coincidan con las direcciones principales,
le llamaremos cuerpo. En este sistema de referencia el tensor de inercia es diagonal y sus componentes no
cambian con el tiempo

L 0 0
Io]=10 L 0
0 0 I3

En este sistema de referencia el momento cinético se expresa como:

—

Lo = Lwity + Iowats + I3w3ts

dLo dLo L=
o) (e L
( dt ) ' ( dt ) ' +w X Lo
fijo mévil

que igualada al momento de las fuerzas da lugar a un sistema de tres ecuaciones diferenciales

y su derivada viene dada por

Ly + (13 — Iz)w2w3 =M
Iyin + (I — I3)wiwz = My
Isis + (1o — I1)wiws = M3

Estas ecuaciones se denominan ecuaciones de FEuler y permiten determinar la evolucién temporal de o
respecto de los ejes moviles conocidas las componentes My, My v M3 de los momentos aplicados.

Reaccion en el punto fijo.

La reaccion en el vinculo se determina con la ecuacién de la cantidad de movimiento,
—>
v

N
r

p=m

Q

—mi[ﬁx
o dt

&=

y entonces

donde F2P es la resultante de las fuerzas aplicadas desde el exterior del sélido.
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Integracion de las ecuaciones de Euler en ausencia de pares.

Comenzamos resolviendo el caso méas sencillo, Mo = 0, es decir, movimiento en ausencia de pares que
tambien se conoce por movimiento por inercia, ya que seria el movimiento que haria el sélido aislado en
ausencia de fuerzas aplicadas. Las ecuaciones de Euler quedan,

Ly + (I3 — I)wows = 0

Iswo + (I1 — I3)wiws =0

Isws + (I — I))wiwa =0

y existen dos constantes del movimiento R
Lo

T =

Q QJ{
IS

que nos van a permitir expresar dos de las componentes de & en funcién de la tercera, reduciendo de este
modo la resolucién de las ecuaciones de Euler a una 1ntegral

Hay que tener en cuenta, sin embargo, que si Lo = cte, lo serdn cada una de sus componentes en el
sistema fijo Ly, Ly, L., no asi sus componentes en el sistema moévil Ly, La, L3. Dado que LO LO es un
escalar y no depende de la orientacién de la base, tomamos como constantes

L? = fw% + I32w§ + Igwg
217 = Ilw% + Igwg + Igwg

Caso con el elipsoide de inercia esférico.

Fl elipsoide de inercia es una esfera si los tres momentos principales son iguales, I = Iy = I3. En este
caso el momento cinético y la rotacion son siempre paralelos y la conservacion del momento cinético lleva a
que la rotacién también es constante. El movimiento serd por tanto una rotacion uniforme w = cte alrededor
de una direccién fija.

Caso con el elipsoide de inercia de revolucién.

Suponiendo que el eje de simetria del elipsoide sea el eje 3, entonces, Iy = I, # I3 y las ecuaciones de
Euler quedan
L + (13 — Il)w2w3 =0

Tiwy + (Il — Ig)wlbwg, =0
Izws =0
La tercera ecuacion nos dice que la componente 3 de la rotacion permanece constante, ws = cte. Las otras
dos forman un sistema que puede resolverse facilmente si se escriben en la forma

w1 +Qwy =0
LL)Q—QLUl:O

donde Q = ws(I3 — I1)/I; es una constante. Derivando la primera y sustituyendo en ella la segunda,
w1+ 0? w1 =0

que es la ecuacién de una oscilacién arménica, wi(t) = A cos(2t+ ). Despejando wo de la primera ecuacién
del sistema se tiene wa(t) = —w1/Q = A sen(Qt + §). Finalmente,

J(t) = A [cos(Qt + 6) 0y +sen(Qt + 6) ta] + w3 U3
es un vector de modulo constante que gira alrededor del eje Ox3 con velocidad angular constante 2.

Para describir el movimiento del cuerpo nos fijamos en que el movimiento del sistema Ozjzozs es el
mismo que el del cuerpo; el EIR es la recta que pasa por el punto fijo O y tiene la direccién de &J; eligiendo

62



. Escuela Politécnica Superior Capftulo T1T

< 730112102 - Mecénica Fundamental A. J. Lépez
UNIVERSIDADE DA CORUNA Tema 12 Dindmica del sélido rigido 25 de junio de 2011

=
el eje Oz del sistema fijo en el espacio segun la direccién Lo, que en ese sistema permanece constante, el
movimiento del momento cinético en el sistema movil nos permitird obtener el del cuerpo en el sistema fijo
en el espacio.

En el sistema cuerpo tenemos,
Lo =11 A [cos(Qt + 8) ity + sen(Qt + 6) Qo] + I3 ws i3

que realiza el mismo movimiento que la rotacién alrededor del eje Ox3, manteniéndose en un mismo plano
—

i3, @ v Lo. Al mantenerse ademas constantes los dngulos que forma el EIR con el eje Ox3 y con el eje Oz

los axoides mévil y fijo son dos conos de revolucién con vértice en O.

~

X2

Qo
X1

Se dan dos situaciones que estan relacionadas con la forma del elipsoide de inercia: si Iy = Iy > I3 el
elipsoide es achatado o con forma de naranja y si [y = Iy < I3 el elipsoide es alargado o con forma de pepino.

I1=I2<I3

Si I; > I3 la rotacién estd en medio de Ox3 y Oz y los axoides ruedan sin deslizar uno por el exterior
del otro. La velocidad angular € tiene el signo contrario de w3 y al pasar al sistema fijo el movimiento de &
y de Ox3 se invierte y acaba teniendo el mismo sentido que ws, se denomina precesion directa.
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Precesion Directa (I1>13)
X3 EIR

E.LR. z

Si por el contrario I; < I3 es Oz el que estd en medio de Oz3 y &, en el sistema del cuerpo el axoide fijo
rueda por el interior del fijo. Cambiando al sistema espacio es el axoide mdvil el que rueda por el exterior
del fijo en sentido contrario a {2 y por tanto en sentido contrario a ws, se denomina precesion retrégrada.

Precesion Retrograda (I1<I3)

X3 AF. #

Angulos de Euler. Para determinar el movimiento final del cuerpo obtendremos los angulos de Euler. El
angulo de nutacion es el que forman Ox3 y Oz y puede determinarse facilmente con la tercera componente
del momento cinético,

I
Ly =13ws=Lcosf = 6 =arccos < 3;?’) = cte
La componente 1 nos permite obtener la rotacion de precesion ya que 6 =0,
. . - L L
Ly =L w =LYsinfsing = Lsenfsenyp = 1= = cte = =9 (0)+ I—t
1 1

La rotacion propia también es constante y se obtiene de la componente 3,

: L . I3 —
Ly =1I3ws =13 (gb—H,bcosH):LcosH = ¢:<I—w>0059: 3[ w3 = cte
3 1

que es igual pero opuesta a la precesién del EIR vista en el sistema movil, ¢ = —€.
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Caso general: elipsoide de inercia asimétrico

Considerando el caso mas general en que los tres momentos de inercia son distintos y redefiniendo los
ejes principales de manera que I; > Iy > I3, se tienen dos ecuaciones
2T — L? = Ih(I) — I)w3 + I3(I; — I3)w3 > 0
L% —2T1I3 = I, (I} — I3)w? + Ir(Is — I3)w3 > 0
que permiten expresar w; y ws en funcién de ws:

2TIl - L2 — Ig([l - IQ)LU%

2
w =
’ I3(I — I)
W= L? - 2TI3 — Ir (I3 — I3)w?
Li(I — I3)

Asi, la segunda ecuacién de Euler se reduce a:

dws V2T — 12 — Iy(I) — I)w3/L2 — 2T I3 — Ir(I5 — I3)w3
/£ — 4+
dt LvhLi;

que conduce a una integral eliptica y permite obtener wy = wo(t) y con ello w1 = wi(t) y ws = ws(t).

Angulos de Euler. Una vez conocida &(t) en los ejes principales pueden obtenerse los dngulos de Euler,

para ello elegiremos la orientacion del sistema fijo en el espacio de manera que el eje Oz coincida con la
—>

direccion del momento cinético Lo que no varia con el tiempo. Asi,

Lo = Lk = Lwyiy + Lwsily + Tawsiis
y aplicando la matriz de transformacién del sistema espacio al cuerpo,

L1 =1w; = Lsenfsenyp
Lo = Iswy = Lsentcosp
L3 :I3LU3 = Lcosf

de donde
6 = arccos & = arc cos ws(t)
L L
L I t
( = arctan =L = arctan - wi(t)

LQ I 2 W9 (t)
Para determinar el dngulo de precesion utilizamos la expresién de la rotacion de precesiéon en funcion de las
componentes de la rotacion en el sistema movil,
w1 sin ¢ + wa cos ¢ Ilw% +Igw§
- 2 2 2 2
sen 0 ITwy + IZws

)=

que una vez integrada nos proporciona t(t).
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Estabilidad de la rotaciéon alrededor de los ejes principales.

Si la rotacién coincide con una de las direcciones principales, el momento cinético y la rotacién son
paralelas y la conservacién del momento cinético lleva a que la rotaciéon se mantiene constante y por eso a
los ejes principales se les llama también ejes permanentes. Si hacemos que & se separe ligeramente de una
de las direcciones principales puede ocurrir que la rotacién se mantenga préxima a la direccién principal o
que inicie un movimiento en el que se aleja rapidamente de la direccién inicial, en el primer caso diremos
que la rotacién permanente es estable y en el segundo que es inestable.

Este resultado se puede obtener con las ecuaciones de Euler considerando que en las proximidades de
un eje principal la componente de la rotaciéon segtin ese eje va a ser mucho mayor que las otras dos. Asi,
considerando un sélido tal que 11 > Is > I3, para el eje 1, wy > wo, w3 y entonces,

L + (Ig — IQ)WQW?, =0 = w;~=cte

L — I

L + (I} — I3)wiws =0 = i + 0 13)“’1w3:0
2
LT

13033 -+ (IQ — Il)wle =0 = d)g — (IIMUJQ =0
3

las dos ultimas pueden escribirse en la misma forma,

Op+Cwpy=0 k=23

donde la constante C'

I — I3) (I — [
C:(l 3)(I 2)w%>0
I>13

es en este caso positiva lo que nos indica que la solucién de las componentes 2 y 3 son armoénicas y se
mantendran siempre en valores pequenos.

En cambio, para el eje mediano, 2, el mismo procedimiento nos llevaria a una constante B negativa,

I, —I3)(Ia — 1)

(
B = 0
1_1]_3 wy <

y la solucién seria una combinacién de exponenciales crecientes y decrecientes con lo que la rotacién termi-
naria alejandose del eje 2, demostrando que la rotacién alrededor del eje mediano es inestable.

Este resultado se conoce por el teorema de la raqueta de tenis (Antonio Ranada, Dindmica Clésica, p.
458) y demuestra el hecho de que una raqueta de ténis puede hacerse girar ficilmente a lo largo del eje del
mango (1) o en el plano de la pala (3) pero muy dificilmente alrededor del eje (2) normal a los dos anteriores.
Los valores aproximados de los momentos principales son I; ~ 0,15 x 1072 kgm?, Iy ~ 1,49 x 1072 kgm? e
I3~ 1 + I».
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13. Introduccion a la dinamica analitica

13.1 Ligaduras en sistemas fisicos. Definicién, propiedades y clasificacion.

13.2 Condiciones de equilibrio y ecuaciones del movimiento en coordenadas generalizadas.
13.3 Principio de D’Alembert.

13.4 Ecuacion general de la dinamica para un sistema con ligaduras sin rozamiento.

13.5 Fuerzas, trabajo y energia en coordenadas generalizadas.

Introduccién

Hasta ahora hemos basado el estudio de la dindmica en magnitudes vectoriales, sin embargo es posible
seguir un enfoque diferente en el cual las magnitudes fundamentales son escalares y las ecuaciones funda-
mentales se obtienen mediante un proceso sistematico de derivacion de tales funciones; a este planteamiento
se le conoce como mecdnica analitica.

La mecénica vectorial y la mecanica analitica son métodos distintos de resoluciéon de los problemas
dindamicos, pero no teorias diferentes de la mecanica por lo que deben conducir a los mismos resultados. Por
otra parte la mecanica analitica admite varias formulaciones, en este curso nos centraremos béasicamente en
la formulacion lagrangiana.

Una cuestion que se suele plantear es la conveniencia de utilizar la formulacién vectorial o la analitica
para obtener las ecuaciones del movimiento. No existe una regla fija, con la posible excepcion de los sistemas
dindmicos con ligaduras, donde la formulacion analitica muestra su potencia.

13.1. Ligaduras en sistemas fisicos. Definicion, propiedades y clasificacion.

Ya hemos visto que las ligaduras restringen los movimientos de un sistema. Matematicamente se expresan
como una relacion funcional entre las posiciones y velocidades de los puntos del sistema y el pardametro
tiempo. Existen diversos criterios para clasificar las ligaduras, aqui consideraremos:

= Ligaduras holénomas y no holénomas: Son aquellas que conducen a problemas que pueden resolverse
formalmente; existe solucién general completa. En el caso de ligaduras no holénomas no existe un
método general.

Son holonomas las ligaduras geométricas, es decir aquellas que pueden expresarse mediante una
relacién funcional de las posiciones de las las particulas (y posiblemente el tiempo) de la forma
f (71, 79,...,7N,t) = 0. Un ejemplo de ligadura geométrica es el sélido rigido, (7°; — ?3-)2 - c?j =0.
El caso de una particula que se mueve ligada a una curva o una superficie es otro ejemplo de ligadura
geométrica, donde las ecuaciones de la curva o de la superficie actiian como ecuaciones de ligadura. Sin
embargo el problema de una particula que se mueve por el exterior de la superficie de una esfera de
radio a, donde la ligadura se expresarfa como una desigualdad, 72 — a? > 0, serfa un caso de ligadura
no holénoma.

Las ligaduras cinematicas, que se expresan como una relacién funcional de las velocidades y del tiempo,
f (7}1, —7'“’2, R ?N,t> =0, son en general no holénomas; sin embargo aquellas que por integracién
conducen a una ligadura geométrica (cinemédticas integrables) son también ligaduras holénomas. Un
ejemplo de ligadura cinemética integrable seria el caso de un circulo que rueda sin deslizar sobre una
recta, la ligadura seria que la velocidad del punto de contacto A es nula, v4 = v —wr = 0 que puede
integrarse dando lugar a una relaciéon entre la coordenada del centro del circulo C' y el dngulo girado
o, xc =1 ¢ + cte.

= KEscleronomas y reénomas: Se clasifican asi atendiendo a su dependencia temporal. Si en la ecuacion de
ligadura aparece explicitamente el tiempo la denominaremos reénoma y en caso contrario escleronoma.
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13.2. Condiciones de equilibrio y ecuaciones del movimiento en coordenadas generali-
zadas.

Para un sistema con ligaduras los desplazamientos de sus particulas no son independientes y por tanto
las coordenadas utilizadas para definir la posicion del sistema tampoco lo son. Cuando todas las ligaduras
son holénomas (sistemas holénomos) la dependencia que existe entre las posiciones de los diferentes puntos
del sistema puede evitarse eligiendo unas nuevas coordenadas que sean independientes entre si. Definimos
entonces:

Coordenadas generalizadas: Conjunto de variables {qi,...,qs} independientes entre si, que definen
univocamente la posicién del sistema, i. e., 7o = To(q1, - .-, qs, t), siendo s el nimero de grados de libertad
(movimientos independientes) del sistema y a un indice que recorre el nimero de particulas N. Para un
sistema dado, la eleccién de las coordenadas generalizadas no es unica. Asi, por ejemplo, en el caso del
péndulo doble existen dos ligaduras: 23 + vy = (2 y (vo — x1)% + (y2 — y1)? = ¢3, y cuatro coordenadas
cartesianas por lo que podrian elegirse 2 coordenadas independientes de miltiples formas y en diversas
combinaciones siendo todas ellas validas. En este caso lo mas comodo es tomar los dos dngulos indicados en
la figura.

Vamos a escribir el principio del trabajo virtual en términos de las coordenadas generalizadas. Los
desplazamientos virtuales (instantdneos y compatibles con las ligaduras) se expresaran

S —

ar
6?04 = — 5(]]'
j=1

y por tanto el trabajo virtual serd:
S

AN 0T
W => Fo Za—qéqj
a=1 j=1 1

Denominamos fuerza generalizada @);, asociada a la coordenada generalizada g; a:

- 0T,
szza:Fa‘aqj

Noétese que, en general (); no tiene dimensiones de fuerza pero el producto @ g; siempre tiene dimensiones
de trabajo o energia ML2T—2.
En funcién de las coordenadas y fuerzas generalizadas, el trabajo virtual puede escribirse

SW =" Q;0q;
J

y dado que los desplazamientos de las coordenadas generalizadas son independientes, el principio del trabajo
virtual quedaria:

EQUILIBRIO < W =0,Ydg; < Q; =0,V
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En sistemas conservativos, Va, Fa = V.V ,siendo V = V(71,72 .., Tay-..) la energfa potencial del

sistema, el trabajo es:

= N 1% oV oV
AW =Y -VoV-dPa=-) (mdxa + a—yadya + azadza) = —dV

y dado que las fuerzas generalizadas se pueden escribir en funcién del potencial como:

> 0T OV 9F. OV
sza:F“'aqj 9T, dq; O

la condicién necesaria y suficiente para que un sistema conservativo esté en equilibrio es:

W =0, Vj

EQUILIBRIO <& oW =0,Y67, < Qj:_a
J

13.3. Principio de D’Alembert.

El principio de D’ Alembert es la extension del principio del trabajo virtual a la dindmica. Para un sistema
de N particulas, el trabajo necesario para llevar el sistema de 1 a 2 es

2oV L
W1—>2:/ ZFa‘d?a
1 a=1

(ignde 1_7:9 es la suma de las fuerzas aplicadas y las fuerzas de ligadura aplicadas a la particula «, F a =
ngh + Ra
Hemos visto que la condicién necesaria y suficiente de equilibrio es

ow=3" (ngﬁ + Ea) 5T =0, VT

pero en gran numero de casos, enlaces perfectos, el segundo sumando es nulo; las fuerzas de ligadura no
contribuyen al trabajo virtual y por lo tanto, la ecuacién de equilibrio queda

STFWIL T, =0, 07,

Andlogamente la segunda ley de Newton para un sistema de particulas F)a = ]_.)’a puede transformarse,
tomando el trabajo, de manera que no intervengan las fuerzas de ligadura, en el Principio de D’Alembert:

i (Fa = Ba) 070 =0, Vo7, (13.22)

a=1

Segun este principio, un sistema estd en equilibrio dindmico bajo la accion de las fuerzas aplicadas mas las
fuerzas de inercia ,—f)’a. Es un principio fundamental que proporciona una formulacién completa para todos
los problemas mecanicos. La ventaja de utilizar el principio de D’Alembert sobre la formulacién de Newton
es que tanto las fuerzas de ligadura como las fuerzas internas entre las particulas del sistema se eliminan lo
cual supone una gran ventaja en sistemas con varios grados de libertad.

13.4. Ecuacién general de la dindamica para un sistema con ligaduras sin rozamiento.

La ecuacion 13.22 es dificil de resolver porque en general los desplazamientos virtuales no son indepen-
dientes. Si el sistema es holénomo pueden elegirse un conjunto de coordenadas generalizadas y reescribir
cada uno de los términos que aparecen en términos de las coordenadas y las fuerzas generalizadas:
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Asi, el primer término, ya hemos visto que quedaria

N s
S Fo-0Ta=Y_ Q) dq (13.23)

a=1 j=1
Andlogamente, el segundo término
SN d, . <07, o d L 0T
;pa 070 = 3 = (MaTa) >3y, 5613'—;2&:&( oTa) 5% 04
5 N N (13.24)
=22 [l (e ) e () o
= Ld dq; dt \ 9g; !
Teniendo en cuenta que
Vo = Valg,d,t) = dd% ijaa;a @ 3@?“:

por tanto,
0T 0T
8qj 8(]]'

y el primer término de la ecuacién 13.24 queda

S (g, L) 2 4 (0T
— dt CTY 0q ) dt \9g;

siendo

la energia cinética del sistema.

Teniendo en cuenta que las derivadas parciales cruzadas son iguales, en el otro sumando de la expre-
sion 13.24 puede hacerse el cambio,

d <ara> Z 82?@ g 82 Zara . 074 _ OVq
0q; 8qk3qj ataq] 8q] aqy, ot 0q;
Entonces, la ecuacién 13.24 queda

S50t X[ (20) - S 2] <[4 () - 2

9q; 0q;

Finalmente la ecuacién 13.22 puede escribirse

d (0T oT
Z [Qj - — <> + ] dg; =0, Vg, (13.25)
r dt \ 0q; 0q;
y dado que los dg; son independientes entre si, tenemos
d (0T oT
o (8q]> o0 =Qj, Yq; (13.26)

que es la ecuacién del movimiento para la coordenada g; que recibe el nombre de ecuacion de Euler-Lagrange.
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13.5. Fuerzas, trabajo y energia en coordenadas generalizadas

La fuerza generalizada @), asociada a la coordenada generalizada ¢; se obtiene como:
- 07
— Z - %
o 4j
de manera que el trabajo en un desplazamiento infinitesimal es
S
dW = Q;dy;
j=1
y la potencia
W
= 2
j=1

El trabajo realizado sobre un sistema se emplea en cambiar su energia cinética, para un sistema holénomo
se tiene

i 3 a
Zma Zma Zzaqaq 9t Za ot a;
:2;;Ajkqjq'k+zzj:qu’j+2c

donde Jonn
7

A = Ma -«

" Za; 8qj Iai

Si el sistema es ademds esclerénomo las funciones B; y C son cero y la energia cinética es una funcién
cuadratica de las velocidades generalizadas.
Si las fuerzas aplicadas son conservativas, el trabajo es igual a menos la variacién de la energia potencial,

donde
V = V(?l, ?2, ceey ?a,...) = V(ql,QQ, .. .,Qj, e ,t)

y de nuevo la dependencia con el tiempo desaparece si el sistema es también esclerénomo.
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14. Formulaciéon de Lagrange

14.1 Ecuaciones de Lagrange.

14.2 Potenciales dependientes de la velocidad y funcién de disipacion.

14.3 Aplicaciones sencillas de la formulacién de Lagrange.

14.4 Constantes del movimiento. Teoremas de conservacion

14.5 Principio variacional de Hamilton. Aplicacién a la derivacion de las ecuaciones de Lagrange.
14.6 Funcién hamiltoniana.

14.7 Eliminacién de coordenadas ciclicas. Funcion de Routh.

14.1. Ecuaciones de Lagrange.

En el tema anterior hemos obtenido las ecuaciones del movimiento, ecuaciones de FEuler-Lagrange, para
cada una de las coordenadas generalizadas, ¢;.

d (T OT |
4 <aqj> -5 =Y (14.27)

Sistemas conservativos

A continuacion veremos qué forma tienen esta ecuaciones en sistemas conservativos, es decir sistemas
— —>
en los cuales Vo, F,=-V,V ,siendoV =V(71,7s,..., 7a,...) la energia potencial del sistema, una

funcion escalar que depende tinicamente de las posiciones de las particulas del sistema.

En un sistema conservativo las fuerzas generalizadas pueden escribirse (); = ——av, Si ademas el sis-
J Jq
J

tema es holénomo, las posiciones dependen de las coordenadas generalizadas y tal vez del tiempo, 7, =

Talqi,...,qs;t), pero no dependen de las velocidades ¢;; por tanto g—c‘é = 0 y podremos escribir

o _ OV d (VN _d (or\_or
I 8(]]' dt (‘)q] _dt 8(]] aq]‘

Haciendo . = T — V, las ecuaciones del movimiento pueden escribirse

d (OL\ 0L .
dt<aqj>__0 j=1...s (14.28)

Estas ecuaciones se denominan Ecuaciones de Lagrange y L es la funcién lagrangiana del sistema.
Propiedades de la lagrangiana
= 7 es una funcion escalar que contiene toda la informacién sobre la evolucién temporal del sistema

= 22 como momento conjugado de la coordenada gj. En términos de los momentos

conjugados las ecuaciones de Lagrange, p; = g—f = (), guardan una gran similitud con la ecuacién de
J

= Se denomina p;

RN —
Newton p, = Flq.
= Lagrangianas que conducen a las mismas ecuaciones del movimiento:
o ¥ = L + cte, lagrangianas que se diferencian en una constante. (Es lo mismo que le ocurre al
potencial)
o ¥ = cte Z, lagrangianas entre las que hay un factor constante.
o &' =%+ f(t), lagrangianas que se diferencian en una funcién que solo depende del tiempo.

o ¥ =%+ % [f(q,t)], lagrangianas que se diferencian en la derivada temporal de una funcién que
no depende de las velocidades. (Esta propiedad se conoce por invariancia Gauge).
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Sistemas no conservativos

Si el sistema es holénomo pero no conservativo separaremos las fuerzas que actiian sobre cada particula
— —
en la parte conservativa y la no conservativa, F, = FS + FN© 1o que conduce a dos términos en la fuerza
generalizada,
ov

Q=07 + Qi =5

+Qj°

obteniéndose unas ecuaciones i /6% 9.2
— (=) == j=1...5
dt 8qj aqj‘ J

donde las fuerzas conservativas se incluyen dentro de la lagrangiana y las no conservativas se introducen

mediante las fuerzas generalizadas,
=N 07

NC NC «

Q=2 Fa 5.~

45

«

Sistemas no holénomos. Método de los multiplicadores indeterminados de Lagrange

Si el sistema es no holénomo podemos elegir un conjunto de coordenadas {qi,...,¢s} que no seran todas
independientes ya que existiran ligaduras no integrables entre ellas. En estos casos todavia puede aplicarse

el principio de D’Alembert,
d (oT oT

pero los desplazamientos no seran independientes.
Existe un caso de ligaduras no holénomas para las que existe solucién general, es el caso de las ligaduras
lineales en las velocidades del tipo,

s
Zaquj+a£j:07€:17"'am (1430)
j=1

siendo a;; = ai;(q1,...,qs,t) funciones de las coordenadas y del tiempo. En un desplazamiento virtual
(instantaneo, 0t = 0) estas ligaduras llevan a

S
Zagj5qj :O, (= 1,...,m
j=1
de manera que multiplicando la ecuacion anterior para cada ligadura por un coeficiente \;, y suméandolas
todas en la ecuacion 14.29 se tiene,

d (83 ) 0%
—_— |\ = | - = — )\gagj 5(]]':0, V(qu
donde por comodidad hemos supuesto que el sistema es conservativo. Como hay s coordenadas y m ligaduras
podemos considerar que las coordenadas j = 1,...,s — m son independientes y para las m restantes elegir
los valores de los coeficientes Ay de manera que sean cero los términos que multiplican a los desplazamientos
de esas coordenadas. Entonces tendriamos

d ([02\ 8%
_ _— _— = - ) — 1 .
dt ( dq; ) dqj ZB Aa §=1,-.,8

que junto con las ecuaciones de las ligaduras (14.30) forma un sistema de s 4+ m cuyas incégnitas son las

s soluciones de las coordenadas ¢;(t) y los m valores de los coeficientes A;. Ademas, el término ), \p ay;
puede interpretarse como la fuerza generalizada asociada con la ligadura,

lig )
Q=D May
¢

Este método puede emplearse para determinar las reacciones de las ligaduras hélonomas introduciendo
las que se deseen calcular como ligaduras.
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14.2. Potenciales dependientes de la velocidad y funcién de disipacion.

Las ecuaciones de Lagrange son vélidas para sistemas holénomos que no son conservativos pero donde
existe un potencial generalizado U = U (q, q,t) tal que

Q.__aiU_i_i aiU
7 aq]' dt aq]

de manera que haciendo . =T — U se cumplen las ecuaciones de Lagrange.
Este potencial generalizado permite tratar dentro del formalismo lagrangiano a sistemas que no son
conservativos en la formulacion de Newton. Ejemplos de fuerzas no conservativas que pueden obtenerse

de un potencial generalizado son la fuerza electromagnética F = q [E +TxB / c] o la fuerza de Coriolis

N
F=-2m®wx7uv.

Funcién de disipacién. La funcion de disipacion es una funcién escalar similar a un potencial generali-
zado que permite incluir en el formalismo lagrangiano cierto tipo de fuerzas de rozamiento. Las fuerzas de
rozamiento que se pueden describir por la funcién de disipacién son las de tipo viscoso a bajas velocidades
que son proporcionales a la diferencia de las velocidades de las particulas

FYC=2F
8

donde fgﬁ es la fuerza de rozamiento sobre la particula oo debiba a la particula S,

1_7)55 = —cte (Vo — Up)
que puede expresarse como
PR, — _ ——cte (To — Ujs)?
a,B a Vo ( [e% ,3)

y conduce a una forma cuadratica de las velocidades que se conoce por funcion de disipacion de Rayleigh,
1
ag _ = —> —>
7 - 2;;% To T

de la que se obtienen por derivacion las fuerzas,

”NC o 33?

“ 07,

Si las ligaduras no dependen del tiempo, las velocidades de las particulas se obtienen a partir de las veloci-
dades generalizadas y puede escribirse,

1 .
9:§ZZfij(Q1,-~-7qs)qz‘qg'
i

donde

o7 07
fZ](qh)qS):ZZCa,Bia o
5 9q;  0q;
Las fuerzas generalizadas se obtienen como,
QNC = _oF
J g

y las ecuaciones del movimiento quedarian,

d (0L\ 0% 0F
dt aq]' 8qj N
7

0, j=1...s

0q;
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14.3. Aplicaciones sencillas de la formulacién de Lagrange.

Las aplicaciones y ejemplos se haran dentro de las clases de problemas. Aqui solo resumiremos los pasos
a seguir para obtener las ecuaciones del movimiento que es vélido para todos los sistemas holénomos:

1°) Elegir las coordenadas generalizadas {qi,...,¢s}, tantas como grados de libertad tiene el sistema.

2°) Obtener la energia cinética y las fuerzas generalizadas (o el potencial) en funcién de las coordenadas y
sus derivadas.

3°) Escribir para coordenada la ecuacién de Lagragne.

14.4. Constantes del movimiento. Teoremas de conservacion
Constantes del movimiento

Las ecuaciones de Lagrange se pueden desarrollar como

d <8$> 0z [823 . 2L . *Y 0L .
=\ _ =0, j=1...s

2 (%= 9z _ Sy S — | e
dt \ 9q; dq; 04:04; * " 0qu0q; ) T atoq; — og;

que son s ecuaciones diferenciales de 2° orden que tendran 2 s constantes de integracion. Cada una de estas
constantes de integracién puede verse como una funcién de las coordenadas y de las velocidades cuyo valor
permanece constante,

Ci(quy--1Gs,q1,y---,qs;t) =cte, i=1...2s

son las llamadas integrales primeras. El valor de estas constantes vendra determinado por las condiciones
iniciales. Algunas de estas constantes tienen un significado fisico muy claro y pueden obtenerse sin necesidad
del resolver el movimiento atendiendo a las simetrias del problema y permiten conocer las caracteristicas
principales del movimiento. Dentro de estas hay unas que tienen un significado més profundo por estar
relacionadas con propiedades fundamentales del espacio-tiempo (homogeneidad e isotropia) dando lugar a
los teoremas de conservacion.

Teoremas de conservacién. Coordenadas ciclicas

Veremos a continuacién los teoremas de conservaciéon asociados a las propiedades de homogeneidad
e isotropia del espacio-tiempo. Por comodidad consideraremos un sistema holénomo y en el que existe
potencial.

Homogeneidad del tiempo, conservacion de la energia. En un sistema aislado, el estado del sistema
no puede depender de la eleccién del origen de tiempos, es decir, el tiempo es homogéneo. Por tanto, la funcién
lagrangiana no dependerd explicitamente del tiempo, £ = Z(gj, ¢;), entonces,

0L s _~[0L . 0L | _~[0Ldg  d (0L
o 0 T _;[aqﬂ”aqf“}‘z[a% dt*dt(aq')q]] dt Za%
de manera que

dt Z@q] =0

y se obtiene una magnitud constante
0L
h= Z g, U
J
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llamada funcion energia. Entonces el teorema de conservacién de la energia queda
0%
— =0 = h= —Z = cte
ot Z aq]

Maés adelante veremos que esta magnitud da lugar a la funcién hamiltoniana. Ademads, en los sistemas
llamados naturales (holénomos, esclerénomos y conservativos) la funcién energia coincide con la energia
mecanica del sistema h =T + V = E. Otra forma de saber cuando h coincide con 1"+ V' es comprobando
que la energia cinética es una funcién cuadratica de las velocidades y el potencial depende tinicamente de
las coordenadas generalizadas.

Coordenadas ciclicas: son las g; para las que la lagrangiana depende de su velocidad pero no de la
propia coordenada, de manera que la ecuacién de Lagrange conduce a la conservacién momento conjugado,

%—O = p-—%—cte
0qj T 0g

La conservacion del momento conjugado con una coordenada ciclica puede utilizarse para ilustrar los teore-
mas de conservacion de la cantidad movimiento y del momento cinético.

Homogeneidad del espacio, conservacién de la cantidad de movimiento. El teorema de conserva-
ci6n de la cantidad de movimiento en la formulacién lagrangiana se expresa: Si el sistema no cambia (y por
tanto .Z no cambia) al trasladarlo como un todo a lo largo de una direccién 1, la componente de la cantidad
de movimiento total sobre esa direcciéon se conserva. Para demostrarlo vamos a considerar que existe una
coordenada generalizada g; asociada con el desplazamiento del sistema en la direccién 1, entonces

Talgj +dg;) = Talq;) + dg; i
de manera que
0T o

=1
0q;

Si el sistema no cambia al hacer esa traslacion, la coordenada g; seria ciclica por lo que se conserva el
momento conjugado

0L or ov , 07 >
pj:7:0t6:277-é:2ma Va5 = Pioy- 10
(63 «
Noétese que la fuerza generalizada asociada con una coordenada de este tipo es la componente de la fuerza

en la direccion 1,
oV 07, -
Yla _ F:
Z 3?04 3% Z a-l

«

Qj 8@]

Isotropia del espacio, conservaciéon del momento cinético. El teorema de conservacion del momento
cinético en la formulacién lagrangiana dice: si el sistema no cambia (y por tanto £ no cambia) al efectuar
una rotacién del sistema como un todo alrededor de un eje e, el momento cinético total respecto de ese eje
se conserva. Ahora consideraremos que existe una coordenada generalizada ¢; asociada con la rotacién del
sistema alrededor de un eje e, entonces tomando como origen un punto del eje,

Talg; +dgj) = Talg) +dg;é x 7

de manera que
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Procediendo de forma similar al caso anterior,
—> A — A~ — — ~ 77
pj = cte = g Mo Vo (X Ty)=8- g Ma (Ta X Vo) =€ Mo
(0% (0%

Andlogamente la fuerza generalizada asociada con una coordenada de este tipo es el momento de la
fuerza respecto del eje e,

8V - — —>
Qj=-5-==) Fo-(6xTa)=06-Y TaxFa=6N=N,

« «

14.5. Principio variacional de Hamilton. Aplicacion a la derivacién de las ecuaciones
de Lagrange.

Como las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtuvieron a partir de las ecuaciones de Newton pueden
parecer un caso particular de estas, todo lo contrario, en realidad la formulacion lagrangiana permite una
mayor generalidad y es posible deducir todas las leyes de la mecanica a partir de un tnico principio, que
sustituiria a las leyes de Newton, y que hace posible su aplicacion incluso a sistemas no mecanicos.

Principio de Hamilton: Todo sistema mecdnico esta caracterizado por una funcién lagrangiana & =
Z(q,q,t). El movimiento del sistema es tal que entre dos instantes de tiempo t = t; y t = to sigue la
trayectoria que hace extremal (maxima o minima) la integral,

to

S= [ Llqgqt)dt (14.31)

t1

Es decir, de todas las trayectorias posibles entre dos estados del sistema, ¢(t1) y q(t2), la que se sigue es la

que hace extremo la integral de la magnitud S que recibe el nombre de accion®.

q(t2)

q(t1) -

t 2

Las ecuaciones de Lagrange pueden obtenerse del principio de Hamilton utilizando el cdlculo variacional.
Se trata de elegir el camino que hace extremo la integral y para ello la variacion de un camino a otro debe
ser cero. Considerando por simplicidad que hay una tnica coordenada ¢, si cambiamos la funcién ¢(t) por
q(t) + 0q(t) el cambio en la accién sera,
to to

05 = ZL(q+0q,q+dq,t)dt — Z(q,q,t)dt

t1 t1

si dq es infinitesimal en todo el intervalo ¢ € [t1, t2],

to
02 5002 5]

=1 1o 1T 5

t1
como dq = d(dq)/dt, integrando por partes el segundo término,

0 2 ToY d (0L
0= [aq"”]tﬁ/t [aq‘dt (aqﬂ bt

1

SEl extremo es realmente un minimo ya que el méximo es infinito. Por ese motivo el principio de Hamilton también se conoce
por principio de minima accién
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y como la posicién inicial y final son fijas, dq(t1) = dq(t2) = 0, el primer término es cero. El camino que
hace extremal la accién cumple que 65 = 0, Vdq por lo que el integrando debe ser cero,

0. d <a$> 0

dq dt

94
que es la ecuacién de Lagrange. Este calculo puede generalizarse al caso de que existan varias coordenadas.

La integral de la acciéon muestra claramente el origen de la invariancia Gauge que vimos al escribir las
lagrangianas que conducen a las mismas ecuaciones del movimiento, .’ = & + % [f(g,t)], conducen al
mismo extremo de la integral de la accién.

Aunque hemos supuesto que se trata de un sistema holénomo y conservativo, es posible extender el prin-
cipio de Hamilton a sistemas no conservativos (utilizando el trabajo no conservativo en lugar del potencial)
y no holénomos (método de los multiplicadores u otros).

Este tipo de principios integrales (en lugar de las ecuaciones diferenciales de las leyes de Newton) se
aplican en distintas partes de la fisica y junto con el calculo de variaciones tienen interés para resolver
distintos problemas dentro de la ingenieria ya que son una generalizacién del principio del trabajo virtual.

14.6. Funcién hamiltoniana.

En la mecéanica analitica existe una formulacién alternativa a la formulacién lagrangiana en la que en
lugar de utilizar las coordenadas generalizadas y sus velocidades se utilizan las coordenadas y los momentos
conjugados. Esto permite expresar las ecuaciones del movimiento de forma més sencilla y utilizar cambios de
variables mucho mas generales en los que se mezclan coordenadas y momentos conjugados. Estos cambios se
utilizan para obtener constantes de movimiento con las que facilitar la integracion del movimiento. También
facilitan el estudio de la estabilidad y permiten profundizar y extender la mecédnica clasica a otros sistemas
mas complejos.

Para sustituir en .Z las velocidades ¢; por los momentos conjugados p; = 0. /0¢; de manera que no se
pierda informacién debe aplicarse la transformada de Legendre”,

ZL(45,45,t) —  H(qj,pj,t) = ij 4 —Z
J

donde J7(q;, pj,t) se conoce por funcién hamiltoniana del sistema, y, al igual que la lagrangiana, contiene
toda la informacion del sistema.
14.7. Ecuaciones de Hamilton.
Derivando ¢ (q;,p;,t) se obtienen las ecuaciones del movimiento,
o o o
dt =" [dqj +dpj] + - dt

; 6(]]' apj ot

por otro lado

‘ ‘ _ ‘ 0.8 0% ] 0
d =d | Y pidj— L, d5t) | = (4 dp; +pjdis) — Z{aqdqfr(%.dqj o U
- - J J

J J J

sustituyendo la definicién de momento conjugados y las ecuaciones de Lagrange,

. . 02
dt = Z [~ daj + dj dpj] — 5~ dt
J

"Es la misma transformacién que se utiliza en la termodindmica para cambiar de un potencial termodindmico a otro, por
ejemplo, de la energia interna U a la entalpia, H = U + pV donde p = —0U/dV.
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(07 _
8qj - p]
Oy =1 (14.32)
8pj
on _ 02
Lot ot

las dos primeras son las ecuaciones del movimiento del momento conjugado p; y de la coordenada gq; y se
denominan ecuaciones de Hamilton o ecuaciones canonicas.

Propiedades del hamiltoniano

= La derivada total de .77 respecto del tiempo coincide con la derivada parcial,

W [0  OH T DK sy i) 4 D L0 9
dit ~ Za|og VT op, | T o T LTI T LRIT g T T T T

J

de modo que si S no depende explicitamente del tiempo, entoces su derivada temporal es cero y se
el teorema de conservacién de la energia, 52 = cte.

= La diferencia entre la funcién energia h y el hamiltoniano .5Z es que esta ultima tiene que expresarse
en funcion de las coordenadas y de los momentos conjugados y no pueden aparecer las velocidades.

= Aplicando de nuevo la transformacién de Legendre se recupera la funcién lagrangiana,

0 . .
H(qj,pj:t)  — ZTppj—%:qu-pj—%”:f
j I j

14.8. Eliminacion de coordenadas ciclicas. Funciéon de Routh.

Como ya hemos visto, las coordenadas ciclicas conducen a una ecuacién del movimiento que se expresa
mediante la constancia de su momento conjugado. En la funcién lagrangiana no aparecen la coordenadas
ciclicas pero si sus derivadas, mientras que en la formulacion hamiltoniana en lugar de las velocidades
aparecerian los momentos conjugados siendo constantes los que corresponden a las coordenadas ciclicas. Asf,
en la formulacién hamiltoniana las velocidades de las coordenadas ciclicas son sustituidas por constantes
y es como si el problema tuviese menos grados de libertad. Existe también la posibilidad de aplicar la
transformacion solamente a las coordenadas ciclicas y dejan sin transformar las no ciclicas. La funcién que
se obtiene de esa manera se denomina funcidn de Routh y se comporta como una lagrangiana para las
coordenadas no ciclicas y como una hamiltoniana para las ciclicas,

Si consideramos que las coordenadas ciclicas son q1, ..., q, y las no ciclicas g1, - .., ¢s, entonces,

n
%(ql?"'vqsapla'”7p5aq.n+17"'aqsat) :ijq] 7$(q15"'aQqula"°7qsat)
j=1

y se cumple

0% .
T:—pj:() = pj =cte
Coordenadas Ciclicas (j =1,...,n): &qé

o9 ~ ¥

02 _ 0%

da:  Oa.

Coordenadas No Ciclicas (j =n+1,...,s): 82 a’qé (;f — % (gf) =

oY j j
\ 3%’ an‘
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0% _ 02
o ot

Como los momentos conjugados de las coordenadas ciclicas son constantes, un método para resolver el
movimiento de un sistema consiste en combinar las coordenadas para generar coordenadas ciclicas.
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15. Trompo de Lagrange

15.1 Movimiento de un sdlido pesado alrededor de un punto fijo. Trompo de Lagrange.
15.2 Ecuaciones de Lagrange.

15.3 Problema unidimensional equivalente.

15.4 Clasificacién de los movimientos.

15.5 Funcién de Hamilton y funcién de Routh.

15.6 Ecuacion del movimiento de nutacién.

15.7 Condicién de precesion estacionaria.

15.1. Movimiento de un sélido pesado alrededor de un punto fijo. Trompo de Lagrange

El movimiento esférico de un cuerpo sometido al par de su peso no es en general un problema integrable.
Existen solamente unos casos especiales en los que puede obtenerse la solucién con ayuda de ciertas constantes
del movimiento asociadas a sus simetrias.

El caso que estudiaremos se conoce por trompo de Lagrange y consiste en un sélido con simetria de
revolucion que se mueve bajo el par de su propio peso alrededor de un punto fijo O, de su eje de simetria,
que no coincida con G. Si G coincide con O tendriamos el movimiento por inercia ya estudiado y que se
conoce también por trompo de Fuler.

El trompo de Lagrange es también un buen ejemplo de la aplicaciéon de las ecuaciones de la mecéanica
analitica y por ello las aplicaremos al maximo de manera que podamos ver su potencialidad.

Las dos hipdtesis que simplifican el problema son:

1. Sélido con simetria de revolucién.

a) El eje de simetria es principal y cualesquiera dos ejes perpendiculares también son principales y
sus momentos de inercia iguales.

b) El centro de masas G estd sobre el eje de simetria.

2. El punto fijo pertenece al eje de simetria.

Figura 1: Trompo de Lagrange con los dngulos y las rotaciones de Euler.

Estas simetrias hacen que el sistema no cambie si lo giramos alrededor del eje de simetria del cuerpo o
alrededor de la vertical. Tomando un sistema de referencia fijo, Oxyz con el eje Oz vertical y un sistema
movil Oxixaxs tal que Oz coincida con el eje de simetria del trompo, se tiene que 1 = Iy # I3.
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Expresando la orientacién del sélido mediante los éngulos de Euler (1, 6, ¢) la rotacién & en funcién de
las rotaciones de Euler queda ‘ .
=1k + 01, + pis

15.2. Ecuaciones de Lagrange

Las simetria del problema para el eje Oz hace que la coordenada 1 (dngulo de precesién) sea ciclica,
y lo mismo ocurre con el eje del trompo Oxsz y la coordenada ¢ (dngulo de rotacién propia). Para la
ultima coordenada € (dngulo de nutacién) no hay ninguna simetria pero puede integrase utilizando la
conservacion de la energia que esta asociada a que el problema no depende de la eleccion del origen de
tiempos. Obtendremos el valor de las tres constantes a partir de la funcién lagrangiana.
Como es un sélido con un punto fijo y la unica fuerza que trabaja es el peso,
1

L =T~V = %E’Iow—mng =5 (I (w%—kwg) +I3w§] —mgza

utilizando como coordenadas los d4ngulos de Euler, y llamado ¢ = OG a la distancia entre el centro de masas
y el punto fijo,
zq =¥ cosb

v las componentes del vector rotaciéon en ejes principales
W= (&sen@sengo + écosw,zﬁseanoscp = ésengp,@Z}COSG + gb)

de manera que

< = % [Il (0.2+@Z.12 sen29) + I3 (1[.)COSH+¢)2:| —mg¥ cosf

Vemos pues que las coordenadas 1 y ¢ son ciclicas y las constantes del movimiento asociadas son las
componentes del momento cinético segin los ejes Oz y Oxs respectivamente,

%:0 = pd,:hd}sen20 +Ig<¢cos0+gb>cosc9:cte:Lz
oY

0. . .

%—O = p<p—13(w0089+cp)—cte—L3

La tercera constante del movimiento es del tipo energia (el lagrangiano no depende explicitamente del
tiempo) que en este caso coincide con la suma de la energia cinética y el potencial porque es un sistema
natural (holénomo y esclerénomo),

0L

=0 = hzzj:quj—gzcte:TJrV:E

donde L 9
E— 5 [11 <9'2+¢‘}2 SenQQ) Ny (1[;00894_9@) } +mg/{ cosf

15.3. Problema unidimensional equivalente

La constantes del movimiento asociadas a las coordenadas ciclicas nos permiten eliminarlas de la expre-
sién de la energia y obtener una ecuacién en la que solamente aparecen la coordenada no ciclica (angulo de
nutacién) y constantes. Despejando la velocidad podremos reducir el problema a una integracién, vedmoslo.

Para despejar la velocidades de precesion y rotacién propia de las constantes L, y Lg nos fijamos en que

(@Z) cos 6 + gb) = w3 = L3 /I3, por tanto,

i L,—Lgcosf .

v = Iy sen?4 = ()

. L3 L,— Lscosf o
7 I3 I sen2 6 os8 = ¢(0)
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y sustituyendo en la expresién de la energia

(L, — L3cos0)? L3
lcosl + —=
211 sen? 0 +mgteostt 213

1.
E:T+V:cte:§1'192+

Asi, definiendo el potencial efectivo:

(L, — Lz cosf)?
21 sen? 0

Ver(0) = mgl cos 6 +

y eliminado el término constante de la energia mediante un cambio de origen,

, L3 1

se tiene,

. 2 0(t)
V 1 00) /2B~ Vig(0)]

que conduce a una integral eliptica.

La solucién para el movimiento de nutacién 6 = 6(t) permite obtener las rotaciones de Buler t(t) y
$(t) que nuevamente integradas permiten obtener v(t) y ¢(t) con lo que el problema dindmico estaria
formalmente resuelto.

15.4. Clasificacion de los movimientos

Se pueden obtener las caracteristicas mas relevantes del movimiento sin necesidad de realizar las inte-
graciones, analizando el potencial efectivo.
Para L, # L3 el potencial efectivo tiene dos asintotas verticales en § = 0y = 7 y un minimo en 6 = 6.

Potencial efectivo del trompo de Lagrange
4 T

V((6) / (mg])

O 1
/2
0 91 ne 90 92 T

Si la energfa coincide con el minimo del potencial efectivo E = V,¢(6p), se tiene que el &ngulo de nutacién
es constante y con él la rotaciéon propia y la rotacion de precesiéon. El movimiento consiste en una precesion
uniforme del eje del trompo que describe un cono circular. Este caso se conoce por precesion estacionaria y
volveremos sobre él mas adelante.
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Para E' > Vi(0y), la ecuacién E' = Vig(0) tiene dos raices 61 y 62 que limitan la inclinacién del eje de
simetria con la vertical,
01 <0 <06

estos puntos de retroceso se llaman dngulos absidales. Se tiene para la coordenada 6 un movimiento unidi-
mensional y acotado y por lo tanto periddico. Si el dngulo 0 oscila, también lo hara la precesién que ademas
puede cambiar de signo cuando

L,
0 =03 =arccos— y 01 <03<0b
Ls

Se suele representar el movimiento trazando la curva que describe la interseccion del eje del trompo con
una esfera de radio unidad centrada en el punto fijo O, como se muestra en la figura 2.

(b)

Figura 2: Representacién de diferentes movimientos del trompo: (a) 63 < 0y, (b) 03 =61y (c) 61 < 03 < 69

En el caso (a) el d4ngulo al que se anula la precesién (linea roja) estd fuera de la regién en la que se
realiza el movimiento (entre las lineas verdes) y por tanto la precesién nunca cambia de signo, aumenta
y disminuye pero sin llegar a anularse. En el caso (b) la precesién se anula en el valor absidal menor y
aparecen las cuspides. En el caso (c¢) el valor al que se anula la precesién estd dentro de la regién en la que
se realiza el movimiento dando lugar a dos zonas una con precesién negativa y otra con precesion positiva.
La trayectoria sobre la esfera realiza unos rizos pero con un valor neto distinto de cero lo que hace que el
eje del trompo termine girando alrededor de la vertical.

15.5. Funcién de Hamilton y funcién de Routh

Para eliminar las coordenadas ciclicas podriamos haber usado tanto la funcion de Hamilton como la
funciéon de Routh. Asi para la primera tenemos que la coordenada no ciclica,
0% .
pg = — =10
00
y entonces, para obtener la funcién de Hamilton tenemos que sustituir las velocidades por sus momentos
conjugados en la funcién energia h =T 4+ V,

¢_LZ—L30059
~ I;sen26
_Lg_LZ—L3C089 050
Ig Ilsen2¢9
y _ Po
0 ==—
L
de manera que se obtiene
2 2 2 2 2
L,—L 0 L L
%:pi+(z 3 cos 0) —|——3+mg€COS¢9:p—9+—3+Vef(9)

2[1 2[1 Sen29 2[3
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cuyo valor permanece constante, ¢ = cte = E, y permite integrar el movimiento.
De forma similar, la funcién de Routh seria,

2

. . . 2 1. . L
R =pp+p,p— L =T19? sen29+13(¢cose+¢) —,2”:—51102+—2I3 + Ver(0)
3

Prescindiendo del término constante L3/(2I3) que puede ser afiadido al potencial efectivo, la diferencia
entre la funcién de Hamilton y la de Routh es el signo de la energia cinética de la coordenada de nutacion,
positiva para la de Hamilton (como corresponde a 7 =T + V') y negativa para la funcién de Routh (que
es una lagrangiana para la coordenada no ciclica).

15.6. Ecuacién del movimiento de nutacién

Las ecuaciones candnicas para la coordenada no ciclica serian,

. o0 dVus (L, — Lgcosf) (Ls — L, cos0)
Po=""50" " " dp =mglsen — I sen3 6
6 9% _

ops I

que conducirian a la ecuacién del movimiento de nutacion,

(L, — Lgcosf) (L3 — L,cosf)
I; sen3 0

110 =mgl sen — (15.33)

Esta misma ecuacién se obtiene con la funcién de Routh,

i(@%) &%_0:i<_hé}>_dvef

a\g)) o060 —  dt do
de donde
. AVt (L, — Lgcos®) (L3 — L, cosb)
[0 = — = 4 0 —
! do mgL sen I sen3 6

Para estudiar el movimiento de nutacién se suele hacer el cambio de variable u = cos 6 (como 6 € [0, 7],
u € [—1,+1]) y se definen las constantes a = Lz/I1, b = L3/I1, « = 2FE'/I y 8 = 2mgl/I; de manera que
la ecuacion diferencial del movimiento de nutaciéon queda,

ij(l—u2)—|—uu2+g(l—uQ)z—(b—au)(a—bu):O

Podemos reducir un orden la ecuacién diferencial si utilizamos el problema unidimensional equivalente
sustituyendo el angulo de nutacién por la variable w,

a 1 42 N +(a—bu)2
— u

/_1 . _ - % A,
E'=Sho+Vu() = 3= B1-&2 B(1—u?)

que puede escribirse como %? = f(u) donde

flu) = (a—Bu) (1 —u?) = (a—bu)?

que es un polinémio cubico en el que una de las raices, uz, es siempre mayor que +1. Las otras dos raices
son reales y definen los puntos de retroceso (u; = cosfy y uz = cosfy).
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La solucién del movimiento se obtendria de la integral

/u(t) du
t =
u(0) +/f(u)

y conocida la solucién u(t) = cos(é(t)) se pueden integrar los otros dos angulos,

dy _a—bu dp I a—bu

b 1—wz ¥ %_Tga_l—zﬂu

10

40

30
= 20

10

15.7. Condicion de precesién estacionaria

Determinaremos ahora las condiciones en que se da el movimiento de precesién estacionaria. Se llama
asi al caso en el que el trompo se mueve manteniendo el dngulo de nutacién constante de manera que las
rotaciones de prescesion y rotacién propia son también uniformes. Para que esto ocurra la energia debe
coincidir con el minimo del potencial efectivo y por tanto, = 6y, donde

AVt (L, — Lgcosby) (L3 — L, cosby)

10 90:0 = mg/lsenfy— =0

I sen3 6y
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Sustituyendo las constantes del movimiento por su relacion con los angulos de Euler, se obtiene,
{(Il —I3) % cosby — I3 pvp + mgﬁ} senfy =0

Olviddandonos del los casos en los que el trompo estéd en equilibrio vertical (# =0 6 6 = 7), la condicién de
precesién estacionaria . _
(I — I3) cosbpp? — I3 +mgl =0

es una ecuacién de segundo grado en la precesién y tendrd dos soluciones,

Izt \/(I39)2 —4mgl (I — I3) cosby
N 2 (11 — I3) cos by

¥

Siempre que se cumpla
) 4mg€([1—13) COS@O
0" = I
3
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16. Pequenas oscilaciones alrededor del equilibrio

16.1 Pequenas oscilaciones alrededor de posiciones de equilibrio.

16.2 Determinacién de frecuencias naturales de oscilacién.

16.3 Caracterizaciéon del movimiento segin los distintos modos de oscilacion. Estabilidad del
movimiento.

16.4 Respuesta temporal del sistema ante fuerzas aplicadas. Vibraciones en maquinas como os-
cilaciones forzadas.

Las pequenas oscilaciones alrededor de una posicién de equilibrio son uno de los ejemplos mas bellos de
la potencia de los métodos analiticos de la mecéanica, a la vez que sirven de base para el estudio de otros
problemas de gran importancia como la Fisica del Estado Sélido, Vibraciones Mecanicas, Estabilidad de
Estructuras, Circuitos Eléctricos Acoplados, etc.

16.1. Pequenas oscilaciones alrededor de posiciones de equilibrio.

Las oscilaciones de cualquier sistema por complejo que sea pueden estudiarse siguiendo un procedimiento
general que surge de la simplificacién de que los movimientos sean pequenos. Para mayor claridad aplicaremos
el método primero a un sistema con 1 grado de libertad y luego lo extenderemos a sistemas con N grados
de libertad.

Oscilaciones libres en un sistema con 1 grado de libertad.

Consideremos un sistema conservativo, holénomo y esclerénomo cuya posicién viene determinada por
una unica coordenada ¢. Si el potencial V' = V(g) tiene un minimo en ¢ = ¢gp se cumple,

dV
(),
7/ q0
>V
(d / ) >0
4/ g0
de manera que para posiciones proximas al equilibrio ¢ = q¢ podemos desarrollar el potencial es serie de
potencias,
1 [(d?V

Vi = Vi + () -w)ty(Gr) @-af o~ Cret jha- )

siendo k = (dQV/alq2)q0
posicién de equilibrio, x = q¢ — qo, el potencial quedaria

una constante positiva. Utilizando como coordenada el desplazamiento desde la

que tiene la misma forma que el potencial eldstico de un muelle de rgidéz k siendo x el alargamiento. Desde el
punto de vista del potencial lo que estamos haciendo en aproximarlo alrededor el minimo por una parabola
con la misma curvatura.

1, 2
5/( X

Vig)

q0 q
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La energia cinética también se expresa en funcion de ¢ y su derivada ya que para cualquier particula del
sistema?, = T 4(q) y entonces

1 1 074\ 2 1
_ =2 _ + « 2 1 .9
2—2% mava—2§ ma<0q> q—2f(q)q

[e%

es una funcién cuadratica de la derivada de la coordenada. Para valores préximos a la posicion de equilibrio
podemos aproximar f(q) ~ f(qo) que es una constante positiva ya que 7' > 0 si ¢ # 0. Llamando m = f(qo)
y teniendo en cuenta que = = ¢,
T~ -mi?
2

El lagrangiano del sistema se aproximaria por

1 1
L=T—-Vnr~-mi’>—-ka’
2 2
que tiene la misma forma que el de una masa m moviéndose sobre una linea recta y unida a un muelle
de rigidez k, siendo x la separacién desde la posicion de equilibrio, es decir, el lagrangiano de un oscilador
armonico.

X
k .......... m
qo
q
La ecuacion del movimiento sera,
mi+kx=0

y su solucion
x(t) =q(t) — qo = A cos(wt +9)

donde w = /k/m es la frecuencia de las oscilaciones, A la amplitud y ¢ la fase inicial. N6tese que A y

0 dependen de las condiciones iniciales (z(0) = Acosd, #(0) = —Awsind) mientras que w no y su valor

depende de las propiedades del sistema. Adema&s como k y m son positivas w es siempre un nimero real.
Si tomamos como ejemplo el péndulo formado por una masa puntual,

1 )
L=T-V= §m€202 +mg/lcost
el potencial tiene un minimo para 6y = 0 y la segunda derivada en el equilibrio nos darfa la constante

>V
keq = <> =mglcosfy =mgl
4 dn? 9

De forma similar para la energia cinética
d’T
Meq = <2> = m (>
doz /g,
de manera que la frecuencia propia resulta
we | Fea _ [mal _ Jg
Meq m 0?2 14

que coincide con el valor que obtuvimos en la aproximacién de dngulos pequenos.
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16.1.1. Oscilaciones libres en un sistema con N grado de libertad.

Extenderemos el proceso anterior para un sistema conservativo, holénomo y esclerénomo con N grados
de libertad, g1, ...qn. En la posicién de equilibrio el potencial es estacionario:

B ov
0q;

i=1,...,N

V(q17"'7qN> = QZ: )
0

Desarrollando el potencial alrededor del equilibrio se tiene una constante, el término lineal seria nulo y
el primer término significativo seria el cuadrético,

N
1
Vigy,--ran) =Vo+0+ 5 > kij (e —df) (45— ) + -
ig—1

e
Y \0gidg; )

Utilizando los desplazamientos desde el equilibrio x; = ¢; — q? , entonces:

siendo

1
V(ﬂ?l,...,l‘]\[) =~ sz”xlx]
ij

donde ya hemos prescindido de la constate V) que no tiene ningin efecto. El potencial se convierte en una
forma cuadratica cuya matriz de coeficientes es simétrica. Si la posicion de equilibrio es estable, el potencial
debe tener un minimo lo cual hace que la forma cuadrética sea definida positiva.

Nota. La condicién que debe cumplir la matriz k;; para que la forma cuadratica sea definida positiva es
que todos los menores principales tienen determinante positivo,

ki ke ki1 k12 ki3 kin ... kin
|k11’>0, 11 12 >0, ko1 koo kos| >0, ..., >0
ko1 koo
k31 ks ks knt ... knw

Para determinar el movimiento sera necesario conocer ademas la energia cinética. Considerando otra vez
la situacién més sencilla que es el sistema llamado “natural” (holénomo y esclerénomo):

N

N 07 o dg;
?azra(QD-‘-vQN) = UQZZ <=
=1

Oq; dt

La energia sera en este caso una funcion cuadrética de las velocidades,
1 51 -
= Z§ma”a =3 E fislar, - an) i g

siendo las funciones N N
0T o OTq

« ¢ J

En la aproximacion de pequenios movimientos puede considerarse que estas funciones no varian aprecia-
blemente de su valor en el equilibrio y escribirse:

1 .
T ~ §meiﬂl.%']
)

i Jp— — £ (0 0
siendo m;; = mj; = fij (47, .-, qn)-
La energia cinética es también una funcién cuadratica dada por una matriz simétrica que ademas es
definida positiva (la energia cinética siempre es positiva).
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Podemos escribir la funcién lagrangiana como diferencia de dos formas cuadraticas:

1 o 1
.,%:T—V%§Zmijmixj—52kijximj (16.34)
ij ij
o en forma matricial
mip oo MmN | | 21 ki1 oo kin| |7
1 . _ 1
L = 3 [:El azN] -z [331 ZEN]
mynN| |TN Enn| |zn

La ecuacién del movimiento de la coordenada genérica x; sera:

N N
d (0L 0L .
clt<8i:i>_8xi_0 = ;mijxj—i-;k‘mxj—O

donde ya hemos utilizado que las matrices son simétricas.

Se observa claramente que los elementos no diagonales hacen que en la ecuacién de la coordenada x;
aparezcan los desplazamientos de todas las coordenadas z; y sus aceleraciones ;. El efecto de estos términos
es que el movimiento de una coordenada influyen los de todas las demads, se dice que las oscilaciones estan
acopladas. Por ello ha de esperarse que el movimiento se realice también de forma colectiva.

Escribiendo de forma conjunta todas las ecuaciones del movimiento tenemos:

mi1 -+ MIN a1 ki - kv | |2 0
+ = (16.35)

mynN| [N knnv| |zn 0

lo que constituye un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineal, de coeficientes constantes
vy homogéneo.

16.2. Determinacién de frecuencias naturales de oscilacion.

Las soluciones de la ecuacién 16.35 han de describir un movimiento del sistema de forma colectiva lo que
puede obtenerse utilizando la misma dependencia temporal para todas las coordenadas pero con diferentes
amplitudes y fases:

zj = a;e™! (16.36)
con a; constantes complejas. En forma matricial:

X = Aeiwt

Introduciendo esta funcién en la ecuaciéon del movimiento del sistema se obtiene la siguiente ecuacién
matricial:

{K-—w’M}A=0 (16.37)

que constituye un sistema lineal y homogéneo de ecuaciones (problema de valores propios). Se sabe de

Algebra Lineal que para que exista solucién no trivial el determinante de la matriz de coeficientes ha de ser

nulo: ) )
ki1 —w*min -+ ki —w man

det {K — w’M} = : =0 (16.38)
kny —w?myn
es la llamada ecuacion caracteristica o secular. Esta ultima ecuacion conduce a un polinomio de grado N
en w? que tendra, en principio, N raices diferentes
{w?\;)\: 1...N}
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que se denominan frecuencias naturales o propias del sistema y que dependen tnicamente de los coeficientes
kij y m;;. Estas frecuencias naturales son caracteristicas del sistema y constituyen los tinicos valores para
los que existe una solucién arménica del tipo (16.36) alrededor de la posicién de equilibrio.

Se puede demostrar (véase Apéndice al final de este tema) que en el problema de valores propios (16.37)
todos los autovalores son reales cuando las matrices K y M son hermiticas, es decir, coinciden con su
transpuesta conjugada. También es facil comprobar que si las dos formas cuadraticas son definidas positivas
los autovalores seran ademéds positivos.

En el caso que estamos considerando las matrices son reales y simétricas y por tanto hermiticas. La
energia cinética es una magnitud siempre positiva y por ello la forma cuadratica correspondiente es definida
positiva. Para que el potencial sea definido positivo lo que tiene que ocurrir es que debe aumentar para
cualquier valor del desplazamiento alrededor del equilibrio y esto sucede cuando el potencial es un minimo.
Por tanto podemos establecer que:

Holénomo y Esclerénomo + Posicion de Equilibrio Estable = w?\ >0 A=1...N

16.3. Caracterizacion del movimiento segiin los distintos modos de oscilacién. Estabi-
lidad del movimiento.

Para cada una de las frecuencias naturales w) puede resolverse el sistema lineal de ecuaciones (16.37),
que ya no seran todas independientes, para determinar, por ejemplo, las relaciones entre la primera y el
resto de las amplitudes:

aiy = aj) (a1y) ;1 =2...N

Esas relaciones serdn reales ya que los coeficientes del sistema (16.37) son reales y por ello las amplitudes

pueden tomarse todas reales (véase Apéndice). La indeterminacién planteada permite exigir una condicién

adicional de normalizacién:

Ag\MA)\Zl

Se obtienen por tanto IV soluciones independientes del sistema, correspondientes a los N valores de las
frecuencias naturales wy. La solucién general serd la combinacién lineal de estas:

N

X =) CrAye™
A=1

siendo C'y constantes complejas. Tomando la parte real se obtiene:

N
X =) AG(t) (16.39)
A=1

donde
¢y (t) =Re (C,\ em) = by cos (wxt + Jy)

La solucién general (16.39) del sistema (16.35) consiste en la superposicién de N movimientos arménicos
independientes, (), con amplitudes (by) y fases (J)) arbitrarias pero con frecuencias totalmente determina-
das que son precisamente cada una de las frecuencias naturales del sistema, w). A estas oscilaciones que
representan los N movimientos diferentes que realiza el sistema se les llama modos normales.

La relacién (16.39) entre los modos normales y los desplazamientos puede escribirse en forma matricial

x1 a1 ... ain| |G

TN ant ... ann| [Cn

que es formalmente idéntica a la de una transformacién de coordenadas, donde los desplazamientos desde
el equilibrio z; vienen dados en funcién de N nuevas cantidades, (), que reciben el nombre de coordenadas
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normales. Estas coordenadas normales cumplen una importante propiedad, su ecuacion del movimiento es
la del oscilador armonico:

H4wit=0; A=1...N

y por tanto, utilizando estas nuevas coordenadas el sistema pasa de N osciladores acoplados a N osciladores
independientes, cuyas frecuencias son precisamente las frecuencias naturales del sistema:

1 .1 1 22 9.9
gzQiijij:Uixj_Qizjkijl‘iwj:Q;(C)\_w)\C)\)

Relacion entre la estabilidad y las frecuencias propias.

Los modos normales permiten establecer de forma sencilla como el signo de las raices de la ecuacién
caracteristica (16.38) es el que determina la estabilidad del movimiento alrededor de la posicién de equilibrio:

w?\ >0,VA = () =0b)cos(wyt+9I)) movimiento acotado = ESTABILIDAD
INwi <0 = (=byePX+eye P conpy = /—w? = INESTABILIDAD
A, wi =0 = Oi=by+ ot mov. uniforme = INESTABILIDAD

Oscilaciones libres en presencia de rozamiento.

Podemos ver el efecto de las fuerzas de rozamiento sobre las oscilaciones del sistema alrededor del equili-
brio considerando por simplicidad que las fuerzas de rozamiento son del tipo viscoso y pueden caracterizarse
por la funcién de disipacién de Rayleigh,

1 ..

F=3 Zgij(‘ha oy n) Gi G

ij
que cerca de la posiciéon de equilibrio puede aproximarse por
-1 .
F R B Z Qi T; Tj
ij
Las ecuaciones del movimiento son ahora:

N N N
d (0L\ 0% OF ) |
dt<6x1>_8xz+axl_0 = ;mij$]+;aljl’j+;kzj$J—0

es decir
mir o man | | @1 aip e N | | @ kin - kN | | m 0
+ : N : L= (16.40)
mynN| [ZN ann| | TN Enn| |zN 0

que de nuevo es un sistema lineal homogéneo de ecuaciones diferenciales de segundo orden que admite una
solucién del tipo armoénica (16.36) cuyas amplitudes son la solucién del sistema lineal,

{K+iwa—w’M}A=0 (16.41)
y las frecuencias propias son las soluciones de una nueva ecuacién secular,

k11+iwa11—w2m11 k1N+iwa1N—w2m1N
: =0 (16.42)
k?NN + iwaNN - w2 myNN
cuyas raices seran en general complejas, wy = ay + ¢ by.
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Como las fuerzas de rozamiento son disipativas, la energia disminuye con el tiempo

dE (T +V)

— 97 <0
dt dt <

y por ello la parte imaginaria de las frecuencias es negativa, by < 0, por lo que los modos serian una oscilacion
armémica modulada por una exponencial decreciente,

C)\—B)\e COS(aAt-f-(S)\)

Notese que hemos tomado para los modos normales el caso subamortiguado porque es el que mantiene las
oscilaciones. Si el rozamiento es grande desaparecen las oscilaciones (caso sobreamortiguado) y en medio
se encuentra el caso critico. Evidentemente, al haber varios grados de libertad, se pueden mezclar distintos
casos de amortiguamiento en los diferentes modos.

16.4. Respuesta temporal del sistema ante fuerzas aplicadas. Vibraciones en maquinas
como oscilaciones forzadas.

Es de enorme importancia el estudio de las pequenas oscilaciones en presencia de fuerzas externas
variables con el tiempo. Se puede obtener una idea del comportamiento general de estos sistemas en la
configuracién mas sencilla. Para ello anadiremos a las ecuaciones (16.40) del movimiento una fuerza variable
en cada coordenada,

MX +aX+KX =F(t) (16.43)

La solucién de este sistema no homogéneo sera la suma de la solucion general de la parte homogénea y
una solucién particular de la completa:
X =X"4+x"

siendo (16.39) la solucién general de la homogénea pero con las frecuencias complejas.
Para encontrar la solucién particular de la completa es conveniente “cambiar” a las coordenadas normales,
asi, la ecuaciéon del movimiento sera ahora:

O+WiG=Qa(t); A=1...N (16.44)
siendo @) la fuerza generalizada asociada con la coordenada normal y que se obtiene segun la forma habitual:

a1 ... Q1N

ox; N
Eag; ()= anF({t)=[F ... Fy]
i=1

aGNN

La variacién temporal de estas Q) dependerd de la forma de las fuerzas variables. El caso mas sencillo
corresponde a una dependencia arménica comun para todas las fuerzas, Q) (t) = Q?\ cos (wt + ¢), donde w
seria la frecuencia del agente excitador externo.

La solucién serd también armonica con la misma fase que la fuerza pero con una amplitud dada por la
ecuacién del movimiento (16.44),

0
w?\c%\w? cos (wt + ¢)

Gt =
pasando a los desplazamientos
N 0
= Zai}‘uﬁ/\w? cos (wt + ¢)
A=1 A
y finalmente
Zzai)\C,\—FZaMiQ 5 cos (Wt + ¢)
wy — W
A=1 A=1
99



Capitulo TIT Escuela Politécnica Superior .
A. J. Lépez 730112102 - Mecénica Fundamental v

25 de junio de 2011 Tema 16 Pequenas oscilaciones alrededor del equilibrio UNIVERSIDADE DA CORURNA

En presencia de rozamiento la solucién homogénea desaparece rapidamente (transitorio) por lo que a
tiempos grandes sélo se advierte la particular de la no homogénea (permanente):

2P () = A cos (Wt + @)

(2

donde
A; () = i ain Q3 _ polinomio (N — 1; w?)
i A=1 WE\ — w? polinomio (N; w2)

La solucién particular de la ecuacién completa, obtenida en el caso mas simple, muestra ya el fenémeno
mas caracteristico de las oscilaciones forzadas: la resonancia. El acoplamiento entre las oscilaciones produce
para un sistema de N grados de libertad:

= NN picos de resonancia coincidiendo con las N frecuencias naturales del sistema.

= hasta N — 1 valores de la frecuencia para los que la amplitud se anula.

Ejemplo. Absorbedor dinamico de vibraciones.

Como acabamos de ver ena un sistema con IN grados de libertad hay N resonancias y N — 1 valores a
los que se anula la amplitud. Este tltimo resultado puede utilizarse para absorber las vibraciones que puede
generar sobre un cuerpo la existencia en su interior de un motor oscilatorio, por ejemplo una maquina de
afeitar, una sierra de vaivén, etc.

X1

X2
mi
F(v ki 'e) m?2
[
|
TITITTITITTTTITIIT uj

o2 TTTTITTITITTITITITITOT

Para analizar el fenémeno utilizamos el modelo simplificado de la figura, una fuerza excitadora periodica
F(t), una masa my y un muelle k; al que se anade otra masa mso con otro muelle ko con el objetivo que esta
segunda masa absorba las vibraciones. En principio consideraremos nulo el rozamiento as = 0. La fuerza
aplicada al extremo del muelle 1 se traduce realiza por medio de un desplazamiento a(t) de manera que el
potencial es,

1 1
V= 51{:1 (z1 —a(t))® + 51{:2 (z9 — x1)?
mientras que la energia cinética es simplemente

1 . 1 .
T = iml x% + §m2 2%

y las ecuaciones del movimiento son

Al R R [

Si la fuerza es arménica F(t) = kja(t) = ky he“? buscamos una solucién del regimen permamente con

la misma frecuencia,
r perm a
1 1|
— ezwt
o as

se obtiene para las amplitudes a; la siguiente solucién

a _ wiy (wiy — w?)
(w? — w) (w? — w3)
a2 W1 Wi

h (w? = wi) (w? —w3)
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donde por comodidad hemos definido

o _ k1

Wor = —

mq

2 _ ko
Wo2 =

mo

y siendo w1 y wo las dos frecuencias propias

1 k ko \ 2
2 2 2 2 2
Wip = 5 |“o1 + wog T+ m F \/(%2)1 + why + ml) — 4w§ Wiy

Puede demostrarse que wy < wpe < wo por lo que entre las dos resonancias se encuentra en valor de la
frecuencia para el que anula la amplitud del movimiento de la masa 1, w = wps.

a’h

Si se tiene en cuenta el rozamiento los valores de las frecuencias de resonancia y la que anula el movimiento
de la masa 1 se ven afectadas por el valor del amortiguamiento pero la conclusién se mantiene.

T o N
a’h - 0 \
I az :
D) \
wn "
S
S0
Q
a
Q
—
&
.-
@)
-7

Analogias eléctricas

La ecuacion del movimiento del oscilador arménico es formalmente idéntica a un resonador eléctrico
formado por una bobina de inductancia L y un condensador de capacidad C, si tenemos en cuenta la
relacién entre la corriente eléctrica y la carga, I = dQ/dt,

dl 1 .1
L—+—=-Q=0 = LOQ+-=Q=0
da C @ @ C @
sin mas que identificar el desplazamiento x con la carga (Q, la masa m con la inductancia L y la rigidez k con
la inversa de la capacidad 1/C'. La energia acumulada en la bobina %L I? es andloga a la energfa cinética
%m #? y la acumulada en el condensador %Qz /C' a la energia potencial %k z2.
¢

bl |1 O
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Para utilizar correctamente la analogia debe tenerse en cuenta que la capacidad de los condensadores se
suman cuando estan en paralelo lo mismo que ocurre con los muelles pero la analogia tiene lugar entre la
inversa de la capacidad y la rigidez del muelle, véase la figura siguiente.

Cr 2 L

b m —||||—||[|—4mmm—‘
m
k2 TITTTTITITITITTITITITITT

k=ki+k> <—> [/C=1/Ci+1/C:

Ci
X L
m
eSS
ki k2 ™ &

1/k=1/ki+1/k2 <«—» C=Ci1+C:

El efecto del rozamiento viscoso (proporcional a la velocidad) es andlogo al de la resistencia, asi el
oscilador arménico amortiguado equivale al circuito RLC en serie,

B} .1
mi+ait+kx=0 = LQ—i—RQ—I—EQ:O

De la misma forma una fuerza externa (oscilador forzado) es equivalente a la presencia de una fuerza
electromotriz U (t)

mi+ai+kr=Ft) = LQ+RQ+%Q:U(t)

Entonces,
desplazamiento, =z +— (), carga

masa, m <— L, inductancia

o L. .
rigidéz, k +— rok inversa de la capacidad
amortiguamiento, « <— R, resistencia

fuerza, F(t) +— U(t), fuerza electromotriz

X c R L
.k " F@ "—'Wvumm‘
M — —> ~
a TTTITTITITITITTITITITTITIT ~~/
—/

U

Estas analogias pueden extenderse al caso de oscilaciones acopladas dando lugar a una red circuitos
eléctricos cuya solucién es analoga a la del sistema mecanico. En la figura siguiente se muestra el cricuito
eléctrico analogo al absrobedor dindmico de vibraciones que hemos visto anteriormente.
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Apéndice: Problema de valores propios

Sea el problema de valores propios:
KAy, =wiMA, (1)

Entonces:
Al KA, =w}l AIM A (2)

Tomando adjuntos (transpuesto + complejo conjugado):

T — 2%t

AlKTA, =w2*AIMTA,
Si las matrices son hermiticas (autoadjuntas) se tiene:
AlKA, =w?"AlMmA,
y utilizando (2) se obtiene:
WRAIMA, =3 AlMA, = (w2 - w}) AlMa, =0 (3)

De esta ecuacién se obtienen dos conclusiones importantes:
i) Sip=A\=w?=uw?" todas las raices son reales.

i) Si wi #* wi = AKMAH = 0, los autovectores procedentes de raices distintas son ortogonales.

Ademsds, los autovalores pueden elegirse reales. Suponiendo que son complejos se podra escribir:
Ay =y + 10
por lo que:
AlMA, = {33 _ mg} M {m +¢5A} = My + BEMBy +i {agmm _ B’;MEA}

y si M es hermitica,

Alma,
es siempre real. Esto hace posible elegir los autovectores reales y ortonormales:
ALMA, = 6,0 (4)
Reescribiendo la ecuacion (2) se tiene:
2 ALKA)
AT ALMA,,

Si las dos matrices corresponden a formas cuadraticas definidas positivas los autovalores seran todos
positivos y finitos:
M, K hermiticas y definidas positivas = 0 < wi < 00, VA
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