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Resumen

En esta memoria se aborda el problema de la modelizacién estadistica
del riesgo de crédito. Aqui se estudian tres modelos para la prediccién de la
morosidad en créditos personales. El primero corresponde a un modelo de
puntuacién crediticia construido con técnicas de regresion logistica. Como
resultado, se obtiene un modelo de estimacién de la propensién a la morosi-
dad del cliente, dado un conjunto de variables explicativas sobre las que se
realiza la regresién logistica. El segundo modelo corresponde a un modelo
de probabilidad de mora (PD) construido con técnicas de analisis de super-
vivencia. Este modelo de PD se obtiene a partir de la funcién de distribucién
condicional del tiempo hasta la mora del crédito y se calcula utilizando tres
clases de estimadores (paramétrico, semiparamétrico y no paramétrico). El
estimador no paramético de la PD, ¢FF¢  se obtiene a partir del estimador
de Beran (1981) para la funcién de supervivencia condicional con datos cen-
surados. Resultados asintéticos como la consistencia fuerte uniforme y la
normalidad asintética del estimador 2L se exponen en el Capitulo 4. Fi-
nalmente, un tercer modelo de prediccién de la morosidad en créditos person-
ales se propone en el Capitulo 5. Alli se busca dar respuesta a un problema
con escaso tratamiento en la literatura sobre riesgo de crédito, denomina-
do reincidencia de la morosidad crediticia. El estudio se centra en obtener
un modelo de probabilidad andlogo al modelo propuesto en el Capitulo 3,
donde se utiliza la perspectiva del andlisis de supervivencia con sucesos re-
currentes bajo censura y dependencia. Como resultado, se obtienen férmulas
para la probabilidad condicional de reincidencia de los impagos de un mismo
sujeto conociendo su puntuacion crediticia y los tiempos en los que se han
producido los impagos anteriores. Este modelo puede ser utilizado por las
entidades como herramienta de seguimiento y evaluacion del perfil crediticio
de los clientes con més propensién a comenter algiin tipo de incumplimiento.






Resumo

Nesta memoria abdrdase ¢ problema da modelizacién estatistica do risco
de crédito. Aqui estidanse tres modelos para a prediccién da morosidade en
créditos persoais. O primeiro corresponde cun modelo de puntuacién crediti-
cia construido con técnicas de regresién loxistica. Como resultado, obtense un
modelo de estimacién da propensién & morosidade do cliente, dado un con-
xunto de variables explicativas sobre as que se realiza a regresién loxistica. O
segundo modelo corresponde cun modelo de probabilidade de incumprimento
(PD), construido con técnicas de andlise de supervivencia. Este modelo de
PD obtense a partir da funcién de distribucién condicional do tempo ata a
mora do crédito e calcilase utilizando tres clases de estimadores (paramétri-
co, semi paramétrico e non paramétrico). O estimador non paramétrico da
PD, oPE¢ obténse a partir do estimador de Beran (1981) para a funcién de
supervivencia condicional con datos censurados. Resultados asintéticos como
a consistencia forte uniforme e a normalidade asintética do estimador @ZL¢
expénse no Capitulo 4 desta memoria. Finalmente, un terceiro modelo de
prediccién da morosidade en créditos persoais propénse no Capitulo 5. Ali
biiscase dar resposta a un problema con escaso tratamento na literatura ac-
tual sobre o risco de crédito, chamado reincidencia da morosidade crediticia.
O estudo deste fenémeno céntrase en obter un modelo de probabilidade ané-
logo 6 modelo proposto no Capitulo 3, onde se utiliza a perspectiva do andlise
de supervivencia con sucesos recorrentes baixo censura e dependencia. Como
resultado, obténense férmulas para a probabilidade condicional de reinciden-
cia dos impagos dun mesmo suxeito conecendo a sia puntuacién crediticia
e os tempos nos que se produciron os impagos anteriores. Este modelo pode
ser utilizado polas entidades como ferramenta de seguimento e avaliacion
do perfil de crédito dos clientes mdis propensos a cometer algunha clase de
incumprimento.






Abstract

In this thesis, the problem of statistical modeling of credit risk is con-
sidered. Three models for predicting defaults on personal loans are studied.
Firstly, a credit scoring model is obtained via logistic regression techniques.
As a result, a model to estimate the propensity to credit default is obtained
given a set of explanatory variables on which the logistic regression is per-
formed. Secondly, a model for the probability of default (PD) is built using
survival analysis techniques. This model for PD is obtained from the condi-
tional distribution function of time to credit arrears and is calculated using
three different estimators (parametric, semiparametric and nonparametric).
The nonparametric estimator, ¢2*¢  is derived from the estimator by Beran
(1981) for the conditional survival function with censored data. Asymptotic
results like strong uniform consistency and asymptotic normality of FF¢
are obtained in Chapter 4 of this thesis. Finally, a third model to predict
default in personal loans is proposed in Chapter 5. There, we try to respond
to a problem with poor treatment in the current literature on credit risk,
called credit default recidivism. The study of this phenomenon focuses on
obtaining a probability model similar to that proposed in Chapter 3, where
the approach of survival analysis with recurrent events under censoring and
dependence model is used. As a result, some formulae are obtained for condi-
tional probability of recurrent defaults for a single debtor given a known cre-
dit scoring value and the times where previous defaults have been observed.
This model can be used by financial institutions as a tool for monitoring and
evaluating the credit profile of their customers.






Proélogo

En esta memoria se aborda el problema de la modelizacion estadistica
del riesgo de crédito. Su estudio ha sido fruto de la colaboracién entre el
Grupo de Modelizacion, Optimizacion e Inferencia Estadistica (MODES) de
la Universidade da Coruna y una entidad financiera espanola que aporté los
datos reales con los que se trabajé. Dicha entidad, tal como ha ocurrido con
otras entidades financieras en todo el mundo, comenzé en 2006 un proceso
de adaptacién regulatoria que culminarfa con la implantacién de un nuevo
sistema de administracién y medicién del riesgo de crédito llamado Nuevo
Acuerdo de Capital de Basilea .

El Nuevo Acuerdo de Capital de Basilea, al que también se suele hacer re-
ferencia como Basilea II, es el segundo de los Acuerdos de Basilea destinados
a establecer un conjunto de mecanismos estandarizados para la medicién
integral del riesgo que afecta a la asignacién de capital de las entidades de
crédito. Tales mecanismos consisten fundamentalmente en recomendaciones
sobre leyes y regulaciones financieras elaboradas por el Comité de Supervision
financiera de Basilea*(CSBB).

El Nuevo Acuerdo de Basilea se compone de tres partes fundamentales
llamadas pilares y sus principales objetivos son:

!Basel Committee on Banking Supervision (2001a). The new Basel Capital Accord.
Bank for International Settlements.

20rganismo formado por gobernadores de los bancos centrales de Bélgica, Canads,
Francia, Alemania, Italia, Espana, Holanda, Suecia, Suiza, Reino Unido, Luxemburgo,
Japon, Estados Unidos, y por representantes del Banco Central Europeo. Este comité
celebra reuniones periédicas en el Banco de Pagos Internacionales (o BIS, por su sigla en
inglés), en Basilea, Suiza.

11



12 Prélogo

1. Garantizar que la asignacién de capital sea més sensible al riesgo

2. Separar el riesgo operacional del riesgo de crédito, y la cuantificacion
de ambos

3. Intentar alinear el capital econémico y regulatorio mas estrechamente
para reducir las posibilidades de arbitraje regulatorio.

Si bien, este material no pretende ser en sf mismo una memoria sobre los
contenidos de Basilea II, las técnicas que aqui se tratan tienen por objetivo
el de contribuir al estudio de nuevas metodologias cuantitativas que pueden
aplicarse en la medicion del riesgo de crédito. Por ello, como se verd més
adelante, las técnicas utilizadas y los resultados empiricos obtenidos durante
el desarrollo de esta memoria se enmarcan precisamente dentro del &mbito
de discusién del Pilar I de Basilea II.

Segtin se explica en el Pilar I de Basilea II, los bancos estdn obligados a
cumplir los requerimientos minimos de capital que se determinan a partir de
la relacién entre el capital en exposicion y los activos ponderados por riesgo.
En el Pilar I se describen los enfoques que se pueden adoptar para el cdlculo
de las reservas minimas de capital por riesgo de insolvencia. Ademads, se
describen varias metodologias cuantitativas para la construccién y validacion
de los modelos predictivos que pueden utilizar las entidades para obtener
estimaciones de sus pardmetros fundamentales de riesgo.

De la extensa literatura disponible actualmente sobre medicién del riesgo
de crédito, se desprende que el primero y mds importante de los pardmetros
del riesgo de crédito es la probabilidad de mora (PD). Por este motivo, el
objetivo principal de la colaboracién entre el grupo de investigacién MODES
y la entidad de crédito citada fue la investigacion de técnicas estadisticas para
el estudio y modelizacion de la PD en créditos personales. Como resultado
de la investigacion realizada, en esta memoria se proponen cinco modelos
de estimacién de la PD para los que se han utilizado cuatro metodologfas
estadisticas distintas. La teorfa desarrollada y los resultados obtenidos se
exponen a partir del Capitulo 2.
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Tres Pilares
Pilar I: Pilar IT: Pilar ITI:
Requerimientos Revision del Disciplina de
minimos de capital supervisor mercado
Activos Definicion de
ponderados por capital (BasileaTI)
riesgo
Riesgo de Riesgo
Riesgo de crédito mercado operacional
(Basilea I)
Método Método Indicador Meétodo Método
estandar avanzado bésico estandar avanzado
(IRB) (BI1A)

Figura 0.1. Estructura bésica de Basilea II.

La Figura 0.1 muestra un esquema simplificado de la estructura del Nuevo
Acuerdo de Basilea. Allf se explica el grado de dependencia que existe entre
el calculo de requerimientos minimos de capital y las tecnologfas previstas
en Basilea II para medir cada una de las fuentes del riesgo bancario.

En el Pilar I de Basilea II se establece que existen dos mecanismos para
el cédlculo de los pardmetros del riesgo de crédito. El primero de ellos se
denomina método estandar y consiste basicamente en que las entidades de
crédito podran incorporar en su metodologia de célculo del capital regula-
torio, estimaciones de las ponderaciones por riesgo obtenidas con modelos
cuantitativos desarrollados por agencias de calificacién externa. Algunas de
las agencias méas conocidas a nivel mundial son, por ejemplo, Moody’s KMV,
J. P. Morgan, Standards & Poor’s y Fitch Ratings, entre otras. El segundo
mecanismo se denomina método basado en calificaciones internas, o simple-
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mente método IRB (del acrénimo en inglés internal rating based method).

Las técnicas estadisticas que se estudian en esta memoria tienen por ob-
jetivo el desarrollo de metodologias que permitan elaborar modelos de ries-
go de crédito capaces de ser integrados en los sistemas de medicién y es-
tandarizacion del cédlculo de requerimientos de capital. Sobre este punto se
profundizard m&s adelante en el Capitulo 1, donde se exponen algunas defini-
ciones béasicas para entender el problema de la medicién del riesgo de crédito
como son, la morosidad, los pardmetros fundamentales del riesgo de crédito y
en qué consisten los modelos basados en calificaciones internas (IRB), entre
otras. Finalmente, se complementa la discusién expuesta con la revisién de
algunos de los modelos de riesgo de crédito més conocidos en la literatura.

El problema de la medicion del riesgo de crédito ha ido incrementando su
importancia en la 1ltima década, especialmente en lo relativo a la comple-
jidad de las técnicas que se han ido desarrollando para hacer ma&s eficiente
el control del riesgo por parte de las entidades financieras. Este problema,
que en principio podria ser considerado como de exclusiva competencia de
los profesionales del mundo de las finanzas, se ha convertido en un problema
de interés mucho mds general, en el que hoy también participan especialistas
provenientes de diversas dreas del conocimiento de corte cuantitativo como
son, por ejemplo, los matemadticos, los estadisticos, los ingenieros y los fisicos,
entre otros profesionales.

En la actualidad existe una extensa literatura dedicada a la medicién del
riesgo de crédito. Esto se debe fundamentalmente a dos razones, la primera
tiene que ver con la finalidad operacional del modelo, es decir, qué caracteris-
ticas se quieren medir exactamemente y qué ingredientes necesita el modelo
para funcionar. Un ejemplo de esto son los modelos de puntuacién crediticia
(también conocidos como modelos de credit scoring). Estos modelos son he-
rramientas estadisticas que las entidades de crédito utilizan para analizar la
calidad crediticia de sus clientes dependiendo del tipo de exposicién al que
corresponden. En este caso, el resultado numérico del modelo, la puntuacién
o scoring, no sélo simplifica y resume la enorme cantidad de informacién que
posee el banco acerca de sus clientes, sino que ademas, este resultado es em-
pleado en miiltiples decisiones relacionadas con la asignacién de crédito a los
mismos. Asi, un modelo de puntuacién crediticia es un importante instru-
mento de toma de decisiones y permite al banco contar con un indicador de
solvencia fiable y fdcil de interpretar. Debido a la importancia de este tipo
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de modelos para las entidades financieras, en el Capitulo 2 se presenta la
construcciéon de un modelo de puntuacion crediticia basado en modelos de
regresion logistica, una metodologia que viene siendo cada vez mas utilizada
en el estudio de perfiles crediticios como herramienta de andlisis del riesgo
bancario. El capitulo finaliza con los resultados de algunas aplicaciones del
modelo propuesto.

Por otra parte, también existen modelos disenados para predecir siniestros
y conductas de riesgo asociadas a los clientes. Tal es el caso de los créditos
a particulares, donde el interés de la entidad estd en poder predecir la pér-
dida de solvencia del acreditado debido, por ejemplo, a un endeudamiento
excesivo, a un posible divorcio, a una enfermedad catastréfica, a un acci-
dente inesperado, e incluso al fallecimiento del acreditado o del avalista de
la deuda, etc. En el caso de los créditos a empresas, es bien sabido que la
pérdida de solvencia se puede deber a multiples causas, como pueden ser la
pérdida de valor de sus activos, la disminucién de su cuota de mercado, la
pérdida de competitividad, el impago a otros acreedores, las huelgas y pleitos
con los trabajadores, y asf, un sin nimero de situaciones que aumentan la
incertidumbre sobre la capacidad de pago de la empresa. Analizar y controlar
el impacto que pueden ocasionar en la solvencia del banco situaciones como
las mencionadas, constituye el principal objetivo de estudio de los distintos
enfoques de medicién del riesgo de crédito.

En relacién con lo anterior, en Basilea II se han establecido criterios es-
pecificos para caracterizar situaciones como las descritas en una misma defini-
cién estandarizada y medible. Una de ellas es la mora o incumplimiento del
crédito. Asi, la probabilidad de que ocurra dicho suceso, es decir, la probabili-
dad de mora, se convierte en el pardmetro fundamental del riesgo de crédito y
su medicion es el principal objetivo que se persigue con los modelos basados
en métodos IRB. La definicién formal de esta probabilidad es parte de los
contenidos que se presentan en el Capitulo 1.

La mayor parte de esta memoria tiene que ver con el estudio de la morosi-
dad en créditos personales, y su modelizacién por la via de técnicas estadis-
ticas constituye el eje central de los contenidos que aquf se tratan. En tal
sentido, en el Capitulo 3 se presenta una metodologia para la modelizacién
de la probabilidad de mora basada en el anélisis de supervivencia. Dicha
metodologia se compone de un modelo de probabilidad que se obtiene a partir
de la funcién de distribucién condicional del tiempo hasta el incumplimiento
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y de las técnicas de estimacién que se proponen para su estudio bajo ciertos
supuestos e hipdtesis en los que se entrard de lleno mas adelante.

Uno de los supuestos fundamentales que sustentan este modelo de pro-
babilidad, es que el tiempo hasta que se produce la mora del crédito estd
relacionado con el perfil crediticio del cliente. Esto implica que la proba-
bilidad de mora se obtiene condicionando sobre los valores que toman, por
ejemplo, las variables estudiadas en el Capitulo 2. Sin embargo, debido a los
inconvenientes que padecen los métodos de regresiéon no paramétrica cuan-
do la dimensién de la covariable es mayor que uno, es preferible reducir su
dimensién empleando como variable regresora la puntuacién crediticia del
cliente. Este problema se conoce como la maldicion de la dimensionalidad
(ver Stone (1980, 1982)). El Capitulo 3 finaliza con la aplicacién del modelo
a un conjunto de datos reales.

El Capitulo 4 estd dedicado al estudio de las propiedades asintéticas del
estimador no paramétrico de la probabilidad de mora condicional propuesto
en el Capitulo 3. Este estimador se obtiene a partir del estimador producto
limite generalizado (PLG) de la distribucién condicional con datos censura-
dos propuesto por Beran (1981). Como resultado del andlisis expuesto, se
demuestra la propiedad de consistencia fuerte uniforme, se obtienen expre-
siones analiticas para el sesgo y la varianza asintéticos y se obtiene la nor-
malidad asintdtica. Como producto de los resultados anteriores, se obtiene
el valor asintéticamente éptimo del pardmetro de suavizado del estimador
nicleo de la probabilidad de mora condicional.

Finalmente, el Capitulo 5 estd dedicado al estudio de un problema que
practicamente no ha sido tratado en la literatura especializada en riesgo
de crédito. Alli se aborda el problema de la reincidencia de la morosidad
en créditos personales. Para abordar este problema se adapta el enfoque
de anélisis de supervivencia visto en el Capitulo 3 para medir el riesgo de
morosidad debido al impago recurrente de los créditos. Este fenémeno ha
sido denominado como reincidencia de la morosidad y su estudio se basa en
la modelizacién de la distribucién de probabilidad condicional de los tiempos
hasta el j-ésimo impago dados los j —1 impagos anteriores y dado el valor que
toma la covariable (unidimensional) del modelo. El objetivo que se pretende
con el modelo de reincidencia de los impagos es estudiar la probabilidad
de que un cliente incumpla sucesivamente sus obligaciones con la entidad
financiera sabiendo que ha incumplido al menos una vez en el pasado.



Capitulo 1

Introduccién al riesgo de
crédito

En esta memoria se aborda el problema de la medicién del riesgo de crédi-
to y el material de que se compone es el resultado de la investigacion llevada a
cabo en este terreno teniendo como punto de partida la colaboracién entre el
Grupo de Modelizacion, Optimizacion e Inferencia Estadistica (MODES) de
la Unwversidade da Coruna y una entidad financiera espanola que contribuyo
con datos y experiencia empiricos.

El propdsito de esta memoria es contribuir al estudio de las técnicas
estadisticas que pueden implementarse como herramientas de medicién del
riesgo de crédito de acuerdo con las recomendaciones recogidas en el Pilar I de
Basilea II. Para ello, se ha seguido un enfoque metodolégico de la estadistica
aplicada a las finanzas denominado modelizacion del riesgo de crédito via
andlisis de supervivencia.

En los capitulos siguientes, se da a conocer el eje central de la investigacion
llevada a cabo en esta memoria. Se aborda el problema de la construccién de
modelos de riesgo de crédito en todas sus fases, desde el tratamiento previo
de las variables involucradas hasta el ajuste y validacién estadistica de los
mismos. Finalmente, los modelos propuestos son aplicados a bases de datos
reales, cuyos resultados son contrastados con la evidencia empirica observada
por la entidad financiera colaboradora.

17
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La abundante literatura existente sobre modelos de riesgo de crédito,
muestra que la mayorfa de las técnicas ya implementadas corresponden a
modelos paramétricos, es decir, modelos en los que las distribuciones de proba-
bilidad son conocidas y donde se cumplen determinados supuestos e hipé6tesis
que justifican su validez. Sin duda, el ejemplo mds importante es el actual
modelo regulatorio de Basilea II, construido a partir del modelo fatorial de
Vasicek (1987, 1997), en el que supone la normalidad de los factores.

Dentro del contexto del andlisis de supervivencia, es posible encontrar
trabajos en los que se estudia el riesgo de crédito por medio de modelos
semiparamétricos. En este caso, uno de los supuestos fundamentales es el de
riesgos proporcionales, lo que conduce a utilizar, por ejemplo, el modelo de
regresién de Cox (1972) para estimar la distribucién condicional de la variable
que controla el tiempo hasta el incumplimiento del crédito. En general, ya
sea mediante modelos paramétricos o semiparamétricos, es necesario utilizar
supuestos acerca de las distribuciones de probabilidad subyascentes en los
procesos que dan lugar al riesgo de crédito.

En esta memoria, ademés de estudiar algunos modelos como los descritos,
también se estudian otras técnicas de modelizacién basadas en métodos de
estimacion no paramétrica. Esto tltimo es parte de los contenidos incluidos
a partir del Capitulos 3 en adelante.

Como resultado de lo anterior, en el presente trabajo se propone un mode-
lo de medicién del riesgo de crédito aplicable al caso de exposiones de caracter
minorista (créditos personales). Se volverd sobre este tema més en adelante
en el Capitulo 3. El grado de ajuste obtenido con los modelos estudiados y
los métodos de estimacién propuestos fue evaluado a partir de su aplicacién
a dos conjuntos de datos reales de créditos personales pertenecientes a una
entidad financiera espanola. Los resultados obtenidos son analizados en las
secciones finales de los Capitulos 2, 3, 5 y 6.

1.1. Riesgo bancario y riesgo de crédito

La principal actividad comercial de la industria bancaria, aquella a la que
dedica la mayor parte de sus esfuerzos, la que genera sus mayores beneficios y
la expone a los mayores riesgos, es la comercializacién crediticia. Esta activi-
dad esta expuesta a una serie de riesgos muy diversos y la entidades de crédito
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deben enfrentarse a ellos continuamente. Esto las convierte basicamente en
instituciones administradoras del riesgo en busca de una rentabilidad que las
compense adecuadamente.

La literatura acerca del riesgo bancario es extensa y su revision exhaustiva
no es parte de los objetivos de esta memoria. Sin embargo, informalmente,
se puede decir que el riesgo bancario consiste en la unién de todas aquellas
situaciones que afectan negativamente tanto a los beneficios como al capital
del banco. Cada una de esas situaciones por separado, y las interacciones que
puedan producirse entre ellas, pueden vulnerar la estabilidad financiera de
la entidad, que, llegado a un caso extremo, puede ocasionar el deterioro del
valor de la entidad poniendo en peligro su solvencia.

Si bien, no todas las entidades de crédito enfrentan exactamente los mis-
mos tipos de riesgo, debido a la diversidad de sus lineas de negocio, y por
tratarse de entidades financieras, la mayoria de ellos estédn afectos a determi-
nadas fuentes de riesgo comunes. Los tipos de riesgo financiero mas comunes
en la literatura son el riesgo de crédito, de mercado, operacional, de tipos
de interés, de liquidez, de tipo de cambio y soberano, entre otros (ver, por
ejemplo, Pyle (1997), Bessis (2002) y Saunders y Cornett (2008)).

En particular, el riesgo de crédito es el tipo de riesgo bancario que més
puede afectar a la solvencia del banco. Prueba de ello es la extensa cronologial
de acontecimientos que han afectado al sistema financiero mundial, la mayoria
de ellos provocados, directa o indirectamente, por multiples crisis crediticias
internacionales. Dicha experiencia fué la principal razén por la que el Comité
de Basilea decidi6 poner en marcha un nuevo sistema de regulacién financiera
mundial, proceso que comenzé en los albores de los anos 90 con el primer
Acuerdo de Capital de Basilea (Basilea I) y que culminé en 2004 con el marco
revisado de Basilea II (Basel Committee on Banking Supervision (2004)).

1.1.1. Morosidad crediticia y riesgo por insolvencia

El riesgo de crédito surge como consecuencia de operaciones crediticias
fallidas, es decir, créditos que al caer en el incumplimiento de pagos pueden

! Algunos trabajos publicados sobre esta materia y que contienen informacién a partir
de las tltimas dos décadas del siglo XX hasta nuestros dfas son, por ejemplo, los debidos
a Girén (1998), Bank for International Settlements (2009) y Cecchetti et al. (2009), entre
otros.
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deteriorar o comprometer el patrimonio de la entidad financiera (el capital).
En ese sentido, la morosidad crediticia surge cuando los créditos pasan de
estar en situacion de riesgo de incumplimiento a convertirse en créditos mo-
rosos, lo que en la terminologia financiera internacional se conoce como entrar
o caer en default. En adelante, se hablard indistintamente de mora, impago
o incumplimiento para hacer referencia al estado en el que se encuentra un
crédito cuando el titular de la deuda es incapaz de cumplir sus compromisos
de pago con la entidad.

Debido a que la mayor parte del negocio de una entidad financiera tradi-
cional es la comercializacién de productos crediticios, cuando la proporcién
de créditos morosos, o tasa de mora (7'M ), alcanza un valor critico, las pér-
didas debidas a la morosidad pueden comprometer el capital de la entidad
generando una situacién de riesgo por insolvencia. En ese sentido, el Acuer-
do de Basilea II establece la obligacién que tienen las entidades financiera de
contar con herramientas que les permitan predecir y mitigar las fuentes del
riesgo por insolvencia, y en particular las que se deben al riesgo de crédito.

Desde el punto de vista operacional, dichas herramientas, o modelos,
deben cumplir ciertas caracterfsticas esenciales. Estas caracteristicas forman
parte de las directrices establecidas por el Comité de Basilea en el Pilar I del
nuevo acuerdo. Autores como Duffie y Singleton (2003), Schénbucher (2003)
y Turnbull (2003) exponen que algunas de las caracteristicas deseables que
debe cumplir un modelo integral para el riesgo de crédito son:

Que el modelo cumpla con el principio de parsimonia, es decir, que el
nimero de pardmetros necesarios para definir la estructura de morosi-
dad de la cartera de créditos no sea demasiado grande.

= Que el modelo posea un poder predictivo comparable al que posee el
modelo regulatorio de Basilea II, utilizado actualmente por bancos y
entidades de crédito tradicionales.

= Que el modelo utilice la mayor cantidad posible de informacién conteni-
da en las bases de datos de la entidad y que los datos sean accesibles.

= Que el coste computacional derivado de la complejidad matemética del
modelo y del mecanismo de estimaciéon empleado sea minimo.

= Que el algoritmo de cédlculo del modelo pueda ser implementado en el
soporte informético de la entidad.
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= Por iltimo, que sea posible la documentacién del modelo por parte de
la entidad y la replicacién de éste por parte del regulador, que en el
caso de Espana corresponde al Banco de Espana (BDE).

En relacién con algunos de los objetivos especificos de esta memoria que
han sido comentados anteriormente, se han estudiado técnicas de modeliza-
cién estadistica para medir el riesgo de crédito a particulares, de modo que es
conveniente definir apropiadamente lo que se entenderd por dicho concepto.

En adelante, se hablard de créditos a particulares cuando se haga re-
ferencia a exposiciones minoristas (ver §156, Basel Committee on Banking
Supervision (2001a)), es decir, créditos solicitados por personas fisicas de
forma individual. En este punto es conveniente aclarar que el estudio con
datos reales que serd presentado en capitulos posteriores no discrimina entre
asalariados y auténomos, y por tanto, el modelo estadistisco que se estudia
mds adelante permite tratar el problema de la morosidad en créditos para
autdénomos como un caso especial de los créditos a particulares.

En segundo lugar, supondremos que estamos en el escenario crediticio
mds simple, es decir, aquel en que cada acreditado posee una probabilidad
de cometer incumplimiento independiente del resto de la cartera. Este fuerte
supuesto serd justificado mds adelante en el Capitulo 3, y permitird trabajar
sobre la base de un modelo en el que no existe correlacién entre los tiempos
hasta el incumplimiento.

Ademsds, en adelante supondremos que las operaciones de crédito son
concedidas independiente de la finalidad del mismo e independiente del tipo
de garantia que las entidades exijan al deudor. Asi, para los objetivos de
esta memoria, se consideran créditos a particulares los siguientes tipos de
exposiciones: préstamos personales, créditos de consumo, tarjetas de crédito
y créditos hipotecarios, entre otros. Aunque estos tltimos no serdn estudia-
dos en esta memoria, los resultados obtenidos con los modelos propuestos
permiten suponer que éstos pueden ser adaptados a este tipo de operaciones
crediticias siguiendo, por ejemplo, las ideas de Beran y Djaidja (2007). Por
iltimo, en adelante se entenderd por acreditado aquel particular al que se le
ha otorgado un crédito personal, y que por tanto es considerado prestatario
o deudor del banco. Asimismo, se entendera por solicitante aquel particular
que, habiendo solicitado un crédito, aiin no ha formalizado un compromiso
de pago con la entidad.
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1.1.2. Enfoque basado en calificaciones internas (IRB)

El enfoque de medicién del riesgo de crédito basado en calificaciones in-
ternas, mas conocido como enfoque de modelos IRB (iniciales en inglés de
Internal Rating-Based approach), reemplaza los métodos vigentes hasta antes
de 1999 como en el primer Acuerdo de Basilea (Basilea I). Hasta entonces, el
capital regulatorio del los bancos se calculaba empleando las ponderaciones
por riesgo proporcionadas por el ente regulador, es decir, por los bancos cen-
trales correspondientes.

Tan pronto se dié a conocer el Nuevo Acuerdo de Basilea, se ponen en
marcha una serie de cambios referentes a los mecanismos de calificacion de
los acreditados entre los que destaca la posibilidad de que los bancos utilicen
medidas internas de calificacion, es decir, modelos propios que sirvan para
evaluar la calidad de sus acreditados y que por medio de ellos se puedan
obtener estimaciones de lo que se conoce como componentes o pardmetros
del riesgo de crédito. Actualmente existe una extensa literatura dedicada al
estudio y al desarrollo de modelos de riesgo de crédito basados en el enfoque
de métodos IRB. Ver por ejemplo los trabajos de Crouhy et al. (2000), Gordy
(2000), Basel Committee on Banking Supervision (1999, 2001b), Saunders y
Allen (2002), Bluhm et al. (2003), Basel Committee on Banking Supervision
(2005b), Chan-Lau (2006) y Engelmann y Rauhmeier (2006), entre otros
autores.

Segtin se establece en Basilea II, es posible medir el riesgo de crédito a
partir del estudio y de la estimacién de un conjunto de pardmetros funda-
mentales: la probabilidad de mora, la exposicion a la mora, la pérdida dada
la mora v la madurez o vencimiento del crédito.

En lo concerniente especificamente al riesgo de crédito en exposiciones de
cardcter minorista, es decir, en créditos a particulares, el Comité de Basilea
introduce dos modificaciones fundamentales sobre la medicién y el control
del riesgo de crédito con respecto a otros tipos de exposiciones. La primera
modificacién tiene que ver con los pardmetros fundamentales del riesgo de
crédito ya mencionados. Segin ésta, en el caso de las exposiciones minoristas
s6lo interesan tres tipos de pardmetros de riesgo: la probabilidad de mora,
PD, la pérdida dada la mora, LGD, y la pérdida esperada, FE L.

La segunda modificacién tiene que ver con las variantes del método IRB.
En el caso de exposiciones minoristas, sélo se aplica el método IRB avanzado.
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1.1.3. Los parametros del riesgo de crédito

Los factores o pardmetros de riesgo que pueden calcular internamente las
entidades a partir del enfoque de modelos IRB son los que se describen a
continuacién:

La probabilidad de mora

La probabilidad de mora o de incumplimiento, denotada como PD (sigla
en inglés de probability of default), corresponde a la probabilidad de que
un acreditado se declare incapaz de hacer frente a sus compromisos con la
entidad al cabo de 1 ano de formalizada la deuda. Como consecuencia, se
considera que el cliente es moroso cuando se produce un impago por un
perfodo de entre 90 y 180 dias.

La exposiciéon en caso de mora

La exposicién en caso de mora, denotada como EAD (sigla en inglés de
exposure at default), es la parte de la deuda que queda expuesta al riesgo de
pérdida cuando se produce la mora.

La pérdida dada la mora o severidad

La pérdida dada la mora o severidad, denotada como LGD (sigla en
inglés de loss given default), es la proporcién de la deuda que la entidad
espera perder si el acreditado incumple sus obligaciones y se expresa como
porcentaje o proporcién sobre la EAD.

La Madurez

La madurez del crédito, denotada como M (de su nombre en inglés matu-
rity) corresponde al periodo de vencimiento de la operacién. Este pardmetro
es muy importante para validar los datos utilizados por las entidades evitan-
do que se produzcan fechas incoherentes (fechas de incumplimiento anteriores
a la concesion del crédito o posteriores al vencimiento del mismo).
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Tabla 1.1. Estructura bésica del enfoque basado en calificaciones internas

IRB Fundamental IRB Avanzado

Estimaciones Estimaciones
Tipo de Estimaciones Estimaciones
hechas por el hechas por el
exposicién internas ) internas )
supervisor supervisor
Empresas,
LGD, EAD PD, LGD
Soberana, PD
M EAD, M
y Bancos
Crédito a PD, LGD PD, LGD
M M
particulares EL EL

En la Tabla 1.1 se puede observar un esquema bédsico con la estructura
del enfoque de medicién del riesgo de crédito basado en métodos IRB y su
relacién con las fuentes de estimacion de los pardmetros del riesgo de crédito
segtn el tipo de exposicién.

1.2. Medicién del riesgo de crédito via anali-

sis de supervivencia

Como ya se ha mencionado, en esta memoria se estudia el problema de
la medicién del riesgo de crédito por medio de técnicas de modelizacién es-
tadistica bajo el enfoque del andlisis de supervivencia.

La aplicaciéon del anélisis de supervivencia a la medicién del riesgo de
crédito tiene su origen en el articulo de Narain (1992). En él se utiliza un
modelo de regresién de Cox para estimar la funcién de distribucién del tiempo
hasta que se produce un crédito moroso, siendo éste el primer trabajo donde
se emplea este tipo de metodologia en el contexto del riesgo bancario. Desde
entonces numerosos autores han contribuido a desarrollar este enfoque de
medicién del riesgo de crédito, avanzando en la teorfa de la estimacion y la
modelizacién de la PD por medio del estudio del tiempo de supervivencia de
los créditos. Ver por ejemplo los trabajos de Carling et al. (1998), Stepanova
y Thomas (2002), Hanson y Schuermann (2004), Roszbach (2004), Glennon y
Nigro (2005), Allen y Rose (2006) y Malik y Thomas (2006), donde se analiza
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el caso de préstamos personales. Beran y Djaidja (2007) consideran el caso
de créditos hipotecarios y proponen un modelo para la probabilidad de mora
condicional que toma en consideracién el bajo porcentaje de morosidad que
normalmente afecta a ese tipo de carteras. Este modelo intenta corregir el
problema de alta censura a través del concepto de créditos inmunes, es decir,
acreditados que, por su nivel de solvencia, tienen una probabilidad de mora
nula.

1.2.1. Tiempo de vida de una operacién crediticia

En el estudio de datos de tiempos de vida del tipo tiempo hasta que ocurre
un suceso, existen diversas estructuras de observacién de los datos, lo que ha-
bitualmente crea ciertos problemas para analizarlos. Uno de estos problemas
es el de la censura que, en un sentido informal, significa que los tiempos
de vida sélo pueden ser observados dentro de un determinado intervalo de
tiempo posiblemente aleatorio. En ese sentido, en la medicién del riesgo de
crédito resulta natural relacionar el tiempo hasta que un acreditado deja de
pagar, es decir, el tiempo hasta el incumplimiento, con la vigencia o tiempo
de vida del crédito. Como se verd mds adelante, en el caso de exposiciones de
cardcter minorista, es frecuente encontrarse con un tipo particular de censura
conocida como censura aleatoria por la derecha, lo que justifica el estudio de
un modelo de supervivencia para estimar la PD en este tipo de carteras.

A continuacién, en la Figura 1.1, se representa el mecanismo de censura
que puede afectar a los tiempos de vida de una cartera de créditos personales.
Para ello, en la Figura 1.1 se representan las variables aleatorias que seran
estudiadas en esta memoria bajo la perspectiva del andlisis de supervivencia.
Como se puede apreciar en dicha figura, en este modelo se considera que
el tiempo de vida de una operacién crediticia es aleatorio y sélo se puede
observar dentro del intervalo de tiempo [0, 7].
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(a) El crédito entra en mora

(b) El crédito sigug vivo al final del estudio

(¢) El crédito es cancelado anticipadamente
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Figura 1.1 Tiempo de vida de un crédito observado en el intervalo [0, 7].

Las variables aleatorias relacionadas com la Figura 1.1 son el tiempo hasta
la entrada en mora, T, el tiempo de censura del crédito, C, y la variable
indicadora de no censura, o 1o que es lo mismo, la variable indicadora de mora,
0. A continuacién, se explican las situaciones representadas en la Figura 1.1.

(a) En la primera situacion, se observa que el crédito entra en mora en un
instante del tiempo entre 0 y 7. Esto implica que el tiempo en que se produce
la mora del crédito es registrado (observado) por la entidad. Segun esto, se
tiene que 7' < C' , o bien, que § = 1. Desde el punto de vista estadistico,
debido a que el suceso de entrada en mora ocurre antes del fin del estudio,
se dice que el tiempo de vida del crédito es no censurado.

(b) En este caso se aprecia que, de ocurrir un impago, el tiempo que tarda
éste en producirse es superior a 7, es decir, es superior al maximo tiempo
observable por la entidad. En este caso, s6lo se observa que T' > (', o bien,
que 6 = 0, y por tanto, se dice que el tiempo de vida del crédito es censurado
por la derecha.

(c) La tercera situacién merece especial atencién, pues de ella depende
gran parte del planteamiento del modelo que se estudia a patir del Capitulo
3 en adelante. En la Figura 1.1 se observa que el tiempo de vida del crédito
finaliza antes de que acabe el estudio en el tiempo 7, y que la mora del
crédito no ha sido observada. Esta situacién puede deberse a dos motivos. El
primero de ellos es la cancelacion anticipada del crédito, y aunque su ocu-
rrencia es poco frecuente debido a que tipicamente esta opcién conlleva una
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penalizacién econémica para el acreditado, en esta memoria se ha considerado
como una segunda clase de censura aleatoria por la derecha, y por tanto, la
entidad sélo observa que 7' > C' (§ = 0). La segunda causa se debe a que el
plazo del crédito es inferior a la longitud del intervalo [0, 7], y por tanto, el
acreditado cumple fntegramente con el pago de la deuda antes de concluir el
estudio, es decir, en vencimiento.

1.2.2. Enfoque basado en el analisis de supervivencia

Siguiendo la idea original de Narain (1992), segtin el enfoque basado en el
andlisis de supervivencia, la informacién disponible para el cdlculo de la pro-
babilidad de mora condicional en una cartera de créditos personales, consiste
en una muestra aleatoria de n observaciones independientes e idénticamente
distribuidas (i.i.d.), {(&§y, X 1,01), .-, (&,, X n,0n)}, con la misma distribu-
cién del vector aleatorio, (£, X, ), donde & =min{7T’,C} es el tiempo de vida
observado del crédito, T" es el tiempo hasta que se produce la mora del crédi-
to, C' es el tiempo de censura, § = [(T < (') es la variable indicadora de que
se ha producido la mora y X es un vector de covariables explicativas. En
este enfoque se cumplen los siguientes supuestos:

H 1.1 Existe una relacion de dependencia entre las variables T y X.

H 1.2 Cada acreditado tiene una probabilidad de mora que depende del valor
del vector de covariables, X , asociada al mismo.

H 1.3 Las variables aleatorias T y C' son condicionalmente independientes
dada la covariable X .

Segun lo anterior, es posible caracterizar la funcién de distribucién condi-
cional de T" dada X = x usando algunas funciones usuales del andlisis de
supervivencia. Tales funciones son: la funcién de supervivencia condicional,
S(t|z), la funcién razén de fallo condicional, \(¢|x), la funcién de fallo acu-
mulativa condicional, A(t|x) y la funcién de distribucién condicional, F'(t|x),
definidas respectivamente por:

S(tlz) = P(T > t|X = z) = /too F(ulz)du, (1.1)
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P<T AtlIT >t, X =
)\(t|a:):AlimO (t < <t+Ai‘ > t, a:)7

Alt]z) = /0 ulz)du,
Ftlg) =1— S (t|z) = 1 — e ), (1.2)

Debido a que el objetivo principal de esta memoria es modelizar la proba-
bilidad de mora en créditos personales, a continuacién se presenta la relacién
existente entre la probabilidad de mora condicional, PD (t|x), y la funcién
de distribucién condicional del tiempo hasta la entrada en mora, F'(t|x).

1.2.3. Ca&lculo de la PD por el método de la funcién de
distribucién condicional

Siguiendo la definicién de probabilidad de mora que ha sido descrita en
la seccién 1.1.3, Cao et al. (2009) proponen una funcién para calcular la
probabilidad de mora condicional y estudian su aplicacién a un caso con
datos reales de créditos al consumo. Segin han determinado estos autores,
la férmula para calcular la probabilidad de mora de un crédito en el instante
t + b condicionado a un valor fijo de madurez, ¢, y a un valor observado, x,
del vector de covariables, X, se obtiene a partir de la expresién:

PD(tlz) = ¢(tle) =Pt <T<t+bT>tX = x)
P(T<t+bX =2)-P(T<t|X =z
1-P(T<tX = =)
F(t+blz) — F (t|x)

1— F(t|z)
 1—-F(tlz) - (1 - F(t+ b))
B 1— F(t|z)
_ S(t+blz)
1 Sz (1.3)

donde ¢ es la madurez observada del crédito y b es el horizonte de prediccion
de la entrada en mora, cuyo valor es tipicamente igual o mayor a un ano,
segun lo recomendado por Basilea II.
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Como se puede apreciar en la férmula (1.3), una vez que se obtiene un
estimador de la funcién de supervivencia condicional, S (t|x), definida en
(1.1), reemplazando dicha expresién en (1.3) se obtiene como resultado un
estimador de la funcién de probabilidad de mora condicionada al perfil cre-
diticio x, PD (t|x).

En los siguientes capitulos de esta memoria se estudia la relacién existente
entre T'y X siguiendo la metodologia propuesta por Cao et al. (2009), donde
los autores han investigado diferentes métodos para estimar las funciones
definidas en (1.2) y en (1.3).

1.3. Otros enfoques de medicién del riesgo de
crédito

La creciente necesidad de los bancos y agencias calificadoras por contar
con modelos eficientes de calificaciéon de los acreditados y, a partir de ello,
obtener estimaciones fiables de los pardmetros del riesgo de crédito, ha per-
mitido que surja un amplio abanico de enfoques metodolégicos para obtener
dichas estimaciones. Uno de los enfoques méas importantes que existe en la
actualidad es el modelo regulatorio de Basilea, que como su nombre lo indica,
es el modelo establecido en Basilea I para proveer de un método de medicién
y estimaciéon de los pardmetros del riesgo de crédito a todas aquellas enti-
dades que han decido adoptar el método estindar de calificacién crediticia.
Ademais, este modelo también puede ser utilizado en el caso de las entidades
que han optado por la implantacién de métodos IRB para administrar su
riesgo de crédito. A continuacién se explicard brevemente en qué consiste el
enfoque unifactorial de Basilea para la medicién del riesgo de crédito.

1.3.1. El modelo factorial de Basilea 11

La utilizacién de modelos factoriales para la obtencién de la distribucién
de pérdidas asociada a una cartera de créditos permiten replicar compor-
tamientos de impago de distintos tipos de acreditados. En particular, los
modelos factoriales han sido disenados para ser empleados en el control y
en la administracion del riesgo de crédito debido a exposiciones de cardc-
ter corporativo, es decir, cuando los acreditados son industrias, empresas,
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bancos, naciones, etc. En este tipo de modelos es crucial tener en cuenta la
estructura de correlacién existente entre los acreditados, y al mismo tiempo
respetar el principio de parsimonia del modelo, con el fin de obtener resul-
tados asequibles desde el punto de vista analitico. En términos generales,
los modelos factoriales surgen de la idea de Vasicek (1997) de valorar las
pérdidas de una cartera de créditos adaptando para ello las técnicas para
determinar el valor-en-riesgo (VaR) de la firma, desarrolladas por Black y
Sholes (1973) y Merton (1974). En dicho modelo se determina que el suceso
de impago de la empresa es un proceso latente que se produce en funcién del
valor que toman sus activos. En particular lo que observa el banco no es el
impago en sf mismo sino un indicador indirecto de ello, esto es, una empresa
se considerard que entrard en mora si el valor de sus activos estd por debajo
del valor de la deuda contraida. De esta forma, la probabilidad de mora es la
probabilidad de que el valor del activo de una empresa sea inferior al valor
de su deuda.

En la literatura existen numerosas referencias a los modelos factoriales
de riesgo de crédito. En concreto Finger (1999), Gordy (2000), Schénbucher
(2000), Finger (2001) y Lucas et al. (2001) estudian el modelo unifacto-
rial para la obtencién analitica de la distribucién de pérdidas de la cartera
bajo el principio de granularidad (aproximacién cuando el nimero de exposi-
ciones tiende a infinito). Ademds, Trucharte y Antufnia (2001), Gordy (2003)
y Hamerle et al. (2003) estudian resultados fundamentales para los modelos
asintéticos unifactoriales de riesgo de crédito, como el modelo de Basilea II.

1.3.2. Formulacion del modelo unifactorial

A continuacién se describe brevemente la formulacién del modelo de in-
cumplimiento en exposiciones corporativas para el cual se deriva la distribu-
cién del nimero de morosos en funcién de la probabilidad de mora condicional
con un unico factor estructural.

Debido a que el modelo elegido por el Comité de Basilea como propuesta
metodolégica para la reforma de Basilea I, es un modelo factorial, es intere-
sante exponer aqui la versién simplificada del modelo regulatorio basado en
un sélo factor.

Por definicién, el suceso de entrada en mora de una compania es una
variable aleatoria latente y el estudio de un modelo para determinar el niimero
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de empresas que caeran en dicha situacién requiere de la definicién de otra
variable aleatoria auxiliar que sirva para cuantificar dicha morosidad. Para
esto, se define la variable aleatoria auxiliar, V', que servird para medir el valor
de los activos de la firma. La conceptualizacion de esta variable aleatoria se
basa en la siguiente hipdtesis:

H 1.4 El valor de la firma, V, depende de un factor aleatorio, Z, tinico y
comin para todas las empresas (los acreditados). V' depende ademds, de un
componente idiosincrdatico, también aleatorio, €, que recoge las caracteristicas
propias e individuales de cada acreditado.

El concepto anterior se puede representar de la siguiente manera:

V=ypZ++1-pe, (1.4)

donde las variables Z y &, se suponen independientes y con la misma dis-
tribucién de probabilidad, la distribucién normal estdndar.

El modelo definido en (1.4) asume que los valores de los activos de dos
acreditados cualesquiera tienen un coeficiente de correlacién igual a p.

El principal problema de la entidad es poder determinar las pérdidas de
la cartera sabiendo que no existe independencia entre los acreditados en el
momento de convertirse en morosos. Como ya se ha dicho, el valor de los
activos de todos los acreditados depende de un factor que es comin para
todos (por ejemplo, el ciclo econémico) y suponemos, bajo este enfoque, que
es el responsable de que los impagos tiendan a ocurrir al mismo tiempo (por
ejemplo una recesion). También se ha establecido que existe otro componente,
g, propio de cada acreditado, que también influye en el comportamiento del
valor de sus activos. Aqui radica entonces la importancia de los modelos
factoriales. En efecto, si el factor comiin queda fijado en un determinado valor
(es decir, la economia se encuentra en una determinada fase del ciclo), el inico
condicionante del valor de los activos, y en consecuencia de la probabilidad de
impago, es el componente idiosincrasico, €, que es propio de cada acreditado
y, por tanto, proporciona la independencia condicional entre acreditados. De
esta forma, se obtiene que la probabilidad de mora condicionada a que el
factor sistemético Z tome el valor z viene dada por la siguiente expresion:

PD(z) = P(V < K|Z = 2), (1.5)
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donde K es un determinado valor umbral de los activos bajo el cual, segiin
Merton (1974), el acreditado se convierte en moroso. Asi, de la ecuacién
(1.5) se desprende, por tanto, que la probabilidad de impago del acreditado
es equivalente a la probabilidad de que V' sea menor que el umbral K, para
cada acreditado.

A continuacién obtendremos la distribucién de probabilidad condicional
para el nimero de créditos morosos, D, en el caso del modelo unifactorial.
Para esto seguiremos el procedimiento empleado por Schénbucher (2000,
pags. 8-9).

Empleando la ley de esperanzas iteradas, se puede demostrar que la va-
riable aleatoria D condicionada al factor Z sigue una ley de probabilidad

binomial. Asi, la probabilidad de que en una cartera de tamano N existan
exactamente n créditos morosos viene dada por la siguiente férmula:

P(D =n) :/00 P(D =n|Z = z) ¢(z)dz, (1.6)

o0
donde ¢ es la funcién de densidad normal estdandar.

Condicionalmente a Z = z y fijado un valor umbral, K, idéntico para
toda la cartera, la probabilidad condicional de que existan exactamente n
créditos morosos viene dada por la siguiente férmula:

N

n

P(D=n|Z=:z)= ( ) (PD(2))" (1 — PD(2))™™", (1.7)

donde PD(z) es la funcién de probabilidad de mora condicional de la firma
cuando el factor sistemdtico Z toma el valor z y N es el nimero total de
créditos. Por su parte, la funcion PD(z) se calcula a partir del siguiente
razonamiento:

PD(z) = P(V<K|Z=2z)

- P(\/—Z+\/ﬂg<mzzz>

(<5
_ @(K pz) (1.8)
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Llamando K, . al valor Kfl‘fj y sustituyendo (1.7) y (1.8) en (1.6) se
obtiene que:

7

Po=n= [~ (V)@@ a- 05,0 "0 19

0o \ 1

donde @ es la funcion de distribuciéon acumulativa normal estandar.

De este modo, a partir del resultado (1.9), se obtiene que la distribucién
de probabilidad acumulativa del nimero de créditos morosos en una cartera
de exposiciones corporativas viene dada por siguiente la férmula:

ro<m =3 (V) [T @ugar - e

n=0 o0

Finalmente, el lector interesado en profundizar sobre el enfoque de mo-
delizacién factorial del riesgo de crédito, puede revisar algunas publicaciones
referidas a versiones comerciales de estos modelos que han sido desarrollados
por agencias de calificacién internacionales. Ver por ejemplo los trabajos de
Morgan (1997), Credit Suisse Financial Products (1997) y Wilson (1997a,
1997b), entre otros. Ademads de lo anterior, también existe una amplia colec-
cién de trabajos de cardcter recopilatorio ampliamente difundidos en la lite-
ratura sobre riesgo de crédito, tal es el caso de Crouhy et al. (2000), Gordy
(2000), Saunders y Allen (2002), Altman et al. (2003) y Bluhm et al. (2003),
entre otros.
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Capitulo 2

Construccion de un modelo de
puntuacion crediticia

2.1. Introduccién

El estudio del perfil crediticio por parte de las entidades financieras e ins-
tituciones financieras afines tiene su origen a comienzos de la segunda mitad
del siglo XX. En esa época, la evaluacién del perfil crediticio se realizaba
principalmente mediante opiniones subjetivas basadas en la experiencia em-
pirica adquirida por los analistas, lo que se conoce como criterio de expertos.
Particularmente, las decisiones sobre la concesién de los créditos se basaban
en la informacién aportada por cuatro caracteristicas fundamentales de los
clientes, método denominado como las 4 C"

» Fl cardcter: carcateristica que mide la reputacion del cliente.

» Fl capital: caracteristica que mide la capacidad de retorno de la inver-
sion.

» La capacidad: caracteristica que mide la capacidad para generar ganan-
cias.

= Fl colateral: caracteristica que cuantifica el valor del bien en garantia.

Si bien, esta forma de administrar la comercializacién de los créditos
bancarios predominé en gran parte del mundo hasta los anos 70, en paifses

35
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como Estados Unidos, Canadd, Japén, Suiza y otros pafses industrializados,
se hizo cada vez mds frecuente la combinacién del andlisis subjetivo con el
estudio de los datos por medio de modelos matematicos de prediccién. El
objetivo era mejorar la capacidad para predecir el impago de los créditos y
reducir el riesgo de pérdida por insolvencia para la entidad.

Inicialmente, las herramientas estadisticas empleadas por las entidades
financieras para estudiar el perfil de sus clientes se reducfan a unos cuantos
métodos de discriminacion y clasificacién inspirados en el andlisis discrimi-
nante lineal de Fisher (1936). Segun algunos autores (Hand y Henley (1997) y
Crook et al. (2007)), la primera experiencia formal con un modelo de andlisis
crediticio basado en andlisis discriminante lineal (ADL) se le atribuye al tra-
bajo realizado por Durand (1941), quien obtuvo buenos resultados predicien-
do el comportamiento de impagos de un grupo de 37 companfas en Estados
Unidos a comienzos del siglo XX.

Posteriormente, aparece una nueva clase de modelos ampliamente utiliza-
dos en el contexto de los modelos de puntuacion creditica, también llamados
modelos de credit scoring, se trata del modelo de andlisis discriminante de
Altman (1968), cuyo modelo denominado Z-score' es considerado una herra-
mienta pionera en el contexto del riesgo de crédito corporativo. Mds tarde,
Altman et al. (1977) introducen modificaciones en el modelo Z-score original
dando lugar a un nuevo modelo, el modelo ZET A. El objetivo de esta clase
de modelos de riesgo de crédito es el de predecir la quiebra de la compania en
base a una puntuacién proveniente de la combinacién lineal de los factores
que explican la solvencia y la calidad de la gestién financiera de esta. Otros
autores que han estudiado y comparado la aplicacién del ADL con otras téc-
nicas de modelizacién en el contexto de la puntuacién crediticia son Myers
y Forgy (1963), Lane (1972), Apilado et al. (1974) y Moses y Liao (1987),
entre otros.

A partir de trabajos como los de Edward Altman, muchos autores han
estudiado las ventajas y desventajas de utilizar modelos de andlisis discrimi-
nante en el &mbito de los negocios, en finanzas y en otras areas de la economia.

'El modelo Z-score del profesor Edward Altman (1968) fue desarollado como una he-
rramienta de prediccién de la quiebra de una compania. Este modelo ha gozado durante
décadas de una gran aceptacion entre los analistas financieros de todo el mundo y su
capacidad predictiva ha sido ampliamente estudiada. Véanse, por ejemplo, los trabajos de
Scott (1981), Begley et al. (1996), Altman (2000), Grice e Ingram (2001), Altman (2002)
y Alexakis (2008), entre otros.
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Ver, por ejemplo, las criticas que se han hecho sobre este tema en los trabajos
de Eisenbeis (1977, 1978) y de Rosenberg y Gleit (1994). Eisenbeis (1977)
senala que para que una regla de clasificacion basada en ADL sea 6ptima
se requiere que las poblaciones a las que pertenecen los sujetos, es decir, los
acreditados o solicitantes de los créditos, estén caracterizadas por distribu-
ciones multivariantes elipsoidales, de las que la normal multivariante es un
caso particular. Sin embargo, es conocido por quienes se dedican al estu-
dio del riesgo financiero, que la normalidad de las variables crediticias es un
supuesto fuertemente restrictivo que en muchos casos no es posible verificar.
Este problema ha sido tratado en trabajos como los debidos a Reichert et al.
(1983), Moses y Liao (1987) y Hand y Henley (1997), entre otros.

Como ya se ha mencionado, los sistemas de evaluacion y estudio del perfil
crediticio han ido evolucionando en relaciéon con su poder predictivo desde
hace décadas. El buen desempeno de estos modelos se ha convertido en un
objetivo fundamental para garantizar la eficiencia de las politicas de admi-
nistracién y control del riesgo de crédito. Esto se refleja claramente en el
Pilar T de Basilea I (Basel Committee on Banking Supervision (1999)). Alli
se han establecido normas y patrones acerca de los métodos de calibracién de
los modelos de puntuacién crediticia bajo el enfoque de métodos basados en
calificaciones internas (ver Seccién 1.1.2). En la actualidad existe abundante
literatura sobre la utilizacién de técnicas matematicas para la construccién
de modelos de puntuacién crediticia. Estas técnicas se agrupan en 3 enfoques
metodolégicos. El primero corresponde a técnicas clésicas de la estadistica
paramétrica y no paramétrica. De entre ellas, las técnicas més utilizados son:

» El andlisis de regresién lineal multivariante.

» Los modelos lineales generalizados (modelos probit, modelos logit y
modelos tobit, entre otros).

» El anélisis discriminante no paramétrico (el método de vecinos mds
cercanos y el método de drboles de decision, entre otros).

Algunos autores que han estudiado los modelos de puntuacién crediticia
bajo este enfoque son, entre otros, Beaver (1967), Platt y Platt (1991), Greene
(1992), Lawrence et al. (1992), Henley y Hand (1996) y Hand y Henley (1997).
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El segundo enfoque, més reciente que el primero, ha ido emergiendo con
fuerza en los tltimos anos desde que se han incorporado técnicas de automa-
tizacién y de data mining (mineria de datos) al andlisis del riesgo de crédito.
Este enfoque estd compuesto por técnicas tales como:

s Los métodos de programacién mateméatica y optimizacién.

» Los sistemas expertos y de inteligencia artificial (redes de neuronas y
méquinas con soporte vectorial).

» Los métodos basados en técnicas evolutivas y en algoritmos genéticos.

= Los métodos hibridos basados en la combinacién de técnicas correspon-
dientes al enfoque clésico y al enfoque basado en méquinas con soporte
vectorial y redes neuronales.

Existe una extensa literatura relacionada con este ultimo enfoque. Ver,
por ejemplo, los trabajos de Desai et al. (1996, 1997), West (2000), Yobas et
al. (2000), Baesens et al. (2003), Van Gestel et al. (2005), West et al. (2005),
Chen et al. (2006), Martens et al. (2007), Min y Lee (2008), Twala (2009) y
Martens et al. (2011), entre otros.

Adicionalmente, en la literatura dedicada al anélisis del riesgo de crédito
existen obras en las que se recogen gran parte de las metodologias corres-
pondientes a ambos enfoques. Ver, por ejemplo, los trabajos de Thomas et
al. (1992), Altman y Saunders (1998), Hand (2001), Thomas et al. (2002),
Crook et al. (2007), Baesens et al. (2009) y Baesens (2014).

En el presente capitulo se estudia la construcciéon de un modelo de pun-
tuacion crediticia utilizando técnicas de regresion logfstica univariante. El
objetivo es elaborar una metodologia estadistica que permita obtener una
herramienta de medicién de la solvencia de quienes solicitan un crédito, o
bien, de la conducta de pago de quienes poseen un crédito con una enti-
dad financiera. El poder discriminante del modelo es evaluado en base a la
aplicacién del mismo a un estudio empirico con datos reales de tarjetas de
crédito.

Ademas, cabe senalar que en los capitulos siguientes de esta memoria se
estudian modelos de riesgo de crédito donde la covariable puntuacion credi-
ticta se puede construir siguiendo la metodologia expuesta en este capitulo.
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2.2. Modelo de puntuaciéon crediticia via
regresion logistica

Los modelos de puntuacién crediticia forman parte de las herramientas
cuantitativas utilizadas por las entidades financieras para evaluar el perfil
crediticio de sus clientes. Segiin la literatura, el andlisis de regresién logistica
es una de las técnicas mds utilizadas en la construccién de esta clase de mo-
delos. La popularidad de esta técnica de regresion se debe principalmente
a su flexibilidad, ya que un modelo de regresién logfstica permite utilizar
variables regresoras con distintos niveles de medicién, y a la posibilidad de
obtener un alto poder de discriminacién entre clientes buenos y malos. Estas
cualidades permiten aprovechar la méxima informacién disponible sobre el
grado de solvencia y el comportamiento de pago de los clientes. El modelo
logistico de puntuacién crediticia ha sido estudiado, entre otros, por Wiginton
(1980), Lo (1985), Srinivasan y Kim (1987), Steenackers y Goovaerts (1989),
Thomas et al. (2002), Zellner et al. (2004), Bandyopadhyay (2006), Sun y
Wang (2007) y Samreen y Zaidi (2012), entre otros.

El estudio de los modelos de regresién logistica y sus aplicaciones en
contextos mds generales se pueden encontrar en obras de divulgacién mas
extensas, como las debidas a Long (1997), Gourieroux (2000), Hosmer y
Lemeshow (2000), Agresti (2002) y Green (2008), entre otros.

2.2.1. Formulaciéon del modelo

Se define el vector aleatorio, X; = (1, X;1, ..., Xi,—1) € RP, que caracteriza
el perfil crediticio del i-ésimo solicitante (o acreditado) con 1 < i < n, siendo
n el tamano de la cartera de créditos. Ademas, la funcién score o funcion de
puntuacion crediticia se define como:

p—1
Y :RP — R tal que m—>¢($)260+2ﬁjazj, (2.1)
j=1

donde 3 = (50, e ﬁp_l)/ € R? es el vector de pardmetros de la funcion score,
Y (x), que es fijo y desconocido para toda la catera de créditos. El valor de
Y (x) representa la importancia que tiene para el modelo la contribucién
conjunta de las variables crediticias.



40 Contribuciones al andlisis estadistico del riesgo de crédito

Por simplicidad de notacién, en ocasiones se escribird Z = 1 (X)) para
referirse a la funcién score y z = ¢ (x) para sus valores observados.

El modelo logistico de puntuacion crediticia verifica las siguientes hipéte-
sis:

H 2.1 SeaY; la variable aleatoria indicadora de insolvencia (morosidad) del
solicitante (acreditado) i-ésimo. Se verifica que las variables Y; son condi-
cionalmente independientes dada la covariable X; y siguen una distribucion

de Bernoulli de pardmetro w;, que depende de la puntuacion, Z;, de forma
que m; = (Z;) con Z; = Z; (X;) = ¥ (X,).

La distribucion de Y; condicionada a X ; viene dada por:

Yi|X, =

{ 1 con probabilidad 7 (Z;) (2.2)

0 con probabilidad 1 —7(Z;)

donde 0 < E(Y;|X;) = n(Z) <1 y V(Y| X,) = n(Z) (1 —n(Z;)) para
todo i, con 1 <1 <n. Por simplicidad de notacién, en ocasiones se utilizard
la igualdad m; = 7 (Z;) = w (Y (X)) para hacer explicita la dependencia del
pardmetro m; sobre la variable X ;.

H 2.2 La funcién de probabilidad condicional de mora o insolvencia, m (2),
sigue un modelo logistico y su férmula viene dada por:

eZ

14e?’

m(z)=P(Y =1Z=2) = (2.3)
De la férmula (2.3) se obtiene que lirgrl m(z) =1y lim 7(z)=0.Esto

significa que cuando la puntuacién crediticia tiende a +oo, la probabilidad
de insolvencia crece aproximandose a 1 mientras que cuando la puntuacién
tiende a —oo, la probabilidad de insolvencia decrece aproximandose a 0.

2.2.2. Estimacién del modelo

Sea {(Y1,X1),..., (Y, X )} una muestra aleatoria de vectores mutua-

d
mente independientes donde Y; | X; = Bernoulli(m;) y X ; caracteriza el perfil
del cliente i-ésimo como se definié previamente en el apartado 2.2.1. Deno-
tando por u; = (y;, x;) al valor observado del vector (V;, X;), con 1 <i < n,
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y bajo las hipétesis H2.1 y H2.2, el estimador méximo verosimil, 3, del vec-
tor de parametros del modelo de regresion, 3, se obtiene maximizando la
siguiente funcién de verosimilitud condicionada:

L(uy,...,u,,0B) = P(Y =y|Z = z)

—.

s
Il
—

(m)yi (1 _ 7Ti)lﬂ/i

e Yi 1 1-y;

eviTiB

—.

@
Il
—

Il
3 1=

Debido a la dificultad analitica de buscar el méximo de la funcién obtenida
en (2.4), en su lugar, es habitual maximizar el logaritmo natural de dicha
funcion, es decir, se busca maximizar la funcién de log-verosimilitud definida
por:

n

0B)=In(L(u,...,u,,3)) = Z (yiz:B —In (1 +e™P)). (2.5)

=1

Tomando derivadas parciales de ¢(3) respecto de 3 e igualdndolas a cero
se obtiene el siguiente sistema de p ecuaciones no lineales:

oLB) _ > i (Wi —m(2)) =0 paraj=0
B 0= { Z?:l Ty (yi =7 (%)) =0 paraj=1,.,p—1

cuya solucion es el estimador maximo verosimil de 3:

A~

B = arg max {(3). (2.6)

B eRp

Finalmente, reemplazando (2.6) en la férmula (2.3), se obtiene el esti-
mador de la probabilidad condicional, 7;, que viene dado por:

. . e’
T = 7T(ZZ') = m, (27)

donde 2 = ¢ (x;) = Bo + Z?;i @jxij para todo i, con 1 < i < n.
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En los siguientes capitulos de esta memoria se estudian modelos para
el cdlculo de la PD en créditos personales mediante técnicas de andlisis de
supervivencia. En dichos modelos se utiliza la covariable puntuacion crediticia
que, bajo hipétesis H2.1 y H2.2, se obtiene de la férmula (2.7).

2.2.3. Tratamiento de las variables crediticias

Un importante problema a tomar en cuenta cuando se desarrolla un mo-
delo de puntuacién crediticia es el tratamiento de sus covariables. Esto con-
duce a estudiar criterios de inclusién para dichas variables en el modelo de
regresion. En ese sentido, a continuacién se presentan tres tipos de criterios
ampliamente estudiados en andlisis de regresion logistica aplicada al riesgo
de crédito.

Se redefine el vector de variables crediticias en la forma X = (1, X1, X5),
donde, sin pérdida de generalidad, X; = (Xi,...,X,,), con m < p, es
t4 compuesto por m caracteristicas crediticias absolutamente continuas y
X9 = (X1, -, Xp—1) €s el vector compuesto por las p — 1 — m caracteris-
ticas restantes que reciben el nombre de factores por tratarse de variables
categdricas.

Tratamiento de variables continuas

El modelo de regresién logistica permite incorporar variables continuas
con dominio en todo R mediante la combinacién lineal definida en (2.1). Sin
embargo, a veces resulta conveniente transformar previamente las variables
con el fin de evitar problemas dificiles de tratar con técnicas cldsicas, como
los efectos provocados por las diferentes escalas de cada una de las covaria-
bles originales, la falta de normalidad, la multicolinealidad o la ausencia de
correlaciéon entre las covariables y la puntuacién crediticia, Z, entre otras
anomalfas que surgen en bases de datos extensas, como las pertenecientes a
las entidades financieras. Aranda-Ordaz (1981), Guerrero y Johnson (1982)
y Kay y Little (1987), entre otros, han estudiado este problema en modelos
de regresion con variable respuesta binaria y sugieren como posible solucién
utilizar el método de las transformaciones de Box y Cox (1964). No obstante,
debido a que dicho método tiene por finalidad conseguir la normalidad de la
variable respuesta, en este capitulo se propone estudiar métodos alternativos
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para el tratamiento de las variables crediticias continuas. Las técnicas que se
estudian son dos:

Método de regresion segmentada. Este método consiste en ajustar una se-
rie de segmentos rectilineos sucesivos cuando, al representar la nube de puntos
formada por la variable dependiente y la covariable, se observa la presencia
de una tendencia lineal diferente en los distintos tramos del recorrido de la
covariable.

Método de regresion polindmica. Este método se utiliza cuando, al repre-
sentar la nube de puntos formada por la variable dependiente y la covariable,
ésta iltima parece seguir una tendencia polinémica en distintos tramos de su
recorrido. En tal caso, se ajusta un polinomio de grado mayor que 1 en cada
uno de los segmentos de la regresion.

Método de regresiéon segmentada Sea X;;, con 1 < j < m, la j-
ésima covariable continua asociada al perfil del i-ésimo solicitante (o acredi-
tado). Supdngase ademds que, asociado a cada covariable X, existe un con-
junto de r puntos de corte, cij, ¢y, ..., ¢, tales que c1; < g5 < -+ < ¢y
Los puntos ¢, con 1 < s < r, son constantes conocidas que determinan
los limites de cada segmento del rango de X;. Ademds, cada i-ésimo solici-
tante (o acreditado) posee una puntuacién base inicial no nula, ag;, segin la
covariable Xj.

El método consiste en ajustar sucesivos segmentos de recta, l;;, definidos
como:

( .
Qo; Sl Coj < Xi]' < Cyj
Qoj + alj(Xij — Clj) S1 C1j < Xij < Cgj
s—2
lij=1q o, + Zl Quj0uj + aso1j(Xij — cs-15) s cs—15 < Xij < ¢
u=

para algin s:3<s<r

r—1
Qoj + D Quduj + i (Xij — crj) S1 crj < Xij < Cryj
\ u=1
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donde se ha definido la variable auxiliar d,; = c,11; — cyj, vy es el coe-
ficiente de la regresién lineal u-ésima en la j-ésima covariable y donde, por
conveniencia, se definen los extremos ¢y; = —00 y ¢,41; = +00 para todo j,
conl<j<m.

Equivalentemente, /;; puede escribirse como:

r+1 s—2
Ly = > T (cs1; < Xij<ey) (a0 + Y auglcusny — ) + s 1;( Xy — 1)),
s=1 u=1

donde I (A) es la indicadora del suceso A.

El valor de la puntuacién, Z; = 9 (X;), correspondiente a la parte con-
tinua del perfil crediticio i-ésimo queda determinado por:

m
j=1
m  r+1

= Z Z[ (cs—15 < Xij < ¢55) (Bos—1j + Pro-1;Xi5) »

Jj=1 s=1

s—2
donde f,; = ag; + Yo ayi(Cur1j — Cuj) — Qoo1jCo—15 Y f1; = a1 son los
u=1 )
coeficientes de la regresién lineal correspondiente a la j-ésima covariable, con
I1<j<m.

En esta memoria se ha trabajado bajo el supuesto de que los puntos de
corte, cj, son conocidos. Extensiones de este método donde los c,; deben ser
estimados han sido estudiados por Pastor y Guallar (1998), Pastor-Barriuso
et al. (2003), Gurevich y Vexler (2005), Gill (2007) y Vexler y Gurevich
(2009), entre otros.

Método de regresién polinémica Sea X;;, con 1 < j < m, la j-ésima
covariable continua asociada al perfil del i-ésimo acreditado. Este método
consiste en incluir en el modelo, como variables regresoras, transformaciones
polinémicas de grado k; de X;;. Para ello, se definen las variables auxiliares
XZ-(;) = (Xij - Y.j)s, con s = 1,2, ..., k;, donde Y.j = %Z?:l Xij, para algin
entero positivo k;.
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El valor de la puntuacién, Z; = v (X;), correspondiente a la parte con-
tinua del perfil crediticio i-ésimo queda determinado por:

m  kj
Zi = BUJFZZBSJ'XUS)

j=1 s=1

m  kj
= Bo+ Zzﬁsj (Xij - X'j)s’

j=1 s=1

donde los 3; son los coeficientes de la regresion que acomparnan a los términos
de grado k; asociados a la j-ésima covariable.

En este punto, es importante senalar que las dos técnicas expuestas no son
excluyentes, o incompatibles, y por tanto, en un modelo de puntuacién cre-
diticia unas variables continuas pueden ajustarse por el método de regresién
segmentada y otras por el método de regresién polinémica.

Tratamiento de variables categéricas

Cuando las caracteristicas crediticias analizadas por las entidades finan-
cieras son cualitativas y poseen més de dos categorias, se dice que dichas
caracteristicas corresponden a variables categéricas o factores, y por tanto,
antes de ser incluidas en el modelo de regresiéon deben ser transformadas.

Supdéngase que en el modelo de regresion se incluyen j factores, cada uno
con r; categorfas nominales u ordinales. Entonces, para cada j-ésimo factor,
se crean r; — 1 variables de disenio dicotémicas llamadas variables dummy.
Una vez creadas las variables dummy, para cada j-ésimo factor, se fija una
de las categorias de la variable original, la que serd la categoria de referencia,
comparando el resto de categorfas con ella.

En la literatura sobre modelos de regresién con covariables categéricas,
existen numerosos trabajos relacionados con la utilizacién de variables dum-
my. Ver, por ejemplo, los trabajos de Long (1997), Gourieroux (2000), Agresti
(2002) y Lawal (2003), entre otros.

Método de variables dummy Sea X;;, conm+1 < j <p—1, el j-
ésimo factor (covariable categérica) asociado al perfil del i-ésimo solicitante (o
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acreditado) que posee 7; categorfas distintas, nominales u ordinales, )\5-5), con

3 . 1. S
1 < s <r;. Ademds, se definen las variables auxiliares D](- ), con1<s <y,
a partir de la matriz de diseno que se muestra a continuacién:

Tabla 2.1 Matriz de disefio para el j-ésimo factor

Categorfa Variable dummy asociada
D](-2) D](-S) L D]('rj)
T
)\§ ) (ref) o 0 - 0
AP 1 0 - 0
A3 o 1 - 0
J
(7)) 0 0 - 1

En la Tabla 2.1 se observa que la primera categoria, )\gl), corresponde a la
categoria de referencia del factor X;. En este caso la codificacién auxiliar es

. .. L 1

0, y por tanto, si el solicitante i-ésimo posee un valor de X;; = )\é ), entonces
el valor de su puntuacién, Z;, serd igual al término independiente, 3, valor
que coincide con la puntuacién base para cada cliente de la cartera.

El valor de la puntuacion, Z; = ¢ (X;), correspondiente a la parte categori-
ca del perfil crediticio i-ésimo queda determinado por:

Z; = Po+ g Zjﬁsj[ (3327‘:)‘5‘8))

j=m-+1 s=2
p—1 7
_ (s)
= Bot Y D ByDy)
j=m+1 s=2

donde los 3, son los pesos correspondientes a cada s-¢sima categorfa del
factor X;.

2.2.4. Seleccidon de las variables del modelo

Otro problema de gran trascendencia en la construccién de un modelo de
puntuacién crediticia estriba en poder determinar correctamente qué varia-
bles deben ser incluidas en el modelo de regresién. En el contexto del riesgo
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de crédito, la literatura es mds bien escasa en relacién a este tema. Zellner et
al. (2004) estudian la seleccién de variables crediticias comparando métodos
del tipo stepwise o paso a paso, por medio de técnicas bootstrap a partir de
un ejemplo con datos de créditos personales en Alemania.

En el contexto del riesgo actuarial y financiero, algunos autores han es-
tudiado técnicas basadas en medidas de distancia y de similitud entre las
variables. Ver, por ejemplo, los trabajos de Artis et al. (1994), Trias et al.
(2005), Boj et al. (2007) y Boj et al. (2009) sobre este tema.

En contraste con lo anterior, en contextos distintos del &mbito financiero,
el problema de la selecciéon de variables en los modelos de regresién ha sido
tratado extensamente en la literatura. Técnicas como el contraste de Wald,
el contraste de razon de verosimilitudes y el mejor subconjunto, entre otras,
han sido ampliamente estudiadas en modelos lineales generalizados y par-
ticularmente en regresion logistica. Algunos trabajos en los que se tratan
en profundidad dichas técnicas son, por ejemplo, las debidas a Hosmer y
Lemeshow (2000), Agresti (2002), Greene (2008) y Hardin y Hilbe (2009),
entre otros.

En este capitulo, se ha utilizado el método de inclusién de variables cono-
cido como método stepwise (paso a paso) en combinacién con los criterios
de entrada (o salida) obtenidos con los contrastes de Wald y de razén de
verosimilitudes.

Método de seleccion stepwise o paso a paso El método de seleccion de
variables de tipo stepwise (o paso a paso) se debe a Efroymson (1960). Este
método consiste en elegir el mejor modelo de manera secuencial incluyendo
(o excluyendo) sé6lo una de las variables crediticias en cada paso de acuerdo
con un criterio de entrada (o salida). Cada vez que una variable entra en
el modelo, éste es cotejado con el modelo en el paso anterior, evaluando la
ganancia de tal inclusién en base a los criterios mencionados anteriormente.
El proceso de seleccién termina cuando una regla de parada previamente
establecida es satisfecha y cuando se ha comprobado que ninguna de las
variables no incluidas en el modelo es significativa.

En modelos de regresion logistica, el método de seleccion stepwise ha sido
estudiado, entre otros, por Nordberg (1981), Hosmer y Lemeshow (2000),
Fahrmeir y Tutz (2001) y Shtatland et al. (2001).
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Criterio basado en el contraste de Wald El contraste de Wald se
utiliza para contrastar si una covariable debe ser incluida en el modelo de
regresién logistica en funcién de su significacién estadistica. La hip6tesis nula
establece que el coeficiente de regresién correspondiente a la j-ésima covaria-
ble es cero, es decir,

HOj . /BJ = 0
Hy = B; #0 (2.8)

El estadistico de Wald, denotado por TWJ., viene dado por:

~ (k)
N Iy

Ty, = —2 (2.9)
~ (k)

/()
donde Bik) vy 4V (ﬁ,

p ) son los estimadores mdximo verosimiles de f3; y

de su correspondiente desviacion estandar, obtenidos en el k-ésimo paso del
ajuste del modelo. Se verifica que cuando la hipétesis nula en (2.8) es cierta,
el cuadrado del estadistico definido en (2.9) converge en distribucién a una
X%1) para todo j,con 1 < j <p—1.

Criterio basado en el contraste de razon de verosimilitudes El con-
traste de razon de verosimilitudes se define como el cociente entre el méximo
valor que alcanza la funcién de log-verosimilitud del modelo sin la j-ésima
covariable (modelo reducido) y el maximo valor alcanzado por dicha funcién
con todas las covariables incluidas en el k-ésimo paso del ajuste del modelo
(modelo completo). Este método es una alternativa al contraste de Wald para
la seleccién de variables y también es utilizado como medida de bondad de
ajuste global en el contexto de modelos generalizados de regresion.

El estadistico del contraste de razén de verosimilitudes, denotado por
Try;, en términos de log-verosimilitudes, viene dado por:

Try, = —2 (K(B(fj) - K(B(k))> , (2.10)

~(k ~(k ~(k ~ (k

donde E(ﬂ(_])) y E(B( )) se obtienen a partir de (2.5) siendo ﬁ(_; y B( ! os
vectores de coeficientes estimados en el paso (k), tanto del modelo reduci-
do como del modelo completo, respectivamente. Se verifica que, cuando la
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hipétesis nula en (2.8) es cierta, el estadistico definido en (2.10) converge en
distribucion a una X?n para todo j,con 1 < j <p—1.

2.3. Técnicas de validacién del modelo

Como se ha explicado al inicio de este capitulo, los modelos de puntuacién
crediticia se utilizan como herramientas de clasificacién y de predicciéon del
grado de solvencia (o comportamiento de pago) de los clientes de las enti-
dades financieras. Por ello, es fundamental que dichas entidades dispongan
de técnicas cuantitativas que permitan garantizar que los modelos de riesgo
de crédito que utilizan poseen un buen nivel predictivo.

Las técnicas de validacién estadistica se utilizan precisamente con ese
propésito. Ellas permiten medir y comparar la bondad del ajuste, la exactitud
de las predicciones y el poder discriminante del modelo.

En la literatura dedicada al andlisis del riesgo de crédito, existen trabajos
que se destacan por su influencia en las metodologias adoptadas por orga-
nismos supervisores, por agencias de calificacién internacionales® y por las
propias entidades financieras. Tal es el caso de los trabajos debidos a Sobehart
et al. (2000), Hand (2001), Sobehart y Keenan (2001), Sobehart et al. (2001),
Thomas et al. (2002), Engelman et al. (2003a, 2003b), Basel Committee on
Banking Supervision (2005a), Stein (2005), Engelmann y Rauhmeier (2006),
Rauhmeier (2006), Tasche (2006), Satchell y Xia (2007), Stein (2007) y Sun 'y
Wang (2007), entre otros. En el presente capitulo se estudian las principales
medidas de validacién estadistica propuestas por los autores mencionados:

= El contraste de Hosmer-Lemeshow

= Los criterios de informacién de Akaike y de Schwarz

» Los coeficientes pseudo-R? de Coz-Snell y de Nagelkerke
= El andlisis de curvas ROC' y de curvas CAP

2La agencia de calificacién Moody’s publica periédicamente una serie de documentos de
trabajo llamada Rating Methodology. En esta publicacion la agencia Moody’s da a conocer
los avances relacionados con las metodologfas de validaciéon que utiliza en sus modelos de

rating. Uno de los trabajos mds destacados sobre este tema es, por ejemplo, el debido a
Sobehart et al. (2000).
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s La distancia de Kolmogorov-Smirnov

» Kl anélisis de los errores de clasificacién de tipo I y de tipo 11

2.3.1.

Validacion via contrastes de bondad del ajuste

Una de las técnicas mds utilizadas por las entidades financieras en la
validacién de sus modelos de puntuacién crediticia es la que se realiza me-
diante contrastes de bondad del ajuste. Se verifica que el contraste Hosmer
y Lemeshow (HL) es uno de los métodos de validacién mds aceptados por
las entidades de crédito (Blochwitz et al. (2006), Rauhmeier (2006)).
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Figura 2.1 Categorfas de riesgo para la puntuacién de los créditos morosos y no morosos.
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En la Figura 2.1 se ilustra el comportamiento de dos poblaciones de crédi-
tos, los morosos y los no morosos, a partir de las funciones de densidad de sus
puntuaciones crediticias estimadas no paramétricamente. Tamibén se ilustra
cémo se construyen los grupos de riesgo a partir de la categorizacién de
las puntuaciones. A continuacién, se verd como utilizar este mecanismo de
categorizacion en el contraste de Hosmer-Lemeshow.

Contraste de Hosmer-Lemeshow

La prueba de Hosmer y Lemeshow (1980) contrasta la hipétesis nula de
que el mimero observado de créditos en cada grupo (morosos y no morosos)
es igual al nimero esperado de créditos (morosos y no morosos) estimado
con el modelo. Este método agrupa a los acreditados en distintas categorias
o clases de riesgo segin la puntuacion crediticia estimada con el modelo.

Dada una cartera de n créditos personales que verifica la situacién repre-
sentada en la Figura 2.1, la puntuacién de la cartera se divide en k categorfas
de riesgo ordenadas, C(1), C(g), ..., C(x), con tamanos muestrales ny, ny, . . . , 0y,
donde Z?Zl n; = n. Para el célculo del estadistico del contraste H L se cons-
truyen dos tablas de frecuencias en la cuales los créditos se agrupan segin la
situacién de mora y la categoria de riesgo a la que pertenecen.

Tabla 2.2. Puntuaciones estimadas agrupadas por clases de riesgo

Clase de riesgo (—o0,2q] (21,29 -+ (-1, +00)
ni n N

Tipo Moroso > Ta > o e > Tk
i=1 i=1 i=1

de crédito

ni n2 Tk
No moroso ny — Z i1 Mo — Z T2 00 Mg — Z Tik
=1 =1 =1

La Tabla 2.2 muestra, en cada celda, el nimero esperado de créditos
morosos y no morosos en la categorfa de riesgo C;), con 1 < j < k, a partir
de las puntuaciones obtenidas con el modelo (tabla de valores esperados).
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Tabla 2.3. Frecuencias observadas de morosidad agrupadas por clases de riesgo

Clase de riesgo (—o0,2q]  (21,29) -+ (2g—1, +00)
ny n 23

Tipo Moroso > Y doYie e > Yik
i=1 i=1 i=1

de crédito

ni no ng
No moroso ny — Z Yir Mg — Z Yiz - N — E Yik
i=1 i=1 i=1

La Tabla 2.3 muestra, en cada celda, las frecuencias observadas de créditos
mMorosos y no morosos en la categorfa de riesgo C(;), con 1 < j < k (tabla de
valores observados).

El estadistico de Hosmer-Lemeshow, denotado por Ty 1, viene dado por:

donde:

n; es el tamano de la categorfa de riesgo C';.
nj

O; = Y yi; es el numero observado de créditos morosos en la categoria
=1

de riesgo C_’(j).

n;
T, = % > mij es la probabilidad de mora promedio estimada para los
i=1

créditos pertenecientes a la categorfa de riesgo Cf;).
E; = n;7T ;. es el mimero esperado de créditos morosos en la categorfa de
riesgo Cfj).

Hosmer y Lemeshow (1980) demostraron en un exhaustivo estudio de
simulacién que cuando la hipdtesis nula es cierta y los tamanos muestrales
n; son suficientemente grandes para todo j, el estadistico Tur converge en
distribucién a una X%ka)-

El p-valor obtenido con el contraste H L se utiliza como medida de bondad
del ajuste del modelo de puntuacién crediticia estimado. Si se obtiene un p-
valor grande, dependiendo del nivel de significacién escogido, entonces se
considera que el modelo ajustado es adecuado.
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Criterio de informacién de Akaike

El criterio de informacién de Akaike (Akaike (1974)) fue desarrollado co-
mo medida de discrepancia de propédsito general en la modelizacién estadis-
tica. Este criterio sirve para cuantificar la distancia en informacién entre el
modelo tedrico y el modelo estimado y por ello es una medida apropiada
para discriminar entre los distintos modelos de puntuacion crediticia que se
estudian en este capitulo.

El estadistico de Akaike (AIC') viene dado por:

-

AIC = =20(B) + 2p,

A

donde ¢(3) se obtiene a partir de (2.5) y el término 2p es un valor de pena-
lizacién debido a la parametrizaciéon del modelo que depende del nimero, p,
de pardmetros estimados.

La estrategia de selecciéon basada en este criterio sostiene que se debe
elegir aquel modelo de puntuacién crediticia cuyo valor de AIC' es el menor.

Criterio de informacion de Schwarz

El criterio de informacién de Schwarz (Schwarz (1978)) es una alternativa
al criterio de Akaike y estd construido sobre la base de argumentos de corte
bayesiano, por este motivo este estadistico también recibe el nombre de cri-
terio bayesiano de informacion. Debido a que las propiedades de consistencia
del estadistico AIC han sido criticadas por no tomar en cuenta el efecto del
tamano muestral, n, en su construccion, el criterio BIC' ha mostrado ser una
alternativa apropiada cuando el tamano muestral incide negativamente sobre
la dimensién del modelo, es decir, cuando la complejidad de éste aumenta
con n.

El estadistico de Schwarz (BIC') viene dado por:

-

BIC = —2((3) + In(n)p,

donde el término In(n)p se introduce para penalizar el efecto que provocan
el tamano muestral y el nimero de pardmetros incluidos en el modelo. En
general, si la complejidad del modelo estimado no aumenta de manera con-
siderable con el tamano muestral, basta con emplear el estadistico AIC' para
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elegir el mejor modelo, de lo contrario, es preferible emplear el estadistico
BIC (Burnham y Anderson, 1998).

El criterio de seleccién de Schwarz es semejante al criterio de Akaike.
Segtin este criterio se debe elegir aquel modelo cuyo valor de BIC' es el
menor.

Coeficientes de bondad del ajuste del tipo pseudo— 1>

El coeficiente de determinacién lineal R-cuadrado (R?) es la medida de
bondad del ajuste por excelencia cuando se estudia el ajuste lineal en un
modelo de regresién. En el contexto del riesgo de crédito, el coeficiente R?
ha sido utilizado, por ejemplo, para evaluar la calidad del ajuste de modelos
basados en el enfoque lineal multivariante de Altman (1968).

Por otra parte, es conocido en estadistica que la aplicacién del coeficiente
R? puede no ser adecuado cuando se estudia el ajuste de modelos de regresién
no lineales ya que, al no tener en cuenta el nimero de covariables en el modelo,
en ocasiones, los valores que toma pueden ser de dificil interpretaciéon. Debido
a esto, existen medidas de bondad del ajuste que permiten corregir este
problema, se conocen como coeficientes pseudo—R? y se utilizan cominmente
en el ajuste de modelos lineales generalizados. En adelante, por simplicidad
de escritura, se utilizara la notacién R? para hacer referencia a una medida
o coeficiente pseudo—R2.

En esta memoria se estudiardan dos de las medidas R? mds utilizadas
en la validacién del ajuste de modelos de regresién logistica, el coeficiente
R? de Cox-Snell y el coeficiente R? de Nagelkerke. Las propiedades de estas
medidas de bondad del ajuste han sido estudiadas, entre otros, por McFadden
(1974), Amemiya (1981), Maddala (1983), Magee (1990), Laitila (1993), Veall
y Zimmermann (1994), Windmeijer (1995), Veall y Zimmermann (1996) y
Cameron y Windmeijer (1997).

Coeficiente R? de Coxz-Snell Este coeficiente pertenece a la clase de
medidas de bondad del ajuste construidas a partir del estadistico de razén
de verosimilitudes. El coeficiente de Coz-Snell, denotado por RZg, se define
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COomo:

- LBy \ " T,
R =1— L(Bo) :1—exp<— RVO),

() n

donde Try, = —2 (E(BO) - €(,@)> es el estadistico definido en (2.10) en el que
se ha reemplazado la log-verosimilitud del modelo reducido, E(B(_k]) ), por la
log-verosimilitud del modelo sin covariables o modelo nulo, E(BO). Debido a
que este coeficiente verifica la desigualdad 0 < R%g < 1, el criterio de Coa-
Snell establece que cuanto més préximo a 1 es el valor del estadistico Rés,
mejor es el ajuste del modelo. En tal sentido, al comparar entre dos, o mas,
modelos ajustados, es preferible aquel que exhibe el valor més alto de R%S

Coeficiente R? de Nagelkerke El coeficiente R? de Nagelkerke es una
versién ajustada del coeficiente R? de Coz-Snell. Debido a que el coefi-
ciente de Cox-Snell no alcanza el valor 1 para valores no nulos del cociente

de Verosimilitudes,i((%’)) , el coeficiente de Nagelkerke corrige este problema

2
reescalando el valor de R2,¢ por la cantidad 1 — (L(BO)> ", es decir, dividien-

do por el maximo valor que alcanza el estadistico R%¢ cuando L (B) toma

el valor 1. Asi, el coeficiente de Nagelkerke, denotado por }N??Vg, viene dado
por:

Sho

N3

~—

. :1‘(??%> R
Do (o) 1 (o)

She

El criterio de bondad del ajuste de Nagelkerke funciona de forma anéloga
al criterio de Coz-Snell, es decir, cuanto més préximo a 1 es el valor de R]2Vg7
mejor es el ajuste del modelo. Asi, entre dos, o mds, modelos ajustados, es
preferible aquel con el valor més alto de }??\, o
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2.3.2. Validacidn via andlisis de curvas ROC

Las curvas ROC' (por su sigla en inglés de receiver operating characte-
ristic) han sido tradicionalmente utilizadas como herramientas de anélisis
visual para comparar el poder discriminante de modelos de clasificacién. Es-
ta metodologfa, que surge en el contexto de la teorfa del reconocimiento de
senales (Egan (1975)), ha mostrado ser una técnica eficaz cuando se la utiliza
para comparar diferentes mecanismos de clasificacién. Una de las ventajas
que ofrecen las curvas ROC' como medidas de validacion es la flexibilidad de
su construccién, ya que no dependen de supuestos sobre el modelo proba-
bilistico que subyace en la regla discriminante. La aplicacién del andlisis de
curvas ROC' a la validacién de modelos discriminantes ha sido extensamente
estudiado en diversas areas del conocimiento. Ver, por ejemplo, los trabajos
de Swets (1988), Hanley (1989), Pepe (2002), Zhou et al. (2002), Pepe (2003),
Fawcett (2006) y Krzanowski y Hand (2009), entre otros.

En el contexto del riesgo de crédito, el andlisis de curvas ROC' fue dado
a conocer en los trabajos de Sobehart et al. (2000) y de Sobehart y Keenan
(2001), donde se explica la sencillez de la construccién de una curva ROC
cuando se dispone de dos muestras de puntuaciones crediticias, una caracte-
rizando los créditos morosos y la otra los créditos no morosos. Otros autores
que han estudiado la aplicacién de curvas ROC en el contexto de validacion
de modelos de riesgo de crédito son Engelmann et al. (2003a), Engelmann y
Rauhmeier (2006), Tasche (2006), Satchell y Xia (2007), Stein (2007) y Hong
(2009), entre otros.

Definicién de la curva ROC' y su capacidad predictiva

En una cartera de n clientes en la que sélo existen dos clases de créditos,
los que provienen de la poblacién de créditos morosos, denotada por II; y los
que provienen de la poblacién de créditos no morosos, denotada por Ilj, se
define la variable indicadora de la morosidad del crédito i-ésimo como:

Y = { 1 si el crédito ¢ € I, (2.11)

0 si elcréditos elly ’

para todo i con 1 < ¢ < n. Asi, dado un nuevo cliente (o solicitante) de
un crédito, la entidad debe clasificarlo como bueno o malo comparando su



Andrés Eduardo Devia Rivera 57

puntuacién estimada, Z, con un punto de corte llamado umbral de clasifi-
cacién, denotado por z*. Si Z > z*, entonces el crédito es asignado a II;, en
caso contrario, es asignado a Ily. Este mecanismo de clasificacién, se formula
definiendo la variable aleatoria

. 1 si Z>2*
YIX = - 2.12
| {() si 2 <zt ( )

que es un predictor de la variable definida en (2.2), donde Z =1 (X)), como
se defini6 previamente en el apartado 2.2.2. Ademads, este mecanismo de clasi-
ficacién puede verse como el estadistico de contraste de un test de hipétesis
sobre la condicién de morosidad de un crédito, donde las hipétesis nula, Hy,
y alternativa, Hy, se definen como:

Hy : el crédito es moroso, o bien, Z > z*

H; : el crédito es no moroso, o bien, Z < z*. (2.13)

Como consecuencia de la regla definida en (2.12), se obtienen dos tipos
de probabilidades de error de clasificacién que dependen del punto de corte
z*. El primero corresponde a la probabilidad de clasificar como no mo-
rosos los créditos pertenecientes a II;. Esta probabilidad recibe el nombre
de P (error de tipo I) y se define por:

P (error de tipo I\ = P(Z < z*|II;) = P(Z <z*|Y =1). (2.14)
El segundo tipo corresponde a la probabilidad de clasificar como mo-

rosos los créditos pertenecientes a Ily. Esta probabilidad recibe el nombre de
P (error de tipo 11) y se define por:

P (error de tipo 1I) = P(Z > z*|lly) = P(Z > 2*|Y =0). (2.15)

Como la puntuacién z* toma valores en todo R, el gréfico de la curva
ROC representa todos los posibles resultados de la combinacién de errores
obtenidos a partir del mecanismo de clasificacién definido en (2.12). Asi, a
partir de (2.14) y (2.15), la curva ROC' tedrica se define como el conjunto

{(P(Z > z*|1lp),1 — P(Z < z*|ILy)) /=2 € R},
0, equivalentemente, como el conjunto

((P(Z> Y =0),P(Z> 2|V =1)) /2" € R}. (2.16)
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Por tanto, el grafico de la curva ROC representa el balance entre la ca-
pacidad e incapacidad de clasificar correctamente que posee un modelo dis-
criminante, como es el caso de los modelos de puntuacion crediticia.

Finalmente, aunque la definicién dada en (2.16) es la utilizada con més
frecuencia en la literatura (ver Sobehart y Keenan (2001), Engelmann et al.
(2003a), Pepe (2002, 2003), Fawcett (2006), Stein (2007) y Krzanowski y
Hand (2009), entre otros), cabe mencionar que existen trabajos en los que la
curva ROC' es definida de forma diferente. Ver, por ejemplo, los trabajos de
Greiner et al. (2000) y Metz (2006).

El espacio ROC

El dominio de representacién de la curva ROC' se denomina espacio ROC'
y estd delimitado geométricamente por los puntos (0,0), (0,1), (1,1) y (1,0)
del plano cartesiano.
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Figura 2.2 Curvas ROC asociadas a modelos con distinta capacidad discriminante.
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En la Figura 2.2 se representa el espacio ROC' asociado a cinco estrategias
de clasificacién. Cada una de ellas posee un poder de discriminacién diferente
y estdn representadas por las curvas ROC A, B, C, Dy E.

La estrategia cuya curva ROC corresponde a la unién de las rectas OE' y
EM (linea segmentada en color negro) representa un modelo de clasificacion
1deal, es decir, un modelo que predice correctamente el grupo de pertenencia
del 100 % de los créditos. Informalmente, se dice que un modelo de puntuacién
tiene més capacidad predictiva si los puntos pertencientes al conjunto definido
en (2.16) forman una curva céncava dibujada por encima de la diagonal O M
(linea segmentada en color gris) y ésta pasa por algiin punto préximo al punto
E = (0,1). Las curvas ROC asociadas a los modelos A y B tienen formas
céncavas y estdn por encima de la diagonal OM. Esto permite suponer que
ambos modelos representan estrategias de clasificacién vilidas para distinguir
entre créditos morosos y no morosos, siendo el modelo A un clasificador més
potente que el modelo B. A diferencia de lo anterior, el modelo C' tiene
asociada una curva ROC con todos sus puntos contenidos en la diagonal
OM. Un grafico ROC' como éste representa una estrategia de clasificacion en
ausencia de informacién sobre los créditos, discriminando al azar si éstos son
morosos 0 no. Debido a esto, el clasificador C' recibe el nombre de modelo de
clasificacion aleatorio. Por tltimo, el modelo de puntuacién D tiene asociada
una curva ROC cuyos puntos estdn contenidos en el interior del tridngulo
formado por los puntos (0,0), (1,0) y (1, 1). Esta regién del espacio ROC' esté
compuesta por todas aquellas estrategias de clasificacién que son incapaces
de distinguir entre créditos morosos y no morosos, y por tanto, se dice que el
modelo D carece de poder predictivo. Ante una situaciéon como esta, se debe
replantear la construccién del modelo de puntuacion crediticia.

Medidas de precisiéon obtenidas de la curva ROC

Las medidas de precisiéon son indices que permiten evaluar la capacidad
que posee un modelo de clasificacién para predecir correctamente la poblacién
a la que pertenece un sujeto. Las situaciones que pueden darse en un problema
de clasificacién crediticia son cuatro:

= El crédito es moroso y el modelo lo clasifica como moroso. Esta clasi-
ficacién del crédito corresponde a un acierto y se contabiliza como un
verdadero positivo (V P).
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s Kl crédito es moroso y el modelo lo clasifica como no moroso. Esta
clasificacion del crédito es errénea y se contabiliza como un falso ne-
gativo (F'N). Este error recibe el nombre de error de tipo I, o bien,
error «, nombre que toma la decisién de rechazar H, cuando ésta es
verdadera en un contraste de hipétesis como el definido en (2.13).

s Kl crédito es no moroso y el modelo lo clasifica como no moroso. Esta
clasificacion del crédito corresponde a un acierto y se contabiliza como
un verdadero negativo (VN).

s Kl crédito es no moroso y el modelo lo clasifica como moroso. Esta
clasificacion del crédito es errénea y se contabiliza como un falso posi-
tivo (F P). Este error recibe el nombre de error de tipo 11, o bien, error
[, nombre que toma la decisién de aceptar Hy cuando ésta es falsa en
un contraste de hipétesis como el definido en (2.13).

Tabla 2.4. Matriz de clasificacién de los créditos segin el punto de corte 2*

Modelo Calidad crediticia Moroso No moroso
Z > z* VP FP
(Mala calidad) (Acierto) (Error de tipo I7)
Puntuacién
sz FN VN
B lidad
( trena catida ) (Error de tipo I) (Acierto)

La Tabla 2.4 muestra la matriz de clasificacién de los créditos construida
a partir de la regla definida en (2.12). Las cantidades VP, FN, VN y FP
denotan las frecuencias conjuntas de la Tabla 2.4, donde V' P es el ntimero de
verdaderos positivos, F'N es el nimero de falsos negativos, VN es el niimero
de verdaderos negativos y F'P es el nimero de falsos positivos.

Dado el valor de corte, z*, y una muestra aleatoria de n créditos con
puntuaciones, 71, ..., Z,, donde n; de ellos provienen de la poblacién II; y
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ng = n — ny provienen de la poblacién Iy, se definen las siguientes medidas
de precision en la clasificacion de los créditos:

Tasa de verdaderos positivos La tasa de verdaderos positivos (T'V P) se
define como la probabilidad condicional de clasificar como moroso un crédito
proveniente de II;. Esta probabilidad mide la proporcién de veces que el
modelo clasifica correctamente los créditos morosos y viene dada por:

TVP(z*)=P(Z > z"|Y =1).

El estimador empirico usual de TV P (z*) viene dado por:
Yoy I(Zi> 2 Y;=1) VP

TVD (2*) = _
VEE) 2:;1](}/;:1) n

Tasa de falsos negativos La tasa de falsos negativos (T'F'N) se define
como la probabilidad condicional de clasificar como no moroso un crédito
proveniente de II;. Esta probabilidad es equivalente a la definida en (2.14)
y se utiliza como medida del riesgo de crédito asociado a los créditos que
siendo morosos no son detectados por el modelo. La proporcién TFN (z*)
viene dada por:

TFEN (2%) = P (error de tipo 1) = P(Z < 2*|Y = 1),
y se calcula empiricamente mediante la férmula:

— S I(Z <Y =1)
TEFN (z*) = ==
zz‘:1 I (Yi = 1)

—1-TVP(2").

Tasa de verdaderos negativos La tasa de verdaderos negativos (T'V N)
se define como la probabilidad condicional de clasificar como no moroso un
crédito proveniente de Ily. Esta probabilidad mide la proporcién de veces que
el modelo clasifica correctamente los créditos no morosos y viene dada por:

TVN (*) = P(Z < 2*|Y = 0).

El estimador empirico usual de TV N (z*) viene dado por la férmula:
S I(Z<2,Y;=0) VN
Z;L:l I(Y;=0) no

TVN (%) =
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Tasa de falsos positivos La tasa de falsos positivos (T'F'P) se define co-
mo la probabilidad condicional de clasificar como moroso un crédito prove-
niente de IIy. Esta probabilidad es equivalente a la definida en (2.15) y co-
rresponde a una medida del riesgo asociado al coste de oportunidad debido a
los créditos buenos mal clasificados por el modelo. La proporcién TF P (z*)
viene dada por:

TFP(z*) = P (error de tipo II) = P(Z > z*|Y = 0),
y se calcula empiricamente mediante la férmula:

Yo I(Zi>z5Y,=0)

sty L TVNED.

T/F\P(z*) =

Tasa de precision La tasa de precision (T'P) corresponde a la probabili-
dad de que un crédito sea correctamente clasificado por el modelo. La tasa
de precisién, T'P, se calcula empiricamente mediante la férmula:

w5 _ S L (Z>2 V=) + S [(Zi < 27Yi=0) _ VP +VN
n ni + ng N n ’

Area bajo la curva ROC El 4rea bajo la curva ROC (AUC) se define
como el drea delimitada por el grafico de la curva ROC y por las rectas
TFP=1yTVP=0.

Denotando por Gj(z) =1 —Gj(z) = P(Z > 2|Y = j) = P(Z; > 2), la
funcién de supervivencia condicional de la variable puntuacién crediticia, 2,

dada la variable indicadora de morosidad, Y = j, con j € {0, 1} (definida en
(2.11)), se verifica que el drea bajo la curva ROC, AUC viene dada por:

donde se ha definido la funcién R(p) = 1—G; (Gy' (1 —p)) conp = p(z*) =
1 — G1(z*) variando entre 0 y 1 a medida que z* varia entre —oco e +00.

Es conocido en la literatura que el estimador empirico usual de AUC'
se obtiene a partir del estadistico del contraste no paramétrico de Mann-
Whitney para dos muestras independientes. La demostracién de este resul-
tado puede verse en Hanley y McNeil (1982).
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Se define la variable indicadora, v,., por medio de la regla

15
Q/) o 1 si Zli > ZOj
N 0 si Zli < Zgj ’

donde Zy;, con 1 < i < nq, es la variable puntuacion del i-ésimo crédito
moroso y Zy;, con 1 < j < ng, es la variable puntuacién del j-ésimo crédito
no moroso, entonces, el estimador no paramétrico de AUC' viene dado por:

ni  no
1

AUC = v Z > iy (2.18)

i=1 j=1

Bajo los supuestos de independencia y continuidad de las puntuaciones
Zv; 'y Zy;, se demuestra que el estimador definido en (2.18) es insesgado y
que su esperanza coincide con el valor de la probabilidad definida en (2.17).

En relacién con la varianza del estadistico AUC , Hanley y McNeil (1982)
proponen su calculo a partir de la férmula de aproximacién dada por:

Var (AUC) = L (Avc (1 - AUc) + (m — 1) (P — AUC?)

ning

4 (o — 1) (P, — AUC?)) |

donde Pl = P(le > Z()l7 Zlg > Z()l) y P2 = P(le > Z()l7 le > ZOQ) Siendo
(Z11, Z12) 'y (Zo1, Zo2) las puntuaciones correspondientes a dos parejas de
acreditados tomados al azar de las poblaciones II; y Iy, respectivamente.

Debido a que el célculo de Var (A/U\C’> sigue siendo un problema abierto

en estadistica, otros autores proponen férmulas alternativas a la obtenida
por Hanley y McNeil (1982). Ver, por ejemplo, los resultados obtenidos por
Bamber (1975), DeLong et al. (1988) y Hanley y Hajian-Tilaki (1997), entre
otros.

Contrastes de hipdtesis para el AUC Las curvas ROC permiten com-
parar distintos mecanismos de clasificacion de forma simultdnea y sencilla,
via inspeccion visual. Sin embargo, cuando se analizan dos o més estrategias
en las que no es posible distinguir visualmente (y tampoco a partir de sus
valores de AUC') qué modelo domina en capacidad de clasificacién sobre los
demés, es necesario contrastar estadisticamente si ellos poseen o no la misma
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capacidad predictiva. Para resolver este problema, Hanley y McNeil (1982)
proponen el siguiente contraste de hipétesis:

Hg . AUClZAUCQ

El estadistico del contraste viene dado por:
X AUC, — AUG,
Tave = —
\/ Var (AUC, — AUG )

donde
Var (A/l_fa - m) = Var (A/Ua) + Var (m)

— 2p12\/Var <m> Var (A/U@)

y P12 €s la correlacién entre los estimadores m y A/U?z Uno de los
métodos que se utilizan habitualmente para el célculo del coeficiente p,, es
el debido a Hanley y McNeil (1983).

Bajo la hipdétesis nula definida en (2.19), se demuestra que la distribucién
del estadfstico T’ e converge en distribucién a una normal esténdar. Asi, si
el valor absoluto observado de TAUC es mayor que el percentil 1 — ¢ de la
distribucién normal estdandar, se rechaza la hipétesis de igualdad entre AUCY
y AUCs, o en otras palabras, se rechaza la hipétesis de que ambos modelos de
puntuacién poseen la misma capacidad predictiva. Este contraste de hipétesis
también ha sido estudiado, entre otros, por McNeil y Hanley (1984) y por
Hajian-Tilaki (1997).

2.3.3. Validacion via andlisis de curvas CAP

La curva del perfil de precisién acumulativa, o curva CAP (por sus siglas
en inglés de cumulative accuracy profile), es una técnica de anélisis visual que
permite evaluar la capacidad de un modelo para clasificar correctamente los
créditos morosos en una muestra compuesta por distintas clases de créditos.
El andlisis de curvas C'AP fue introducido en el contexto de los modelos de
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puntuacién crediticia por la agencia de calificacion Moody’s (Sobehart et al.
2000). Posteriormente, esta técnica ha sido extensamente estudiada en traba-
jos sobre validacién de modelos de riesgo de crédito. Ver, por ejemplo, Sobe-
hart y Keenan (2001), Sobehart et al. (2001), Engelman et al. (2003a, 2003b),
Basel Committee on Banking Supervision (2005a) y Engelmann (2006), entre
otros.

Definicién de la curva CAP y su capacidad predictiva

El gréfico de la curva C'AP tedrica se define como el conjunto de puntos
de la forma
{(P(Z >2"),P(Z > z"|Y =1)),/2" € R}, (2.20)
donde la puntuacion z* es el valor de corte a partir del cual se determina la
condicién de morosidad del crédito.

En la Figura 2.3 se ilustra el concepto de curva CAP a partir de la
representacion de tres estrategias de clasificacién de los créditos.
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“H”H Curva CAF del modelo 1deal

4‘?’”3
[ H\HH ‘

i \ HHH

‘ H H‘ | | l Curva C4F del modelo de puntuacion

MNN ‘ ! Cu;ﬁra CAFP del modelo aleatorio

i |
TN 11
Pl =z%

Figura 2.3 Curvas CAP asociadas a modelos con distinta capacidad discriminante.
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La primera curva C' AP, representada graficamente por la linea que une los
segmentos OC'y C'D, corresponde a un modelo de clasificacion ideal, es decir,
un modelo que permite identificar correctamente el 100% de los créditos
morosos a partir de sus puntuaciones. Como consecuencia, en una muestra
de créditos con tasa de morosidad fija, denotada por T'M, la totalidad de los
créditos morosos se concentran a la izquierda del grafico C AP, en este caso,
a la izquierda de la abscisa dada por la ecuacién P(Z > z*) = T M.

Por otro lado, dado un valor de puntuacién z*, la curva C'AP contenida
en el espacio delimitado por el tridngulo OC'D (dibujada en linea segmenta-
da) representa la variacion del porcentaje de créditos morosos correctamente
identificados por el modelo (T'V P(z*)) en funcién de la proporcién de créditos
cuya puntuacién supera el valor z*(P(Z > z%)).

El tercer modelo de clasificacion estd representado por una curva C AP
coincidente con la diagonal OD. A esta curva se la denomina curva CAP
aleatoria. Andlogamente a la curva ROC' aleatoria, esta curva representa
una estrategia de clasificacién en ausencia de informacién sobre los créditos,
y por tanto, su poder predictivo es equivalente al obtenido cuando dicha
clasificacién se realiza al azar.

En general, si el modelo de puntuacion estd bien calibrado, se espera que
la proporcién de créditos morosos concentrados a la izquierda del gréfico
C AP sea préximo al 1007 M % de las puntuaciones més altas de la muestra.

Coeficiente de precision de la curva CAP En la Figura 2.3 se ilustra
el poder predictivo de un modelo de puntuacién obtenido a partir de la curva
C'AP. El coeficiente de precisiéon de dicho modelo, denotado por AR (por sus
siglas en inglés de accuracy ratio), se define como el cociente entre su capaci-
dad de clasificaciéon, medida como el drea encerrada entre su curva CAP y
la curva CAP aleatoria, denotada por A,,,, y la capacidad de clasificacién
del modelo ideal, medida como el drea encerrada entre la curva C'AP ideal
y la curva CAP aleatoria, denotada por A,,;. Asi, el valor del coeficiente de
precisién, AR, viene dado por:

area bajo la curva CAP del modelo — 1 Ay

AR = 2

drea bajo la curva CAP ideal — % A
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Al observar la Figura 2.3, se deduce que el gréfico de la curva CAP
asociada a un modelo de clasificacién estd acotado por las curvas C AP ideal y
aleatoria, y por tanto, la capacidad predictiva del modelo, medida en términos
del area A,,,, varfa entre 0 y A,,,. Como consecuencia, se obtiene que el
coeficiente AR toma valores entre 0 y 1.

Debido a que las curvas CAP y ROC se construyen de forma similar, se
sabe que existe una relacién matemédtica entre sus medidas de precisién, AR
y AUC, respectivamente. Esta propiedad puede formalizarse a partir de la
siguiente proposicion.

Proposicién 2.1 En un modelo de clasificacion con variable respuesta con-
tinua, se verifica que el coeficiente de precision, AR, y el drea bajo la curva

ROC, AUC, satisfacen la igualdad:
AR =2AUC — 1.

Demostracién 2.1 Sean Zj, Z; y 7| variables aleatorias independientes

d d d

con distribuciones condicionadas Zy = Z|Y =0, Z; = Z|Y =1y Z] =

Z|Y = 1. Denotando por S,,, al drea bajo la curva CAP, por construccién
se obtiene:

S
Anélogamente a lo visto para las curvas ROC' se obtiene:
Smp = P(Z < Z))=E(P(Z < Z1|Z))
= E(P(Z < Z1|Z,,Y =0))(Y =0)
+E(P(Z < Z|Z,,Y =1))P(Y =1)
= E(P(Zy< Z1|Z1,Y =0))(1—-TM)
+E(P(Z) < Z1|Z,Y =1))TM
= (1-TM)E(P(Zy < Z1|Z,)) + TM E (P(Z] < Z1|Zy))
(1-TM)P(Zy< Z,)+TM P(Z; < Z)

= (1-TM)AUC + %TM.

Por tanto,

1 1
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de donde se deduce que

l%w:ﬂ—JWHAUC+%TM—%.

Por otro lado, por construccién se deduce que el drea bajo la curva CAP
del modelo ideal, denotada por S,,;, viene dada por:

1 TM
sz:Amz _:1__7
+2 2

de donde se obtiene que

AWZ%O—TM)

Por tanto,

1—-TM)YAUC — L (1 —-TM
AR:Amp:( )1 3 >:2AUC—1.
Api la-1M)

2.3.4. Eleccién del punto de corte para la clasificacion
de los créditos

La eleccién del punto de corte para la clasificaciéon de los créditos es un
problema crucial tanto en la validacién del modelo de scoring como en el
proceso de concesién de los créditos. Por este motivo, es de gran importancia
contar con una metodologia que permita obtener el valor de corte 6ptimo
para distinguir entre créditos de buena y mala calidad.
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Figura 2.4 Region de solapamiento de las densidades de los créditos morosos y no

mMorosos.

En la Figura 2.4, la superficie sombreada representa la regiéon de sola-
pamiento generada por la interseccién de las funciones de densidad asociadas
a las distribuciones G (créditos morosos) y Gg (créditos no morosos). El drea
de la regién sombreada, definida por la funcién U (z), con z € R, se obtiene
a partir de (2.14) y (2.15) como:

U(z) = P(Z<2Y=1)4+P(Z>zY =0)
= Gi(2) + 1= Go(2).

Es conocido en la literatura que el valor de corte éptimo para la clasifi-
cacion de los créditos se obtiene a partir de:
2f; = argminU(2). (2.21)
z€R

Ademass, se verifica que si las distribuciones G (1 poseen densidades
9 0
cuyos soportes no se intersectan, entonces la funcién U (z) toma el valor 0
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para los valores z mayores o iguales que el extremo superior del soporte de
Gy y menores o iguales que el extremo inferior del soporte de GG;. Si ambas
distribuciones poseen densidades idénticas en todo el soporte, entonces la
funcién U (z) toma el valor 1. En cualquier otro caso, la funcién U (z) toma
valores en el intervalo abierto (0, 1).

En los trabajos de Kraft et al. (2003, 2004) y Clavero (2006) se estudia la
solucién del problema (2.21) como una medida del poder discriminante del
modelo de puntuacién.

En lugar del enfoque anterior, en este capitulo se utiliza, como valor
de corte 6ptimo para la clasificacién de los créditos, el valor obtenido con
el estadistico del contraste de Kolmogorov-Smirnov para la igualdad de las
distribuciones GGy y Gy. Este método proporciona un valor é6ptimo equivalente
a la solucién obtenida en (2.21).

1.0

- = Golz) e
—=Gy(2) e o
—KS(2) o

08

0.6

2z s=arg maxKS(z)

Distancia de Kolmogorov-Smirnoy
04

02

0.0

Figura 2.5 Distancia de Kolmogorov-Smirnov para un modelo de puntuacién crediticia

La Figura 2.5 ilustra el método de Kolmogorov-Smirnov, KS (z), para
determinar el valor 6ptimo de puntuacién, zj ¢, que maximiza la distancia
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entre las distribuciones G(z) y G1(z). Ademds, el valor zj; ¢ coincide con el
valor que produce la maxima separabilidad entre las densidades ilustradas
en la Figura 2.4.

El estadistico, o distancia, de Kolmogorov-Smirnov, KS(z), se define co-
mo:

KS(z) = mea%é(Go(z) — Gi(2)),
donde el valor de corte 6ptimo viene dado por:

Zks = arg max KS(z).

La aplicacién de este método en el contexto del riesgo de crédito ha si-
do estudiado, entre otros, por Appel (2002), Thomas et al. (2002), Basel
Committee on Banking Supervision (2005a) y Hong (2009).

2.4. Aplicacién a una cartera de tarjetas
de crédito

En esta seccién se estudia la construccién de un modelo de puntuacién
para los titulares de tarjetas de crédito de una entidad financiera espanola.

En la primera parte de esta seccién se realiza un andlisis descriptivo de
los datos utilizados. Alli se describen las variables de las que se dispone y a
partir de las cuales se ajustaron los modelos de puntuacién crediticia. Poste-
riormente se realizé la validacién de los mismos segin las técnicas expuestas
en la Seccién 2.3.

Es importante explicar que, por motivos de confidencialidad, en esta
memoria no se utilizaron directamente los datos entregados por la entidad co-
laboradora. Por tal motivo, se hicieron transformaciones y cambios de escala
en algunas de las variables, ademads de alterar arbitrariamente la proporcién
de créditos morosos en la muestra.

2.4.1. Analisis de la base de datos

La base de datos utilizada en este capitulo se compone de dos muestras
aleatorias tomadas de forma independiente. La primera muestra corresponde



72 Contribuciones al andlisis estadistico del riesgo de crédito

a 25000 registros de tarjetas de crédito que fueron formalizadas entre 2004
y 2007. Esta muestra contiene 970 créditos morosos y 24030 créditos no mo-
rosos, lo que equivale a una tasa de mora global del 3.88%. De los 25000
registros, 20000 se utilizaron como muestra de entrenamiento para ajustar
los modelos y los 5000 restantes se utilizaron en la validacién de los mis-
mos. La segunda muestra contiene 327 solicitudes de tarjetas de crédito que
nunca fueron formalizadas, por lo que no se pudo observar la mora en estas
solicitudes. De esta muestra sélo se conocen las puntuaciones calculadas por
la entidad y el resultado del dictamen de concesién, que fue uno de los tres
posibles: concedido, dudoso y denegado.

2.4.2. Las variables del modelo

Con el objetivo de estudiar cémo se distribuye la proporcién de los créditos
morosos en funcién de las variables consideradas, en este capitulo se han cons-
truido tablas con datos agrupados en categorias de riesgo ordenadas segin
la tasa de mora observada. En el caso de las variables categéricas (factores),
se fijaron como grupos de referencia aquellas categorias donde se obtuvieron
las tasas de mora mds altas. Para elegir las variables a tomar en cuenta en el
ajuste del modelo de puntuacion se consideraron, por una parte, los criterios
aportados por la entidad colaboradora basados en la experiencia empirica,
y por otra, la literatura sobre el tratamiento de variables explicativas en
modelos de riesgo de crédito. Algunos trabajos en los que se han estudiado
modelos de riesgo de crédito con variables similares a las tratadas aqui son
Hand y Henley (1997), Fahrmeir y Tutz (2001) y Samreen y Zaidi (2012),
entre otros.

Las variables consideradas en este capitulo son:

(a) Género Lavariable género (GEN E) se incluy6 como factor explicativo
en el ajuste de los modelos debido a los resultados obtenidos con los contrastes
de hipoétesis sobre la igualdad de proporciones de morosidad entre clientes
del sexo masculino y femenino.

Los contrastes empleados (test exacto de Fisher, test Chi-cuadrado y el
test basado en la aproximacion normal) arrojaron p-valores < 0.001, por lo
que la variable género es un factor predictivo de la morosidad.
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Las categorias de riesgo de la variable GEN E son:

1. Femenino

2. Masculino
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Figura 2.6 Distribucién de la morosidad por género de los clientes.

La Figura 2.6 ilustra la diferencia entre las proporciones de morosidad de
los clientes de género masculino y femenino. Como se ha comentado antes,
dichas proporciones resultaron estadisticamente distintas con un nivel de
significacién del 95 %, y por tanto, es razonable pensar que el género es un
factor predictivo de la situacién de morosidad de los acreditados 2.

3La inclusién de variables como el género, el estado civil, la edad, u otras similares a las
tratadas en este capitulo, en modelos de puntuacién crediticia estd sujeta a la normativa
de regulacion y supervision financiera vigente en cada pais. En Espana, por ejemplo, rige
la normativa europea que permite el tratamiento estadistico de este tipo de datos.
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Tabla 2.5. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable género.

Situacién de morosidad

Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | T'M (%)
Femenino 401 11987 12388 3.24
Masculino 569 12043 12612 4.51

Total 970 24030 25000 3.88

En la Tabla 2.5 se ve que la tasa de mora de los clientes de género mas-
culino es mayor que la correspondiente a los de género femenino, por lo que
la categorfa de referencia para la variable GENE es la categorfa masculino.
Como resultado, el peso de la variable GENE en el modelo es cero si el
cliente pertenece al sexo masculino y distinto de cero si no.

(b) Estado civil Es conocido, por experiencia empirica, que el estado civil
(EST CVL) de los acreditados es un factor socio-demografico altamente
predictivo del comportamiento crediticio de los mismos. Por este motivo, la
variable estado civil fue incluida como factor explicativo en todos los modelos
estudiados en este capitulo. Los grupos de riesgo de la variable £ST CV'L
son los siguientes:

1. Casado y pareja de hecho.

2. Viudo

3. Soltero

4. Divorciado, separado judicial y separado de hecho.

Tabla 2.6. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable estado civil.

Situacién de morosidad

Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 17 598 615 2.76
Grupo 2 408 12491 12899 3.16
Grupo 3 61 1443 1504 4.06
Grupo 4 484 9498 9982 4.85

Total 970 24030 25000 3.88
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En la Tabla 2.6 se observa que la mayor tasa de mora de la cartera de
créditos, un 4.85%, se concentra entre los clientes divorciados, separados
judicialmente y separados de hecho. Por este motivo se fij6 este grupo como
categorfa de referencia de la variable EST CV L en el modelo ajustado.
En contraste, los clientes que estdn casados o que tienen parejas de hecho,
representan el menor riesgo de morosidad para la entidad, alcanzando una
tasa de mora del 2.76 %.
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Figura 2.7 Distribucién de la morosidad segiin el género y el estado civil de los clientes.

La Figura 2.7 muestra la distribucién de la morosidad por género en cada
grupo de riesgo construido a partir del estado civil de los acreditados. Se
observa que la morosidad entre los clientes del género masculino es mayor en
el grupo 4, de los divorciados y separados, mientras que entre las mujeres, la
morosidad es mayor en el grupo 3, de las solteras.

(c) Profesion La profesion (PROF') de los clientes es uno de los factores
socio-demogréficos con mayor capacidad discriminante en el estudio de la
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morosidad en tarjetas de crédito. Los grupos de riesgo formados a partir de

la profesion de los acreditados son los siguientes:

1. Técnico superior, mando intermedio, administrativo, encargado de tien-
da, profesor, notario, procurador, militar, policia, arquitecto, ingeniero

y rentista.

2. Gerente — alto cargo ejecutivo, médico, dentista, veterinario, farmacéu-
tico y jubilado — pensionista.

3. Obrero especializado y abogado.

4. Vendedor comisionista, obrero, periodista, escritor, traductor, artista,
deportista, religioso, ama de casa, estudiante, parado, otra profesién

liberal y otra profesién no liberal.

Tabla 2.7. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable profesion.

Situacién de morosidad
Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 71 2637 2708 2.62
Grupo 2 222 6175 6397 3.47
Grupo 3 160 3730 3890 4.11
Grupo 4 517 11488 12005 4.31
Total 970 24030 25000 3.88

En la Tabla 2.7 se observa que la tasa de mora mds alta se concentra
entre los clientes con profesiones menos tradicionales, o liberales, como por
ejemplo: los artistas, los miisicos, algunos deportistas, estudiantes, amas de
casa y parados, entre otros. La morosidad en este grupo alcanza el 4.31 %, y
por tanto, el perfil de referencia para la variable profesién estd formado por

acreditados con profesiones pertenecientes al grupo de riesgo 4.
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Figura 2.8 Distribucién de la morosidad por género y profesién de los clientes.

7

La Figura 2.8 muestra la distribucién de la morosidad por género en cada
grupo de riesgo construido a partir de las profesiones de los acreditados.
Se observa ademds que la morosidad es mds alta en los clientes del género
masculino que en los del género femenino, sea cual sea el perfil profesional

de éstos.

(d) Lugar de residencia FEn esta memoria, la variable lugar de residencia

(LRESID) corresponde a la provincia en la que reside el titular de la tarjeta.
Se conoce, por experiencia empirica, que la morosidad de los créditos perso-
nales estd relacionada con el lugar geogréfico donde residen los clientes. Por
este motivo, el lugar de residencia se ha incluido como factor explicativo en
los modelos estudiados en este capitulo. Los grupos de provincias fueron con-
formados siguiendo las recomendaciones hechas por la entidad colaboradora,
quedando denifidos de la siguiente manera:



78

Contribuciones al andlisis estadistico del riesgo de crédito

. Alava, Avila, Baleares, Burgos, Cadiz, Cuenca, Guadalajara, Huel-

va, Médlaga, Murcia, Navarra, Pontevedra, Cantabria, Santa Cruz de
Tenerife, Soria, Teruel, Toledo, Valencia, Valladolid, Vizcaya, Zamora
y Zaragoza.

. Badajoz, Castellén, Cérdoba, Granada, Guipizcoa, Leén, A Coruna,

Segovia, Sevilla y Tarragona.

. Alicante, Girona, Ourense, Huesca, Jaén, Lleida, Lugo, Madrid y As-

turias.

. Albacete, Almeria, Barcelona, Céceres, Ciudad Real, La Rioja, Pa-

lencia, Las Palmas de Gran Canaria, Salamanca, Ceuta y Melilla y
Extranjero.
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Figura 2.9 Distribucién de la morosidad por género y lugar de residencia.
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En la Figura 2.9 se ilustra la distribucién de la morosidad por género
en cada grupo de riesgo construido a partir de las provincias espanolas (y
extranjero) donde residen los acreditados. La figura muestra que, segun esta
conformacién de grupos de riesgo por provincias, la proporcién de créditos
morosos es mas alta en los hombres que en las mujeres. Ademas, la evolucién
de la tasa de morosidad es distinta entre hombres y mujeres, como se aprecia
en los clientes pertenecientes al grupo 3.

Tabla 2.8. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable lugar de residencia.

Situacién de morosidad
Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 58 1752 1810 3.20
Grupo 2 60 1464 1524 3.94
Grupo 3 715 17936 18651 3.98
Grupo 4 137 2878 3015 4.54
Total 970 24030 25000 3.88

La Tabla 2.8 muestra que la tasa de morosidad no parece ser muy distinta
entre los grupos 2 y 3. Los grupos 1 y 4, en cambio, muestran diferencias
de mds de un 0.5% con respecto a las demds. Las tasa de mora mds alta,
un 4.54 %, se concentra entre los clientes que residen en las provincias que
conforman el grupo 4, razén por la que este grupo se ha fijado como la
categoria de referencia de la variable LRESID en los modelos estudiados.

(e) Tipo de vivienda Se conoce, por experiencia empirica, que uno de
los factores determinantes del nivel de solvencia de los clientes bancarios
corresponde al tipo de vivienda en la que habitan. Por este motivo, la variable
tipo de vivienda (VV NDA) ha sido incluida en los modelos que se estudian
en este capitulo. Los grupos de riesgo de la variable VV N DA son:

1. Propiedad libre de cargas
2. Propiedad hipotecada
3. Domicilio con familiares y otros.

4. Alquiler
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Figura 2.10 Distribucién de la morosidad por género y tipo de vivienda de los clientes.

En la Figura 2.10 se muestra la distribucién de la morosidad segiin el
género y el tipo de vivienda de los acreditados. Se observa que la tasa de
morosidad es mds alta en los hombres que en las mujeres en todos los tipos
de vivienda con excepciéon de los clientes que viven de alquiler, donde la
morosidad es mayor en las mujeres (6.19 %) que en los hombres (4.42 %).

Tabla 2.9. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable tipo de vivienda.

Situacién de morosidad

Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 166 6614 6780 2.44
Grupo 2 260 6357 6617 3.93
Grupo 3 385 8286 8671 4.44
Grupo 4 159 2773 2932 5.42

Total 970 24030 25000 3.88
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La Tabla 2.9 muestra la distribucién de la tasa de morosidad segin el
tipo de vivienda de los clientes. Alli se observa que la tasa de morosidad es
mds alta en los clientes que alquilan su vivienda, razén por la que el grupo
de referencia de la variable VV N DA es la propiedad en alquiler.

(f) Edad Se conoce, de la experiencia empirica, que la variable edad es
un buen predictor de la solvencia de los clientes bancarios, razén por la que
fue incluida en todos los modelos ajustados. La variable edad (EDAD) fue
segmentada en cuatro grupos de riesgo:

1. De 15 hasta menos de 25 anos
2. De 25 hasta menos de 45 anos
3. De 45 hasta menos de 65 anos

4. De 65 anos o mas
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Figura 2.11 Distribucién de la morosidad por edad y género de los clientes.
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En la Figura 2.11 se observa que la tasa de morosidad de los hombres
supera a la de las mujeres en los cuatro segmentos de edad definidos. Llama
la atencién la gran diferencia de proporcién de morosos entre hombres y
mujeres en el rango de edad comprendido entre los 15 hasta menos de 25 anos,
donde los hombres exhiben una tasa de mora del 7.55 % frente al 3.92 % de
la mujeres. En las categorfas restantes, las diferencias de tasa de morosidad
entre hombres y mujeres decrecen hasta hacerse muy parecidas, como ocurre
entre los clientes de 65 o mas anos (diferencia de s6lo un 0.22 %).

60
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40

}
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Figura 2.12 Gréfico de cajas de la distribucién de la edad segun la situacién de

morosidad.

En la Figura 2.12 se presenta un gréafico de cajas para comparar el gra-
do de dispersién de la distribucion de la edad de los acreditados segin su
situaciéon de morosidad. En la figura se observa que, en el caso de los clientes
no morosos, existe una alta concentracién de valores atipicos en los clientes
con més de 80 anos. De este hecho se deduce que la distribucién de la edad
de los clientes no morosos posee una alta asimetria positiva, dando evidencia
de no normalidad.
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Tabla 2.10. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable edad.

Situacién de morosidad
Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 189 2471 2660 7.10
Grupo 2 567 13679 14246 3.98
Grupo 3 203 6815 7018 2.89
Grupo 4 11 1065 1076 1.02
Total 970 24030 23 000 3.88

La Tabla 2.10 muestra que la distribucién de la morosidad de los acredi-
tados decrece con la edad. Los datos muestran que el grupo de mayor riesgo
para la entidad lo conforman los clientes con edades comprendidas entre los
15 hasta menos de 25 anos, alcanzando un 7.10 % de morosidad.

(g) Antigiiedad laboral La variable antigiiedad laboral (ANT LAB) se
define como el tiempo que el acreditado ha permanecido trabajando en el em-
pleo actual hasta el momento de solicitar el crédito. Para aquellos acreditados
que son jubilados o pensionistas, la atigiiedad laboral se refiere al tiempo que
duré el acreditado en su tltimo empleo antes de jubilarse.

Los grupos de riesgo para la variable Antigiiedad laboral son:

1. De 0 hasta menos de 5 anos

2. De 5 hasta menos de 10 anos

3. De 10 hasta menos de 20 anos

4. De 20 anos o mas
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Tabla 2.11. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable antigiiedad laboral.

Situacién de morosidad
Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 218 4090 4308 5.06
Grupo 2 426 9707 10133 4.20
Grupo 3 321 9757 10078 3.19
Grupo 4 ) 476 481 1.04
Total 970 24030 25000 3.88

La Tabla 2.11 muestra que la distribucién de la morosidad de los acredi-
tados decrece a medida que aumenta la antigiiedad en el empleo. El grupo de
mayor riesgo para la entidad lo conforman aquellos clientes cuya antigiiedad
laboral es inferior a 5 anos, alcanzando una tasa de mora del 5.06 %.
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Figura 2.13 Distribucién de la morosidad por género y antigiiedad laboral.
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La Figura 2.13 muestra que en el grupo de acreditados con la menor
antigiiedad laboral (menos de 5 anos) se concentra la mayor tasa de mo-
rosidad, tanto en hombres como en mujeres. No obstante, es llamativa la
diferencia que existe entre los hombres y las mujeres de este grupo, aproxi-
madamente de un 3.63 % de morosidad. Una posible explicacién de la alta
morosidad en este grupo de clientes es que un porcentaje considerable de
ellos (més del 38 %) resulto6 tener antigiiedad laboral igual a 0, donde parte
de estos clientes concuerdan con el perfil profesional conformado por el grupo
4 de la variable PROF'.
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Figura 2.14 Gréfico de cajas de la distribucién de la antigiiedad laboral segiin la
situacién de morosidad.

En la Figura 2.14 se presenta un gréfico de cajas para comparar el grado de
dispersion de la distribucion de la antigiiedad laboral de los acreditados segin
su situacion de morosidad. En ambos tipos de acreditados se aprecia una
alta concentracién de valores atipicos en la cola superior de la distribucién
(a partir de una antigiiedad de més de 18 afios en el caso de los clientes
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morosos y a partir de mds de 20 anos en los clientes no morosos). Este hecho
indica que la distribucién de la antigiiedad laboral posee una alta asimetria
positiva, dando evidencia de no normalidad.

(h) Saldo a la vista La variable saldo a la vista (SALDO) se define como
la cantidad de dinero disponible que estd a la vista en la cuenta de ahorros
del titular en la fecha en la que el banco hace efectivo el cobro de la tarjeta.

Los grupos de riesgo resultantes para la variable saldo a la vista son los
siguientes:

1. De 0 hasta menos de 1000 €

2. De 1000 hasta menos de 5000 €
3. De 5000 hasta menos de 10 000 €
4. De 10 000 hasta 1 000 000 €
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Figura 2.15 Distribucién de la morosidad por género y saldo a la vista de los clientes.
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En la Figura 2.15 se ilustra la distribucién de la morosidad segtin el género
y el saldo a la vista de los clientes. Se observa que la morosidad es mas alta
en los hombres que en la mujeres, con excepcion de los clientes pertenecientes
al grupo 4 (saldo a la vista entre 10 000 € y 1 000 000 €). Ademés, se aprecia
que la diferencia en la tasa de mora entre hombres y mujeres es méds alta en
el grupo 1 (8.44 % en los hombres versus 6.37 % de las mujeres).
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Figura 2.16 Gréfico de cajas de la distribucién de la variable saldo a la vista en escala

logaritmica.

En la Figura 2.16 se presenta un grafico de cajas para examinar el grado
de dispersion de la variable saldo a la vista segin la situacién de morosi-
dad de los clientes. Para facilitar su inspeccién visual, esta variable ha sido
convenientemente reescalada tomando su logaritmo natural. En la figura se
puede ver que en los créditos morosos existe una alta concentracién de valores
atipicos en ambos extremos de la distribucién. En contraste, los créditos no
morosos presentan una distribucién con mdas asimetria negativa. En ambos
casos, la distribucién del logaritmo de la variable saldo a la vista muestra
evidencia de no normalidad.
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Tabla 2.12. Tasa de morosidad por grupo de riesgo para la variable saldo a la vista.

Situacién de morosidad
Grupo de riesgo | Moroso | No moroso | Total | TM (%)
Grupo 1 248 3219 3467 7.15
Grupo 2 647 13368 14015 4.62
Grupo 3 58 3676 3734 1.55
Grupo 4 17 3767 3784 0.45
Total 970 24030 25000 3.88

La Tabla 2.12 muestra que la morosidad de los acreditados disminuye a
medida que aumenta el saldo a la vista en la cuenta corriente de los clientes.
Ademds, en esta tabla se observa que, tal y como se podia esperar, la tasa
de mora mas alta, un 7.15 %, se concentra en aquellos clientes cuya cuenta
corriente verifica un valor de saldo a la vista de menos de 1000 €.

2.4.3. Modelos de puntuacién crediticia ajustados

En esta seccion se analizan los resultados de la estimacion y validacion
de modelos estadisticos de puntuacién crediticia. El objetivo que se persigue
es mostrar la funcionalidad de los modelos de regresion logistica como herra-
mientas para la toma de decisiones sobre la concesion de tarjetas de crédito.
En el ajuste de los modelos de regresién se utilizé como variable dependiente
la variable indicadora de morosidad del crédito y como variables regresoras
las caracteristicas socio-demograficas descritas en la Seccién 2.4.2 (variables
(a) — (h)), que fueron tratadas previamente con las técnicas descritas en la
Seccién 2.2.3.

A continuacion, se exponen los resultados obtenidos con los dos modelos
que mejor se ajustaron a los datos. Las estimaciones obtenidas con estos mo-
delos fueron comparadas con las puntuaciones del modelo proporcionado por
la entidad colaboradora que, por simplicidad de escritura, ha sido etiquetado
como modelo ENTIDAD.

El primer modelo fue ajustado con variables continuas tratadas con el
método de regresion polindmica que, por simplicidad de escritura, fue etique-
tado como M POL. El segundo modelo fue ajustado con variables continuas
tratadas con el método de regresion segmentada y etiquetado como MSEG.



Andrés Eduardo Devia Rivera &9

Es importante mencionar que, por motivos de confidencialidad, los coefi-
cientes de la regresién del modelo ENTIDAD no se conocieron durante el
perfodo de colaboracién con la entidad financiera que proporcioné los datos
utilizados en esta memoria.

Modelo de puntuacién con variables polinémicas

La Tabla 2.13 muestra el resultado del ajuste del modelo logistico con
covariables continuas tratadas con el método de regresion polinomica. La
expresiéon POL;, con 1 < j < 3, se refiere al término de grado j-ésimo de
la variable continua incluida en el modelo de regresién. El subindice que
acompana a los factores GENE, VVNDA, LRESID y PROF corresponde
a la j-ésima variable auxiliar (dummy) incluida en el modelo de regresion,
con 1 <j <3.

Tabla 2.13. Resumen del ajuste del modelo logistico M PO L

. Coeficiente Error Estadistico
Covariable ) .
estimado (/) estandar de contraste p-valor
Constante -3.16400 0.1633 -19.379 < 0.00001
GENE, -0.16120 0.0761 -2.118 0.034174
VVNDA, -0.61480 0.1380 -4.455 < 0.00001
VVNDA, -0.32060 0.1190 -2.693 0.007077
VVNDA; -0.37740 0.1125 -3.354 0.000796
LRESID, -0.45820 0.1827 -2.507 0.012161
LRESID, -0.14710 0.1761 -0.835 0.403593
LRESID;3 -0.25990 0.1092 -2.380 0.017334
PROF, 0.06230 0.1530 0.408 0.683536
PROF, -0.27670 0.0946 -2.925 0.003446
PROF, -0.11450 0.1047 -1.094 0.274023
EDAD POL, 0.01970 0.0068 2.901 0.003718
EDAD_POL, -0.00010 0.0002 -4.370 < 0.00001
SALDO _POL, -0.22360 0.0174 -12.840 < 0.00001
SALDO _POL, 0.01080 0.0026 4.083 < 0.00001
SALDO_POL, -0.00017 0.0001 -2.104 0.035412
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Modelo de puntuacién con variables segmentadas

En la Tabla 2.14 se muestra el resultado de la estimacién del modelo
logistico con covariables continuas tratadas con el método de regresién seg-
mentada. La expresién SEG;, con 1 < j < 4, se refiere al j-ésimo segmento de
la variable continua incluida en modelo de regresién. Las variables categdri-
cas inicialmente seleccionadas para este modelo fueron las mismas que las
empleadas en el ajuste del modelo M POL, aunque en el paso final del ajuste
del modelo M SEG, el factor explicativo GEN E no fue significativo.

Tabla 2.14. Resumen del ajuste del modelo logistico M SEG

. Coeficiente Error Estadistico
Covariable . .
estimado () estdndar de contraste p-valor
Constante -0.995012 0.332422 -2.993 0.002761
VV NDA; -0.637742 0.137152 -4.650 < 0.00001
VVNDA, -0.300360 0.119039 -2.523 0.011629
VVNDA; -0.396792 0.113660 -3.491 0.000481
LRESID, -0.457927 0.182725 -2.506 0.012207
LRESID, -0.139239 0.176096 -0.791 0.429120
LRESID; -0.258262 0.109100 -2.367 0.017923
PROF, -0.023517 0.151928 -0.155 0.876985
PROF, -0.253108 0.095431 -2.652 0.007996
PROF; -0.103021 0.104980 -0.981 0.326423
EDAD SEG, -0.106345 0.036992 -2.875 0.004043
EDAD_SEG, 0.014774 0.007121 2.075 0.038006
EDAD SEG, -0.228563 0.082677 -2.765 0.005700
ANT LAB SEG, 0.110416 0.044143 2.501 0.012373
ANT LAB SEQG, -0.070249 0.034054 -2.063 0.039127
SALDO_SEG, -0.487620 0.173810 -2.805 0.005024
SALDO _SEG, -0.255052 0.041148 -6.198 < 0.00001
SALDO_SEG, -0.275041 0.053566 -5.135 < 0.00001
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Analisis descriptivo de las puntuaciones estimadas

En este apartado se analizan los resultados de las puntuaciones obtenidas
con los modelos ajustados, M POL y MSEG, frente a las puntuaciones
utilizadas por la entidad colaboradora en su politica de concesiéon de tar-
jetas de crédito. Para ello, en la Tabla 2.15 se expone la comparacién de
las puntuaciones obtenidas mediante el cdlculo de estadisticas descriptivas
usuales. El andlisis descriptivo se complementa comparando gréificamente las
distribuciones de las tres muestras de puntuaciones a partir de estimadores
no paramétricos de sus funciones de densidad y de distribucion (Figuras 2.17
a la 2.20).

Tabla 2.15. Estadisticos descriptivos de las puntuaciones estimadas.

Estadistico Modelo de puntuacion
ENTIDAD | MPOL | MSEG

min -8.517 -36.044 -11.508

Q1 -4.984 -4.284 -4.321

Q- -3.985 -3.261 -3.256
media -3.973 -3.651 -3.611
moda -4.462 -2.857 -2.975
Qs -2.899 -2.827 -2.863
max -0.062 -1.358 -1.280
d.e. 1.442 1.210 1.065
asimetria -0.109 -2.333 -1.008
curtosts 2.591 29.302 4.254

Los resultados expuestos en la Tabla 2.15 muestran que practicamente no
hay diferencias entre las medidas de tendencia central de las puntuaciones
obtenidas con los modelos M POL y MSEG, mientras que si las hay en
términos de sus valores extremos. La diferencia mas importante se observa
en el valor minimo de las puntuaciones obtenidas con el método de variables
polinémicas (min = —36.044).

En las figuras siguientes, se representa la estimacién no paramétrica de
la funcién de densidad de la variable puntuacién crediticia en la muestra
completa (Figura 2.17), en la muestra de créditos morosos (Figura 2.18) y
en la de créditos no morosos (Figura 2.19). Para esto se utiliz6 el estimador
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nicleo de Rosenblatt-Parzen (Rosenblatt (1956) y Parzen (1962)) con funcién
nicleo gaussiana y pardmetro de suavizado, h, obtenido con el método plug-
in de Sheather y Jones (1991), cuya implementacién estd disponible en la
libreria KernSmooth (Wand y Ripley (2008) del paquete estadistico R (R
Core Team (2015)).

S -1 —- ENTIDAD (h=0.1792)
— MSEG (h=0.1323)
=+ MPOL (h=0.1351)
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Figura 2.17 Estimacién no paramétrica de las curvas de densidad de las puntuaciones

crediticias.

En la Figura 2.17 se ilustran las curvas de densidad de las puntuaciones
estimadas no paramétricamente. Debido al efecto de suavizamiento obtenido
con las estimaciones no paramétricas, estas curvas permiten detectar ras-
gos importantes en la forma de las distribuciones de las puntuaciones. En
primer lugar, se observa que existe una bimodalidad muy acusada de las
puntuaciones obtenidas con el modelo MSEG. También se aprecia gran
similitud entre las curvas obtenidas con los modelos ajustados (M POL vy
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MSEG) en comparacién con la curva obtenida con el modelo ENTIDAD.
Los coeficientes de curtosis y asimetria empiricos indican que las puntua-
ciones obtenidas con los modelos ajustados poseen distribuciones de tipo
leptocirticas con asimetria negativa, es decir, que son distribuciones muy
concentradas en torno a sus valores modales, con més peso en la cola in-
ferior. En particular, es llamativo el grado de curtosis de las puntuaciones
obtenidas con el modelo M POL (curtosis = 29.302), que es aproximada-
mente 10 veces el de una distribucién normal estandar (curtosis = 3). En
contraste, las puntuaciones obtenidas con el modelo ENTIDAD presentan
mds variabilidad, menos asimetria y menos concentracién en torno a su valor
modal (curtosis = 2.5913 < 3).
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Figura 2.18 Estimacion no paramétrica de las curvas de densidad de las puntuaciones de

los créditos morosos.

Las curvas representadas en la Figura 2.18 corresponden a las funciones
de densidad estimadas no paramétricamente para las puntuaciones asociadas
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a los créditos morosos. A diferencia de las curvas representadas en la Figura
2.17, las puntuaciones obtenidas con el método de variables segmentadas
no exhiben bimodalidad. Ademés, en el caso de los créditos morosos, existe
una gran semejanza entre las funciones de densidad no paramétricas de las
puntuaciones ajustadas con los modelos M POL y MSEG.

o -| —- ENTIDAD (h=0.1799)
— MSEG (h=0.1337)
=+ MPOL (h=0.138T7)

Densidad no paramétrica

Puntuacion créditos no morosos

Figura 2.19 Estimacién no paramétrica de las curvas de densidad de las puntuaciones de

los créditos no morosos.

En la Figura 2.19 se ilustran las funciones de densidad estimadas no
paramétricamente para las puntuaciones de los créditos no morosos. A difer-
encia de lo que ocurrre con los créditos morosos (Figura 2.18), en la Figura
2.19 se observa que las estimaciones obtenidas para los créditos no morosos
son muy parecidas a las representadas en la Figura 2.17, obtenidas con toda la
muestra. Este resultado se debe a la influencia que ejerce en las estimaciones
la gran cantidad de clientes no morosos presentes en la muestra (ny = 24030
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), quienes aportan el 96.12 % de la informacién del perfil crediticio global de
la muestra.
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Figura 2.20 Funciones de distribucién empiricas de las puntuaciones crediticias obtenidas

con los tres modelos estudiados.

En la Figura 2.20 se representan las funciones de distribucién empiricas
de los tres modelos de puntuacién. Se observa que, similarmente a los resul-
tados obtenidos con las curvas de densidad no paramétricas, las funciones
de distribuciéon empfiricas asociadas a los modelos de puntuacion ajustados,
MPOLy MSEG, resultaron ser muy parecidas entre si, a la vez que llamati-
vamente distintas de la curva de distribucién empirica obtenida con el modelo
ENTIDAD. Para verificar estadisticamente este resultado, se compararon
ambas distribuciones mediante un contraste de hipétesis sobre la igualdad de
las mismas. Para esto se utilizé la prueba no paramétrica de Wilcoxon para
dos muestras relacionadas (debido a la alta correlacién lineal existente entre
ambas muestras de puntuaciones, p = 0.9463). Como resultado, se acepté la
hipétesis nula de igualdad de las distribuciones con un p-valor = 0.4867. Al
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aplicar el mismo contraste entre las puntuaciones obtenidas con los mode-
los MSEG y ENTIDAD, se obtuvo un p-valor < 0.00001, rechazando la
hipétesis nula de igualdad de las distribuciones.

2.4.4. Anadlisis de validaciéon y poder predictivo de los
modelos ajustados

A continuacién se expone una comparacién de los modelos estudiados
en este capitulo a partir de los resultados del anédlisis de bondad del ajuste
aplicado a los datos.

Tabla 2.16. Medidas de bondad del ajuste y contraste de Hosmer-Lemeshow. Por motivos
de confidencialidad, no se tuvo acceso a los valores sustituidos por (*).

Modelo
de puntuacion AIC | BIC | R | R% ’ X%, | p-valor
ENTIDAD (%) (%) () (¥) | 720.34 | < 0.0001
MPOL 6092.46 | 6211.01 | 0.0217 | 0.0784 | 13.028 0.1109
MSEG 6097.65 | 6232.01 | 0.0217 | 0.0782 | 4.109 0.8471

En la Tabla 2.16 se muestran los resultados de los estadisticos de bondad
del ajuste de Akaike (AIC) y de Schwarz (BIC), las medidas R? de Coz-
Snell y de Nagelkerke, y el resultado del contraste de bondad del ajuste de
Hosmer-Lemeshow (HL).

El resultado del contraste de H L indica que se rechaza la hipdtesis nula
de un ajuste logistico para el modelo ENTIDAD. Esto ocurre debido a
que existen diferencias significativas entre las tasas de mora estimadas con el
modelo ENTIDAD vy las proporciones de morosos reales observados en cada
una de las clases de riesgo construidas para este contraste. A diferencia de
esto, la hipétesis nula de que el modelo ajustado es adecuado no se rechaza
para los modelos M POL y MSEG, aunque las medidas RQCS y R?Vg indican
que el grado de informacién que proporcionan estos modelos es bajo.

A partir de los resultados obtenidos con las distintas medidas de bondad
del ajuste aplicadas en ambas muestras se concluye que no existen diferencias
significativas en la calidad del ajuste de los modelos M POL y MSEG.
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Resultado del andlisis de curvas ROC

A continuacion, en la Figura 2.21 se representan las curvas ROC' asociadas
a los modelos de puntuacién ajustados y se comparan con la curva ROC
obtenida con las puntuaciones del modelo propuesto por la entidad.
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Figura 2.21 Curvas ROC resultantes para los tres modelos de puntuacion crediticia.

En la Figura 2.21 se observa que las curvas ROC' obtenidas con los mo-
delos MPOL y MSEG son muy similares entre si, estando practicamente
la primera (con trazo de color azul) superpuesta sobre la segunda (con linea
de color rojo). También se observa que el drea bajo la curva ROC, AUC,
del modelo M POL es ligeramente mayor que el valor AUC' obtenido con
el modelo MSEG. Como las curvas ROC' de los modelos ajustados estdn
completamente por encima de la curva ROC' obtenida a partir del modelo
ENTIDAD, se concluye que los modelos ajustados ofrecen mejor capacidad
de discriminacién de los créditos.
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Resultado del analisis de curvas C' AP

En la Figura 2.22 se representan las curvas C'AP obtenidas con los mode-
los ajustados y se comparan con la curva C'AP asociada al modelo propuesto
por la entidad.
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Figura 2.22 Curvas CAP resultantes para los tres modelos de puntuacién crediticia.

Como se puede apreciar en la Figura 2.22, el andlisis de curvas CAP
ofrece resultados andlogos a los obtenidos con las curvas ROC, es decir, la
capacidad de discriminacion entre créditos morosos y no morosos ofrecida por
los modelos ajustados, M POL y MSEG, es equivalente entre si y superior a
la capacidad de discriminaciéon que exhiben las puntuaciones obtenidas con
el modelo ENTIDAD.
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Eleccién del punto de corte y errores de clasificacién asociados

En este apartado se analizan los resultados del procedimiento de vali-
dacién estadistica de los modelos. Para esto, se ha calculado el error de
clasificacion de los créditos en funcién del punto de corte obtenido para cada
modelo ademds de otras técnicas de validacién descritas en las Secciones
2.3.2,2.33y 2.34.

Tabla 2.17. Resultados acerca del poder discriminante de los modelos

Modelo
de puntuacién Z¥g KS (zs) AUC AR TP (%)
ENTIDAD | -3.25633 0.2379 0.650 0.300 67.94
MPOL -3.06187 0.3249 0.712 0.426 61.84
MSEG -3.10485 0.3115 0.711 0.422 60.43

En la Tabla 2.17 se muestra el punto de corte 6ptimo, 2} ¢, obtenido con el
método de la distancia de Kolmogorov-Smirnov, KS (z), y el resultado de la
tasa T'P asociada al punto zj;g. Ademds, se ofrecen las medidas de validacién
AUC'y AR que no dependen de 2}, sino que son medidas globales obtenidas
de las curvas ROC' y C AP, respectivamente. Los resultados obtenidos con
los indices AUC' y AR permiten concluir que la capacidad de discriminacién
de los modelos M POL y MSEG son equivalentes. Ademds, ambos modelos
superan en capacidad predictiva al modelo ENTIDAD. Este resultado fue
probado por medio del contraste de hipétesis definido en (2.19). Como resul-
tado, se aceptd la hipétesis nula sobre la igualdad de dreas bajo las curvas
ROC obtenidas con los modelos M POL y MSEG (p-valor > 0.9335). Al re-
alizar el mismo contraste para comparar los modelos MSEG y ENTIDAD,
se rechazé la hipdtesis nula con un p-valor < 0.00115. Estos resultados estan
en concordancia con lo obtenido en la Tabla 2.16

En cada una de las siguientes tablas se ha calculado el riesgo de crédito,
medido como el error de clasificacién de tipo I, y el coste de oportunidad,
medido como el error de clasificacién de tipo II. Ademss, cada tabla esta
acompanada de un gréfico con las distribuciones empiricas condicionadas de
las puntuaciones dada la situacién de morosidad versus la curva del estadis-
tico KS (2).
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Tabla 2.18. Matriz de clasificacién correspondiente al modelo ENTIDAD
Clasificacién segun el modelo
Situacién | Z > -3.25633 | Z < -3.25633 | Total Error (%)
Moroso 424 342 766 Tipo I:  44.65
No moroso 6070 13164 19234 | Tipo II:  31.56

La Tabla 2.18 muestra que, utilizando el modelo de la entidad, el riesgo de
crédito debido a la concesién de la tarjeta a un cliente moroso cuya calificacion
crediticia resulté ser buena (puntuacién inferior al punto de corte) es de un
44.65 %, mientras que el coste de oportunidad debido a la denegacién de la
misma a un cliente no moroso cuya calificacién crediticia resulté ser mala
(puntuacién superior al punto de corte) es de un 31.56 %.

Distancia de Kolmogoroy-Smirnov
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Figura 2.23 Funciones de distribucién empiricas de las puntuaciones de los créditos no
morosos (Gp), de los créditos morosos (G1) y estadistico KS para el modelo ENTIDAD.

La Figura 2.23 muestra el grafico del estadistico K.S(z) y el valor de
corte, 2y ¢ = —3.25633, calculado a partir de las puntuaciones obtenidas con
el modelo ENTIDAD.
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Tabla 2.19. Matriz de clasificacién correspondiente al modelo M PO L

Clasificacién segin el modelo
Situaciéon | Z > -3.06187 | Z < -3.06187 | Total Error (%)
Moroso 544 222 766 Tipo I 28.98
No moroso 7410 11824 19234 | Tipo II: 38.53

La Tabla 2.19 muestra que, utilizando el modelo M POL, el riesgo de
crédito debido a la concesion de la tarjeta a un cliente cuya calificacion cre-
diticia es buena y que resulté ser moroso es de un 28.98 %, mientras que el
coste de oportunidad debido a la denegacién de la misma a un cliente con
mala calificacién crediticia que resulté ser no moroso es de un 38.53 %.
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Figura 2.24 Funciones de distribucién empiricas de las puntuaciones de los créditos no

morosos (Gp), de los créditos morosos (G1) y estadistico KS para el modelo MPOL.

La Figura 2.24 muestra el grafico del estadistico K.S(z) y el valor de
corte, 2, ¢ = —3.06187, calculado a partir de las puntuaciones estimadas con
el modelo M POL.
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Tabla 2.20. Matriz de clasificacién correspondiente al modelo M SEG

Clasificacién segun el modelo
Situacién | Z > -3.10485 | Z < -3.10485 | Total Error (%)
Moroso 544 222 766 Tipo I 28.98
No moroso 7693 11541 19234 | Tipo II:  40.00

La Tabla 2.20 muestra que el modelo M SEG es equivalente al modelo
MPOL en términos de riesgo de crédito, obteniéndose en ambos casos un
error de clasificacién de tipo I de un 28.98 %. En cambio, el modelo M SEG
provoca un leve aumento del coste de oportunidad debido a una disminucién
del poder predictivo con respecto a lo obtenido con modelo M POL. Como
consecuencia, el error de tipo II asociado al modelo M SEG es de un 40.00 %.
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Figura 2.25 Funciones de distribucién empiricas de las puntuaciones de los créditos no

morosos (Gy), de los créditos morosos (G1) y estadistico KS para el modelo MSEG.

La Figura 2.25 muestra el grafico del estadistico K.S(z) y el valor de
corte, 25 ¢ = —3.10485, calculado a partir de las puntuaciones estimadas con
el modelo M SEG.



Andrés Eduardo Devia Rivera 103

A partir de los resultados contenidos en las Tablas 2.16 a la 2.20, y del
resultado del andlisis de curvas ROC'y curvas C'AP, se obtiene que el modelo
MPOL es preferido a los otros dos modelos debido a que su utilizacién en
la clasificacién de los créditos permite minimizar el riesgo de crédito (error
de tipo I) y obtener mejores resultados con medidas de validacién como
los indices AUC' y AR. Sin embargo, en términos del riesgo por coste de
oportunidad (error de tipo II) y de la tasa de precisién (T'P), el modelo que
mostré mejor rendimiento fue el modelo de la entidad.

2.4.5. Resultados obtenidos con la muestra de wvali-
dacion

A continuacién, se exponen los resultados obtenidos con la muestra de
validacién. Esta muestra se compone de 5000 registros de tarjetas de crédito,
de las cuales 204 son morosas, lo que equivale a una tasa de mora observada
de un 4.08 %. Se ha analizado el poder predictivo de los modelos a partir de
los indices AUC';, AR y T P. También se calcularon los errores de clasificacién
de tipo I y de tipo II, respectivamente. El andlisis concluye con la ilustracién
de las diferencias en la capacidad discriminante de los modelos a partir de
sus grificos ROC' 'y CAP.

Tabla 2.21. Medidas de validacién de los modelos de puntuacion crediticia

Modelo
de puntuacién Zkg AUC AR TP (%)
ENTIDAD -3.25633 0.612 0.223 66.44

MPOL -3.06187 | 0.688 0.376 60.50

MSEG -3.10485 0.679 0.359 58.98

En la Tabla 2.21 se ofrecen los resultados de las medidas de validacién
obtenidas con los tres modelos de puntuacién. Andlogamente a lo obtenido
con la muestra de entrenamiento, de la Tabla 2.21 se desprende que el modelo
con mayor poder de discriminacién entre créditos buenos y malos es el modelo
MPOL. Este modelo produce los valores mas altos de drea bajo la curva
ROC (AUC = 0.688) e indice de precision (AR = 0.376). Sin embargo, el
valor mds alto de tasa de precisién (T'P = 66.44 %) se obtiene con el modelo
ENTIDAD.
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Tabla 2.22. Poder discriminante de los modelos obtenido con la muestra de validacién

Modelo Riesgo de Coste de
de puntuacién crédito (%) oportunidad (%)
ENTIDAD 48.04 32.94
MPOL 32.84 39.78
MSEG 35.29 41.26

En la Tabla 2.22 se ofrecen los resultados correspondientes a los errores
de clasificacién de tipo I y de tipo IT obtenidos con la muestra de validacién.
Los resultados muestran que el modelo M POL supera al modelo M SEG en
la reduccién de ambos tipos de errores pero pierde capacidad de reducir el
error de tipo Il frente al modelo ENTIDAD. Ademés, el modelo M POL
arroja el menor valor de error de tipo I, por lo que representa la herramienta
de clasificacién de los créditos que minimiza el riesgo de crédito.

Resultado del andlisis de curvas ROC
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Figura 2.26 Resultado de las curvas ROC obtenidas con la muestra de validacién.
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La Figura 2.26 muestra las curvas ROC' obtenidas con las puntuaciones
de los tres modelos considerados. Visualmente, se confirman los resultados
ofrecidos en las Tablas 2.21 y 2.22, en los que parece existir evidencia de una
ligera ganancia en capacidad discriminante ofrecida por el modelo M POL
en relaciéon al modelo M SEG. Por otra parte, ambos modelos presentan un
comportamiento sustancialmente mejor que el del modelo ENTIDAD.

Resultado del andlisis de curvas CAP
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Figura 2.27 Resultado de las curvas CAP obtenidas con la muestra de validacién.

En la Figura 2.27 se representan las curvas C'AP de los tres modelos
de puntuacién obtenidas con la muestra de validacién. Andlogamente a lo
obtenido con las curvas ROC' (Figura 2.26), las curvas C'AP resultantes son
coherentes con los resultados de las medidas de validacién expuestas en las
Tablas 2.21 y 2.22.
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Como consecuencia de los resultados obtenidos con las técnicas de vali-
dacién aplicadas a los datos reales, se concluye que el modelo de puntuacion
M POL supera levemente al modelo M SEG en capacidad discriminante, y
que ambos modelos superaron significativamente la capacidad de reduccion
del riesgo de crédito del modelo ENTIDAD. Como contrapartida, el mode-
lo de la entidad ofrecié los mejores resultados en términos de reduccion del
riesgo por coste de oportunidad asf como los valores mas altos de la tasa de
precision de la clasificacién de los créditos (1'P).

2.4.6. Determinacion de la frontera de concesiéon de la
tarjeta

La estrategia de concesién de una tarjeta de crédito puede caracterizarse
por el valor esperado de su funcién de costes y beneficios. Esta funcién,
denotada por V(z*) = E(U(Z, z*)), depende de la puntuacién del solicitante,
7,y del valor de corte elegido, z*. Para obtener la estrategia de concesién
6ptima de la tarjeta, se requiere determinar los puntos de corte que establecen
las fronteras de decision a partir de las cuales el dictamen de concesién (DC')
es uno de los siguientes: conceder, consultar o denegar.

Los puntos de corte de la estrategia de concesion se obtienen a partir de la
puntuacién estimada por el modelo estadistico. La estrategia de concesién se
describe representando los costes y los beneficios del dictamen de concesion
en una matriz, como se verd mas adelante. El procedimiento para elaborar
la estrategia de concesién se resume a continuacion.

Se denotara por F, el punto de corte, o frontera, del rango de puntua-
ciones (o equivalentemente de la PD) a partir del cual el dictamen es consul-
tar (créditos considerados dudosos por el modelo). Asi, para todo valor de
puntuacién a la izquierda de F el dictamen es conceder. Ademés, se denotard
por F,; al punto de corte o frontera a partir del cual el dictamen es denegar.
La Figura 2.28 ilustra este criterio en funcién de la PD de las tarjetas.

Conceder Consultar Denegar

0 F, Fi 1 (PD)

Figura 2.28 Puntos de corte del dictamen de concesién de la tarjeta de crédito.
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El objetivo es determinar una estrategia 6ptima que permita obtener los
puntos F,. y Fy. Para ello, se construye la funcién de costes, V(z*), donde
la estrategia 6ptima se alcanza en el valor de z* para el cual V(z*) toma
su valor minimo. Ambos valores se obtienen resolviendo ecuaciones analogas
bajo dos escenarios econémicos distintos, como se verd mas adelante.

Tabla 2.23. Matriz de costes y beneficios asociada a la estrategia de concesién

Dictamen Coste debido a los Beneficio debido a los

de concesién créditos morosos créditos no morosos
Denegar si Z > z* 0 —C5
Conceder si Z < z* Ci —CYy

En la Tabla 2.23 se han definido las cantidades C7, Cy y C3. La cantidad
C representa el coste debido a la concesién de la tarjeta a un solicitante
que serd moroso, Cy representa el beneficio obtenido por la concesién de la
tarjeta de crédito a un solicitante que no serd moroso y C5 representa el coste
de oportunidad debido a la no concesién de la tarjeta a un cliente que no
resultard moroso.

Supuestos del modelo

En la literatura es posible encontrar modelos para la funcién de costes
y beneficios en los que se tienen en cuenta tanto el error de tipo I como
el de tipo II, razén por la que incorporan la cantidad C3 en la definicién
de la funcién objetivo V' (z*). Ver, por ejemplo, los trabajos de Koh (1992) y
Darayseh y Waples (2010) hechos en el contexto de la prediccion de la quiebra
corporativa. En esta memoria, en cambio, se ha trabajado bajo supuestos que
permiten definir la funcién de costes, V' (2*), de manera diferente:

H 2.3 El coste debido a la no concesion de la tarjeta a un cliente mal clasi-
ficado como moroso es insignificante, y por tanto, C3 = 0.

Si se tienen en cuenta las pérdidas debidas a la morosidad de las tarjetas
de crédito y los gastos de recobro en los que deben incurrir las entidades
financieras para recuperar el capital adeudado por los clientes morosos, la
cantidad C resultard despreciable con respecto a C (coste asociado al riesgo
de crédito de la tarjeta).
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H 2.4 Las cantidades Cy y Cy son constantes positivas que no dependen de
las covariables del modelo de puntuacion.

En esta memoria se ha tomado como referencia el modelo utilizado por la
entidad colaboradora, donde las cantidades C y C5 fueron constantes dadas.
Sin embargo, es importante comentar que el modelo estudiado puede ser
generalizado permitiendo que ambas cantidades dependan, por ejemplo, de
la puntuacion, Z, o de otras variables.

Al formular la estrategia 6ptima de concesién surge un conjunto de pro-
babilidades que dependen del valor z* fijado para cada dictamen. Dichas
probabilidades pueden representarse en términos de la distribuciéon conjunta
del vector (Z,Y). La distribucién conjunta de (Z,Y") representada en forma
de matriz viene dada en la Tabla 2.24

Tabla 2.24. Matriz de probabilidades de clasificacién

Puntuacién | créditos morosos | créditos no morosos
Z > z* Pll PlO
Z <z P Poo

De la Tabla 2.24 se obtiene que el coste esperado en funcién del punto de
corte, z*, viene dado por:

V(") = E(U(Z,2")) = CiPoi(2") — CyPoo(27),
donde se han definido las siguientes probabilidades:

Poj(2") = P(Z <Y = j) (2.22)

Py(z*) = P(Z >2"Y = ). (2.23)

Reemplazando las funciones Fp;(z*), para j = 0y j = 1, por sus es-
timadores muestrales, F;(z*), se obtiene que la funcién empirica del coste
esperado viene dada por:

~

V(%) = C1 Py (2*) — Co Py (27).. (2.24)
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Por conveniencia, en lo sucesivo se considerard que las n primeras realiza-
ciones del vector aleatorio (Z,Y"), dadas por la muestra (z1,v1) ,- -, (20, Yn)s
corresponden a las solicitudes concedidas y que las m — n realizaciones res-
tantes, (Zu41, Ynt1)s-- -5 (Zm, Ym), corresponden a las solicitudes denegadas.
Asi, los estimadores empiricos de las probabilidades definidas en (2.22) y en
(2.23) vienen dados por:

Pule) = S0 122+ 0B 1<)

i=n—+1

Aue) = o Sut e <)+ B are<),
m =1 i=n+1
donde I 4) es la indicadora del suceso A y los valores de la variable indicadora,
de morosidad, Y, se estiman en los créditos denegados usando la férmula
(2.7), esto es, utlizando las probabilidades de mora proporcionadas por el
modelo ajustado, se obtiene:

e

:m, Z:n+1,,m

Yi=TT (Zz)

Sean C{! y C3! los valores que toman las constantes C; y Cy de la Tabla
2.23 bajo el escenario econémico A, y CP y C2 los valores que toman bajo el
escenario econémico B. Supdngase ademds, que A es un escenario econémico
més favorable para la entidad financiera que el escenario B. Asi, la estrategia
Optima para la concesion de tarjetas se obtiene resolviendo el siguiente par
de ecuaciones:

(a) Bajo el escenario econémico A, calcular:

2y = arg I}leir%&f/A(z*), (2.25)

siendo VA(Z*) = C’f‘f%l(z*) — 054]500(2*).

La solucién de la ecuacién (2.25) se utiliza para decidir si conceder o
consultar la solicitud de la tarjeta tomando como valor de frontera el punto
F,. = 2% (o, en escala de probabilidad, F. = 7 (2%)).

(b) Bajo el escenario econémico B, calcular:

Zp = arg minRVB(z*), (2.26)
z* €
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siendo Vi (2*) = CB By (%) — CB Pyo(2%).
La solucién de la ecuacién (2.26) se utiliza para decidir si consultar o

denegar la solicitud de la tarjeta tomando como valor de frontera el punto
F; = 23 (o, en escala de probabilidad, F; = 7 (23)).

Los resultados obtenidos a partir de los datos proporcionados por la en-
tidad colaboradora se resumen en la siguiente tabla:

Tabla 2.25. Limites de la frontera de concesion ¢ptima para tarjetas de crédito

Frontera F, Fy
Puntuacién Z -3.46087 -2.71139
Escala —
PD 0.0304463 0.062305

La Tabla 2.25 muestra los puntos de corte obtenidos resolviendo las ecua-
ciones (2.25) y (2.26). Los costes utilizados en dichas ecuaciones fueron prede-
terminados por la entidad colaboradora y estdn medidos en escala porcentual:

= CA=13Ty CP =242
» C5' =49y CP =60

Asi, el dictamen de concesién en funcién de la puntuacién Z viene dada
por:

conceder si z < -3.46087
DC(z) = { consultar si -3.46087 < z < -2.71139
denegar si z > -2.71139

0, equivalentemente, en funcién de la PD estimada:

conceder  si PD < 0.0304463
DC <PD> = ¢ consultar si 0.0304463 < PD < 0.062305 (2.27)
denegar si PD > 0.062305

Esta metodologia de célculo del DC' otorga a la entidades financieras una
estrategia Optima para la concesion de las tarjetas de crédito determinada
empiricamente a partir de las soluciones de las ecuaciones (2.25) y (2.26).
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Asi, si el modelo de puntuacién del que se obtienen los valores de Z posee
una capacidad de discriminacién suficientemente alta, el riesgo de conceder
la tarjeta a un cliente propenso a la morosidad serd minimo mientras que el
beneficio que se obtendrd por conceder la tarjeta a un cliente solvente serd
maximo.

2.4.7. Calculo del limite de la tarjeta de crédito

En este apartado se trata el problema del célculo del limite de la tarjeta
de crédito. Este procedimiento se realiza una vez que se conoce el dictamen de
concesion del crédito (férmula (2.27)) y constituye un requisito indispensable
para la formalizacién del contrato comercial entre la entidad financiera y el
solicitante.

Para calcular el limite comercial de la tarjeta, las entidades de crédito
utilizan indicadores de solvencia que se construyen a partir de caracteristicas
propias de los clientes, como sus ingresos y sus gastos mensuales, su grado
de endeudamiento, su patrimonio y su propensién a la morosidad, medida
por su probabilidad de insolvencia (PD), entre otras. También utilizan ca-
racteristicas que afectan a la poblacién en su conjunto, como las condiciones
del mercado de créditos (reflejadas, por ejemplo, en los tipos de interés) y
los fndices macroeconémicos, entre otras fuentes de informacién. Siguiendo
el modelo utilizado por la entidad colaboradora, existen dos clases de indi-
cadores de solvencia que se utilizan para calcular el limite de crédito asignable
a la tarjeta, los que determinan el balance de caja mensual del cliente y los
que determinan sus ingresos mensuales. En este capitulo se exponen dos de
estos indicadores, el factor de balance de caja, denotado por FBC, y el factor
de ingreso mensual, denotado por F'M,

Durante la investigacién que dié lugar a esta memoria, después de conocer
la metodologia empleada por la entidad colaboradora, se pudo verificar que
los indices FBC y FIM se construyen a partir de otros indicadores financieros
que, en algunos casos, requieren necesariamente de la utilizacién de tablas con
datos externos (estadisticas oficiales) y de una serie de cdlculos que harfan
demasiado extenso el presente capitulo, por lo que no serdn tratados aqui.
Por este motivo, a continuacién se exponen sélo las férmulas de cdlculo de
los indices FB¢ y FIM gin profundizar en el estudio de sus componentes.
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El limite de la tarjeta de crédito, denotado por A, se define como:
A = comp®C 4 comp™, (2.28)

donde comp®? es la parte del crédito debida al balance de caja del solicitante
mientras que comp’™ es la parte del crédito debida a sus ingresos mensuales.

(a) Componente de balance de caja La componente de balance de caja,
comp®®, corresponde a la parte del limite de crédito que la entidad financiera
otorga al cliente tomando como base de solvencia exclusivamente su balance
de caja mensual. La comp®® se obtiene a partir del coeficiente de balance de
caja, BC, del indice FP¢, de la PD estimada (PD) y del punto de corte Fy
obtenido de la ecuacién (2.26). Por otro lado, el indice F'2¢ se obtiene por
medio de una recta de interpolacién lineal entre dos valores predeterminados
por la entidad: el coeficiente BC' minimo (BC,,;, > 0) y el coeficiente BC
maximo (BC,.,; > 0). Si el dictamen es conceder o consultar, el valor del
tndice FB¢ viene dado por la férmula:

PD

FBC (151\)) — BC,,, — =
Fq

(BCmaz - Bszn) .

Llamando IM al coeficiente de ingresos mensuales, GM al coeficiente
de gastos mensuales y F'M al factor monetario correspondiente al lugar de
residencia del cliente?, la cantidad comp®® del limite de crédito \ viene dada
por:

compP® = FBC (]31\)) mod?¢,

donde mod®® = g,(IM,GM, F M), siendo g;, por ejemplo, una funcién lineal
segmentada segin el F'M.

1El factor monetario, FM, es un coeficiente numérico construido a partir de estadisticas
oficiales del ingreso per cdpita por provincia y comunidad auténoma. Se utiliza para estimar
el poder adquisitivo de los clientes segun la localidad en la que residen.
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(b) Componente de ingreso mensual La componente de ingreso men-
sual, comp’ corresponde a la parte del limite de crédito que la entidad
financiera otorga al cliente tomando como base de solvencia exclusivamente
sus ingresos mensuales. Para obtener la comp™ se requiere conocer el coe-
ficiente 1M, el valor del indice F'™ | el valor de la PD y el punto de corte
F;. El valor del indice F' se obtiene de forma andloga al indice F2¢, es
decir, por medio de una recta de interpolacién lineal entre dos valores prede-
terminados por la entidad financiera: el coeficiente I M minimo (I M,,;,,) y el
coeficiente I M méximo (I M,,.,). Si el dictamen de concesién es conceder o
consultar, el valor del indice F'M viene dado por la férmula:

PD

7/ —[Mmaz - IMmzn .
= )

FIM (1’31\)) — [ My —

Asi, la cantidad comp™ del limite de crédito A viene dada por:
comp™ = ™M <]/31\)> mod™

donde mod™ = g,(IM,GM), siendo g,, por ejemplo, una funcién de inter-
polacién lineal o cuadratica.

(c) Limite comercial de la tarjeta Una vez aprobada la tarjeta de crédi-
to, la entidad debe determinar el limite de crédito que asignara al contrato
comercial con el cliente. Por cémo estd definido el limite de crédito A (ver
férmula (2.28)), éste puede tomar valores que superan el méximo recomenda-
do para este tipo de operaciones provocando un aumento indebido del riesgo
de exposicion asociado a la concesion del crédito. Por este motivo, la enti-
dad colaboradora utiliza un mecanismo que le permite mitigar dicho riesgo
acotando el limite de crédito por el que finalmente se formalizard el contrato
comercial con el cliente. El mecanismo consiste en definir una funcién que
permita modular o acotar la asignacién de crédito que contratara el cliente
tomando como argumento el valor de A, lo que se conoce con el nombre de
limite comercial de la tarjeta crédito, denotado por LCT. Tomando como
ejemplo a la entidad colaboradora, el LCT = LCT(A) y se define como una
funcién positiva, continua y creciente en \, acotada inferior y superiormente
por dos valores predefinidos por la entidad: el limite comercial minimo, m..,
y el limite comercial méximo, M..
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Un ejemplo de la funcién LCT(N) es el que se define a continuacion.
Dados los valores de m, = 1000€ y M, = 20000€ con saltos de 250€, se
define el limite comercial de la tarjeta como:

0 si A<1000
LCT(A){ 10004250 [255%] si 1000 < A < 20000 (2.29)
20 000 si A > 20000

donde [z] es la funcién parte entera de z.

De la férmula (2.29) se obtiene que el limite comercial de una tarjeta
crédito ird desde los 1000€ hasta los 20000€ como méximo, aumentando en

250€ cada vez que el cociente % alcanza o supera un niimero entero.

2.5. Calculo de la tasa de mora a partir de la
puntuacion crediticia

Uno de los principales problemas asociados a la concesién de tarjetas de
crédito es poder determinar de manera anticipada la tasa de mora esperada
de la cartera. La tasa de mora, T'M, se define como la proporcién de créditos
morosos en una cartera de tamano n observada en un periodo de tiempo
determinado y es el principal pardmetro a tener en cuenta en el andlisis de
la solvencia de la misma, por lo que es fundamental contar con mecanismos
que permitan obtener estimaciones precisas de esta cantidad. La técnica que
se propone a continuacién permite estimar la T'M a partir de la media de
las probabilidades condicionales de mora (PD) asociadas a las tarjetas de
crédito.

A continuacién, se exponen dos mecanismos de estimacién de la T'M de la
cartera a partir de las puntuaciones obtenidas con los modelos ENTIDAD,
MSEG y MPOL. El primero corresponde al modelo de probabilidad condi-
cional definido en (2.3), vélido bajo la hipétesis de un modelo logistico (H2.2).
Alternativamente, se utilizan dos estimadores tipo nicleo de la regresién para
obtener estimaciones no paramétricas de las curvas de PD, el estimador local
constante o de Nadaraya-Watson (Nadaraya (1964) y Watson (1964)) y el
estimador local lineal (Fan (1992, 1993), Hastie y Loader (1993)). Los resul-
tados obtenidos son comparados en términos de la suavidad de las curvas de
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PD estimadas, del valor estimado de la T'M de la cartera y de las medidas
de validacién expuestas anteriomente (Seccién 2.4.4). Algunos trabajos en
los que se estudian modelos de regresién no paramétrica con variable depen-
diente binaria son, entre otros, los debidos a Chu y Cheng (1995), Aragaki
y Altman (1997), Signorini (1998), Altman y McGibbon (1998), Signorini y
Jones (2004), Frolich (2006), Hazelton (2007) y Okumura (2011).

Hasta ahora, se han utilizado técnicas de estimacién no paramétrica de
curvas como una herramienta de apoyo visual en el andlisis exploratorio de
los datos, sin embargo, la utilizaciéon de este tipo de técnicas cobrard mas
relevancia a partir del Capitulo 3, donde se utilizan técnicas de andlisis de
supervivencia para el estudio de la morosidad con datos censurados siguiendo
las ideas presentadas en la Seccién 1.2.2, y donde el estudio del suavizado no
paramétrico de las curvas de PD con estimadores tipo niicleo se convierte en
la parte central de la investigacion llevada a cabo en esta memoria.

2.5.1. Tasa de mora esperada de la cartera

De acuerdo con el modelo de puntuacién crediticia definido en la Seccién
2.2.1, las variables indicadoras de morosidad, Y;, son condicionalmente in-
dependientes dada la puntuacién crediticia Z; = ¢ (X;) (H2.1). Se denota
por M, = Z?Zl Y; la variable nimero de créditos morosos en una cartera

de tamano n y las variables Y;|Z; < Bernoulli(m;), donde el pardmetro
m; =7 (2) = E(Yi|Z; = z;) = PD (z;) corresponde a la probabilidad condi-
cional de mora del crédito i-ésimo dada la puntuacién Z; = z;, para todo i,
con 1 < ¢ < n. Entonces, la tasa de mora esperada de la cartera, TM, se
define como:

™ - lE(Mn)

= —ZE (YiZ))
= —ZE Z)|Z; = %)

= - Z PD (%), (2.30)
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donde, por simplicidad de notacién, se ha omitido expresar z; como funcién
del vector x;, cuya relacién se define en la férmula (2.1) de la Seccién 2.2.1.

Aunque el estudio de la variable aleatoria M, va més alld del alcance
de este capitulo, es conocido que su tratamiento es de gran importancia en
modelos de riesgo de crédito en los que interesa conocer la distribucién exacta
del niumero de créditos morosos en una cartera (Duffie et al. (2007), Hong
(2012)) y su relacién con la distribucién de la pérdida dada la mora (LG D),
uno de los pardmetros fundamentales del riesgo de crédito (ver Seccién 1.1.3).

En este capitulo, la T'M se utiliza como medida de validacién del modelo
de puntuacién crediticia, siendo complementaria a las medidas de validacién
estadistica expuestas en la Seccién 2.4.4.

La obtencién de la T'M a partir de las PD condicionadas asociadas a las
tarjetas de crédito tiene su justificacién en el siguiente planteamiento.

Supdngase que las variables Y, indicadora de morosidad, y Z = Z (X)) =
1 (X'), puntuacion crediticia o scoring, estdn relacionadas de forma que:

Y =m(Z)+e,

donde m(z) = E(Y|Z = z) = PD (z) es una funcién de regresién descono-
cida y la variable ¢ es el término residual del modelo. Supéngase ademéds que
m y € verifican que:

H 2.5 La funcionm (-) es continua y posee p+1 derivadas continuas definidas
en todo el soporte de Z para algiun entero p > 1.

H 2.6 El término residual € es independiente de la covariable Z y verifica
las propiedades:

i)E(|Z=2)=F()=0
it) B (e*|Z = 2) =02 (2) < 00.

Entonces, dada la muestra (z1,91),..., (2, yn) de n realizaciones inde-
pendientes del vector (Z,Y"), la funcién m (-) puede estimarse a partir de los
datos utilizando los mecanismos que se describen a a continuacién.
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Estimacién de la T'M via modelo logit

Bajo la hipétesis de un modelo logistico (H2.2), dada la puntuacién credi-
ticia z;, la probabilidad de mora condicional asociada al crédito i-ésimo viene
dada por:
1+esi 14 e’
donde ; = (1,xi1,...,25p1) E RPy B = (50, ...,6;071)/ € RP? para todo 1,
con 1 <71 <n.

Fl\)logit (Zz) = mlogit(zi) = (231>

Asi, a partir de la féormula (2.31) se define el estimador logit de la T M
como:

— 1~
TMlogit - E ; Miogit (Zz) . (232>

Estimacién de la T'M con técnicas de regresion locales

Alternativamente a la obtencién de la TM a partir de la férmula (2.32),
se considera la estimacién de la funcién de regresién m(-) con técnicas de
suavizado no paramétrico tipo nicleo. Para ello se utiliza una de las téc-
nicas mds estudiadas en regresién no paramétrica de curvas, la estimacion
polindmica local (Fan y Gijbels (1996)). La idea de la estimacién local de la
regresion es la siguiente. De acuerdo con H2.5, m(-) posee p + 1 derivadas
continuas en el soporte de Z, en este caso, todo el conjunto R. Entonces,
para z; en una vecindad del punto z, el desarrollo de Taylor de orden p de
m(z;) viene dado por

1
m(z) =~ m(z) +m'(2)(z —2) + ...+ Hm(p)(z)(zi —2)P,
para todo i, con 1 < i < n. Denotando por B = (by, ..., b,)" € RP*! el vector
de coeficientes de la regresién local cuyo término b; = b;(z) = Tl!m(j)(z), y
donde mU)(z) es la derivada j-ésima de la funcién m(-), entonces, el estimador
polinémico local de m(z), para z € R, se obtiene resolviendo el siguiente
problema de minimos cuadrados locales

n

Qpn (B) = min (yi - Zp bj(z — z)7>2 K (Zi }; Z) : (2.33)

BcRp+1 4 T j=0
1=
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donde K (-) es una funcién de densidad de probabilidad simétrica y acota-
da que recibe el nombre de funcién nicleo y h = h(n) es el pardmetro de
suavizado encargado de regular el ancho de la vecindad donde se calcula la
estimacion no paramétrica local, y por tanto, el grado de suavizamiento de
esta.

Estimador local constante o de Nadaraya- Watson Cuando se ajusta
un polinomio local de grado p = 0, es decir, una constante local, el problema
de minimos cuadrados locales definido en la ecuacién (2.33) se reduce a:

n

. Zi — 2
QO,h (bo) = min (yz — b0)2 K ( ) , R S ]R,

boER 4 h
=1

cuya solucién by = mon(z) = PD ~w (2) viene dada por

n

. K (2 — 2)y;
mO,h(z> = n )
; Zj:l Kn(z; — 2)

= Z win (2) yi, (2.34)

—1
donde los términos wyy, (2) = Kp(z;—2) <2J Kz — = ) ,conl <i<n,

son los pesos no paramétricos de la regresion local y Kj(u) = (1/h) K(u/h)

es la funcién nicleo reescalada por h.

Asi, a partir de la férmula (2.34), se define el estimador local constante o
de Nadaraya-Watson (NW') de la T'M como:

_ 1 e
TMyw = - Z 1Mo, (2i) - (2.35)

=1

Estimador por regresion local lineal Si el polinomio local ajustado es
de grado p = 1, es decir, una recta local, el problema de minimos cuadrados
locales definido en la ecuacién (2.33) toma la forma:

n

Q1,1 (bo, b1) = Z (yi — bo — b1 (2 — 2))° K <Zi }; Z) 2 € R. (2.36)

i=1
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Resolviendo el problema (2.36), se obtiene como solucién by = 7y 5 (2) =
PDgpr(z), cuya férmula viene dada por

n
ml,h(z) _ Zzznl Win (Z) Yi ’
> ici win (2)
donde los términos wjp, (2) = Kp(2 — 2) (Sn2 — (2 — 2)sp,1) son los pesos no
paramétricos de la regresion local lineal y los términos, s, ;, vienen dados por

(2.37)

Sn.j = Z(Zi —2) Ku(z — 2), z € R,
i=1
con j=1,2.

Asi, a partir de la férmula (2.37), se define el estimador de la TM por
regresion local lineal como:

_— 1 e— .
TMpgrr = - Z; M (2i) - (2.38)

Las técnicas utilizadas para determinar el pardmetro h en (2.34) y en
(2.37) se describen en el apartado siguiente.

2.5.2. Resultados obtenidos con la muestra de vali-
dacion

En este apartado se presentan los resultados de las estimaciones no para-
mé-tricas de las curvas de probabilidad de mora, PD(z) = m(z), obtenidas
con los tres estimadores descritos en el apartado anterior, Mmyog;t, 10,5 ¥ 1011
Los datos utilizados corresponden a la muestra de validacién utilizada con
anterioridad en la Seccién 2.4.5. La muestra la componen n; = 204 tarjetas
de crédito morosas y ng = 4796 tarjetas no morosas, lo que equivale a una
cartera de n = 5000 créditos con una tasa de morosidad observada de un
4.08 %. Las puntuaciones crediticias obtenidas con los modelos estudiados en
este capitulo son utilizados como covariables en los modelos de regresién ajus-
tados. Ademads, por tratarse de un estudio de validacién, las estimaciones no
paramétricas se calculan utilizando los datos de la muestra de entrenamiento,
es decir, con n = 20000 créditos, mientras que los valores del pardametro de
suavizado, h, fueron calculados con la muestra de validacién, es decir con
n = 5000 créditos.
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Curvas de PD estimadas con métodos de regresion local

Los resultados que se exponen a continuacién se obtuvieron empleando
diferentes valores del pardmetro de suavizado, h, calculados con distintos
métodos de seleccién. La eleccién del pardametro de suavizado, h, es crucial
en el resultado final de la estimacién no paramétrica debido a que este se
encarga de controlar el grado de suavizamiento de la curva estimada. Si el
valor de h es demasiado grande, se obtiene como resultado un aumento del
sesgo de la estimacién, provocando un efecto de exceso de suavizamiento
(sobresuavizado) de la curva resultante. Por el contrario, si el valor de h es
demasiado pequeno, se obtiene como resultado un aumento no deseado de la
variabilidad de la estimacion, lo que se traduce en una curva infrasuavisada
(poco suave). El estudio de este problema ha motivado que la busqueda
de técnicas de selecciéon automética del pardmetro de suavizado éptimo se
mantenga vigente desde los anos 80 del siglo XX hasta nuestros dfas.

Aunque existe abundante literatura dedicada a los métodos de seleccién
de la ventana de suavizado, h, se verifica que la mayorfa de las técnicas
existentes pueden agruparse en tres grandes bloques: los métodos de vali-
dacién cruzada, los métodos basados en sustitucion directa o plug-in y los
métodos basados en remuestreo o bootstrap. En esta seccién se utilizan cua-
tro selectores autométicos del pardmetro h. El primer selector automético
corresponde a la regla del pulgar o rule-of-thumb (rot) de Fan y Gijbels
(1996), implementado en la funcién thumbBuw de la libreria locpol de R (Oje-
da Cabrera (2012)). El segundo selector corresponde al método de validacién
cruzada leave-one-out (loo-cv) de Hérdle y Marron (1985). El tercer selector
es el método de validacién cruzada basado en el criterio de informacion de
Akaike correjido (AICc-cv) de Hurvich et al. (1998), implementado en la
funcién npregbw de la libreria np de R (Hayfield y Racine (2008)). Final-
mente, el cuarto selector automatico corresponde al método plug-in directo
(dpt) de Ruppert et al. (1995), implementado en la funcién dpill de la libreria
KernSmooth de R (Wand y Ripley (2008)).

Estimador de la curva de PD de Nadaraya- Watson (NW)

En las figuras siguientes se muestran las estimaciones no paramétricas
de las curvas de PD de las tarjetas de crédito obtenidas con el estimador
de Nadaraya-Watson, 1o (z). Las curvas allf representadas se obtienen con
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distintos valores de h para cada uno de los modelos de puntuacién estudiados.
Los valores del pardametro de suavizado, h, obtenidos para los tres modelos
de puntuaciones se muestran en la Tabla 2.26.

Tabla 2.26. Selectores del pardametro de suavizado del estimador de NW de la PD

Selector de h | ENTIDAD | MSEG | MPOL
rot 0.1623 0.0959 | 0.0962
loo-cv 0.4925 0.3960 | 0.4826
AlICc-cv 0.4116 0.3082 | 0.3652
dpi 0.5437 0.4930 | 0.2645
-
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Figura 2.29 Curvas de PD gn7rpap obtenidas con el estimador de Nadaraya- Watson.
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La Figura 2.29 muestra las estimaciones de la curva de PD obtenidas
con los valores de h ofrecidos en la Tabla 2.26 para las puntuaciones del
modelo ENTIDAD. Se observa que las curvas obtenidas con los valores de
h calculados con los selectores autométicos hjecy = 0.4925 (trazo de color
10j0), harce-cv = 0.4116 (trazo de color azul) y hgy = 0.5437 (trazo de color
verde), exhiben un buen nivel de suavizamiento y de ajuste en los extremos.
En cambio, al utilizar la ventana h,,, = 0.1623 (linea de color negro), se
obtienen estimaciones demasiado variables dando como resultado una curva
infrasuavizada y con problemas de falta de ajuste en los extremos del rango
de estimacién. En base a estos resultados, es posible concluir que los valores
adecuados que puede tomar la ventana de suavizado del modelo ENTIDAD,
denotada por h%yripap, S€ encuentran en el rango 0.40 < h < 0.55.

o .
S — Mon.(2) i
A
= ml'ogif(z)

0.04 0.08 0.08
| | |

Probabilidad de mora

0.02
|

Puntuacién crediticia ENTIDAD

Figura 2.30 Curvas estimadas de PD gyrrpap. Estimador de NW vs. estimador logit.
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En la Figura 2.30, se representan las curvas de PD para el modelo

ENTIDAD obtenidas con los estimadores 7o y 1 0 , donde la
YWENTIDAD

ventana seleccionada es hGyrmpap = Nioocw = 0.4925. Se observa que las
diferencias entre ambas estimaciones es muy notable, donde la curva obteni-
da con el estimador no paramétrico, mg,,, ., , deja de poder calcularse cuando
los puntos de evaluacién alcanzan el maximo muestral de las puntuaciones,
en torno al punto z = —0.062. Este problema es consecuencia del conocido
efecto frontera (en inglés boundary bias), el cual se sabe, por la literatura,
que afecta a estimadores tipo micleo como el de NW. Ver, por ejemplo, el
estudio de este problema en los trabajos de Chu y Marron (1991) y de Fan y
Gijbels (1996, pdgs. 17-18), entre otros. En el extremo inferior, en cambio, se
ve que la curva decrece a cero més suavemente y es précticamente cero para
valores de puntuacién z < —10.
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Figura 2.31 Curvas de PD j;gpg obtenidas con el estimador de Nadaraya- Watson.
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En la Figura 2.31 se muestran las estimaciones de la curva de P D obtenidas
con las puntuaciones del modelo MSEG. Alli se observa que las curvas
obtenidas con las ventanas hajcec, = 0.3082 (trazo de color azul), hjppc =
0.396 (trazo de color rojo) y hap = 0.4930 (trazo de color verde) exhiben
un buen grado de suavizamiento aunque muestran signos de verse afectadas
por el efecto frontera en puntos cercanos al mdaximo muestral de las puntua-
ciones. Sin embargo, cuando la curva no paramétrica 1y, (2) es calculada
utilizando la ventana h,.., = 0.0959 (trazo de color negro), el nivel de suaviza-
miento obtenido empeora considerablemente y el efecto frontera se vuelve
mds acusado en los extremos del rango de estimacién, tal y como se aprecia
en el trazado de la curva de color negro. Como consecuencia, se obtiene que
los valores adecuados que puede tomar la ventana de suavizado del modelo
MSEG, denotada por h,sp, se encuentran en el rango 0.30 < h < 0.5.
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Figura 2.32 Curvas estimadas de PD ysgq. Estimador de NW vs. estimador logit.
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En la Figura 2.32 se comparan las curvas de PD obtenidas con los es-
. . . . 0 _
timadores Myqgir ¥ MR s donde la ventana seleccionada es hjqpn =
hapi = 0.493. Allf se observa que, a partir de la interseccién entre ambas
curvas (aproximadamente en el punto zy = —3), se obtiene que g p,,, (2) <
Miogit (2) para todo z > zp. También se observa que el efecto frontera es
mds acusado en zonas proximas al extremo superior del rango muestral, lo
que impide que la curva g, .. (2) pueda calcularse méds alld del maximo
muestral de la puntuacion MSEG.
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Figura 2.33 Curvas de PD y;por, obtenidas con el estimador de Nadaraya- Watson.

En la Figura 2.33 se muestran las estimaciones de la curva de PD obtenidas
con las puntuaciones del modelo M POL. En ella se observan curvas con un
buen grado de suavizamiento obtenidas con las ventanas hj, o, = 0.4826 (tra-
zo de color r0jo), harceco = 0.3652 (trazo de color azul) y gy = 0.2645 (trazo
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de color verde). Ademas, se observa que al utilizar la ventana h,.,, = 0.0962, se
obtiene una curva con alta variabilidad y con falta de ajuste en los extremos,
tal y como se aprecia en la curva dibujada con trazo de color negro. Como
consecuencia, se obtiene que los valores adecuados que puede tomar la ven-
tana de suavizado del modelo M POL, denotada como hY,p.;, se encuentran
en el rango 0.26 < h < 0.50.
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Figura 2.34 Curvas estimadas de PD ypor,. Estimador de NW vs. estimador logit.

En la Figura 2.34 se comparan las curvas de PD obtenidas con los esti-
madores 1,git ¥ moyh% o’ donde la ventana seleccionada es h(])\/jpo . = Nioo-cv =
0.4826. Se observa que el efecto frontera afecta a la estimacién con las pun-
tuaciones M POL de forma similar a lo que sucede con las puntuaciones del
modelo M SEG, es decir, que la curva myy,,, ., () decrece a cero en zonas
en que la puntuacién esta proxima a los extremos muestrales.



Andrés Eduardo Devia Rivera 127

Estimador de la curva de PD via regresién local lineal (RLL)

A continuacién, en las figuras siguientes, se muestran los resutados de las
estimaciones no paramétricas de las curvas de PD obtenidas con el estimador
de la regresion local lineal (RLL), 1y ,(z). Los valores de las ventanas de
suavizado del estimador 7721 ,(2) obtenidos para los modelos de puntuaciones
estudiados se muestran a continuacién, en la Tabla 2.27.

Tabla 2.27. Selectores del pardmetro de suavizado del estimador de RLL de la PD

| Selector de h | ENTIDAD | MSEG | MPOL |

rot 0.4595 0.3505 | 0.2645
loo-cv 0.3750 1.1596 | 0.8132
AlCc-cv 1.5300 0.6657 | 0.7860
dpi 0.6279 0.3909 | 0.2858
— h.=04595
o == e o= B35
; o7 hacee=153 &
=== Ngi=0
% §_ ;BRLL(Z):’?IL,&(Z)
& 3

Puntuacidn crediticia ENTIDAD

Figura 2.35 Curvas de PD gn7rpap obtenidas con el estimador de RLL.
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En la Figura 2.35 se muestran las estimaciones de la curva de P D obtenidas
con los valores de h determinados para las puntuaciones del modelo ENTI-
DAD. Allf se observa que la curva obtenida con la ventana hgy, = 0.6279
(trazo de color verde) ofrece un buen grado de suavizamiento. También se ob-
serva que las curvas calculadas con las ventanas h,.; = 0.4595 v Nypo-cy = 0.375
(trazos de color negro y rojo, respectivamente) muestran un grado de suaviza-
miento aceptable, aunque también se observa la presencia del efecto frontera
en los extremos del rango de la estimacién. Por 1iltimo, la curva calculada con
la ventana harc. = 1.53 (trazo de color azul) ofrece una curva sobresuaviza-
da, y por tanto, poco adecuada para estimar la curva de PDgyrrpap. En
consecuencia, los valores adecuados que puede tomar la ventana de suavizado
del modelo ENTIDAD, denotada por hhyrpap, Se encuentran en el rango
0.46 < h < 0.63.
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Figura 2.36 Curvas estimadas de PD gyripap. Estimador de RLL vs. estimador logit.
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En la Figura 2.36, se representan las curvas de probabilidad de mora para
el modelo ENTIDAD obtenidas con los estimadores 7o: ¥ mm}; riDAD
donde la ventana seleccionada es hlyripap = hapi = 0.6279. Se observa que
el resultado obtenido con el estimador de RLL no difiere sustancialmente
de lo obtenido con el estimador de NW (ver Figura 2.30). Visualmente,
ambas curvas ofrecen un grado de suavizamiento similar, aunque el estimador
7 R requiere de un ancho de ventana mayor para conseguirlo. Ademsés,

ml’hlENTIDA L, . L.
cuando la curva es evaluada en puntos préximos al minimo muestral, en torno

a z = —8.517, esta decrece a cero mds abruptamente que la curva andloga
calculada con el estimador de NW, es decir, con la curva mg ;o (2).
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Figura 2.37 Curvas de PD p;sgq obtenidas con el estimador de RLL.

La Figura 2.37 muestra las estimaciones de la curva de PD obtenidas
con las puntuaciones del modelo M SEG. Se observa que las estimaciones
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obtenidas con tres de las cuatro ventanas de suavizado calculadas, h,,; =
0.3505 (linea de color negro), hgy = 0.3909 (trazo de color verde) y harceco =
0.6657 (trazo de color azul), muestran un buen grado de suavizamiento de
las curvas de PD, alcanzando niveles de PD cada vez menores a medida que
crece el ancho de la ventana de suavizado. Sin embargo, la curva obtenida
con la ventana hjpe.co = 1.1596 presenta un exceso de suavizado, lo que lle-
va a pensar que mip, . (z) no es un estimador adecuado de la curva de
PDysea-

Por otra parte, se observa que las curvas obtenidas con el estimador de
RLL no parecen dar muestras del efecto frontera, como si ocurre con el
estimador de NW de la PDy;sgq. Como consecuencia, los valores adecuados
que puede tomar la ventana de suavizado del modelo M SEG, denotada como
hYsspa, se encuentran en el rango 0.35 < h < 0.67.
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Figura 2.38 Curvas estimadas de PD y;sp¢. Estimador de RLL vs. estimador [ogit.
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En la Figura 2.38 se comparan las curvas de PD obtenidas con los

. . . . 1 _
estimadores 7ogit ¥ Mgt s donde la ventana selecmonadja es h MSEG =
harcee, = 0.6657. Alli se observa que ambas curvas son préacticamente coin-
cidentes, es decir, que el estimador RLL coincide con el estimador logit de la
PD. También se observa que el estimador 1 4,,, ., practicamente no sufre el
efecto frontera, como se aprecia en la curva dibujada en color negro. Por tan-
to, ambos estimadores, 171 5, ., ¥ Mogit, Ofrecen resultados comparables en
términos de suavidad de las curvas y de capacidad predictiva en los extremos
del rango muestral, lo que mejora sustancialmente los resultados obtenidos
hasta ahora con ambos estimadores no paramétricos, RLL y NW.
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Figura 2.39 Curvas de PD yspor, obtenidas con el estimador de RLL.

En la Figura 2.39 se muestran las estimaciones no paramétricas de la curva
de PD para el modelo M PO L. Alli se observa que las curvas obtenidas con las
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ventanas hyo = 0.2645 y hgp = 0.2858 presentan un marcado efecto frontera
en torno al maximo muestral, provocando que las curvas de PD decrezcan
hasta cero de manera abrupta, tal y como se aprecia en las curvas dibujadas
con trazos de color negro y verde, respectivamente. En cambio, cuando el
estimador My, (2) es calculado utilizando las ventanas hjyec, = 0.8132 (tra-
zo de color 10jo) ¥ harceey = 0.786 (trazos de color azul) los resultados
obtenidos son mucho més satisfactorios, logrando un buen grado de suaviza-
miento y ausencia del efecto frontera en ambas curvas. Como consecuencia,
se obtiene que los valores adecuados que puede tomar la ventana de suaviza-
do del modelo M POL, denotada como h},por, se encuentran en el rango
0.78 < h < 0.82.
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Figura 2.40 Curvas estimadas de PD y;por,. Estimador de RLL vs. estimador logit.

En la Figura 2.40 se comparan las curvas de probabilidad de mora obteni-
das con los estimadores Myogit Y 174 1 donde la ventana éptima selecciona-
9 Lhypor?
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da es hipor = Mivo-cw = 0.8132. Allf se observa que ambas curvas son cre-
cientes de forma mondétona y que arrojan probabilidades de mora muy simila-
res para valores de z < —2.56. A partir de la interseccién entre ambas curvas,
aproximadamente en zy = —2.56, se verifica que Myqgit (2) > 101 p,,, ., (2) para
2z > zp. Ademds, se observa que, aproximadamente para valores de z < —7, la
curva no paramétrica decrece hasta cero mucho antes de alcanzar el minimo
muestral, que se encuentra en el punto z = —10.636.

A continuacién, en las figuras siguientes se comparan las curvas de PD
obtenidas con los tres estimadores estudiados en esta seccion, 141, mo,hg y
mlvhi , donde hY y hi son ventanas adecuadas para los estimadores de NW

y de RLL, respectivamente, y donde k£ denota uno de los tres modelos de
puntuaciones posibles, ENTIDAD, MSEG y M POL.
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Figura 2.41 Curvas estimadas de PD gyripap. Estimadores de NW, RLL y logit.
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En la Figura 2.41 se representan las curvas de PD para el modelo de pun-
tuacion ENTIDAD obtenidas con los estimadores Mo R0 5 Myt Y Miggits

loo-cv dpi
donde la ventana seleccionada para el estimador de NW es h?owvl = 0.4925
(trazo de color negro) y la ventana seleccionada para el estimador de RLL es
h}lm- = 0.6279 (trazo de color azul). Los resultados muestran que ambas cur-
vas no paramétricas ofrecen grados de ajuste y de suavizamiento similares,
aunque el estimador de NW ofrece mejores resultados en zonas préximas
al minimo muestral, tal y como se aprecia en la parte inferior izquierda del
trazado de las curvas (en el rango —10 < z < —8). Como resultado, se ob-
tiene que es preferible utilizar el estimador de NW para calcular la PD con
puntuaciones préximas al minimo muestral mientras que para el resto de
puntuaciones (por ejemplo, para z > —8), ambos estimadores ofrecen similar

calidad del ajuste no paramétrico de la curva de PDgn1rpaD-
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Figura 2.42 Curvas estimadas de PD yspq. Estimadores de NW, RLL y logit.
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En la Figura 2.42 se representan las curvas de PD para el modelo de pun-
tuaciones M.SEG obtenidas con los estimadores 790 1y 2 Y Miogit
7"loo-cv ? “loo-cv

donde la ventana seleccionada para el estimador de NW es hy, . = 0.3484
(trazo de color negro) y la ventana seleccionada para el estimador de RLL es
hloy e = 0.3615 (trazo de color azul). Los resultados muestran que ambos esti-
madores no paramétricos producen curvas con buen grado de suavizamiento,
aunque el estimador de NW parece verse mas afectado por el efecto fron-
tera. Esto hace preferible al estimador de RLL para el ajuste de las curvas de
PDysspc en zonas proximas al maximo muestral (para z > —1.28). Ademés,
como se vio antes (Figura 2.38), las probabilidades de mora obtenidas con el
estimador de RLL practicamente coinciden con las obtenidas con el modelo

logit (linea de color rojo).
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Figura 2.43 Curvas estimadas de PD y/por,. Estimadores de NW |, RLL y logit.
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En la Figura 2.43 se representan las curvas de PD calculadas con las

puntuaciones M POL, obtenidas con los estimadores m()’h? o mLh} Yy
Miogit, donde la ventana escogida para el estimador de NW es h?oo_w = (0.4826
y la ventana escogida para el estimador de RLL es hj,, . = 0.8132. Se

observa que los resultados obtenidos con ambos estimadores, NW y RLL,
son similares a los obtenidos con las puntuaciones MSEG. Aunque ambas
curvas son suaves, el estimador de la RLL es preferible al de NW ya que
no parece verse afectado por el efecto frontera. También se ve mejor ajuste
del estimador RLL en puntos cercanos al maximo muestral. Sin embargo, a
diferencia de lo obtenido para las puntuaciones M SEG, la curva de PDy;por,
estimada por RLL no coincide con la curva obtenida con el estimador logit,
aunque ambas son relativamente cercanas.

Validacién de los estimadores de la PD a partir de la T M

Hasta ahora, se ha visto un anélisis descriptivo de las curvas de PD
obtenidas con los tres estimadores estudiados, logit, NW y RLL (ver Figuras
2.29 a la 2.43). El estudio de los estimadores tipo nicleo, NW y RLL, se ha
centrado especialmente en el grado de suavizamiento de las curvas de PD
estimadas, obtenido con distintos selectores del pardmetro de suavizado, h,
y su comparaciéon con la curva de PD obtenida con el estimador logit.

Para complementar la parte descriptiva, se ha realizado un estudio de
validacién de los tres estimadores con el fin de evaluar el poder predictivo
de los mismos. El estudio de validacién estd compuesto por cuatro medidas
empiricas. La tasa de mora estimada, T'M, que ofrece una medida global del
poder de clasificacién del estimador de la PD, los errores de clasificacién de
tipo Iy de tipo II (err I y err II), y la tasa de precisién (T'P), estos dos
dltimos utilizados previamente en la Seccién 2.4.4.

El mecanismo de validacién es el siguiente. Se tomaron 100 submuestras
aleatorias con reemplazamiento, de tres tamanos distintos, de la muestra
original de validacién (n = 5000). Los tamanos de submuestra utilizados
son: m = 300,500 y 1000. Para cada submuestra se calcularon las cuatro
medidas de validacién mencionadas, tomando como resultado la media de
los 100 valores calculados. Para obtener las estimaciones no paramétricas
de las curvas de PD se emplearon los mismos valores de h utilizados en las
Figuras 2.41 a la 2.43. Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 2.28.
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De los valores contenidos en la Tabla 2.28 se extraen tres resultados prin-
cipales. En primer lugar, se observa que la tasa de mora media (T'M) varia
entre 3.912% y 4.26 %, rango que contiene el valor 4.08 % de tasa de mo-
rosidad observada en la muestra de validacién. También se observa que para
tamanos de submuestra pequenos (m = 300 y m = 500), el estimador logit
arroja los valores de TM més ajustados a la T'M de la muestra de validacién
(n = 5000). Con estos tamanios de submuestra, también se obtienen buenos
resultados utilizando el estimador de RLL. Sin embargo, cuando se toman
submuestras de tamano m = 1000, el mejor resultado se obtiene utilizando
el estimador de RLL. En este sentido, se deduce que a medida que aumenta
el tamano muestral, el estimador de RLL tiende a minimizar la distancia
en valor absoluto entre la 7'M observada (muestra de validacién) y la T'M

estimada con el modelo, ™ , utilizando como covariables las puntuaciones
obtenidas con los modelos ENTIDAD y MPOL.

Con respecto a los errores de clasificacién, se observa que, independien-
temente del tamano de submuestra utilizado, el estimador de NW siempre
logra minimizar el error de tipo I (representativo del riesgo de crédito) cuan-
do se utiliza como covariable del modelo de regresién la puntuacion crediticia
MSEG. En cambio, con respecto el error de clasificacién de tipo II (repre-
sentativo del riesgo asociado al coste de oportunidad), se observa que los
mejores resultados (errores minimos) se logran con el estimador logit uti-
lizando como covariable la puntuacién crediticia ENTIDAD. El resultado
es el mismo cuando se observan los valores de la tasa media de precisién, T'P.
Asi, independientemente del tamano de muestra, el modelo logit de la PD
logra minimizar el error de clasificacién de tipo II y al mismo tiempo logra
maximizar la precisién (T'P) en la clasificacién de los créditos cuando se uti-
liza como covariable del modelo la puntuacién crediticia dada por la entidad.
Finalmente, es importante senalar que los resultados relativos a los errores de
clasificacién y a la T'P se obtuvieron a partir de los mismos valores (puntos
de corte) utilizados en el mecanismo de validacién de los modelos logisticos
de la Seccién 2.4.4 (Tabla 2.17).
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2.6. Comentarios y conclusiones

En este capitulo se han estudiado técnicas estadisticas para la construc-
ci6n de un modelo de puntuacién crediticia (o credit scoring) cuya imple-
mentacién es una parte fundamental de los procesos de control y adminis-
tracion del riesgo de crédito de las entidades financieras. En este estudio se
han tenido en cuenta las principales etapas que componen el proceso de mo-
delizacion del perfil crediticio de los acreditados, siendo las mas importantes
el tratamiento estadistico de los datos, las técnicas de modelizacién utilizadas
y la validacién de los modelos obtenidos. La metodologfa expuesta en este
capitulo se fundamenta en las técnicas utilizadas por la entidad financiera
colaboradora en el desarrollo de esta memoria y en trabajos de reconocida
influencia en la literatura dedicada al anélisis del riesgo de crédito, de entre
los cuales més adelante se citan algunos ejemplos.

En la Seccién 2.1 se ofrece una breve revisién del estado del arte sobre las
distintas estrategias y metodologias utilizadas en el estudio y modelizacién
de la calidad crediticia de los clientes de las entidades financieras. Sin aden-
trarse exhaustivamente en las fuentes consultadas, en esta seccién se pretende
explicar cémo han ido evolucionando las técnicas utilizadas por los expertos
de las entidades financieras y por quienes se han dedicado al estudio de la
modelizacion del riesgo de crédito desde mediados del siglo XX hasta la ac-
tualidad. Trabajos como los debidos a Altman y Saunders (1998), Sobehart
et al. (2001), Basel Committee on Banking Supervision (2005a), Engelmann
y Rauhmeier (2006), Crook et al. (2007), Baesens et al. (2009) y Baesens
(2014), son considerados de lectura recomendada sobre este tema, debido a
la variedad de sus contenidos, la profundidad con que estos son tratados, y
a su influencia en la literatura especializada.

En la Seccién 2.2 se expone brevemente la teoria que sustenta la aplicacién
de un modelo de regresién logistica al estudio y modelizacién del perfil de
solvencia de los aceditados. Se establecen los supuestos del modelo y se ex-
plica el mecanismo de estimacién de los pardmetros del mismo. También se
describen los métodos utilizados en el tratamiento previo de las variables re-
gresoras y se establecen los criterios estadisticos de seleccién e inclusién de
las mismas en el modelo.

En la Seccién 2.3 se describen las técnicas utilizadas en el andlisis de
validaciéon de modelos ajustados. Métodos de validacién como el contraste de



140 Contribuciones al andlisis estadistico del riesgo de crédito

Hosmer-Lemeshow (Figura 2.1 y Tablas 2.2 y 2.3), el anélisis de curvas ROC
(Figura 2.2) y de curvas CAP (Figura 2.3), la distancia de Kolmogorov-
Smirnov (Figura 2.5) y el anélisis de los errores de clasificacién de tipo I y II
(Tabla 2.4 y Figura 2.4) son algunas de las técnicas tratadas en este capitulo,
siguiendo la metodologia utilizada por Sobehart et al. (2000), Sobehart et
al. (2001), Thomas et al. (2002), Basel Committee on Banking Supervision
(2005a), Engelmann (2006), Engelmann y Rauhmeier (2006) y Crook et al.
(2007), entre otros.

La Seccién 2.4 estd dedicada a la aplicacién de las técnicas descritas an-
teriormente a una base de datos de tarjetas de crédito. Como se ha explicado
antes, se trabajé en la construccién de un modelo de puntuacién crediticia
bajo la hipétesis de que la probabilidad condicional de mora o insolvencia de
un cliente (o solicitante) de tarjetas de crédito sigue una distribucién logisti-
ca. Las covariables del modelo (ver Seccién 2.4.2) fueron tratadas conforme
a las técnicas descritas en la Seccién 2.2, esto es, las variables cuantitativas
fueron tratadas con los métodos de regresién polinémica y regresiéon segmen-
tada, mientras que las variables categéricas fueron tratadas con el método
de variables auxiliares o dummies. Como resultado del ajuste de los mode-
los, fueron seleccionados los dos que ofrecieron mejor poder predictivo, el
modelo denominado M POL y el modelo denominado M SEG. Las puntua-
ciones obtenidas con ambos modelos fueron comparadas con las puntuaciones
del modelo proporcionado por la entidad colaboradora, denominado como
ENTIDAD. Los resultados obtenidos muestran que los dos modelos ajus-
tados, M POL y MSEG, ofrecen similar capacidad predictiva en términos
del andlisis de curvas ROC' y CAP, y de sus medidas de precisién, AUC
y AR, respectivamente, siendo ambos superiores en este sentido al modelo
ENTIDAD. También se vio que la utilizacién del modelo M POL como he-
rramienta de clasificaciéon de los créditos permitié obtener el menor error de
tipo I (representativo del riesgo de crédito) mientras que al utilizar el modelo
ENTIDAD se obtuvo el menor error de tipo II (representativo del riesgo por
coste de oportunidad). El mismo resultado se obtuvo cuando se compararon
los tres modelos en términos de la tasa de precisién (7'P), donde el modelo
de la entidad fue significativamente superior a los otros modelos.

Como aplicacién practica de los modelos estudiados se obtuvo un método
para determinar la frontera de concesion de la tarjeta a partir de un dictamen
basado en las puntuaciones obtenidas con los modelos (ver Seccién 2.4.6). La
técnica consitié en la construccién de una funcién de utilidad a partir de una
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matriz de costes y beneficios, y de la distribucién conjunta del vector (Z,Y),
que fue estimada empiricamente a partir de la muestra. Los limites del dic-
tamen se obtuvieron a partir de las soluciones del problema de maximizacion
de la funcién de utilidad bajo dos escenarios econémicos diferentes, uno mas
favorable y otro menos favorable para la entidad de crédito.

La parte final de este capitulo, la Seccién 2.5, estd dedicada al estudio
de técnicas que permiten obtener la tasa de mora esperada (T'M) de una
cartera de tarjetas de crédito a partir de las probabilidades de mora indivi-
duales (PD) asociadas a cada acreditado o tarjeta. Para obtener los valores
de las PD se utilizaron tres mecanismos de cdlculo, una férmula directa da-
da por el estimador logit (férmula (2.31)) y dos estimadores no paramétricos
tipo ntcleo, el estimador de Nadaraya- Watson (NW) y el estimador de la
regresion local lineal (RLL), cuyos resultados gréficos se comparan en las
Figuras 2.29 a la 2.40. Los resultados muestran que uno de los métodos de
seleccién mas adecuados para determinar la ventana de suavizado en mode-
los de regresién con variable dependiente binaria es el de validacién cruzada
de tipo loo-cv, aunque la validacién cruzada de tipo AICc-cv y el método
de plug-in directo (dpi) funcionaron bien en ocasiones. Ademds, tal y como
se ve en las Figuras 2.42 y 2.43, se verifica que el estimador de RLL fun-
ciona mejor, en general, que el estimador de NW cuando se quiere estimar
las curvas de PD de los tres modelos de puntuaciones. Sélo es recomendable
utilizar el estimador de NW cuando se trata de puntuaciones provenientes
del modelo ENTIDAD que estén préximas al minimo muestral (ver Figura
2.41). También se vio que el estimador de RLL resulté ser menos vulnerable
al efecto frontera cuando se calculan las curvas de PD utilizando las puntua-
ciones obtenidas con los modelos M SEG y M POL. Por tltimo, del estudio
de validacion cuyos resultados estdn contenidos en la Tabla 2.28, se obtuvo
que el estimador de RL L constituye el mejor mecanismo para estimar la T'M
de la cartera mientras que el estimador de NW permite minimizar el error
de tipo I y el estimador logit permite minimizar el error de tipo II a la vez
que logra maximizar la tasa de precisién en la clasificacion de los créditos.

Finalmente, es importante hacer una breve reflexién sobre posibles ex-
tensiones de las técnicas estudiadas en este capitulo que, por limitaciones de
tiempo, se han dejado como objetivo de investigacién para futuros trabajos.
Como se ha dicho al inicio de este capitulo, el modelo de regresion logistica
es una de las técnicas estadisticas méds populares en la construccién de mo-
delos de riesgo de crédito, en particular de modelos de puntuacién crediticia.
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Sin embargo, como suele ocurrir con los modelos de regresiéon paramétricos,
este modelo estd sujeto a supuestos fuertemente restrictivos, por ejemplo,
que la variable de puntuacién crediticia, Z, sigue una distribucion logisti-
ca, vy que el modelo de regresién estd limitado a una forma lineal y aditiva
en las covariables. En este sentido, una extension natural de este trabajo es
la utilizacién de otros modelos lineales generalizados para estudiar el perfil
crediticio y la morosidad de los créditos contenidos en la base de datos utiliza-
da en esta memoria. Asi, seria interesante comparar la capacidad predictiva
de los modelos logit estudiados con modelos de regresiéon de tipo probit y
log-log complementarios (clog-log), donde la teoria estudiada aqui es fécil-
mente adaptable utilizando las funciones de enlace (o link) asociadas a las
distribuciones normal estandar (probit) y del valor extremo® (clog-log), res-
pectivamente. Ver, por ejemplo, los trabajos de Neagu et al. (2009) y Gurny
y Gurny (2013), en este contexto. Otra posible extensién, menos conoci-
da en el contexto de la modelizacién del riesgo de crédito, es la utilizacién
de modelos semiparamétricos que permiten relajar las limitaciones anterio-
res permitiendo que la funcién de enlace se suponga desconocida debiendo
ser estimada no paramétricamente a partir de los datos. En otros modelos
semiparamétricos, en cambio, se relaja el supuesto de que todas las covaria-
bles estdn relacionadas linealmente, permitiendo que entre algunas de ellas
exista una relaciéon desconocida que puede estimarse no paramétricamente,
esta clase de modelos se conoce como modelos parcialmente lineales. Ver, por
ejemplo, el trabajo de Miiller y Rénz (2000) en este mismo contexto.

Por otra parte, con respecto a las técnicas de validacion vistas en la Sec-
cién 2.4.4, en este capitulo se utilizé el método de Kolmogorov-Smirnov para
determinar el punto de corte éptimo de discriminacién entre clientes buenos
y malos. En ese sentido, es conocido que éste y otros métodos existentes en
la literatura presentan difultades cuando se trabaja con muestras altamente
desbalanceadas, tal y como ocurre con los datos utilizados en este capitulo
(s6lo 766 créditos cumplen la condicién de ser morosos versus 19 234 que no
la cumplen). Una de las razones de esto es que las técnicas de clasificacion
convencionales estdn construidas principalmente bajo el supuesto de que cada

5La distribucién del valor extremo, o distribucién de Gumbel, es conocida en el contexto
del anélisis de fiabilidad y se utiliza frecuentemente para obtener la funcién de distribucién
del mimimo de una muestra de variables aleatorias i.i.d. con distribucién exponencial. La
funcién de enlace clog-log estd relacionada con la distribucién de Gumbel a partir de
su funcién de distribucién acumulativa definida por F'(x) = 1—exp|[—exp(z)], para todo
x € R (ver, por ejemplo, Aitkin et. al (2005)).
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una de las clases de sujetos estdn suficientemente representadas en el conjun-
to de datos. Debido a que este tema atin sigue abierto, una posible linea de
trabajo futura es la bisqueda de métodos méds robustos que pemitan obtener
el punto de corte 6ptimo evitando (o reduciendo) el efecto del desequilibrio
entre el nimero de créditos morosos y el de no morosos en la muestra. Ver,
por ejemplo, las ideas propuestas por Calabrese (2014).

Por 1ltimo, otra linea de trabajo que se propone para méds adelante, es la
generalizacion de la estrategia 6ptima de concesion de las tarjetas de crédito
estudiada en la Seccién 2.4.6. La funcién de utilidad definida en (2.24) estd
construida bajo la hipétesis de que los costes de mala clasificacion de los
créditos son constantes conocidas. Sin embargo, en una situacién mas general,
donde los supuestos son menos restrictivos, es posible pensar que los costes
de mala clasificacién son variables que dependen, por ejemplo, del tamano de
la cartera, de la capacidad de solvencia del acreditado (la puntuacién Z) o de
otras variables inherentes al mercado crediticio y al estado de la economfa.
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Capitulo 3

Estimacién de la probabilidad
de mora via analisis de
supervivencia

3.1. Introduccion

En el contexto de Basilea II, es conocido que uno de los objetivos funda-
mentales de los modelos de riesgo de crédito es la estimacion de la probabilidad
de mora (PD) del crédito, es decir, la probabilidad de que un acreditado sea
incapaz de cumplir sus obligaciones con la entidad financiera en el perfo-
do de tiempo pactado para ello. En el caso de los créditos a particulares,
Basilea II establece este periodo en 90 dias (ver Seccién 1.1.3). El estudio
de este problema constituye el eje central de la investigacién llevada a cabo
en esta memoria, y en este capitulo se proporciona una metodologia para su
modelizacién a partir del estudio de los tiempos de vida de los créditos.

Debido a que los modelos de riesgo financiero tradicionales no son aptos
para predecir la probabilidad de mora en créditos personales, como ocurre,
por ejemplo, con los modelos construidos bajo el enfoque de Merton (1974),
desde finales del siglo XX han surgido diversas perspectivas de andlisis dedi-
cadas al estudio de la morosidad en créditos a particulares, siendo el anélisis
de supervivencia uno de los enfoques que ha captado mas interés en la lite-
ratura.

145



146 Contribuciones al andlisis estadistico del riesgo de crédito

La idea de aplicar técnicas de andlisis de supervivencia en la construc-
ciéon de modelos de riesgo de crédito se atribuye originalmente a Narain
(1992), cuyo enfoque fue desarrollado mas tarde por Banasik et al. (1999).
Aprovechando la analogia existente entre el estudio del tiempo hasta que se
produce la mora de un crédito y el tiempo hasta el suceso de interés en pro-
blemas de naturaleza biomédica, estos autores demostraron que la teorfa del
andlisis de supervivencia es 1itil para modelizar estadisticamente el suceso en-
trada en mora del crédito a partir del estudio de la funcién de supervivencia
del tiempo de vida del crédito. Asi, bajo el enfoque de andlisis de superviven-
cia para el riesgo de crédito, no sélo es importante ser capaces de predecir si
un crédito serd o no moroso, sino también, poder estimar el tiempo que tar-
dard en producirse la mora. En este sentido, Narain (1992) estudi6 el tiempo
hasta que se produce la mora en una base de datos de préstamos personales
con vencimiento de 24 meses utilizando un modelo de regresién de vida expo-
nencial acelerada. Narain (1992) encontré evidencia de que su modelo estima
con un buen nivel de precisién el nimero de créditos fallidos en diferentes
instantes del tiempo. Ademds, mostré que las decisiones sobre la concesion
de créditos pueden ser mejoradas mediante el uso de técnicas de andlisis de
supervivencia en comparacién con la utilizacién de regresion lineal miiltiple.
Finalmente, este autor argumenta que el anélisis de supervivencia puede uti-
lizarse para estudiar la morosidad en todo tipo de operaciones crediticias en
las que existen variables predictoras y la variable dependiente es el tiempo
hasta que se produce la mora del crédito.

Por otra parte, Banasik et al. (1999) compararon el desempenio de modelos
de regresion exponencial, de Weibull y de Cox versus la regresion logistica,
encontrando que los modelos de supervivencia son competitivos, y en oca-
siones, superiores al enfoque de regresion logistica tradicional. De acuerdo
con los resultados obtenidos, estos autores concluyen que el andlisis de su-
pervivencia es una herramienta 1itil para obtener estimaciones precisas de la
PD con horizonte de prediccion fijo de 12 meses para diversos tipos de prés-
tamos, validando asi la utilidad de este enfoque segiin el Acuerdo de Basilea
II (Tong et al. (2012)).

Otros autores que han estudiado técnicas de modelizacion de la PD a
partir del tiempo de vida de los créditos son, entre otros, Carling et al. (1998),
Stepanova y Thomas (2002), Roszbach (2004), Glennon y Nigro (2005), Allen
y Rose (2006), Malik y Thomas (2006) y Beran y Djaidja (2007).
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En el presente capitulo se desarrollan las ideas sobre modelizacién del ries-
go de crédito via andlisis de supervivencia propuestas por Cao et al. (2009).
En dicho trabajo, los autores plantean un modelo de regresion que permite
obtener estimaciones de la PD condicionada al perfil de solvencia del acre-
ditado suponiendo que existe una relaciéon de dependencia entre el tiempo
de vida del crédito, T', y el vector de covariables X . Para estudiar el ajuste
de los modelos propuestos se utilizan tres enfoques diferentes: técnicas de re-
gresion paramétricas (via maxima verosimilitud), técnicas de regresién semi-
paramétricas (via regresién de Cox) y técnicas de regresién no paramétricas
(via suavizado tipo ntcleo).

3.1.1. Distribucién del tiempo hasta la mora

El enfoque de andlisis de supervivencia para el riesgo de crédito permite
construir modelos predictivos de la morosidad crediticia utilizando como va-
riable de interés el tiempo hasta que se produce la mora o impago del mismo,
denotada por 7'. Si por el contrario, lo que se observa es el tiempo hasta
la cancelacién (en vencimiento o anticipada) del crédito, entonces se estd en
presencia de la variable aleatoria censurante, C'. Sin pérdida de generalidad,
se suponen conocidas p caracteristicas que permiten conocer el grado de sol-
vencia individual de cada cliente, caracterizadas por el vector X € R”, cuya
informacién puede resumirse en una variable unidimensional, denotada por
X. Para transferir la informacién del espacio de covariables, R?, al conjun-
to R, es habitual utilizar técnicas de reduccién de la dimensionalidad, por
ejemplo, como los modelos de regresién logistica estudiados en el Capitulo 2.
Maés adelante se verd que en gran parte de esta memoria se utiliza como co-
variable de los modelos de regresién una variable unidimensional, X, ya que
matemadticamente su tratamiento es mds sencillo y las curvas de regresién
resultantes pueden ser representadas graficamente, haciendo més simple su
interpretacion.

Hipétesis sobre las variables del modelo

En presencia de datos completos, existe una variedad de técnicas de re-
gresion cldsicas que permiten estudiar la relaciéon de dependencia entre la
variable T y el vector de covariables X . Sin embargo, cuando los datos no
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son completamente observables, como ocurre cuando se estd en presencia de
datos censurados, es necesario emplear técnicas mas sofisticadas para mode-
lizar dicha relacién. Ademds, debido a que en el &mbito de las entidades de
crédito tradicionales el perfil de los clientes se conoce durante todo el tiem-
po de vida del crédito, en este capitulo se estudiardn modelos de regresién
para estimar la probabilidad de mora (PD) utilizando un enfoque de super-
vivencia condicional en el que se consideran las siguientes hipé6tesis sobre las
variables del modelo:

H 3.1 T, C' y X son variables aleatorias no negativas absolutamente con-
tinuas.

H 3.2 La variable tiempo hasta que se produce la mora, T, no es completa-
mente observable debido a la censura aleatoria por la derecha que la afecta.

H 3.3 La variable C, es la variable censurante que, en ocasiones, impide
observar el suceso de interés, es decir, la mora del crédito.

H 3.4 El vector de covariables X no estd afectado por la censura y su com-
portamiento probabilistico no depende del tiempo.

H 3.5 Existe una relacion de dependencia entre las variables T y X.

H 3.6 Las variables T y C son condicionalmente independientes dado el
vector X = x.

H 3.7 Las variables T y C' poseen funciones de distribucion condicionales
absolutamente continuas dado el vector X = x.

Los datos observables provienen de una muestra aleatoria de n ternas
de variables independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d) representadas
por el conjunto {(&,, X1,01),...,(&,, Xn,d,)}, con idéntica distribucién que
el vector (£,X,0), donde &, =min{T;, C;} corresponde al tiempo de vida
observado del crédito ¢-ésimo, T; es el tiempo hasta que se produce la mora del
crédito i-ésimo, C; es el valor de la variable censurante (tiempo de censura)
del crédito i-ésimo, §; = I(T; < ;) es la indicadora de no censura, o lo que
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es lo mismo, la indicadora de que se ha producido la mora del crédito i-ésimo
y X; es un vector p-dimensional de covariables que contienen informacién
sobre el grado de solvencia del i-ésimo acreditado, por ejemplo, como las
variables estudiadas en el Capitulo 2 (Seccién 2.4.2), con 1 < i < n.

Ademas, para garantizar la correcta especificacion de los modelos de pro-
babilidad que se estudian en esta memoria, en adelante, para cada i-ésimo
crédito se utilizard la siguiente notacién:

(1) F(t|le) = P(T; < t|X; = x) es la funcién de distribucién condicional
del tiempo hasta que se produce la mora.

(i1) G(tlx) = P (C; < t|X; = x) es la funcién de distribucién condicional
del tiempo de censura.

(13i) H(t|lx) = P (§; < t|X; = ) es la funcién de distribucién condicional
del tiempo de vida observado.

(iv) M(x) = P(X; <z)ym(x)=M(x) son las funciones de distribu-
cién y de densidad de la covariable X ;, respectivamente.

Ademsds, como consecuencia de H3.5 se obtiene la igualdad:

1 - H(tle) = (1 - F(t]2)) (1 - G(t]e)).

La funcién de distribucién condicional del tiempo hasta que se produce
la mora, T, dado el vector de covariables X = x se define por

Flt]z) = P(T <t|X — z) /0 F(ulz)du,

donde f(t|x) denota la funcién de densidad condicional de T dada X = .

Para obtener un estimador de la funcién de distribucién condicional,
F(t|x), o equivalentemente, de la funcién de supervivencia condicional defini-
da por S(t|z) =1 — F(t|z), en este capitulo se estudian las ideas propuestas
por Cao et al. (2009). Estos autores emplean tres metodologias que permiten
estimar localmente la funcién F'(t|x) desde tres perspectivas diferentes.

Modelo de ajuste paramétrico Consiste en suponer que existe una relacion
de dependencia entre la variable 7"y la covariable X que es gobernada por un
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modelo de probabilidad conocido. Por simplicidad del estudio, en este capi-
tulo se han estudiado sélo modelos pertenecientes a la familia de distribu-
ciones exponenciales, sin embargo, este es un problema abierto que puede ser
extentido a otra clase de distribuciones paramétricas. La estimacién de los
pardmetros se realiza via méxima verosimilitud, obteniéndose como resultado
el estimador mdximo verosimimil de la PD para cada crédito.

Modelo de ajuste semiparamétrico Consiste en estimar la funcién de
supervivencia condicional del tiempo hasta la mora, S(t|z) = 1 — F(t|z),
bajo el supuesto de riesgos proporcionales de Cox (1972). Para ello se uti-
liza un modelo de regresiéon semiparamétrico compuesto por una parte no
paramétrica, dada por la funcién de fallo acumulativa basal que se obtiene
via el estimador de Nelson-Aalen, y una parte paramétrica que se estima por
maxima verosimilitud.

Modelo de ajuste no paramétrico Consiste en modelizar la relacién de
dependencia entre 7'y X empleando un modelo de regresién no paramétrica
con datos censurados en diseno aleatorio. Para estimar la funcién de distribu-
ci6én condicional del tiempo hasta la mora, F' (t|x), se utiliza el estimador no
paramétrico tipo nicleo de Beran (1981).

3.2. Estimacion de la probabilidad de mora
condicional

A continuacion, se desarrollan las ideas expuestas de forma introductoria
en el Capitulo 1 de esta memoria (Seccién 1.2.3), donde se estudian meca-
nismos de estimacién de la probabilidad de mora en créditos personales si-
guiendo la metodologia propuesta por Cao et al. (2009). Seguin estos autores,
la probabilidad de que un crédito se convierta en moroso no més tarde del
instante ¢+ b sabiendo que aun estd vivo en el tiempo t, o lo que es lo mismo,
que no se ha producido la mora para 7" < t y que el perfil crediticio X toma
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el valor x, se obtiene a partir de la férmula:
p(tle) = PE<T<t+bT>t,X =x),
F(t+blz) — F(t|x)
1 — F(t|z) ’
S (t+blx)
S (tz)

1— (3.1)

Asi definida, PD (t|x) = ¢ (t|x) es la funcién de probabilidad de mora
condicional evaluada en el punto (¢,t + b, ), donde b es el horizonte de tiem-
po para el que se quiere predecir la mora del crédito. Si bien, el horizonte
de prediccién, b, puede tomar cualquier valor no negativo, en la practica las
entidades trabajan con valores de b iguales o mayores a un ano segin lo
recomendado por Basilea II.

En lo que resta de este capitulo, se proponen tres estimadores de la funcién
de probabilidad de mora condicional, ¢ (t|x), y se estudia su aplicacién a una
base de datos reales de créditos personales. Los resultados obtenidos por Cao
et al. (2009) se reproducen integramente al final del capitulo.

3.2.1. Estimador de la PD basado en un modelo lineal
generalizado

Para obtener un estimador de la funcién de probabilidad de mora condi-
cional, ¢ (t|z), definida en (3.1), se requiere previamente de un estimador
de la funcién de distribucién condicional, F'(t|x), para la que se define el si-
guiente modelo lineal generalizado. Se supone que la funcién de distribucién
condicional de T" dada X = =z, verifica la siguiente hipdtesis:

H 3.8 La funcion de distribucion condicional del tiempo hasta la mora del
crédito, F (t|x), se obtiene a partir de un modelo lineal generalizado definido
por

F(tle) = P(T <t X ==x),
donde la funcion de distribucion g pertenece a la familia exponencial, 0y y

0, son pardmetros de posicion y de escala, respectivamente, y donde 6 =
(02,03, ... ,9p)/ € RP~! es el vector de pesos de las covariables del modelo.
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Tipicamente, en el estudio de modelos lineales generalizados, las funciones
de enlace son funciones de distribucién invertibles pertenecientes a la familia
exponencial (Nelder y Wedderburn (1972)). Tal es el caso, por ejemplo, de
los modelos probit y logit, cuyas funciones de enlace corresponden a las fun-
ciones de distribucién inversas de la normal estdandar y la logistica estandar,
respectivamente. En general, cualquier funcién de distribucién de probabi-
lidad invertible puede ser utilizada como funcién de enlace en modelos de
regresion paramétricos o semiparamétricos.

Estimacion del modelo

Como se ha explicado anteriormente, para simplificar la metodologia de
estimacion del modelo lineal generalizado (M LG) definido en (3.2), en ade-
lante se considerard un modelo de probabilidad condicional con covariable
univariante, X. Asi, el vector de pardmetros del modelo es 8 = (6y,01,05)" y
la funcién de distribucién condicional de T" dada X = z viene dada por:

F (t|z) = g (0g + 01t + O2) , (3.3)
cuya funcién de densidad se define por:

OF (t
f(tlz) = % = 019" (0p + 01t + O2) .

Como se estd trabajando sobre una muestra aleatoria i.i.d. de datos cen-
surados, la funcién de verosimilitud condicional se obtiene como el producto
de los términos que implican la densidad condicional, en el caso de los datos
no censurados (los tiempos de mora observados), y la funcién de superviven-
cia condicional, para aquellos tiempos correspondientes a datos censurados.
Asi, definiendo el vector u; = (§;,7;,0;) con 1 < i < n , la funcién de
verosimilitud condicional de la muestra se define como:

n

L(wi,...,uq,0) = [] (f(&]2)" (1 = F(& )™ (3.4)

=1

donde ¢; es el tiempo de vida observado del i-ésimo crédito, x; es el valor
observado de la puntuacién crediticia del i-ésimo crédito y 9; es la indicadora
de que el i-ésimo crédito ha resultado moroso. El problema de estimacién
se resuelve buscando el valor de 8 que maximize el logaritmo natural de la
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funcién definida en (3.4), es decir, la funcién de log-verosimilitud condicional
definida como:

0(0)=1n(L(uy, ..., u,,0) Zam D)
+Z (1= 06:)In (1 = F(&]:))

= Z 51 In (919’ (90 -+ 0151 + 02371))

i=1

+ Z 1 — ln 1— (90 -+ 9151 + 92371))

n

— Z 6; [In(01) +1In (g’ (Bg + 61&; + O22,))]

i=1

—I—Z 1— lIl 1-— (904—9151—‘1-92152))

El estimador del vector de pardmetros del modelo se obtiene como el valor
de 6 que maximiza la funcién de log-verosimilitud, ¢ (), es decir, la solucién
del sistema de ecuaciones:

g (0o + 01&; + Oa;) — g (00 + 6:&; + O22;)

=0,

ol (0) 0:€:9" (0o + 01&; + O2x;)
Zg Z 9 0

90, 1 = g (00 4+ 0:8; + Oo;)
_Z 59 (0o + 0:&; + Oa;) —0
g (00 + 61, + O2x;) ’
y
ot (0) _ Zn: 0ixig" (0o + 61&; + Oo;)
892 i—1 g’ (90 + 91€ + 021’1)
_Z 0;) zig' 90+91§+92$z):0

g (0o + 0:&; + O2x;)
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Calculado el valor del estimador 6 de 0 y sustituyéndolo en (3.3) se ob-
tiene el estimador F} (t|x) de la distribucién condicionada F' (t|x) dado por:

F,(tl) =g (90 + 0yt + égx) :

~ ~ ~ ~ /
donde 6 = <6’0, 01, 92) es el estimador méaximo verosimil de 6. Asi, el esti-

mador S, (¢|z) de la funcién de supervivencia condicionada, S (£|z), se obtiene
como

S, (tlx) =1 — F, (t|z). (3.5)
Reemplazando la expresién (3.5) en la férmula (3.1) se obtiene el esti-
mador maximo verosimil de la PD condicional, $™*“  cuya férmula viene
dada por:
. Sy (t+ bl
PMEC (tlz) =1 — M. (3.6)
Sy (t])

Modelo lineal generalizado con censura extrema

Alternativamente al modelo definido en (3.3), en un contexto en el que
las muestras son altamente desbalanceadas (entre créditos morosos y no mo-
rosos), el tiempo hasta que se produce la mora del crédito puede llegar a ser
infinito, es decir, que la mora del crédito no serd observada. En la préctica, si
se analizan los registros histéricos de morosidad de las entidades financieras,
se observa que en periodos de tiempo sin crisis econémicas o finacieras, el
suceso de entrada en mora de un crédito es poco frecuente, resultando en
una proporcién de créditos morosos muy pequena. Esto puede interpretarse
como que el tiempo de supervivencia del crédito es muy grande, o incluso
infinito, comparado con la duracién del estudio. Como consecuencia de esto,
la mayoria de los tiempos hasta que se produce la mora resultan ser datos
censurados. Por esta razon, es necesario que el modelo que se quiere ajustar
para estimar la funcién de distribucién condicionada, F' (t|x), tenga en cuen-
ta esa alta proporcién de censura (ver discusién hecha por el profesor Jan
Beran en Cao et al. (2009), pags. 39-40).

Siguiendo las ideas propuestas por Beran (2009), en este apartado se
propone utilizar una variante del modelo (3.3) denominado modelo lineal
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generalizado modificado (M LGM). Para ello se adopta el enfoque de super-
vivencia condicional con censura extrema estudiado por Maller y Zhou (1996)
y Beran y Djaidja (2007), entre otros.

Bajo este nuevo enfoque, se supondra que las observaciones de los tiempos
hasta la entrada en mora provienen de una mezcla de distribuciones compues-
ta por una alta proporcién, g, de créditos inmunes al riesgo de morosidad y
por una proporciéon més pequena, 1 — g < ¢, de créditos propensos a con-
vertirse en morosos. Este enfoque entra de lleno en los llamados modelos de
curacién dentro del andlisis de supervivencia (ver Farewell (1982)).

Las siguientes hipétesis dan validez a este modelo:

H 3.9 El tiempo hasta la entrada en mora, T', puede representarse como una
mezcla entre un punto con masa de probabilidad en T' = oo y una variable
aleatoria continua no negativa, W, con funcion de distribucion, gy , conocida.
Ast, la variable aleatoria T puede ser escrita como

T =00+ (1=QW, (3.7)

donde ( es la variable aleatoria indicadora de inmunidad que es independiente
de W. La funcion de masa de probabilidad de ¢ viene dada por P (¢ = 1) =
1-P((=0)=q.

Observacién 3.1 (i) La expresion T = oo en H3.9 puede interpretarse
como que el tiempo en el que se produce la mora es mayor que el tiem-
po de duracion del estudio, y por tanto, la expresion T = (00 en (3.7)
puede reemplazarse por T = (-Too, para algin 7., > gngoz{fi}?:l € RT. (i7)

La cantidad, q, puede interpretarse como la probabilidad de que un crédito
no entre en mora en el intervalo [0,7], es decir, créditos cuya probabi-
lidad conjunta P(6 = 1, = 1) = 0. Como consecuencia, se obtiene que
P(T<C|¢(=1)=PO6=1(=1) =P =1,¢(=1)/P(=1) =0.
Ademds, q es distinta, en general, de la probabilidad de que una observacion
sea censurada, ya que, T, puede ser censurada en ausencia de inmunidad
(¢ =0) y por tanto, P(6 = 0, = 0) > 0, en general. Si bien, la proporcion
de datos censurados en la muestra es aleatoria, esta es siempre conocida
debido a que el conjunto {(&;,z;,0;)};_, es siempre observable. (iit) En la
hipdtesis H3.9, la funcion de distribucion, gy, de la variable W se supondrd
perteneciente a la familia exponencial manteniendo el enfoque cldsico de los
modelos lineales generalizados (Nelder y Wedderburn (1972)).
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H 3.10 Suponiendo que la probabilidad condicional q(z) = P (¢ = 1|X = z)
= ¢, no depende de x, la funcion de distribucion condicional del tiempo hasta
la mora depende de la probabilidad, q, y de la de la funcion de distribucion,
gw , de la variable, W. Entonces, usando la ley de probabilidad total se obtiene

PT<t|lX=z2) = PT<t[(=0,X=x)P((=0X=ux)
+P(T<t(=1,X=2)P((=1X=1x)
= P(W<t[(=0X=u1)(1-q())
+P(oo <t[¢=1,X =x)q(x)
= (1-q)gw(tl2). (3.8)
Asi, bajo las hipotesis H3.9-H3.10, tomando X € R, existen pardmetros

(09, 01,05) € R3 tales que la funcién de distribucién condicional, F' (t|z), viene
dada por:

F(tlx) = (1 —q) gw (0o + 01t + Ox) (3.9)
cuya funcién de densidad estd dada por:
OF (t|x
f(tlz) = % = (1 - q) 01g}y (0o + 01t + 05)

y la funcién de log-verosimilitud se define como:

n

00) = Y [Em(f(Ele) + (1 —6) (1 = F(&lz,))]

=1

= Za In (1 —q) +1n (6,)] Za In [giy (00 + 0:1&; + Oa3)]

=1 =1

+Z (1—=0;)In[1 —(1—q)gw (0o + 0:& + O22;)], (3.10)

donde @ = (6,01, 05,q)" es el vector de pardmetros a estimar.

El estimador méximo verosimil, @, de 6 se obtiene resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones:

o0 (6) z": 3iglhy (B0 + 61€; + Oo;)
890 9{4/ (00 + 015@ + (92.’171)

i=1

_Z ) (1 —q) gw (6o + 61§, +921’z):
1—( l—q gw (0o + 01&; + Oa;)
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Z 215§9 (0o + 01&; + O21;)

891 00 + 015 + 92371)

1— 1—Q)9W(90+91§ +92931) 7
00 — gy (6o + 01&; + b2y
B zn: (1 —0;)x; (L —q) giy (6o + 6:1&,; + O22;) 0
—~ 1= (1=q)gw (0o + 61&; + Oo1;) ’
y
B zn: zn: i) gw (0o + 61, + 021;) _
1- 1—( 1—q gw (0o + 01&; + Oa2;)

i=1

Bajo el modelo M LGM, definido en (3.9), el estimador maximo verosfmil
de F (t|x), denotado por Fyy (t|z), viene dado por:

Fy (tlz) = (1 = 4) gw (90 + 0t + 92:6) : (3.11)

~ ~ ~ ~ !
donde 6 = (90, 04, 92,p> es la solucién del sistema de ecuaciones descrito
anteriormente.

Anédlogamente a la férmula obtenida en (3.5), el estimador de la funcién
de supervivencia condicionada, Sy (t|z), de S (t|x) se obtiene como:

Sy (tlx) =1 — Fy (t]z). (3.12)

Cabe recordar que la cantidad (1 — §) es una estimacién de la proporcién
de créditos carentes de inmunidad al riesgo de morosidad que, en general,
serd muy pequefia en comparacién con ¢, y por tanto, 0 < Fyy (tlz) < 1
cuando el maximo tiempo de vida observado en la muestra es censurado.

Reemplazando la expresién (3.12) en la férmula (3.1) se obtiene el esti-
mador méximo verosimil de la PD condicional, $™*“ bajo el modelo (3.9),
es decir, R

Sw(t+0b
GMEOM (4] — 1 — Sw L+ DlT) (3.13)
Sw (t|z)
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3.2.2. Estimador de la PD basado en un modelo de
riesgos proporcionales de Cox

En este apartado se propone un método semiparamétrico para el estu-
dio de la funcién de probabilidad de mora condicional, ¢ (t|z). Este método
consiste en utilizar el modelo de riesgos proporcionales de Cox (PH M) para
estimar la funcién de supervivencia condicional del tiempo de vida de los
créditos, S(t|z). Recordando la férmula definida en (1.2) (Seccién 1.2.2 del
Capitulo 1), las funciones de supervivencia condicional, S (t|z), y de fallo
acumulativo condicional, A(t|z), verifican la siguiente igualdad:

S (tlx) = exp (—A(t|z)) . (3.14)

donde A(t|z) = fo slz) ds, siendo A(t|z) la funcién razén de fallo condi-

cional. En el contexto de modelos de regresién de Cox para el riesgo de
crédito, la funcién A(t|x) ofrece una medida de la tasa de mora instantdnea
del crédito en el instante T' = ¢ condicionada al perfil crediticio X = x.

En un modelo de regresion de Cox, bajo a las hipétesis H3.4-H3.6, se
define el estimador de la funcién de fallo acumulativo condicional, A(t|z),

o A(t|z) = Ao(t) exp (Bm) , (3.15)

donde Ay (t) es el estimador no paramétrico de la funcién de fallo acumulativo
basal, Ag(t), y § es el estimador de maxima verosimilitud del coeficiente de
la regresiéon de Cox, .

El estimador usual de Ag() es el de Nelson-Aalen definido por:

(& <t 0,=1)
ZZ] TE o) (3.16)

Por otro lado, el estimador, B , se obtiene como el valor que maximiza la
funcién de verosimilitud parcial de Cox, L(f3), definida por:

L exp (fz;) "
H( I >€)6Xp(ﬁ%)> ' (347

=1
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La ecuacién de verosimilitud parcial obtenida a partir de (3.17) puede es-
cribirse como:

M = Z&' [wl - <Z XjTWnj (5“5))] =0, (3.18)
df i=1 j=1
donde se definen los pesos w,,; (; 5) como:

o I (fj > t) exp (5%)
Y L& = t)exp (Bay)”

@Wnj (¢ 8)

Resolviendo la ecuacién definida en (3.18) se obtiene el estimador méxi-
mo verosimil, B, de . Sustituyendo B y la expresiéon (3.16) en la férmula
(3.15) se obtiene el estimador de la funcién de fallo acumulativo, A(¢|z). Asi,
sustituyendo la expresién (3.15) en la ecuacién (3.14), se obtiene el estimador
de la funcién de supervivencia condicional, SF#M (t|z), definido por:

SPHM (4]4) = exp (—f\(t|x)> . (3.19)

Finalmente, insertando la expresion (3.19) en la féormula (3.1) se obtiene
el estimador de la PD condicional bajo un modelo de riesgos proporcionales
de Cox, "M (t|z), cuya férmula viene dada por:

5P (4 bla)

~ PHM ¢ _
P (1)) Sy

(3.20)

3.2.3. Estimacion de la PD basada en el estimador pro-
ducto limite generalizado de Beran

En este aparado se propone un enfoque de modelizacién no paramétrico
para la funcién de probabilidad de mora condicional, ¢(¢|x). Una ventaja im-
portante que presenta el enfoque no paramétrico en comparacién con los dos
modelos anteriores es que el modelo no paramétrico no requiere de supuestos
acerca de las distribuciones de T, C' o X.

En este capitulo se utiliza el estimador no paramétrico tipo nicleo cono-
cido como estimador producto limite generalizado (PLG) de Beran (1981).
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Segtn la literatura, Beran (1981) fue el primero en estudiar el problema de la
regresion con datos censurados bajo un enfoque completamente no paramétri-
co. El estimador PLG propuesto por Beran (1981) es una generalizacién del
estimador producto limite de Kaplan y Meier (1958), razén por la que algunos
autores también lo denominan estimador de Kaplan-Meier condicional o esti-
mador de Kaplan-Meier generalizado. Muchos investigadores han contribuido
al estudio de este estimador en el contexto de la estimacion no paramétrica de
la funcién de distribucién condicional con datos censurados, tanto en diseno
fijo como aleatorio. El estudio de este estimador en diseno fijo se encuentra,
por ejemplo, en los trabajos de Gonzdlez Manteiga y Cadarso Sudrez (1994),
Van Keilegom y Veraverbeke (1997b) y Van Keilegom (1998). Ademsds, las
propiedades asintéticas del estimador de Beran (1981) en disefio aleatorio
han sido estudiadas por Dabrowska (1987, 1989), McKeague y Utikal (1990),
Dabrowska (1992a, 1992b), Akritas (1994), Li y Doss (1995), Van Keilegom
y Veraverbeke (1996), Iglesias Pérez y Gonzédlez Manteiga (1999), Van Keile-
gom et al. (2001), Du y Akritas (2002), Iglesias Pérez (2001) y Strzalkowska-
Kominiak y Cao (2014), entre otros. En todos ellos se aborda el problema
de la estimacién no paramétrica de la distribucién condiconal, F'(t|x), con
covariable unidimensional. El estudio de una extensién del estimador PLG
de Beran al caso en que la covariable es multidimensional se encuentra en el
trabajo de Lopez (2011), quien propone un estimador que permite enfrentar
el problema de la maldicion de la dimensionalidad anadiendo condiciones
adicionales a las hipétesis tradicionales (H3.5 y H3.6) sobre la variable cen-
surante, C.

El estimador PLG de Beran de la fupcién de supervivencia del tiempo
hasta la entrada en mora, denotado por SF¢, se define por:

n

- B 1(&, <t,6; = 1) By(z)
SptC(tle) = ]1 (1 Ty <€) th@;)) : (3.21)

7

para todo t < §,) = max {£,;}, donde &; es el tiempo de vida observado del

i-ésimo crédito, §; es la variable indicadora de morosidad de i-ésimo crédito
y los términos B;,(x) son pesos no paramétricos de tipo Nadaraya-Watson
definidos como:

(3.22)
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donde K (-) es una funcién de densidad de probabilidad llamada funcidn
nicleo, x; es el valor de la covariable X observada en el crédito i-ésimo y h es
el pardmetro de suavizado del estimador nticleo. Tanto la funcién nicleo, K,
como el pardmetro de suavizado, h, son elementos cruciales para la estimacién
no pramétrica de las funciones S (t|x) y ¢ (t|x) , por lo que han de cumplir
ciertas condiciones de regularidad que garantizardan la correcta definicién de

los estimadores SFLC (t|x) y ¢FFC (t]x).

La ventana de suavizado, h = h,,, es una sucesién de valores reales posi-
tivos que depende del tamano muestral, n, y su funcién es controlar el grado
de suavidad de la estimacién no paramétrica actuando como un modulador
entre el sesgo (sobresuavizado) y la varianza (infrasuavizado) de la misma.
El pardmetro h debe verificar las condiciones:

h — 0y nh — oo cuando n — oo.

En general, un valor adecuado de h es aquel que permite obtener un
equilibrio 6ptimo entre el sesgo y la varianza de la estimacién no paramétrica.

Insertando la expresién (3.21) en la férmula (3.1), se obtiene como resul-
tado un estimador tipo nicleo de la PD condicional basado en el estimador
PLG de Beran. Llamando a este estimador, @f LG gu férmula viene dada

por:
SPLG (¢ 4 blx)

~ PLG
@, T(tlr) =1— —=
) S (tl)

(3.23)

Hipétesis para la funcién nicleo

En la estimacién no paramétrica de curvas, la funcién nicleo es una fun-
cién no negativa, tipicamente una funcién de densidad de probabilidad, que
se utiliza para asignar pesos a las observaciones muestrales en la vecindad
local considerada para la estimacién no paramétrica, cuya amplitud es con-
trolada por el pardmetro h. En lo sucesivo, se utilizan funciones nticleo, K,
que verifican las siguientes hipétesis:

H 3.11 K es absolutamente continua y diferenciable con soporte compacto
denotado por Q C R.
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H 3.12 K es una densidad de probabilidad simétrica respecto del origen, y
por tanto, satisface las siguientes condiciones:

(1) fQK K (u)du=1
(i7) K (u) = K (—u) para todo u € Q

(111) El momento de orden j de K se denota por p; (K) = [ v/ K (u) du.
Entonces p; (K) = 0 para todo j impar

Observacién 3.2 Como K es continua y Qx es compacto (H3.11), entonces
la imagen por K de Qg es compacta, y en particular, estd acotada. Ademdas,
siu ¢ Qg entonces K (u) = 0, por lo que K estd acotada en todo R. Como
consecuencia, se obtiene que (i) dx = [u?K (u)du < fQK 0P| K ||odu <
||K||oonK u?du < oo y que (ii) el coeficiente de rugosidad de K denotado
por e = [ K* (u)du < [ K5 du < KI5 [, du= [IK]Zpm(Qx) < oo

La literatura sobre estimacién no paramétrica de curvas recoge varios
ejemplos de funciones tipo nicleo de segundo orden (Silverman (1986), Scott
(1992), Wand y Jones (1995)). Los siguientes son algunos ejemplos de fun-
ciones nicleo que pueden utilizarse en la férmula definida en (3.22).

Tabla 3.1. Funciones de densidad niicleo de segundo orden mds comunes

’ Funcién nicleo ‘ K(u) ‘ d%( ‘ CK ‘
Gaussiano | 1/v/2mexp(—u?/2)I(|u| < 00) 1 1/V27
Uni forme (1/2) I(Ju] <1) 1/3 1/2
Triangular (1 —ul) I(Jul <1) 1/6 2/3

Epanechnikov (3/4) (1 —u?) I(ju] < 1) 1/5 3/5
Biweight (15/16) (1 — u2)* I(Ju| < 1) 1/7 5/7
Triweight | (35/32) (1 — w?)° I([u] < 1) 1/9 350/429

Tricubo (70/81) (1 — [u’)" I(ju] < 1) | 35/243 | 175/247
Coseno (m/4) cos (mu/2) I(|Ju| <1) | (7* =8) /7% | =°/16

Es conocido en la literatura sobre estimacién no paramétrica de curvas que
la eleccién de la funcién nicleo no influye de manera sustancial en el grado de
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suvizamiento obtenido, aunque se demuestra que el micleo de Epanechnikov
verifica ciertas propiedades de optimalidad que lo hacen preferible frente a
otras funciones nicleo (Hodges y Lehman (1956)). En la préctica, se verifica
que las dos funciones nicleo que méds se utilizan en estudios empiricos y de
simulacién son las de Epanechnikov y Gaussiano.

Eleccion del parametro de suavizado

La eleccién del pardmetro de suavizado (o ancho de la ventana) es un
problema de gran relevancia en estimacién no paramétrica de curvas con téc-
nicas tipo nicleo, y por tanto, es un problema crucial en la estimacién de
la funcién de probabilidad de mora condicional, ¢(t|z). Como el estimador
no paramétrico $-'*¢ depende funcionalmente del estimador SFXC, es impor-
tante mencionar que la elecciéon 6ptima del pardametro de suavizado de g,f LG
no garantiza que dicho valor también sea 6ptimo para el estimador ¢F%C.
Miés adelante, en el Capitulo 4 se volverd a este punto, donde se demuestra
la diferencia (en términos del error cuadratico medio asintético) entre am-
bas cantidades. En virtud de lo anterior, en esta seccién se propone estudiar
la implementaciéon de un método de seleccién automadtica del pardmetro de

suavizado, h, tanto para S}’ LG como para gbff La,

En la actualidad, existen varios métodos automaéticos para elegir el valor
del pardametro de suavizado del estimador nicleo de la funcién de densidad,
de la funcién de regresién y de la funcién de distribucién, entre otras fun-
ciones de interés en el andlisis de supervivencia. Entre los mds utilizados
se encuentran el método plug-in, los métodos de wvalidacion cruzada y los
métodos de remuestreo, de los cuales el més conocido es el método bootstrap.
Algunos trabajos en los que se ha estudiado el problema de la estimacién
no paramétrica de la funcién de distribucién son los debidos a Reiss (1981),
Jones (1990), Lejeune y Sarda (1992), Sarda (1993), Altman y Léger (1995)
y Bowman et al. (1998), entre otros.

En el contexto de la funcién de distribucién condicional con datos cen-
surados, la literatura es menos extensa. Algunos de los trabajos en los que
se estudia este problema son los debidos a Dabrowska (1992a), Leconte et al.
(2002), Cai (2003), Gannoun et al. (2005), Gannoun et al. (2007) y Lopez
(2011), entre otros.
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Método bootstrap con datos censurados

Antes se han mencionado algunos de los métodos que tradicionalmente
se utilizan para elegir el pardmetro, h, de suavizado en la estimacién no
paramétrica tipo nicleo. Sin embargo, algunos de ellos no siempre son aplica-
bles cuando se analizan problemas con datos reales. Por ejemplo, la utilizacién
de métodos de validacion cruzada, en general, no es recomendable cuando el
tamano de la muestra utilizada es grande, como ocurre normalmente con las
bases de datos de las entidades financieras.

Las técnicas de sustitucion, o plug-in, tampoco parecen ser recomenda-
bles cuando se trabaja con bases de datos extensas. La utilizacién de este
método requiere de la estimacién de cantidades poblacionales que dependen
de funciones desconocidas que deben ser estimadas a partir de los datos, lo
que lleva a procedimientos complejos que hacen que el proceso de estimacién
sea laborioso y excesivamente costoso en tiempos de computacién.

Alternativamente, las técnicas de remuestreo de tipo bootstrap se han he-
cho cada vez mds populares entre los métodos de seleccién automética del
pardametro de suavizado, h, sin ofrecer grandes limitaciones debido al tamano
de la muestra utilizada. Esta técnica consiste en fijar una muestra de datos,
definida por M,, = {(¢;,0:, X;)}.—,, y aprovechar la informacién alli con-
tenida tomando sucesivas remuestras de tamano n de M, escogidas aleato-
riamente, denotadas por M’ = {(f*b 5 X*b)} _ppconb=1,. B, donde

la terna (§fb,5jb,X *b) es la informacién de el i-ésimo acreditado escogido
en la b-ésima réplica de M,,. Una vez obtenidos los estimadores F}(t|z) y
PG (t|x) con la muestra original, M,,, se emplea el método bootstrap para,
calcular un nimero, B, suficientemente grande de estimaciones bootstrap de
F(t|z) y o(t|r) a partir de las remuestras M?,, de donde se obtendrd el
valor (6ptimo) bootstrap del pardmetro de suavizado h. Existe una extensa
literatura sobre aplicaciones de este método en la estimacién no paramétrica
de las funciones de densidad, de distribucién y de regresién, entre otras. Ver,
por ejemplo, las contribuciones sobre este tema debidas a Freedman (1981),
Hérdle y Bowman (1988), Taylor (1989), Faraway y Jhun (1990), Falk (1992),
Marron (1992), Cao y Gonzalez Manteiga (1993) y Delaigle y Gijbels (2004),
por citar sélo algunos trabajos. Por otra parte, la extension de este problema
al caso de datos censurados ha sido estudiada, entre otros, por Van Keilegom
y Veraverbeke (1997a, 1998), Cao et al. (2001), Li y Datta (2001) e Iglesias

Pérez y Gonzélez Manteiga (2003).
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El objetivo es elegir un valor para el pardmetro de suavizado que minimice
el error cuadrético medio (ECM) del estimador ¢/““(t|z). Esto no siempre
es facil y algunos métodos tratan de aproximar el valor del pardmetro de
suavizado que minimiza la expresiéon asintdtica del error cuadrdtico medio
asint6tico (FC'M A). El método de remuestreo se utiliza para aproximar el
ECM del estimador $““(t|z), por su andlogo bootstrap, ECM;, (h), v
obtener asi una estimacién del valor éptimo de la ventana de suavizado de
PPEC (t|2). Ver, por ejemplo, los trabajos de Hall (1990) y Cao (1993) quienes
han estudiado este método en el contexto de la estimacién no paramétrica
de la funcién de densidad.

Las ideas de Cao (1993) pueden adaptarse para obtener el pardametro
6ptimo de suavizado bootstrap del estimador FPX%(t|z) y posteriormente
estimar no paramétricamente la funcién ¢(t|x). Este método requiere del uso
de dos ventanas piloto, g1 y g2, para estimar F'(t|x) y G(t|z), respectivamente,
y una tercera ventana piloto, gy, para estimar la funcién de densidad de la
covariable, m(x).

La eleccién de una ventana piloto éptima es un problema de investigaciéon
abierto sobre el que no se profundizard ya que se escapa del alcance de es-
ta memoria, dejandose propuesto como una posible extensién para futuros
trabajos.

~ En lo sucesivo, por simplicidad de notacién, no se hard distincién entre
EPY(tlr) y Fu(t|z) para referise al estimador PLG de Beran de F(t|x).
Asimismo, no habra distincién entre GLEC (t|z) y G, (t|x), y entre ¢F1C (t]2)
y @, (t|z), para referirse a los estimadores PLG de G(t|x) y de p(t|x), res-
pectivamente.

Ventana de suvizado bootstrap del estimador PLG de la PD

El algoritmo de remuestreo propuesto por Cao et al. (2009) para obtener
la ventana de suavizado 6ptima bootstrap se compone de los siguientes pasos:

1. Calcular F,, (t|z), el estimador de Beran de F(t|z) y G, (t|z), el esti-
mador de Beran de G(t|x).

2. Estimar m(z) por medio de m,, (x), estimador de Parzen-Rosenblatt.
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Generar una muestra aleatoria con reemplazo, (X7, X5,..., X)), de la
funcién de densidad estimada, 1, ().

. Paracadai=1,2,...,n, generar T} a partir de Fg1 (t|zF) y Cf a partir

de Gy (t]2).

. Para cada i = 1,2,...,n, calcular £ =min{7;",C}} y la indicadora

o; = I (T} < C7).

. Usar la muestra {(£7, 07, X7), (€5,05, X5), ..., (&, 05, X)} para calcu-

n» - n?

lar ¢, (t|z), el andlogo bootstrap de gb:;h(ﬂx).

. Aproximar el error cuadratico medio asintético de 2 C(t|x) por su

versiéon bootstrap:

ECM;, (h) = E* | (#1.4(t12) = 24, (H2))°] (3.24)

El error cuadrético medio bootstrap definido en (3.24) puede ser apro-
ximado tomando un nimero grande, digamos B, de réplicas bootstrap
de la muestra original siguiendo los pasos 4-6 y calculando:

B
—_— % R 2
ECM,, (h) = Z P (tlr) — @y, (t)) (3.25)

: 7 . * . . .
. Finalmente, la ventana éptima bootstrap, hicys, ., se obtiene mini-

mizando la expresién (3.25) con respecto a h, esto es

BoM e = AMIn ECMy, ().

Como este algoritmo de remuestro puede llegar a ser demasiado costoso

en tiempo de computacién cuando el tamano de la muestra es muy grande,
una forma de remediar este problema, por ejemplo tomando n = 25000, es
la que se describe a continuacién:
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Se toma una submuestra de tamano m < n, por ejemplo, con m = 2500,
es decir, que n = Am con un valor de A\ tipicamente grande, en este ejemplo
A = 10. Aplicando este algoritmo de remuestreo se obtiene la ventana boot-
strap, Niconsme. Para m = 2500. Finalmente, utilizando la férmula (4.9) en
el Capitulo 4, y motivado por la férmula asintética para la ventana bootstrap
O6ptima local:

*ECM,n,t,x - )‘71/5h*ECM,m,t,x ) (326)

para tamanos de muestra m y n tales que A\ = n/m > ¢ para algin entero
c>1.

El estudio de las propiedades asintéticas del estimador ECM :Z (h) y
de la ventana hjcyy, ., €s un problema de gran relevancia estadistica, cuyo
tratamiento puede llegar a ser analiticamente muy complejo. Por este motivo,
su estudio se ha dejado como parte de un trabajo futuro en el que pueden
adoptarse, por ejemplo, las ideas de Li y Datta (2001) e Iglesias Pérez y
Gonzdlez Manteiga (2003), quienes han estudiado este problema en el con-
texto de la estimaciéon bootstrap de la funcién de distribucién condicional
con datos censurados.

3.3. Aplicacién a una cartera de créditos
personales

En este capitulo se estudian tres métodos de estimacion de la funcién
de probabilidad de mora condicional, ¢(t|x), donde la muestra analizada
exhibe una alta proporcién de datos censurados por la derecha. Con el fin de
evaluar el comportamiento empirico de dichos estimadores, en esta seccién
se presenta un andlisis comparativo de éstos por medio de estadisticas des-
criptivas y curvas de PD estimadas. En el anélisis se han utilizado distintos
valores de tiempo hasta la entrada en mora, T, de puntuacién crediticia,
X, de funciones de enlace (para los estimadores M LG y MLGM) y del
pardmetro de suavizado h (para el estimador PLG). Los resultados obtenidos
se presentan a continuacion.
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3.3.1. Analisis de la base de datos

Los datos utilizados corresponden a una muestra de tamano n = 25000
de préstamos personales de una entidad financiera espanola formalizados en-
tre julio de 2004 y noviembre de 2006. Por motivos de confidencialidad con
la entidad colaboradora, los datos de la muestra fueron tomados aleatoria-
mente cambiando la probabilidad de seleccionar un crédito moroso. De esta
forma, la tasa de morosidad de la cartera de créditos original fue distorsiona-
da arbitrariamente y no refleja su estado real de solvencia. La tasa de mora
observada en la muestra de desarrollo fue de un 7.2 %.

Se considera que la muestra utilizada es representativa de dos poblaciones
de acreditados:

(7) I1;: Es el conjunto de todos los préstamos personales emitidos por la
entidad entre julio de 2004 y noviembre de 2006 cuya fecha de entrada en
mora fue registrada dentro de ese periodo de tiempo. Asi, II; representa la
poblacién de datos no censurados.

(17) Ip: Es el conjunto conformado por dos tipos de préstamos. Los emi-
tidos por la entidad entre julio de 2004 y noviembre de 2006 cuya fecha
de vencimiento, o plazo, fue anterior a noviembre de 2006 y en los que no
se registré la mora, y los préstamos con fecha de vencimiento posterior a
noviembre de 2006 cuya fecha de entrada en mora nunca se observé, o bien,
fue registrada en una fecha posterior a noviembre de 2006. Asi, I, represen-
ta la poblacién de datos censurados. Por ultimo, IT = Il | JII; representa el
conjunto de todos los créditos formalizados entre julio de 2004 y noviembre
de 2006.

Las variables analizadas en este estudio son:

(1i1) &, es la madurez o tiempo de vida observado del i-ésimo crédito. Si
el crédito @ € II;, lo que se observa es §, = T;, es decir, el tiempo hasta que
se produce la mora del crédito i-ésimo. Por el contrario, si el crédito ¢ € 11,
entoces se observa el tiempo de censura, §;, = C}, es decir, el tiempo de vida
del crédito i-esimo hasta la cancelacién de este, ya sea en el vencimiento
del plazo o de forma anticipada. Esta variable se ha medido en meses y la
profundidad de la muestra es aproximadamente de 30 meses.

(1v) X; es la variable puntuacién crediticia y mide el grado de propensién
a cometer impago del crédito i-ésimo. El rango de X es el intervalo [0, 100],
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donde X; = 0 representa la ausencia de riesgo de mora del acreditado i-
ésimo y X; = 100 representa el 100% de certeza de que el crédito i-ésimo
serd moroso. Asi, cuanto mas cercano a 100 es el valor de X;, méds propenso
a convertirse en moroso es el crédito i-ésimo.

(v) 0; es la variable indicadora de morosidad (no censura) asociada al
crédito i-ésimo. Si el crédito ¢ € II; entonces se observa que la indicadora
0; = 1, en caso contrario, se observa que la indicadora §; = 0.

010 0.15
| ]
Fecuencias relativas
010 0.15
| ]

Fecuencias relativas

0.05
I

0.00
L

Madurez de los créditos morosos Madurez de los créditos no morosos

Figura 3.1. Histogramas de la madurez de los créditos morosos (izquierda) y de los

créditos no mororos (derecha).

En la Figura 3.1 se representan los histogramas de frecuencias de los
tiempos de vida de los créditos morosos y no morosos. En ambos casos,
se observa ausencia de simetria lo que da indicios de no normalidad de los
datos. En el caso de los créditos morosos (parte izquierdo) se observa un
grado de asimetria positiva moderado (0.89) y su coeficiente de curtosis es
inferior a 3 (2.89), valores que difieren de los pardmetros correspondientes
a una distribucién normal estdndar (0 y 3, respectivamente). En el caso
de los créditos no morosos (parte derecha) también se obtienen coeficientes
distintos a los de la distribucién normal, asimetria de 0.41 y curtosis de
1.89, respectivamente. Para verificar la falta de normalidad de los datos,
se aplicaron dos contrastes de bondad del ajuste apropiados para utilizarse
con muestras grandes como son, el test de Lilliefors (version del test de
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Kolmogorov-Smirnov para el caso particular de la distribucién normal) y
el test de Jarque-Bera (Jarque y Bera (1987)), que se basa precisamente
en comparar los coeficientes de asimetria y curtosis muestrales con los de
la distribucién normal. Como resultado, se obtuvo que los dos contrastes
rechazaron la hipétesis de normalidad de ambas muestras con p-valores <
0,001.
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Figura 3.2. Estimacién no paramétrica de la funcién de densidad de la madurez de los

créditos morosos y no mororos.

En la Figura 3.2 se muestra la estimaciéon no paramétrica de las fun-
ciones de densidad del tiempo de vida observado, o madurez, de los créditos.
Para esto se utilizé el estimador niicleo de Rosenblatt-Parzen con funcién ni-
cleo gaussiana y pardmetro de suavizado, h, obtenido con el método plug-in
de Sheather y Jones (1991). Se observa, a partir de las curvas de densidad
estimadas no paramétricamente en ambas muestras, que existen claras dife-
rencias en el comportamiento de pago de los acreditados, aunque comparten
el hecho de mostrar un alto grado de asimetria positiva. Ademds, la forma
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bimodal (con gran peso en la cola derecha) de la curva de densidad estimada
de los créditos no morosos (dibujada en color azul) revela la presencia en la
muestra de las dos clases de créditos no morosos descritos la poblaciéon 11y,
es decir, aquellos créditos con fecha de vencimiento anterior a la finalizacién
del estudio que pagaron dentro del plazo establecido, y aquellos créditos con
fecha de vencimiento posterior a la finalizaciéon del estudio, cuya fecha de
mora nunca llegé a ser registrada.
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Figura 3.3. Histogramas de la puntuacion crediticia de los créditos morosos (izquierda) y

de los créditos no mororos (derecha).

En la Figura 3.3 se muestran los histogramas de frecuencia de las pun-
tuaciones de los créditos morosos (parte izquierda) y los no morosos (parte
derecha). La forma asimétrica de las distribuciones, medidas a partir de sus
coeficientes de curtosis (2.68 y 4.29) y de asimetria (0.51 y 1.37), reflejan la
falta de normalidad de las puntuaciones crediticias en ambas submuestras.
Esto se verificé utilizando los contrastes para la normalidad mencionados an-
teriormente (Lilliefors y Jarque-Bera), obteniéndose un resultado similar al
de los tiempos de vida de los créditos, es decir, que se rechazé la hipétesis de
normalidad de los datos.
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Figura 3.4. Densidad estimada no paramétricamente de la puntuacién crediticia para los

créditos morosos y los créditos no mororos.

La Figura 3.4 muestra la estimaciéon no paramétrica de la densidad de
las puntuaciones de los créditos. Como se puede apreciar en esta figura, las
caracteristicas de la puntuacién crediticia observada en ambas muestras de
acreditados son claramente diferentes. La curva de densidad estimada de los
créditos morosos (trazo de color rojo) muestra una forma platicirtica con
asimetria positiva y gran peso en la cola derecha. En contraste, la curva de
densidad estimada en los créditos no morosos (linea de color azul) muestra
una distribuciéon con un alto grado de leptocurtosis, también con asimetria
positiva pero con menos peso en la cola superior. Ademads, se observa que el
punto en el que se intersectan ambas curvas de densidad estimadas, aprox-
imadamente en X = 15.33, permite discriminar, en una gran proporcion,
entre créditos morosos y no morosos. En efecto, en la muestra existe una al-
ta concentracién (aproximadamente el 84.20 %) de clientes no morosos cuya
puntuacién X < 15.33. Al mismo tiempo, existe una alta concentracién (a-
proximadamente el 89.56 %) de clientes morosos cuya puntuacién X > 15.33.
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Tabla 3.2. Analisis descriptivo de la madurez y la puntuacién crediticia con las muestras
de créditos morosos (CM), créditos no morosos (CNM) y la muestra agregada (MA).

Muestra min Q1 Q> media Qs mazx
CM Madurez & 0.033 | 2.933 5.500 7.458 | 11.150 | 24.767
Puntuacién X | 8.398 | 20.295 | 30.066 | 31.817 | 41.167 | 77.819
CNM Madurez & 0.000 | 6.767 | 11.367 | 13.455 | 20.033 | 29.500
Puntuacién X | 0.150 | 2.412 4.857 7.688 | 11.070 | 43.920
MA Madurez & 0.000 | 6.500 | 10.870 | 13.020 | 19.570 | 29.500
Puntuacién X | 0.150 | 2.540 5.440 9.425 | 13.405 | 77.819

En la Tabla 3.2 se ofrece un resumen descriptivo complementario a la
informacién representada en las Figuras 3.1 a la 3.4. Alli se observa que la
mayoria de los créditos no morosos (aproximadamente el 75 %) tiene puntua-
ciones inferiores a la puntuacién observada en el 25 % inferior de los créditos
morosos, es decir que, ()1 = 20.295 observado en la submuestra CM es ma-
yor que ()3 = 11.07 observado en la submuestra CNM. También se observa
que el percentil 75 % de la puntuacién de los créditos morosos practicamente
cuadruplica la puntuacién del 75 % de los créditos no morosos (Q3 = 41.17
observado en la submuestra CM frente a ()3 = 11.07 observado en la sub-
muestra CNM, respectivamente).
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Figura 3.5. Gréficos de cajas para la dispersion de las variables madurez observada

(izquierda) y puntuacién crediticia (derecha) por situacién de morosidad.
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En la Figura 3.5 se representan graficos de cajas para examinar el grado
de dispersion de la variable madurez o tiempo de vida observado del crédito (a
la izquierda) y de la variable puntuacion crediticia (ala derecha). En cuanto a
la madurez de los créditos, se observa que, en el caso de los morosos, existe un
alto grado de asimetria positiva donde mas de la mitad de ellos registraron la
mora antes de los 6 meses de vida del crédito (52.83 %), lo que es llamativo.
Ademads, se observa que el peso en la cola superior de la distribucién estd
siendo afectado por la existencia de datos atipicos, que en el caso de los
créditos no morosos no existen, y donde la asimetria es menor que en el caso
de los créditos morosos.

Con respecto a la puntuacion crediticia (figura de la derecha), la situacién
es distinta que la observada para el tiempo de vida del crédito, es decir, existe
mayor concentracién de créditos no morosos en torno a valores pequenos de
X (Q2 < 5) y la asimetria positiva es mayor que en los créditos no morosos.
En esta subuestra de créditos la presencia de valores atipicos es mds alta que
en el caso de los tiempos de vida (aproximadamente un 3.8 %). Finalmente,
en el caso de los créditos morosos, como es logico, la mayor parte de la
distribucién se desplaza hacia valores de puntuacién més altos (peores) que
en el caso de los créditos no morosos donde, por ejemplo, la mediana de X
supera en mas de seis veces a su percentil equivalente medido en los créditos
no morosos (30.066 versus 4.857, respectivamente).

Estimador empirico incondicional de la T'M

A continuacién, en la Figura 3.6, se ilustra la estimacién empirica de la
tasa de mora incondicional, denotada por T'M (t). Las estimaciones de la
funcién T'M (t) se utilizan para obtener curvas empiricas de la tasa de mora
incondicional dado un horizonte fijo de prediccion de la entrada en mora, b.

El estimador empirico de la tasa de mora incondicional con datos cen-
surados por la derecha se define por:

 SEM (¢ 4 b)

TM, (1) =1 _
o 8K (1)

, (3.27)

donde b es el horizonte de tiempo en el que se desea predecir la entrada en
mora del crédito y SEM (t) es el estimador de la funcién de distribucién con
datos censurados de Kaplan-Meier (Kaplan y Meier (1958)).
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La férmula utilizada para el célculo del estimador de Kaplan-Meier viene

dada por
S () = 11 ( L )%
L () = 1— : ,
5(i)§t n—i1+1

donde d(;) es el concomitante del i-ésimo estadistico ordenado del tiempo
hasta la mora, ;).

El estimador empirico definido en (3.27), se ha utilizado exclusivamente
como herramienta de referencia de la morosidad (no censura) presente la
muestra utilizada, y por tanto, el estudio de sus propiedades no forma parte
de los objetivos de esta memoria dejandose como un problema propuesto
para un trabajo futuro.
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Figura 3.6. Curvas de la tasa de mora empirica incondicional obtenidas con horizontes de

predicién, b=1, 6 y 12 meses.

En la Figura 3.6 se observa que, ante falta de informacion adicional, como
la aportada por una o més covariables, las curvas empiricas de la tasa de
mora (7T'M) alcanzan proporciones méds altas cuando aumenta el horizonte
de predicciéon de la entrada en mora, b, tal y como se puede esperar. Se
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observa también que las curvas decrecen hasta volverse constantes cuando el
tiempo de vida observado se acerca al mdximo muestral (aproximadamente
a partir del mes ¢ = 25). Esto provoca que las estimaciones en el extremo de
la cola derecha resulten deficientes.

Por otro lado, en la Figura 3.6, no es posible observar si los cambios en las
curvas obtenidas con el estimador 1M, ;, se deben sé6lo al cambio del horizonte
de prediccién, b, o si ademds éstas estan siendo influenciadas por cambios
en otras variables, como puede ser el efecto de la puntuacién crediticia de
los clientes. Estos resultados permiten pensar que el enfoque incondicional
representado por el estimador T'M,, ;, ofrece un mecanismo 1til para estudiar
la variacién en la tasa de mora dado un horizonte de predicién fijo, b, en el que
no interesa la interaccion entre el tiempo de vida del crédito y otras variables.
Sin emabrgo, este método no es recomendable para obtener estimaciones
de la PD asociadas a un determinado perfil de solvencia de los clientes,
como si ocurre cuando se utiliza el enfoque de supervivencia condicional
propuesto en esta memoria. Estos aspectos de estimacién de la PD en funcién
de la solvencia crediticia de los clientes resultan muy importantes para las
entidades de crédito.

3.3.2. Resultados de la estimacién de la PD

En esta seccién se analizan los resultados obtenidos con los cuatro es-
timadores propuestos para el modelo definido en (3.1) bajo el enfoque de
andlisis de supervivencia. Estos resultados muestran que, en general, cuando
se incorpora la informacion de la covariable puntuacién crediticia, X, se ob-
tienen estimaciones mas realistas de la PD individual, en particular cuando
éstas se comparan con las obtenidas bajo el enfoque incondicional.

Resultados obtenidos con el modelo lineal generalizado M LG

A continuacién, en las Figuras 3.7 y 3.8, se muestran los resultados
de la estimacién de las funciones de distribucién condicionada, F(t|z), y
de la PD condicionada, ¢(t|x), obtenidas con el modelo lineal generaliza-
do (MLG). Se tomaron como funciones de enlace dos familias de distribu-
ciones pertenecientes a la familia exponencial, la distribucién de Pareto de
pardmetro a y la distribucién F' de Snedecor de pardmetros vy y vs (los grados
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de libertad). Ambas distribuciones fueron elegidas empiricamente después de
varias pruebas con otros modelos de distribuciones exponenciales.
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Figura 3.7. Funciones de distribucién condicional del tiempo hasta la mora con funciones
de enlace de Pareto (izquierda) y F de Snedecor (derecha).

En la Figura 3.7 se muestran las estimaciones de la funcién de distribucién
de T condicionada a la puntuacién crediticia X, F(t|x), donde X toma los
valores 2.54, 5.44 y 13.4, los tres cuartiles de la variable X.

En el recuadro de la izquierda se muestran los resultados obtenidos con la
funcién de enlace de Pareto (« = 0.6). En este caso, se observa una aparente
falta de influencia de la puntuacién crediticia X en las distribuciones condi-
cionadas, siendo dificil distinguir entre cada una de las curvas de distribucién.
Ademds, se observa que las tres curvas de distribucién de probabilidad condi-
cional estimadas son casi lineales en el rango muestral ¢ € [0, 30] meses.

En contaste con lo anterior, en el recuadro de la derecha se muestran los
resultados obtenidos tomando como funcién de enlace la distribucién Fig 5.
En este caso, se observa claramente la influencia de la variable X en las
estimaciones de F'(t|x). Asi, por ejemplo, se ve que para t > 5 meses, la
curva F,(t[13.4) (dibujada en azul) crece mas répidamente que las otras dos
curvas, F,(t]5.44) (en color rojo), y F,(t|2.54) (en color negro), obteniéndose
la relacién de orden F,(t[2.54) < F,(t[5.44) < F,(t[13.4), para valores de
t > 8 meses.
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Figura 3.8. Funciones de probabilidad de mora condicional estimada utilizando funciones
de enlace de Pareto (izquierda) y F' de Snedecor (derecha).

En la Figura 3.8 se representan las curvas de PD obtenidas con el es-
timador PM*“. Teniendo en cuenta que la tasa de mora observada en la
muestra de créditos es de un 7.2 %, los resultados obtenidos con ambas fun-
ciones enlace parecen no ajustarse lo suficiente a los datos empiricos. En el
caso de la distribucién de Pareto (recuadro de la izquierda), las curvas de
PD resultantes sufren el mismo efecto que el observado en la estimacién de
la funcién de distribucién condicionada (Figura 3.7, izquierda), es decir, que
aparentemente el estimador $™*“ no tiene en cuenta la contribucién de la

variable X, provocando que las curvas estén practicamente superpuestas.

Por otro lado, los valores de la PD estimada con la funcién de enlace Fig 59
(recuadro de la derecha), resultan ser demasiado altos en comparacién con
las curvas empiricas ilustradas en la Figura 3.6. También se observa un efecto
de falta de contribucién de la variable X, similar al caso de la distribucién
de Pareto, haciendo dificil distinguir entre la curvas de PD.

Resultados obtenidos con el modelo de regresién de Cox PHM

Estimando la PD con el modelo de riesgos proporcionales de Cox (PH M),
se observan claras diferencias con los resultados obtenidos por el método
empirico incondicional (ver Figura 3.6).
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Figura 3.9. Probabilidad de mora condicional estimada con horizonte de prediccién b=1
ano para X=2.54, 5.44, 13.4 (izquierda) y para la media de X (derecha).

En la Figura 3.9, se observa que las curvas obtenidas con el estimador
PPM (t|2) decrecen a cero rapidamente cuando el tiempo hasta la mora
alcanza el maximo valor de madurez muestral (aproximadamente en el mes
t = 25). Este efecto en la curva de la PD estimada se debe fundamentalmente
a la alta censura de los datos y la falta de profundidad de la muestra. Como
consecuencia de esto, el grado de ajuste de las estimaciones en el extremo de
la cola derecha de la curva de PD es deficiente. Recordando que la variable
X mide la propensién que tiene el acreditado a convertirse en moroso, se
observa ademds que las estimaciones de la PD crecen a medida que crece el

grado de insolvencia de los acreditados.

Resultados obtenidos con el estimador no paramétrico PLG

En esta secciéon se analizan los resultados de la estimacion de la funcién

de PD condicional de los créditos utilizando el estimador no paramétrico,

PPLY (t|z), que por simplicidad de notacién se escribird simplemente como

@Y (t|x), como se ha explicado anteriormente en la Seccién 3.2.3.
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Determinacién del parametro de suavizado

Con el objeto de utilizar un selector local, para elegir el pardmetro de
suavizado, h, se utilizo la técnica de los k vecinos mds préximos. Este méto-
do consiste en fijar el valor entero positivo, k£, de puntos en la vencindad
considerada para la estimacién local y determinar la ventana h definida por

h:= h[k} (CL‘),

donde hy(x) es el valor de la distancia entre x y el k-ésimo valor mas préximo
a este punto tomado de la muestra ordenada de la covariable X para los
tiempos no censurados, es decir, hy(z) = d (az, X [k]) tales que o) = 1, donde
) es la indicadora de no censura del k-ésimo tiempo hasta la mora.
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Figura 3.10. Probabilidad de mora condicional estimada con horizonte de predicciéon b=1
ano y pardmetro de suavizado fijo k=100 (izquierda) y k=400 (derecha) con distintos

valores de puntuacién.

En la Figura 3.10, se representan estimaciones no paramétricas de la PD
donde el paramétro de vecinos mds préximos, k, se ha mantenido fijo en
k = 100 y el estimador $F““(t|x) se ha calculado con tres valores distintos
de X = 2.54, 5.44, 13.4. Las dos primeras curvas muestran valores pequenos
de la PD cuando el valor de X es menor que el primer cuartil de la distribu-

cién. Para k = 100 (a la izquierda de la figura) hay un aparente efecto de
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infrasuavizado de las curvas estimadas. La situacién mejora en las curvas que
se ilustran en el lado derecho de la figura. Alli, tomando k& = 400, la curva
estimada muestra mayor grado de suavizamiento. También se observa que las
estimaciones parecen ser sensibles ante pequenos cambios en la puntuacién
crediticia de los clientes. Como resultado, la PD puede ser sobreestimada al
comienzo de la vida del préstamo para algunos valores de X.

o~
— k=100 = — k=100
—— k=300 —= k=300
+=+ k=500 <=+ k=500

0.015
1
Ve
0,08 0.10
1 1

0.010
1

Probabilidad de mora
Probabilidad de mora
0.06
|

0.005
1

0.000
0.00

Madurez de los créditos Madurez de los créditos

Figura 3.11. Probabilidad de mora condicional estimada con horizonte de prediccién b=1
ano y con tres diferentes valores del pardmetro de suavizado dado X=9.43 (izquierda) y
dado X=20 (derecha).

En la Figura 3.11 se ilustran las curvas de P D obtenidas con el estimador
PLG, pZFC(t|z), para dos valores fijos de X (9.43, 20) y variando el mimero
de vecinos mds préximos, k& = 100, 300, 500. Observando ambas imédgenes
(izquierda y derecha), se aprecia que para un valor fijo del pardmetro de
suavizado, k, el nivel de probabilidad de mora obtenido con la funcién curva
suavizada aumenta a si la puntacién crediticia crece.

3.3.3. Analisis de los resultados obtenidos

A continuacién, se ilustran los resultados obtenidos con el estimador de

la funcién de PD condicional con censura extrema, MY cuyas curvas
se comparan con las obtenidas con los estimadores pMLC HFHM v 9275 La,
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Todas las curvas estimadas fueron obtenidas condicionando sobre X = 5.44
(el valor mediano de la covariable X).
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Figura 3.12. Curvas de probabilidad de mora condicional estimadas con los modelos

MLG y MLGM, ambos con funciones de enlace de Pareto y F10,50.

En la Figura 3.12 se comparan las curvas estimadas de la PD condicional
obtenidas con el modelo M LG y con la variante para el caso de censura
extrema, M LGM. Las funciones de enlace utilizadas fueron las mismas en
ambos casos, la distribucion de Pareto de pardmetro a = 0.6 y la distribucién
F' de Snedecor con v; = 10 y vs = 50 grados de libertad. En todas las
curvas de PD estimadas via M LGM se utilizé la proporcién estimada de
créditos inmunes al riesgo de morosidad (censura) ¢ = 0.99. Se observa que
la curva M LGM con distribucién de Pareto (dibujada en color negro) ofrece
estimaciones de la PD muy por encima de las otras tres curvas, llegando
a una escala de probabilidad en la que es dificil hacer la compraciéon. En
contraste, teniendo en cuenta que la tasa de mora observada en la muestra
es de un 7.2 %, se observa que al condicionar sobre el valor mediano de la
variable X, las curvas de PD obtenidas via M LG y M LGM con distribucién
Fig 50, ofrecen estimaciones por debajo del 10 %, ajustdndose més a la tasa
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de mora muestral.
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Figura 3.13. Curvas de probabilidad de mora condicional estimadas con los modelos
MLGM (Pareto y F1950), PHM y PLG.

En la Figura 3.13 se comparan las curvas de la PD condicional obtenidas
con los modelos M LGM, PHM de Cox y no paramétrico, PLG. Se observa
que, dada X = 5.44 (valor mediano de X)), la escala de las PD obtenidas con
los tres modelo se ajusta bien a la tasa de mora muestral, fluctuando todas
ellas por debajo del 7 %. Sin embargo, se observa que los resultados obtenidos
con el enfoque basado en modelos lineales generalizados, en general, no son
buenos, tanto con la versién M LG como con la versién modificada, M LG M.

Con relacién a las funciones de enlace consideradas en este estudio, lla-
ma la atencién que, en general, en las distintas pruebas realizadas con éstas
y otras distribuciones de la familia exponencial (como la distribucién nor-
mal), no se observé una mejora de las estimaciones obtenidas con el modelo
M LG M respecto de lo obtenido con el modelo M LG.

A continuacién, en la Tabla 3.3, se ofrece un anadlisis descriptivo de las
PD estimadas con los modelos estudiados en este capitulo.
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Tabla 3.3. Estadisticos descriptivos de la tasa de mora empirica (@nb) y de la PD
obtenida con los modelos deCox (PHM ), lineal generalizado (MLG) y no paramétrico
(PLG) tomando un horizonte de prediccién de b=12 meses

Modelo de PD min Q1 @2  media Qs max
b
1 0.076 0.094 0.095 0.095 0.099 0.103
mmb 6 0.064 0.064 0.069 0.070 0.076 0.078
12 0.029 0.029 0.033 0.036 0.042 0.048
X
2.54 | 0.000 0.005 0.034 0.029 0.014 0.016
PHM 5.44 | 0.000 0.006 0.047 0.039 0.014 0.016
(b=12) 13.4 | 0.000 0.015 0.108 0.089 0.014 0.016
Funcién
de enlace X
2.54 | 0.010 0.011 0.012 0.013 0.014 0.016
Paretog—g¢ | 5.44 | 0.001 | 0.011 | 0.012 | 0.012 | 0.014 | 0.016
MLG 13.4 | 0.010 0.011 0.012 0.012 0.014 0.016
(b=12) 2.54 | 0.283 0.295 0.312 0.318 0.337 0.447
Floso | 544 0282 | 0205 | 0311 | 0318 | 0.336 | 0.378
13.4 | 0.282 0.294 0.310 0.316 0.334 0.374
k X
100 2.54 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0012
100 5.44 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0005 | 0.0010 | 0.0015
100 13.4 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0118 | 0.0175 | 0.0300 | 0.0520
400 2.54 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0012 | 0.0021 | 0.0039 | 0.0064
400 5.44 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0014 | 0.0024 | 0.0045 | 0.0073
PLG 400 13.4 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0089 | 0.0152 | 0.0282 | 0.0452
(b=12) 100 9.43 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0023 | 0.0037 | 0.0067 | 0.0105
300 9.43 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0024 | 0.0040 | 0.0073 | 0.0117
500 9.43 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0025 | 0.0042 | 0.0079 | 0.0134
100 20 | 0.0000 | 0.0005 | 0.0205 | 0.0301 | 0.0509 | 0.1149
300 20 | 0.0000 | 0.0009 | 0.0183 | 0.0302 | 0.0514 | 0.1054
500 20 | 0.0000 | 0.0006 | 0.0177 | 0.0306 | 0.0531 | 0.1040
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Los resultados contenidos en la Tabla 3.3 se obtuvieron utilizando como
funciones de enlace del modelo M LG la distribucién de Pareto (0.6) y la
distribucién Fig59. Para obtener los valores del estimador no paramétrico,
PLG, se utilizaron distintos valores del pardmetro k (vecinos mas préximos)
para un valor fijo de X y después se fijé el valor del pardmetro k para distin-
tos valores de X. Para las distribuciones condicionadas se utilizaron valores
representativos de la distribucién de la variable X como son los cuartiles ()1,

()2 (mediana) y Q3.

Se observa que la tasa de mora empirica, 7/7\\4”, disminuye con el tiempo de
vida del crédito a medida que aumenta el horizonte de prediccién de entrada
en mora, b. Los valores maximo y minimo de 7'M ,,, 0.103 y 0.029, se obtienen
para b = 1 mes y b = 12 meses, respectivamente. En contraste con lo anterior,
los tres modelos de PD condicional, PHM de Cox, M LG y PLG, tienen en
cuenta la influencia de la covariable X, por lo que se han obtenido las curvas
de PD condicionadas a X, considerando para esto tres valores representativos
de la distribucién de X, como son los tres cuartiles muestrales, ()1, Q2 y Q3.
Las curvas estimadas con el modelo PH M ofrece estimaciones bien acotadas,
ya que no se escapan (significativamente) del rango de PD entre 0.0 y 0.10
que puede considerarase como un rango de valores realista, o bien, ajustado
a la experiencia empirica, teniendo en cuenta que la 7'M muestral es de un
7.2%. Ademss, las PD crecen cuando X aumenta de valor hasta un valor
méaximo y después vuelven a decrecer a medida que el horizonte de prediccién
aumenta.

Por otra parte, el modelo M LG ofrece estimaciones poco realistas, muy
por debajo del 7.2% y prédcticamente invariantes con a medida que cam-
bian los valores de X. Utilizando la funcién de enlace de Pareto, las curvas
de probabilidad de mora estimadas varfan levemente entre 0.01 y 0.016, re-
sultando en curvas practicamente superpuestas para los tres valores de X.
En cambio, cuando se utiliza la funcién de enlace F, se las curvas de PD
obtenidas arrojan probabilidades de mora entre 0.282 y 0.447, valores de PD
muy por encima del rango considerado realista, 0.01 < PD < 0.1. Similar-
mente al caso de la distribucién de Pareto, la curvas obtenidas con el modelo
MLG con funcién de enlace Fjg 50 resultaron practicamente invariantes ante
cambios en la variable X.

Por tltimo, con respecto a las P D obtenidas con el estimador no paramétri-
co, PLG, se observa que fijando el pardmetro de vecinos méds cercanos en
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k =100 y k = 400, al ir cambiando los valores de X, las curvas estimadas
arrojan probabilidades de mora mejor justadas que el modelo M LG. Se ob-
serva también, que las PD estimadas no paramétricamente varfan cuando
aumenta el valor de la variable X. Ademds, cuando se fija el valor de la co-
variable en X = 9.43 y X = 20, se obtiene que las curvas de PD aumentan
tanto con el valor de la variable X como con el valor del pardmetro h = hy.

3.3.4. Estudio de validaci6én de los modelos

En la literatura existen interesantes contrastes para evaluar la idoneidad
de los modelos que se utilizan para evaluar la solvencia de las entidades
financieras basados en criterios de prediccién (Beran (2009)). La probabilidad
de mora estimada es uno de ellos y se puede utilizar para discriminar entre
créditos morosos y no morosos. Usando los métodos propuestos en Cao et
al. (2009) y fijando un valor de madurez de ¢ = 5 meses y un horizonte de
predicciéon de b = 12 meses, se ha estimado la PD para cada uno de los
créditos de una cartera de préstamos personales.

Partiendo de una muestra de créditos vivos en el instante ¢, se han tomado
dos submuestras, una de créditos morosos y otra de créditos no morosos,
en el tiempo ¢t + b. Para evaluar el poder de discriminacién de los modelos
considerados se utilizaron curvas ROC'. También se calcularon los coeficientes
del drea bajo la curva ROC (AUC') que, como se ha visto en Capitulo 2, es
una medida de validacién global del poder de discriminacién de los modelos
de riesgo de crédito.

El estudio se realiz6 dividiendo la muestra original, de N = 25000 crédi-
tos, en dos submuestras, una de entrenamiento de tamano n = 20000 y otra
ma&s pequena, llamada de validacién, de tamano m = 5000.

Los pardmetros de los modelos de PD condicional se obtuvieron con los
datos de la muestra de entrenamiento mientras que las PD fueron estimadas
para ada uno de los créditos de la muestra de validacion.

El resultado del analisis de curvas ROC' obtenidas con la muestra de
validacién se ilustra a continuacion, en la Figura 3.14.
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En la Figura 3.14 se muestra el resultado del mecanismo de validacion
del poder predictivo de los modelos considerados. Alli se ovserva una pobre
capacidad de discriminacién del modelo M LGM en comparaciéon con los
modelos de regresién de Cox, PH M, y no paramétrico, PLG. Esto se verifica
a partir de los valores del coeficiente AUC' que se muestran en la Tabla 3.4.
En contraste con este resultado, el desempeno de los modelos de regresién de
Cox, PH My no paramétrico basado en el estimador de Beran (1981), PLG,
resultaron més satisfactorios y acorde con lo esperado. Ambos modelos son
competitivos y ofrecen buena capacidad predictiva, observdndose un ligera
ventaja del modelo PH M, cuyo indice AUC = 76,2 %, con respecto al modelo
PLG, cuyo indice AUC = 71,5 %.
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Tabla 3.4. Comparacién del poder predictivo de los modelos MGLM, PHM y PLG via el
calculo del Area bajo la curva ROC.

Intervalo de confianza

Modelo  AUC asintético 95 %

MLGM | 0.238 | 0.217 0.260
PHM | 0.762 | 0.740 0.783
PLG 0.715 | 0.691 0.739

De acuerdo con los resultados de la Tabla 3.4 junto con las curvas ilustradas
en las Figuras 3.12 a la 3.14, se puede concluir que la variante del modelo
MLG para el caso de censura extrema, M LGM, no arrojé los resultados
esperados en el sentido de mejorar la capacidad predictiva del modelo ori-
ginal, M LG. En efecto, un valor del coeficiente AUC' < 0.5 es equivalente
a decir que el modelo utilizado carece de capacidad predictiva, e incluso,
en el caso de esta muestra, que tiene tendencia a confundir los clientes no
morosos con los morosos. Estos resultados conducen a proponer un estudio
mads profundo sobre las hipétesis utilizadas, especialmente en lo referente al
mecanismo de seleccién de la funcién de enlace para lo cual se pueden im-
plementar contrastes de bondad del ajuste sobre la eleccién de la funcién de
enlace, como los estudiados por Pregibon (1980) y Czado (1992, 1997), por
citar s6lo algunos autores.

Por otro lado, las estimaciones de la P D obtenidas con el modelo de regre-
siéon de Cox, PH M, y con el modelo no paramétrico basado en el estimado de
Beran, PLG, proporcionaron los mecanismos mds potentes para discriminar
entre créditos morosos y no morosos. Ademas, si se observa con detenimien-
to la Tabla 3.4, debido a que sus respectivos intevalos de confianza para el
indice AUC' no se intersectan, es posible afirmar que el estimador de la PD
condicional via el modelo de regresién de Cox, ¢7#™  mostré mejor capaci-
dad predictiva de la morosidad de los créditos que componen la muestra de

validacion.



Capitulo 4

Estudio asintotico del
estimador de la probabilidad de
mora condicional basado en el
estimador de Beran

En este capitulo se estudian las propiedades asintdticas del estimador no
paramétrico de la funcién de probabilidad de mora condicional propuesto por
Cao et al. (2009), '*“  cuya férmula viene dada por

B SPLG (t 4 b|x)

~ PLG
@, T(tlr) =1 =
1 Sy L4 (tl)

donde SPFG (-|z) es el estimador producto limite generalizado (PLG) de
Beran (1981) para la funcién de supervivencia condicional definido en (3.21)
para todot > 0y x € R, y donde b > 0 es el horizonte de tiempo en el que
se quiere predecir la futura mora del crédito.

Las propiedades asintéticas del estimador de la PD, gbf LG e obtienen a

partir de resultados andlogos obtenidos previamente por Dabrowska (1989),
Van Keilegom y Veraverbeke (1996) e Iglesias Pérez y Gonzdlez Manteiga
(1999), entre otros, para el estimador PLG de Beran (1981) de la funcién de
distribucion condicional con datos censurados. Dependiendo de si se trata de
un modelo de regresién en diseno fijo o aleatorio, y del tipo de pesos emplea-
dos en la estimacion no paramétrica, se han estudiado distintas variantes y

189
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propiedades asintéticas del estimador de Beran, entre las que cabe senalar la
consistencia uniforme débil y fuerte probada por Dabrowska (1989) y la re-
presentacion casi segura y normalidad asintética obtenidas por Iglesias Pérez
y Gonzdlez Manteiga (1999), todas ellas en un contexto de diseno aleatorio
con pesos de tipo Nadaraya-Watson.

4.1. Definiciones e hipétesis

En esta seccién se establecen las hipétesis necesarias para la obtencion
de los resultados asintéticos del estimador no paramétrico de la PD condi-

cionada, P que en este capitulo también se denotard simplemente por

On-

En adelante se supondra un contexto de diseno aleatorio en el que la
covariable, X, es unidimensional con funcién de distribucién absolutamente
continua, M (z), y funcién de densidad m (z) = M’'(x), cuyo soporte se
denota por Qx = {z € R :m(z) > 0}. Ademds, es conveniente recordar
algunas de las notaciones y definiciones dadas en el Capitulo 3:

(i) Hy (Hz) = P (& < t,6, = 1X; = 2) = [y (1= G (u|z))dF (ulz) es la
subdistribucién condicional del tiempo de vida de un crédito moroso.

(i) Ho(t|lr) = P(& < t,6; = 0|X, = ) = [; (1 — F (u|r)) dG (ulz) es el
andlogo de H (t|z) para un crédito no moroso.

(i13) H (t|lz) = P(§, <t|X;=2) =1 — (1 = F(tlx)) (1 — G (t|z)) es la
funcién de distribucién del tiempo de vida observado del crédito.

(iv) La funcién micleo, K, verifica las hipétesis H3.11 y H3.12 donde
dg :/u2K(u) du, cK:/K2 (u) du.

(v) Denotando por L, la funcién de distribucién condicionada, L (-|x), con
z € Qy, la funcién complementaria de L, se denota por L, = 1 — L, y los
extremos superior e inferior del soporte de L, se denotan, respectivamente,
por 7, =inf{t: L (t|x) > 0} y 7p, =sup{t: L (t|x) < 1}.
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Como consecuencia de H3.5, a partir de (ii7) se verifica que:

Ty, — N {IFI>IGI} )

T, = min{7p,7q,}.

(vi) Existen las derivadas parciales primera y segunda de L, respecto de
=y se denotan por L, = a%Lx y L, = %Lx, respectivamente.

(vii) Existen las derivadas parciales primera y segunda de L, respecto de
t y se denotan por L! = %Lz y L = g—;Lx, respectivamente.

(viii) Existe la derivada parcial segunda de L, respecto de x y de t, y se

1 0? _0?
denota por L, = 57 L, = 55- L.

4.1.1. Hipdtesis para el estimador @5 LG
H 4.1 Sea I = [x1, 23] un intervalo contenido en Qx, entonces se verifica
que:

0<~vy=inf{m(x):x € ls} <sup {m(z):zels} =T < oo,

para alguna vecindad Is = [x1 — 0,29+ 0] de Qx con d >0 y 0 < o' < 1.

H 4.2 FExiste 6 > 0 tal que:

inf {1—H(tlx):x € I;} > 0.

tG[O,?HI}

H 4.3 La funcion m (x) tiene derivadas de primer y sequndo orden continuas
y acotadas en el intervalo Is denotadas por m' (x) y m” (x), respectivamente.

H 4.4 Las funciones H(t|x), H(t|x), Hy(t|x) y Hi(t|x) existen y son abso-
lutamente continuas y acotadas para todo (t,z) € [0,Tg,] X Is.

H 4.5 Las funciones H'(t|x), H"(t|x), H{(t|x) y H{(t|z) existen y son ab-
solutamente continuas y acotadas para todo (t,x) € [0,7Tg,| X I5.

H 4.6 Las funciones H'(t|z) y H|(t|x) existen y son absolutamente conti-
nuas y acotadas en (t,x) € [0,Tp,] X Is.
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H 4.7 El pardmetro de suavizado, h = h,,, satisface las condiciones:

(Inn)*/nh — 0 y nh®/Inn = O (1) cuando n — oo.

Observacién 4.1 (i) La hipdtesis H3.12 permite asegurar que los estima-
dores tipo nicleo de las funciones F (t|x), G (t|z), H (t|z) y Hy (t|z), son,
en efecto, funciones de distribucion de probabilidad bien definidas, es decir,
funciones no negativas y crecientes en t con recorrido en [0, 1] para cualquier
x € Qx. (ii) La hipdtesis Hj.1 es utilizada por Dabrowska (1989) para obtener
cotas exponenciales para las colas de la distribucion del estimador Sy, (t]x).
Este resultado es utilizado después para obtener la convergencia débil y fuerte
del mismo. (1ii) La hipdtesis HJ.2 es necesaria para evitar problemas de esti-
macion en las colas de las distribuciones mencionadas en (i). (iv) Las condi-
ciones sobre la funcion nicleo, K, explicadas en la observacion 3.2 junto
con las hipotesis H4.3-H/ .6 permiten establecer condiciones necesarias para
asequrar la insesgadez asintdtica del estimador de Beran, Sy, (t|x). (v) Por
ultimo, las condiciones impuestas sobre el pardmetro de ventana, h, en Hj.7
son necesarias para determinar la velocidad de convergencia del estimador,
Sy (t|z), a la funcion de supervivencia condicional, S (t|x). Una discusion
mas profunda acerca de estas hipdtesis puede verse en Dabrowska (1989).

4.2. Propiedades asintéticas del estimador
PLG de la PD

Cao et. (2009) demostraron que el estimador no paramétrico de la PD
basado en el estimador Beran, @5 LG Verifica las propiedades de consistencia
fuerte uniforme y normalidad asintética. Ambas propiedades se formalizan
a continuacion en dos teoremas y un corolario. Las demostraciones de estos
resultados asintéticos se desarrollan en la Seccién 4.3 mientras que en la
Seccién 4.4 se exponen algunos resultados auxiliares relativos al estimador
de Beran imprescindibles para la obtencién de los resultados de la Seccién

4.3.
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Teorema 4.1 (Consistencia fuerte uniforme) Fijados t y x tales que
0 < @(t|lz) < 1, bajo las hipdtesis Hj.1-H4.7, ¢, (t|x) es un estimador fuerte-
mente consistente de la probabilidad de mora condicionada, ¢(t|x). Ademds,

sib < Tp, e inf {S(Tu,|r)} > 0, entonces, definiendo 75; = Ty, — b, la
xel
consistencia es uniforme en (t,x) € [0, 73] x I, es decir:

sup sup|p,(t|r) — p(tlr)] — 0 c.s.
te[o,ry | 7€!

Teorema 4.2 (Sesgo y varianza asintoticos) Si se verifican las hipdte-
sis Hj.1-H4.7, se obtiene que el error cuadrdtico medio del estimador PLG
de la probabilidad de mora condicional, @, (t|x), viene dado por:

ECM (&, (t]x)) = h* (b(t|z))* + %v(ﬂm) +o <h4 + n_1h> , (4.1)
donde .
b(tlz) = _idK (1 —(t|x)) By (t,t + blz), (4.2)
Y 1
v(tlx) = - (x)CK (1 — @(t|x))* Dy (t,t + b|z), (4.3)

y donde se definen las expresiones

m' (x) - dH,(s|z)
e 20 Gy

o[ Tl + 2™ b )
/t 1 H(t|a:){ m ()

By (t,t +blz) = /tt+b {H(sh:) +2

Dy (t,t + blz) = /Hb ( dH, (s]) (4.5)

1—H (s|x))*
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Observacién 4.2 Como consecuencia del Teorema 4.2, se obtiene que el
valor del pardmetro de suavizado que minimiza los términos dominantes del
ECM en (4.1) viene dado por la féormula asintética:

_ v(t|z) 1o n-1/5
o= (saar) " o

Corolario 4.1 (Normalidad asintdtica) Bajo las mismas hipdtesis del Teo-
rema 4.1, si ademds nh® — C € (0,+00), entonces la distribucion limite
del estadistico v/nh (¢, (t|x) — p(t|z)) viene dada por

Vinh (@, (t|z) — p(t|z)) =5 N (CY2b(tx), v(t]x)) . (4.7)

4.3. Demostraciones

Demostracién del Teorema 4.1 (a) Recordando las ecuaciones (3.1)
y (3.23), se definen las igualdades

P

tlr) = 1— —,
o(t|z) 0
P

Pultlz) = 1-

’

con P =S (t+blz), Q = S (t|z), P = Sy (t + blz) y Q = Sy (t|x). Utilizando
la Propiedad 4.1 de la Seccién 4.4 se obtiene la convergencia fuerte del vector

(]5, Q), esto es
(P, Q) L (PQ) cs. (4.8)
Aplicando el teorema de la funcién continua al resultado obtenido en (4.8),
como ¢ (z,y) = T es continua en (P,Q), ya que @ > 0, se obtiene que
Y
Pn(tlr) — o(tlz) cs.,

lo que concluye la primera parte de la demostracion.
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(b) Para la segunda parte de la demostracién se utiliza la Propiedad 4.2
de la Seccién 4.4 que permite obtener de manera inmediata los siguientes
resultados de consistencia fuerte uniforme del estimador de Beran:

sup sup | Sy (¢ +blz) — S (t +blz)] — 0 cs. (4.9)
tG[O;r’;_I] wel
sup sup | Sy, (t|z) — S (t|az)‘ — 0Ocs. (4.10)
tefo.ry] €l

I
con 7y =T7p, —b.

Considérese ahora la identidad:

1:]_—(Z—1)—|-..._|_(_1>p(2_1)p+(_1)p+1<2_—21)p+1

- . (411

valida para z # 0 y para todo p € N. Utilizando (4.11) con p = 1 y tomando

1
- = g se obtiene que:

2
. P PQ
1— t — =~ — <=~
Pn(t2) 0- Q0
R R R 2
_ P (e QL _
- £l (Q 1)+Q<Q 1>
R 2
_ ¢ _P(e-9) »r(e-9)
Q Q? Q @
asi
[(1 = @u(tz) = (1 —p(t|z))] < A1+ As + A3 (4.12)
donde
P pl
Al = Q 5
Plo-q|
Ay = T’
. 2
L p(Q-@)
3 — Q Q2
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Por otra parte, si z € [ y t < 7%, se tiene que

S (t + blz) —S(t+b|x))

sup sup
A, tefo,ry ] =€l (4.13)
nfS(ry|z)
sup sup | Sy, (t|z) — S(t|1:)‘
A4 < tefo,ry ] =€l
, < ' ~ , (4.14)
inf (S(77|7))
xzel
. 2
sup sup |Sy (t|z) — S (t|x)‘
o] =€l
As (4.15)

> R - P}
inf (S(3 7))
Finalmente, utilizando los resultados (4.9) y (4.10) en las expresiones (4.13),

(4.14) y (4.15), la ecuacién (4.12) da como resultado que

sup sup | (t]r) — p(t])] — 0 s
tE[O,T’;{] zel

lo que concluye la demostracién del Teorema 4.1 [-]

Demostracién del Teorema 4.2 Para estudiar el sesgo de ¢, (t|x), se

£(0)

utiliza (4.11) con p =1y — = ——%, lo que conduce a la igualdad:
z

O
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Como consecuencia, se tiene que

B (1= 6,(tla)) = Ay + Ag + A, (4.17)
con
E(P
Al = ( A) 5 (418)
z(Q)
Cov (]5, Q
Ay = —m—2 (4.19)

Az = - (4.20)
E(Q
Utilizando la Propiedad 4.3 de la Seccién 4.4 se obtiene que:
: 1 2 2
E (P) = P (1= SdicAu (t+bla) * +0 (1) ), (4.21)
A 1 2 2
E (Q) - 0 (1 — gdxAn (t) 1* +o (h )) : (4.22)

donde

A m' (x) - dH(s|z)
Autle) = [ (el + 22 o) | S
m’ (x)

¢ 1 )
+/0 i [dH1(5|x)+2m($) dH(.s|x)} (4.23)
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Las expresiones definidas en (4.4) y en (4.23) junto con las férmulas (4.21)

y (4.22) se utilizan para determinar expresiones asintéticas para (4.18) y
(4.19):

Q (1 — 1di Ay (t|z) B2 + o (h?))

= (1 —o(t|r)) [1 — %d;{ (Ag (t +b|z) — Ay (tx)) hﬂ + 0 (h?)

Alz

= (1= w(tlz)) [1 - %dKBH (t,t+ blz) hz} +o(h?), (4.24)
Ay = —M ~0 (%) , (4.25)

NN 2
(£(2))
donde para obtener (4.24) se ha utilizado la identidad definida en (4.11) con

Finalmente, a partir de que 1 — ¢, (t|z) = — € [0, 1], entonces el término

Ol

(4.20) puede ser acotado por:

—[ =0 S . 4.26
Ty W -

Utilizando (4.24), (4.25), (4.26) y (4.2) en (4.17) se obtiene una expresién
para el sesgo de ¢, (t|z):

E (@, (t]z) — o(t|z)) = h2b(tz) + 0 (h2) + O (%) . 427)
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Para obtener la varianza de ¢, (t|x) se utiliza (4.11) con p = 3 y tomado

L (2(9)

- = —~————*2% para obtener:

z 0?2

Por otra parte, la igualdad

¢-(2(Q)) =[e-#(a)] +2£(Q)[0-#(9)

da como resultado
(e-2(2))
2

(e ) -0

J

. y2e-e()”
) Z@ @y
Sustituyendo (4.29) en (4.28) se obtiene:
EE@) o e mze-s@)”
e R G
4 2 (G- (0)) " (E(0))
s e
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Utilizando la férmula (4.30) se obtiene un desarrollo para el momento de
segundo orden:

B[(1-.(t)?] = E(i> E( p (2(0)) )

2| (e-(2)"]
DI § EoN

el @]

| w
—
N

+;o (j (E (Q>)j+6 (4.31)
Definiendo, para i, j = 0,1, .., las notaciones
Ay = E {(P E( )) <Q E (Q))J] , (4.32)
B, = E {]—:”' (Q —E (Q))j] , (4.33)
C, — (E (Q>> (4.34)
Dy = E|a-ao) (Q-£())]. (4.35)
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donde se puede demostrar ficilmente la relacién:
Byij = Agiyj+2BiAriy; — BiyAo v,
cont=1,23y35=0,...,1

A partir de cdlculos similares a los utilizados en la obtencién de (4.31) y
(4.36), que debido a lo extensos que resultan no seran desarrollados aqui, se
puede demostrar que, para momentos de orden igual o superior a 3, la tasa

de convergencia es
1 .
ol — |, parai >3,
nh

e[+ (0)]
<ERQ—E(Q»1 OC%>Jmmiz&

Ahora, retomando las expresiones (4.32), (4.33), (4.34) y (4.35), y utilizan-
do la desigualdad de Cauchy-Schwartz junto con otras propiedades de aco-
tamiento, se puede demostrar que:

Apr = A =0, (4.37)
1
A = (E) , para i+ j > 3, (4.38)
B ! >3, (4.39)
i = — |, para .
j h para j
D ! >3 (4.40)
Y — ara .
! nh )P J
Utilizando las expresiones (4.37), (4.38), (4.39) y (4.40) en la férmula (4.36),

se obtiene que:

. A B? 4B1pA 3B% A 1
E[(1-¢,(t2)°] = 0—220 + 7120 - 23 - - 234 Z+o (_h)

(7) s (r)on(n0)

@) (#(9)

Q
Doty
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Por otra parte, sustituyendo (4.16) en el término A; de la expresién (4.17)
y utilizando las expresiones (4.37), (4.38), (4.39) y (4.40) se obtiene que:

E(1-¢,(tlr)) = %110 - %121 | A +£1vo2 A +O]jl°‘4°3 + 12344

E(P) Cov (P,Q)
£(Q) (£(0))

Q
) ()
“eay W) o

Iglesias Pérez y Gonzdlez Manteiga (1999) demostraron en el Teorema
2(c) que el término residual, R! (t|z), obtenido en la representacién casi
segura de Sy, (t|z) (expresion definida en (4.51)), es uniformemente despre-
ciable. De forma similar, también pueden obtenerse tasas de convergencia
para los momentos de R/, (t|x). Como consecuencia, aplicando la Propiedad
4.3 junto con el Corolario 4 en Iglesias Pérez y Gonzalez Manteiga (1999),
pueden obtenerse expresiones asintdticas para la estructura de covarianzas

del proceso {Sh (|x)} 0 Estos resultados pueden utilizarse para obtener
rellx
expresiones asintéticas para las varianzas de Py (@), esto es:
. 1 1
A 1 1
= — — 4.44
Var (Q) 1 (tlx) +o (nh) : (4.44)
A 1 1
Cov (P, Q) = v (t,t+blz)+o <E> : (4.45)
donde
S (tz))?
o (tlr) = %CKCH (t|7), (4.46)
S (tlx) S (y|x
vy (t,ylz) = %CKCH (t ANy|z), (4.47)

dH, (s|z)

Ci (tr) = /0 T O (4.48)
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Ahora, utilizando los 6rdenes de convergencia determinados en (4.43),
(4.44) y (4.45) en las expresiones (4.41) y (4.42) se obtiene:

Var (6, (tz)) = Var(1— ¢, (t]z)) = Var () A (P) cov (P.Q)

o E@) (=@)

() vele) 1y
(#(2)) "

Finalmente, recopilando las expresiones asintéticas (4.21), (4.22), (4.43), (4.44)

y (4.45) junto con las definiciones (4.46), (4.47), (4.48), (4.5) y (4.3), se ob-
tiene:

_|_

1o (t+0bx) 2 va(tt+bx)S(t+blz)
nh (S(tlx))*  nh (S(tla))*
1w () (SE+b)” (1
Wb (8@ (nh)

Var (¢,(llr)) =

_ 1 ek |Cu(t+blz) (S(t—l—b\x))z_
- nhm(z) (S(t|x))”
20y (t|z) (S(t + blz))?
(S(t|=))*
Cy (t]z) (S(t + b|x))? as
(S(t}))’ ]+ ()

1k [Ch (t+Dl2) = Cr (t|2)] (S (t+bla))” (L
= m (@) ( Stfa) ) ’ (m)

. LCKDH(t,t—FbLT) . " 2 o L
= P (a0 ()

- %U (tlz) + o (%) . (4.49)

Por tltimo, a partir de las expresiones (4.27) y (4.49) se obtiene la ex-
presién (4.1) para el error cuadrdtico medio de ¢, (t|x), lo que concluye la
demostracién del Teorema 4.2 [
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Demostracién de Corolario 4.1 Para probar la normalidad asintética
del estimador ¢, (t|x) se utiliza la Propiedad 4.3 de la Seccién 4.4 junto con el
Corolario 4 en Iglesias Pérez y Gonzalez Manteiga (1999). Estas propiedades
conducen a

Vil |(P.0) - (PQY| -5 M.V,
donde
b = (bl,bQ)t:—Cl/Q%dK(AH(t+b|x)P,AH(t|x)Q)t,

vV — (vn m):< vy (t + b|x) vg(t,t+b|x)>‘

V21 U2 (] (t, t+ b|fL’) U1 (t‘l')

Aplicando el teorema de la funcién continua con g (u,v) = % a la variable

aleatoria bivariante <]5, Q) y utilizando el método delta, se obtiene que

Vnh (g - E) N (1,0%), (4.50)

Q
donde
_ dg (U7'U) ag(“?”)) b
a ( Ou " 0 Jw=ra)
— ébl—§b2 CI/Z%ng(AH(Hb\x)—AH(tlﬁv))
1/2
_ ¢ S—dic (1= p(t}2) B (1, + bJo)
_ cl/%(ﬂx),
2 (8g(u,v) 8g(u,v)> V(ag(u,v) ﬁg(u,v))t
du I () =(PQ) Ou v (u0)=(P.Q)
P2
- Q2 vy (4 blz) — stg(tt+b|$)+Q4 1 ()
| S (t + blz))? S (t + blz))*
T (St [( (f;(x')x)) CKOH(”"'”_%CKCHW]
1_ 2
_ %%mebm

= v (tlx).
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Finalmente, la demostracién del Corolario 4.1 concluye sustituyendo las can-

P P
tidades 5 =1—-¢,(tlr)y 0 1 — p(t|z) en la féormula (4.50) [J

4.4. Apéndice: resultados auxiliares relativos
al estimador de Beran

En este apéndice se enuncian algunos de los resultados asintéticos rela-
tivos al estimador de Beran (1981) que se han utilizado en las demostraciones
de los Teoremas 4.1 y 4.2, y del Corolario 4.1 relativos al estimador PLG
de la PD condicional, ¢, (t|z). Estos resultados se recopilan y formalizan
a continuacién, en tres propiedades fundamentales del estimador de la fun-
cién de supervivencia condicional con datos censurados de Beran (1981). Las
demostraciones de estos resultados astintéticos pueden verse en los trabajos
citados al final de cada enunciado y en otros, como por ejemplo, en la Tesis
de Iglesias Pérez (2001).

Propiedad 4.1 (Convergencia fuerte uniforme) Bajo las hipdtesis
H3.1 y H}.1-H}.6, junto con h — 0, Inn/nh — 0 y nh/Inn = O (1),
si a,b € Ry tales que a < b < 7%, para © € I y para t € [a,b], entonces se
verifica que:

(81(tho) = S(t1)) = S(t1) D Banw)n (€ 61,0) + i (the) . (451)

donde se define la variable aleatoria 1 como

I <ta=1) +/t[(§>u)dH1(u]x)
0

IO = T T (1 H (ul)

)

y donde el término residual, R!, (t|z), satisface que

Inn\**
sup sup | R, (t|z)] = O (—) c.s.

tefa,b) zel nh

Este resultado de convergencia fuerte uniforme se obtiene a partir del
Teorema 2(c) en Iglesias Pérez y Gonzdlez Manteiga (1999).
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Propiedad 4.2 (Consistencia fuerte uniforme) Bajo las hipétesis H3. 1
y Hf.1-H4.6 junto con h — 0 y nh — o0, st a,b € R, tales que
a<b<Ty, para x € I y para t € [a,b], entonces se verifica que:

sup sup
tefa,b] z€l

Su(tlz) — sam‘ . 0cs.

Ademds, si se impone la condicién nh® — 0, entonces

Sultle) — S(1f)| = 0 (12—:)1/2 cs

sup sup
t€la,b] z€l

Estos resultados de consistencia del estimador de Beran (1981) se deben
a Dabrowska (1989), Corolarios 2.1(iii) y 2.2 (iii), respectivamente.

Propiedad 4.3 (Normalidad asintdtica) En un contesto de diserio aleato-
rio con pesos de tipo Nadaraya-Watson, bajo las mismas hipdtesis de la
Propiedad 4.1, para x € I y para t € [a,b], se verifica que:

(a) Si nh® — 0 y Inn/nh — 0 entonces:
Vnh (Sh(ﬂx) . S(t|:c)> L N (0,03 (2)),

donde la varianza asintética, 0% (), viene dada por la expresion

(1) = iii'jji (/K N%
_ (Smté;;;) cxCp (t]z) .

(b) Si ademds se exige que h = Cn~'/°, entonces:
Vah (Su(tle) = S(the)) =5 N (b4 (2) 0% (2)

donde la varianza asintética, 0% (), es la misma que en (a) y el sesgo asin-
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tético, ba (), viene dado por la expresion

_05/2

ba(z) = WS(H:U) (/ ukK (u) du) (®" (x)m(x) + 20 (z) m'(x))

(52 , 29" (z) m/(x)

= — S(t|x)dK<¢ (l‘HT)
5/2

— _02 dreS(tlz) A (t|x),

y donde se define convenientemente la funcién ® (u) = E (1 (€, 9,t,2) | X = u).

Estos resultados relativos al sesgo y la varianza asintéticos, asi como la
normalidad asintética del estimador de Beran (1981), se obtienen a partir
del Teorema 2(c) y del Corolario 3(b) en Iglesias Pérez y Gonzalez Manteiga
(1999).

Las expresiones resultantes para las derivadas parciales de la funcién ® (u)
en la defincién de b, (x) se han omitido debido a que son complejas y extensas,
y no se utilizan explicitamente en ninguno de los resultados obtenidos en este
capitulo. Sin embargo, el lector interesado en estos resultados puede ver las
férmulas explicitas para @ (u) y para ®” (u) en la demostracién del Corolario
3 (parte (b)) en Iglesias Pérez y Gonzélez Manteiga (1999).
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Capitulo 5

Estudio de la reincidencia de la
morosidad crediticia
via analisis de supervivencia

5.1. Introduccién

Hasta ahora, en esta memoria se han estudiado modelos de probabili-
dad, bajo distintos enfoques, como herramientas de prediccién de la morosi-
dad en créditos bancarios minoristas como son, por ejemplo, los modelos de
puntuacién crediticia via regresion logistica para tarjetas de crédito (en el
Capitulo 2) y los modelos de probabilidad de mora (PD) en créditos de con-
sumo, ajustados con técnicas de regresion paramétrica, semiparamétrica y
no paramétrica con datos censurados (en el Capitulo 3).

En este capitulo, se aborda el problema de la morosidad en créditos per-
sonales desde una perspectiva diferente. Ahora, el interés se centra en estudiar
el comportamiento de pago irregular de los clientes que, habiendo cometido
uno o mds impagos en el pasado, al cabo de un tiempo vuelven a incurrir
en alguno de los incumplimientos del crédito que se describen méds adelante.
Este problema, denominado en esta memoria como reincidencia de la mo-
rosidad, esté relacionado con la capacidad de solvencia (més bien limitada)
de clientes con un determinado perfil socio-econémico que, por lo general,
dependen de una tnica fuente de ingresos mensuales.

209
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En adelante, se entenderd por reincidencia de la morosidad el mal com-
portamiento de pago de los clientes de una entidad financiera, en el que
situaciones como los retrasos en los pagos, el descubierto en la cuenta ban-
caria u otros tipos de incumplimientos, se suceden de manera repetitiva o
recurrente en el tiempo.

A juicio de los expertos que colaboraron en este estudio, el aumento de
los clientes que incumplen sus obligaciones de manera recurrente en el tiem-
po provoca un importante deterioro de la calidad crediticia de las carteras,
afectando directamente a las provisiones de capital, y por tanto, la solvencia
de la entidad. Sin embargo, hasta el momento de finalizar este estudio, no
fue posible encontrar trabajos en los que se tratase este problema de forma
particular en la literatura sobre riesgo de crédito.

Con el fin de contribuir al estudio de este problema, y a la bisqueda
de posibles soluciones que ayuden a la prevencién del mismo, la empresa de
consultoria financiera AFI-Analistas financieros internacionales junto con el
grupo de investigacion MODES de la Universidade da Coruna, se propusieron
colaborar en el estudio de un modelo de estimacion de la probabilidad de
reincidencia de la mora en carteras de créditos personales.

Para abordar este problema, se adopté el enfoque no paramétrico de
andlisis de supervivencia visto en el Capitulo 3, donde la idea central es
la formulacién de un modelo de probabilidad de mora condicional anédlogo al
estudiado en los Capitulos 3 y 4.

El estudio se realizé a partir de los datos empiricos de una entidad fi-
nanciera espanola observados entre enero de 2003 y diciembre de 2008, a los
que se tuvo acceso gracias a la colaboracién con AFI. En este sentido, es
importante explicar que por tratarse de datos reales, la entidad finaciera los
proporcioné exclusivamente para su tratamiento estadistico bajo un estricto
compromiso de confidencialidad, por el cual queda prohibida la utilizacién
de estos datos para otros fines distintos de aquel para el que fueron recopi-
lados, asi como la cesién total o parcial de estos datos a tereceros sin la
correspondiente autorizacion de la entidad.

El resto del capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la Seccién
5.2 se exponen las notaciones, las definiciones y las hipétesis que se utilizardn
en este capitulo. En la Seccién 5.3 se define la funcién de distribucién condi-
cional de los tiempos de reincidencia, la funcién de probabilidad condicional
de reincidencia de la mora y los estimadores no paramétricos de estas dos
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funciones. En la Seccién 5.4 se ofrece una aplicacién del modelo de reinci-
dencia de la morosidad a una base de datos reales de tarjetas de crédito.
Los resultados son evaluados a partir de la inspeccién y comparacién de las
curvas, y de los resultados numéricos obtenidos. Por tltimo, en la Seccién
5.5 se entrega una breve discusién de los resultados obtenidos y de posibles
extensiones del modelo estudiado para trabajos futuros.

5.2. Modelizacién de la reincidencia de la
morosidad crediticia

Como se ha dicho anteriormente, el objetivo de este capitulo es determi-
nar un modelo de probabilidad que dote a la entidad de una herramienta
predictiva de la reincidencia de los impagos (u otros tipos de incumplimien-
tos) en una cartera de créditos personales. Por tanto, lo que se busca es un
modelo que permita calcular la probabilidad de que un acreditado incurra
en un nuevo impago, por ejemplo, el j-ésimo de ellos, en un horizonte futuro
de prediccién, b, sabiendo que existen j — 1 impagos anteriores asociados al
mismo crédito.

Para tratar este problema, se propone visualizar la existencia de impagos
o incumplimientos sucesivos de los créditos como un problema de andlisis
de sucesos recurrentes, donde las variables que se estudian son los tiempos
hasta que se producen los sucesivos impagos, el tiempo de interocurrencia
entre dos impagos consecutivos y el niimero total impagos en los que incurre
el cliente.

La literatura sobre andlisis de sucesos recurrentes es abundante en con-
textos distintos del riesgo de crédito, como son la epidemiologfa, las ciencias
actuariales, el andlisis de fiabilidad y la ingenieria de sistemas, entre otras.
Dos de los enfoques més conocidos en el andlisis estadistico de sucesos recu-
rrentes son el basado en la teoria de procesos de conteo (Aalen y Husebye
(1991), Lin et al. (1998) y Jin et al. (2006)) y el enfoque basado en mod-
elos de regresion de Cox (1972) (Wei et al. (1989), Lin (1994), Lawless y
Nadeau (1995) y Gjessing et al. (2010)). Como alternativa a estos enfoques,
recientemente han aparecido gran cantidad de trabajos en los que se estudian
modelos paramétricos y semiparamétricos para describir los procesos de con-
teo y las tasas de intensidad de los sucesos recurrentes, como son el enfoque
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basado en modelos de tiempos de fallo acelerado (Lu (2005) y Zeng y Lin
(2007)) y los modelos de tasas de intensidad aditiva (Schaubel et al. (2006),
Liu y Wu (2011) y Liu et al. (2014)). Uno de los trabajos més relevantes
sobre técnicas estadisticas para el andlisis de sucesos recurrentes es el libro
de Cook y Lawless (2007). Alli se tratan la mayoria de las ténicas que se
conocen en la actualidad, siendo muy importante el tratamiento de los temas
desde la perspectiva del andlisis de supervivencia.

Con respecto al enfoque no paramétrico, la estimacién de la funcién de
distribucién de los tiempos hasta (o entre) los sucesos recurrentes en un
contexto de datos dependientes o correlacionados también ha recibido gran
atencién en la literatura. Algunos de los trabajos mé&s relevantes en este
contexto son los debidos a Visser (1996), Wang y Wells (1998), Lin et al.
(1999), Wang y Chang (1999), Pena et al. (2001), Schaubel y Cai (2004) y
més recientemente Lakhal-Chaieb et al. (2013) y Zhu (2014). Sin embargo,
el tipo de dependencia que se aborda en estos trabajos se limita sélo a los
tiempos de ocurrencia de los sucesos, sin adentrarse en el caso en que se
incorporan covariables al modelo. Otra caracteristica importante del enfoque
no paramétrico representado por los trabajos citados anteriormente es, por
ejemplo, que los estimadores propuestos por Wang y Wells (1998), Lin et al.
(1999) y Penia et al. (2001), todos ellos pueden ser vistos como extensiones de
los estimadores de Kaplan-Meier (Kaplan y Meier (1958)) y de Nelson-Aalen
(Nelson (1969, 1972) y Aalen (1978)) al caso de datos multivariantes, por
lo que estos estimadores no siempre ofrecen estimaciones suavizadas de la
curvas de supervivencia o de la razén de fallo acumulativas.

En contraste con lo anterior, ha sido dificil encontrar trabajos en los que
se aborde el problema del anédlisis de sucesos recurrentes en el contexto del
riesgo de crédito. Por ello, es destacable el trabajo de Chen et al. (2012), en
el que los autores aplican el andlisis de sucesos recurrentes para examinar los
determinantes de los cambios en las calificaciones de crédito de las empresas.
Para ello, adoptan el enfoque basado en modelos de riesgo proporcional de
Cox para examinar los cambios en las puntuaciones crediticias de las empresas
empleando como variables explicativas los componentes (o ratios) financieros
utilizados en el modelo Z-score de Altman (1968). Recientemente, en un
contexto de riesgo de crédito similar (para pequenas y medianas empresas
o pymes), Gupta et al. (2015) apuntan como una de las causas de la falta
de atencion que ha recibido el andlisis de sucesos recurrentes en la literatura
sobre riesgo de crédito, el hecho de no tener en cuenta en la especificacién de
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los modelos, la posible dependencia existente entre los sucesos de incumpli-
miento observados en un mismo sujeto durante el tiempo de vida del crédito.

En este capitulo se propone tratar este problema adaptando el enfoque
no paramétrico de supervivencia estudiado en el Capitulo 3 al estudio de las
distribuciones condicionadas de los tiempos asociados a los impagos recu-
rrentes de un grupo de clientes en una cartera de créditos personales.

Si bien, bajo el modelo de supervivencia del Capitulo 3 se acepta la hipéte-
sis de independencia entre los tiempos de entrada en mora entre distintos
acreditados, en este nuevo enfoque, denominado modelo de reincidencia para
la morosidad crediticia, los tiempos hasta el j-ésimo impago o incumplimien-
to observados en un mismo cliente ya no son independientes. La razén de
la no independencia de sucesos en este caso puede explicarse con un sencillo
ejemplo. Supéngase que un cliente de condicién socio-econémica media, que
posee un tnico ingreso familiar al mes, repentinamente pierde su fuente de
ingresos. En un caso como este, lo mds habitual es que el cliente reaccione
reorganizando las prioridades de sus compromisos econémicos debido a la
pérdida parcial, o total, de su capacidad de solvencia. Como consecuencia, es
razonable creer que en algiin momento del tiempo el cliente dejard de pagar
sus deudas, o al menos, que comenzard a retrasarse de forma recurrente en
el pago de las mismas. De este ejemplo se deduce facilmente que los impagos
o incumplimientos recurrentes observados en el tiempo de vida de un crédito
pueden estar provocados por las mismas causas, y por tanto, la hipétesis de
independiencia entre dichos tiempos no es realista.

Teniendo en cuenta lo anterior, en este capitulo se propone estudiar un
modelo de estimacion de la probabilidad de reincidenicia de los impagos o
incumplimientos a partir del estimador de la funcién de supervivencia condi-
cional tipo Beran (1981) propuesto por Akritas y Van Keilegom (2003), en
el que el estimador PLG de Beran (1981) es adaptado al caso de tiempos de
vida multiples con censura. En este capitulo, se anade un paso més al cédlculo
del estimador PLG de Akritas y Van Keilegom (2003) modificindolo para
incorporar también la informacién aportada por la covariable unidimensional
puntuacién crediticia, X.

Por 1ltimo, debido a las limitaciones de tiempo y a la extensién de esta
memoria, se ha dejado para un futuro trabajo el estudio asintético del esti-
mador PLG de Akritas y Van Keilegom (2003) en su versién con covariables
y del estimador de la probabilidad condicional de reincidencia con tiempos
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de impagos multiples que se obtiene a partir del anterior. Las propiedades
asintéticas de ambos estimadores pueden obtenerse siguiendo argumentos y
técnicas andlogas a las utilizadas en el Capitulo 4 de esta memoria, asi como
los resultados asintéticos obtenidos por Akritas y Van Keilegom (2003).

5.2.1. Definiciones y notacién

A continuacién, se utilizaran las siguientes definiciones y notacién:

(i) Las variables T;1, Tja, . . ., T}y, donde J; > 1 para todo i, con 1 <i <mn
son los tiempos hasta que se producen los primeros J; impagos del crédito
1-ésimo. Ademads, se denota por Tjg el tiempo de formalizacion del crédito i.

(17) Las variables Cj1,Cia,...,C;y, con 1 < i < n son los tiempos de
censura que impiden observar los primeros .J; impagos del crédito i-ésimo.

(4ii) La variable £, ;= min{T};, Cj; }, para todo 4, j,con 1 <i<ny1l <j <
Ji, es la variable que registra el tiempo de vida observado asociado al j-ésimo
impago del crédito i-ésimo. Por simplicidad de notacién, en adelante, para el
caso de j = 1, se utilizard la convencién &;;=min{7;;, Cj; }=min{T;, C;}=¢,,
para todo i, con 1 <7 < n.

(iv) La variable, X;, representa la puntuacién crediticia observada en el
crédito i-ésimo. La variable X posee funcién de distribucién absolutamente
continua, denotada por M (z), y funcién de densidad, m (z) = M'(z), cuyo
soporte se denota por Qx = {x € R* : m(x) > 0}.

Prescindiendo del subindice i para referirse al crédito i-ésimo, las siguien-
tes definiciones serdn véalidas para los n créditos de la cartera:

(v) La variable tiempo hasta el j-ésimo impago, 7}, posee funcién de
distribucién condicional dados Tj_; = s y X = x definida por

Fija(t]s,x) = P(T; <tTjo1 = s, X =x)
= 1—5j-(ts, 2),

con 0 < s <tydonde Sj;_1(:|-, ) es la funcién de supervivencia condicional
de T; dados Tj_; y X.
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(vii) La variable censurante del tiempo hasta el j-ésimo impago, C;, posee
funcién de distribucién condicional dados Cj_; = s y X = x definida por

Gj\j—l(t’3>x> = P(Cj < t|Cj_1 =35 X = x)

= 1- Gj|j_1(t|8,l'>,

con 0 < s <tydonde Gjj;_1(-|-, ) es la funcién de supervivencia condicional
de la variable C; dados C;_; y X.

(viii) La variable tiempo de vida observado hasta el j-ésimo impago, £ >
posee funcién de distribucién condicional dados §;_; = s y X = x definida
por

Hj‘j—l(t|87x) = P (5] < t|§j,1 =5 X = .7})
= 1= Hjja(tfs, ),

con 0 < s < tydonde H;j;_1(-|,z) es la funcién de supervivencia condicional
de la variable ¢; dados §;_; y X.

(ix) Se denota por F;_y = {T},T5,...,T;_1} el conjunto de tiempos hasta
el impago j — 1. F;_; representa la historia o pasado inmediatamente ante-
rior al tiempo hasta el j-ésimo impago, Tj. Asi, la funcién de distribucién
condicional de 7; dada una realizacién de F;_; y X = x se define por

ij‘]:jil(ﬂl') = P (T} < t|T1 = t]_’TQ = tz, . ,T'j,l = tjfl,X = JJ)
= P(I; <t|F, X =)
— 1- S, (t). (5.1)

5.2.2. Hipétesis del modelo de reincidencia

El modelo de reincidencia de la morosidad verifica las siguientes hipétesis:

H 5.1 El nimero mdximo de impagos o incumplimientos en los que puede
incurrir el i-ésimo cliente es J;, con1 <i <n , donde T, es el tiempo hasta
que el crédito es considerado como moroso segin la requlacion de Bastlea 11,
es decir, cuando el retraso del pago se extiende por un periodo igual o superior
a 90 dias.
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5.2.3. Funcién de probabilidad condicional de
reincidencia

Se define la funcién de probabilidad condicional de reincidencia de la
mora, denotada por PDj;_1, como la probabilidad condicional de que ocurra
el j-ésimo nuevo impago (o incumplimiento) en el tiempo 7Tj, sabiendo que
el crédito ha incurrido en impago en un tiempo anterior, Tj_;, y dada la
puntuacién crediticia X = x. Por analogfa con la notacién utilizada en el
Capitulo 3 para la funcién de probabilidad de mora condicional, ¢ (-|x), en
este capitulo se utilizard la equivalencia PDjj; 1 = ¢;;_; (+|-, ) para referirse
a la probabilidad condicional de reincidencia, para todo j, con 1 < j < J.

La probabilidad condicional de reincididencia del j-ésimo impago en algin
instante anterior a ¢+ b sabiendo que es posterior al instante ¢, que el impago
7 — 1 se ha producido en el instante s y que la puntuacién crediticia X toma
el valor x, se obtiene a parir de la siguiente expresion:

Pjli—1 (t+0ls,t,x) = P(T; <t+0T; > 1,11 =sX =x)
P(t<T;<t+0bTj_1 =5X =1
P(T; >tTj-1 =s,X =x)
Fjj—(t 4+ bls,x) — Fjj—1(t|s, x)
1 - Fj\j*1<t|5’$)
Sjlj-1(t +bls, x)
Sjj-1(t]s, )

- 1-

(5.2)

donde b > 0 es el horizonte de prediccién del j-ésimo nuevo impago y el
soporte de ¢;;_; (t + b, z) se define como el conjunto:

D;_; ={(s,t,z) €0, 00)? X R : Sjij1(t]s, x) > 0}.

De la féormula (5.2) se deduce que en el caso particular de j = 1, se obtiene
que 77 es el tiempo hasta el primer impago, es decir, que ain no existe la
primera reincidencia del impago, por lo que 7 representa el momento de la
formalizacién del crédito. Asi, tomando 77 = t+0by Ty = 0 se obtiene el caso
particular en que la probabilidad de reincidencia, PDyjg = ¢, (t + b|t, x),
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coincide con la probabilidad de mora, ¢ (t|x), definida en (3.1), esto es

o (t+0blt,x) = P(Th <t+0bTy >t, X =1)
P(t<Ty <t+bX =ux)
P (T, > t|X =2)
- S1(t + blx)
Si(t]x)

1 (5.3)

Fijados tres valores para s, t y x, v el horizonte de prediccién, b, la proba-
bilidad condicional de mora definida en (5.3) puede estimarse con alguna de
las férmulas de la PD propuestas en el Capitulo 3, por ejemplo, utilizando
el estimador PLG, $X*¢ (t|x), definido en (3.23).

En general, la probabilidad condicional de reincididencia del j-ésimo im-
pago en el instante T; = t + b dados los j — 1 impagos anteriores en T} =
t1, 15 = to,...,Tj—1 = t;—1 y dada la puntuacién crediticia X = x, se obtiene
reemplazando la funcién de supervivencia condicional definida en (5.1) en la
formula (5.2), esto es:

PiF_y 0t tite) = P <t+b0|Ti=t,...,
Ty =t;1,T; >t X =)
Pt<T;<t+blF,-1=1t_1,X=nu0)
P(T; > t|Fj = tj0, X = x)
SjiF; - (tHz) = Sjir, (E+ blz)

SilF (t]z)
L Simatrbla) -
Sjlfi—l(ﬂx) ’
donde se denota por ¢, = (t1,...,t;_1) al vector de tiempos correspondien-

tes a la realizacién del conjunto F;_; sobre la que se condiciona el cdlculo de
la probabilidad del j-ésimo impago.

5.3. Estimacion de la probabilidad condicional
de reincidencia

En la férmula (5.2) se ve que la probabilidad condicional de reincidencia
de la mora se define a partir del cociente entre dos funciones de supervivencia.
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Por tanto, para estimar la funcién ¢;;_; (t + b|t, ) se requiere inicamente
de un estimador de la funcién de supervivencia condicional (o equivalente-
mente de la funcién de distribucién condicional) del tiempo hasta el j-ésimo
impago, Sjj_1 (t + b|t,x), dados el anterior impago en el tiempo Tj_1 =ty
la puntuacion crediticia X = x.

Como en este capitulo se considera que los tiempos entre sucesivos im-
pagos son dependientes y algunos de ellos no son observables debido a la
censura aleatoria que los afecta, en este capitulo se trabajard en un con-
texto de regresién no paramétria en diseno aleatorio. En un contexto como
este, lo que observa la entidad es una muestra de n realizaciones indepen-
dientes de la forma, {(ﬁij, 0ij, Xij) }?:1, con idéntica distribucion que el vec-
tor (€;,0;,X;), donde &; = (Ty ACh), (T2 ACs),....(Tj AC})), el vector
6]‘ = (_[ (Tl S Cl) s (TQ S CQ) gy (7} S C])> y 7} N C] = mll’l{j},cj}, para
todo j > 1.

Por este motivo, se propone utilizar como estimador de la funcién de
supervivencia condicional, Sj#,_, (-|7), una versién modificada del estimador

PLG de Akritas y Van Keilegom (2003), denotado por S ;l%_ff (+]x), en el que
ademads de conocer los tiempos de ocurrencia de los j — 1 impagos anteriores,
Fj_1, también se tiene en cuenta la informacién aportada por la puntuacién
crediticia, X. Asi, la férmula del estimador PLG de Akritas-Van Keilegom,

Sﬁ;_K _(+|z), con covariable univariante viene dada por:
.

SAVK o . I (52] < t) wihj—1<tj—1)Bihx (x)
i1F o (tr) = 51;[1 (1 ST (€ > €5) wing o (1) Bing (x)> , (5.5)

donde ¢,y = (t1,...,tj_1) es el vector de tiempos asociados a los j — 1
impagos ocurridos antes del j-ésimo nuevo impago que ocurrird algin 7;; =
t, tal que t > ¢,y > t;_o > ... > t; y donde los términos, wi, () y
Bin, (+), son los pesos no paramétricos de Nadaraya-Watson asociados a los
tiempos hasta los primeros j — 1 impagos, 71, ...,7Tj_1, y a la covariable, X,
respectivamente.

Los pesos no paramétricos, ws,_, (t;j—1), asociados a la distribucién con-
junta de los j — 1 impagos, Tji, ..., T;j_1, del crédito i-ésimo vienen dados

por:
K(H, (€, _1-t;1)) .
> S1 (51"_ =1
win,, (8) = { 1

Sy K(H 26, —t-1) ,
0 si 6,-j_1 =0
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donde el vector d;;_; es el andlogo de la variable indicadora, d;;, para el vector
de tiempos de los primeros j — 1 impagos, T;;_1 = (11, ..., T;;—1), para todo
i, con 1 < ¢ < n. La funcién micleo, K (-), es una funcién de densidad
multivariante esféricamente simétrica con soporte compacto y momentos de
segundo orden finitos que satisface las siguientes condiciones:

K(u)du=1
Rd

/}RduK(u)du: 0

/ wu'K (u)du=cxly
R4

es decir,
I.— JuwK (uw)du=0 si i#j
Crla= JWK (u)du=ckg si i=]
parai = 1,...,d, donde I es la matriz identidad en R,

El pardmetro de suavizado asociado a la distribucién conjunta del vector
de tiempos hasta los primeros j impagos, T; = (11,15, ...,T;), viene dado
por la matriz simétrica definida positiva,

hy  hig -+ hyj
oo |
hjo Thja -y

donde cada componente, hy; = hy; (n), corresponde al pardmetro de suaviza-
do asociado al vector de tiempos, (T, 7;) y es una sucesion real decreciente
a medida que aumenta el tamano de la muestra, n. La matriz de paramétros
de suavizado, H,,, verifica la condicidn:

H, —0yn'|H,| — 0cuando n — oo,

donde | A| es el determinante de la matriz A.

Ademds, los pesos de Nadaraya-Watson, By, (), asociados a la covariable,
X, vienen dados por:
_ Kz —i)/hx)
Yo K((x — @) /hx)’

Bihx (CIZ’) 1 < 1 < n,
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y satisfacen las condiciones impuestas en el Capitulo 3 (férmula (3.22)) en el
caso del estimador de Beran (1981), SFLC(t|x).

Finalmente, sustituyendo las funciones de supervivencia condicional teéri-
cas, SjF,_, (t +0|lx) y SjF,_, (t|r), en la férmula (5.4) por sus estimadores
no paramétricos definidos en (5.5), se obtiene como resultado un estimador
PLG de la probabilidad condicional de reincidencia del j-ésimo impago basa-
do en el estimador PLG de Akritas y Van Keilegom (2003). Llamando a este
estimador, @ﬁj‘ﬁff _» su férmula viene dada por la expresion:

L (- bla)

SAE (t]a)

PR (t+blz) =1 - (5.6)

5.4. Aplicaciéon a una cartera de tarjetas
de crédito

En esta seccién se exponen los resultados de un estudio empirico sobre la
estimacion no paramétrica de la probabilidad de reincidencia de los impagos
que puede observar una entidad financiera durante la trayectoria de cada uno
de los clientes de una cartera de créditos.

Para tratar estadisticamente el problema de la existencia de impagos o
incumplimientos que se reiteran en el tiempo para un mismo acreditado, en
este capitulo se han combinado las ideas del andlisis de sucesos recurrentes
con el modelo no paramétrico de estimacién de la funcién de supervivencia
condicional con datos censurados visto en el Capitulo 3, representado por
el estimador PLG de Beran (1981). Bajo este enfoque, se ha utilizado el
estimador tipo Beran (1981) propuesto por Akritas y Van Keilegom (2003)
para la funcién de distribucién bivariante con datos censurados. En este caso,
el estimador PLG de Akritas y Van Keilegom (2003) se utiliza para estimar
la funcién de distribucién condicional del tiempo hasta el j-ésimo impago, 7},
dados los tiempos hasta el impago j —1, 11,75, ...,T;_1, y dada la covariable
X = z, particularizando la definicién del estimador de Akritas-Van Keilegom
al caso en el que existe una covariable unidimensional. Asi, aplicando un
planteamiento similar al utilizado en el Capitulo 3 (basado en las ideas de
Cao et al. (2009)) para el estimador PLG de la PD definido en (3.23), en
este capitulo se obtiene un estimador nicleo andlogo al de la PD para la
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probabilidad condicional de reincidencia de los impagos de los créditos.

El estimador PLG de Akritas-Van Keilegom, @’}l‘}f_l, se ha utilizado para
obtener las probabilidades condicionales de las primeras J — 1 reincidencias
de impagos simulados para cada uno de los clientes de una base de datos
reales de tarjetas de crédito. Las caracterfsticas descriptivas de los datos y
los resultados obtenidos con este nuevo mecanismo predictivo de la morosidad
se analizan a continuacion.

5.4.1. Analisis de la base de datos

La base de datos utilizada en este estudio se compone de 89 646 registros
de tarjetas de crédito observadas entre enero de 2003 y diciembre de 2008,
donde 15193 de ellas corresponden a clientes morosos y los restantes 74 453
son clientes no morosos, es decir, una tasa de morosidad global de la cartera
de un 16.95 %.

Si bien, en este estudio se dispuso de un buen tamano de muestra, n =
89646, en la que los datos no estdn excesivamente desbalanceados (aproxi-
madamente, 1 de cada 5 créditos resultaron morosos), desafortunadamente,
debido a dificultades en la extraccién de los datos orginales, no fue posible
acceder a las fechas en las que se produjeron los sucesivos incumplimientos
de los clientes (los impagos de las cuotas de las tarjetas), por lo que sélo se
conocio la fecha de formalizacién de la tarjeta, la fecha de fin del estudio y,
en el caso de los clientes morosos, la fecha de entrada en situacién de mora
de acuerdo con la normativa de Basilea II, es decir, los clientes cuyo retraso
en el pago de la tarjeta se prolongé por un periodo igual o superior a los 90
dias (ver Seccién 1.1.3 del Capitulo 1).

A continuacién, en la Figura 5.1, se representa un gréfico con la evolucién
mensual de la tasa de mora de la cartera registrada entre enero de 2003 y
diciembre de 2008. Alli, se observan picos de morosidad en distintas épocas
del ano, detectdndose un posible patrén estacional entre los meses de abril y
mayo en el perfodo 2003-2007, que es justamente cuando se alcanza el valor
maés alto de la serie (TM = 23.82%).
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Figura 5.1. Tasa de morosidad mensual de las tarjetas de crédito entre 2003 y 2008.

La variable tiempo hasta la mora o madurez

La variable tiempo hasta la mora, o madurez, se obtiene a partir de las
fechas de formalizacion y de mora contenidas en la base de datos de la entidad

colaboradora.

Tabla 5.1. Estadisticos descriptivos del tiempo de vida de los créditos.

Muestra  min (o media max d.e. asimetria curtosis
Morosos 2.00 | 21.0 | 24.23 | 70.00 | 14.83 0.814 1.647
No morosos | 1.00 | 29.0 | 30.86 | 73.00 | 18.18 0.326 2.126
Todos 1.00 | 29.0 | 29.74 | 73.00 | 17.83 0.416 2.208

En la Tabla 5.1 se observan valores moderados de asimetria positiva y de
curtosis en las tres muestras. Sin embargo, estas se diferencian significativa-
mente de la distribucién normal estandar. Al realizar las pruebas de norma-
lidad correspondientes (via los contrastes de bondad del ajuste de Lilliefors
y de Jarque-Bera) se obtuvo como resultado el rechazo de la hipdtesis de
normalidad con p-valores << 0.0001.
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Figura 5.2. Estimacién de la funcién de densidad de la madurez de los créditos.

En la Figura 5.2 se representa la estimacion no paramétrica de la funcién
de densidad del tiempo de vida observado de los créditos en la muestra com-
pleta (trazo segmentado de color negro), en la muestra de créditos morosos
(trazo segmentado de color rojo) y en la muestra de créditos no morosos
(linea de color azul). Para ello, se utiliz6 el estimador nicleo de Rosenblatt-
Parzen (Rosenblatt (1956) y Parzen (1962)) con funcién nicleo gaussiana
y pardmetro de suavizado, h, obtenido con el método plug-in de Sheather
y Jones (1991), implementado en la libreria KernSmooth (Wand y Ripley
(2008)) del paquete estadistico R (R Core Team (2015)). Allf se observan
con claridad las caracteristicas asimétricas del tiempo de vida de los crédi-
tos, tanto de los clientes morosos como de los no mororos. También se aprecia
que, debido a la alta proporcién de censura presente en la muestra, la curva
de densidad de toda la muestra es muy parecida a la curva de densidad de
los créditos no morosos.
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Figura 5.3. Gréfico de cajas para la madurez observada de los créditos.

En la Figura 5.3 se representan dos graficos de cajas para comparar el
grado de dispersion de los datos entre los créditos morosos y los no morosos.
En el caso de los créditos morosos, se aprecia claramente tanto la asimetria
positiva como la existencia de valores atipicos, mientras que en la muestra de
créditos no morosos la asimetria es menos acusada y no se detectan valores
atipicos.

La variable puntuacién crediticia

La variable puntuacion crediticia es un valor numérico calculado por la
entidad a partir de un modelo de regresién logistica similar al estudiado en
el Capitulo 2 de esta memoria. Su valor varfa entre 0 y 100, y se utiliza para
asociar a cada acreditado el grado de la propensién del cliente a cometer
impagos o incumplimientos del crédito.
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Tabla 5.2. Estadisticos descriptivos de la puntuacién crediticia de los créditos.

Muestra  min (s media maxr d.e. asimetria curtosis

Morosos 0.00 | 4.84 7.12 48.40 | 6.707 0.814 1.647
No morosos | 0.00 | 1.16 2.55 44.10 | 3.497 3.166 17.426
Todos 0.00 | 1.51 3.32 48.40 | 4.55 2.849 13.779

En la Tabla 5.2 se observa que los coeficientes de asimetria y curtosis
obtenidos para las tres muestras son muy distintos de los valores asociados
a la distribucién normal estandar (asimetria = 0y curtosis = 3). Después
de realizar los contrastes de bondad del ajuste, se rechaza la hipétesis de
normalidad de la puntuacion crediticia con p-valores << 0.0001.

05
1

— = Toda la cartera
— Créditos no morosos
- =+ Créditos mororos

Estimacién no paramétrica de |a densidad

Puntuacion crediticia

Figura 5.4. Estimacién de la funcién de densidad de la puntuacién crediticia.

En la Figura 5.4 se ilustran las estimaciones no paramétricas de las fun-
ciones de densidad de los tiempos de vida observados de los créditos en la
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muestra completa (trazo segmentado de color negro), en la muestra de crédi-
tos morosos (trazo segmentado de color rojo) y en la muestra de créditos
no morosos (curva de color azul). Alli, se observa claramente tanto el alto
grado de asimetria positiva de las curvas estimadas de la densidad, como el
marcado grado de apuntamiento (curtosis), con valores altos de la funcién
de densidad en torno a los valores pequenos de las puntuaciones, siendo esto
dltimo més acusado en los créditos no morosos que en los morosos, como se
ve en la Tabla 5.2.
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Figura 5.5. Grafico de cajas para la puntuacién crediticia.

En la Figura 5.5 se representan dos graficos de cajas para comparar el
grado de dispersién de la puntuacién crediticia entre los créditos morosos
y los no morosos. Ambos gréaficos son 1itiles ya que permiten verificar lo
observado para ambas muestras en las curvas ilustradas en la Figura 5.4, es
decir, que con respecto a la puntuacién crediticia, ambos tipos de créditos
poseen distribuciones con fuerte asimetria positiva y colas derechas pesadas
debido a la alta concentraciéon de datos atipicos.
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5.4.2. Resultados de la estimacién no paramétrica de
la probabilidad condicional de reincidencia

En este apartado se analizan los resultados de las estimaciones no pa-
ramétricas de la funcién de supervivencia condicional y de la funcién de
probabilidad condicional de reincidencia de los impagos en una cartera de
créditos con datos reales. Sin embargo, tal y como se explicé al comienzo de
esta seccién, al no contar con los registros de las fechas en las que se produ-
jeron los sucesivos impagos de las tarjetas, no fue posible calcular los tiempos
de supervivencia de los mismos. Por este motivo, para poder examinar em-
piricamente los resultados de las estimaciones no paramétricas, fue necesario
completar la informacién de la muestra con tiempos de impagos ficticios,
generados aleatoriamente para cada uno de los créditos de la cartera.

Para obtener los tiempos de los impagos recurrentes asociados a las tar-
jetas, se adopta el siguiente razonamiento:

Denotando por II el conjunto de todos los créditos de la cartera, en vir-
tud de la hipétesis Hb5.1, existe un nimero méximo de reincidencias de los
impagos, J, que pueden observarse en cada crédito. En este caso, por simpli-
cidad computacional y de interpretacién de los resultados, este valor se fijé
en J = 3, para todo ¢ € II. Los datos muestrales se completaron generan-
do aleatoriamente vectores de la forma (T}, C;,d;) con T; = (Ti1,Ti2, Ti3),
C, = (Ci1,Ci2,Ci3) v 6; = (051,042, di3), donde los tiempos de los impagos,
T;;, cumplen la condicién de orden cronolégico:

Tio+1<Th <Tip <Tizs<T1; =2, (5.7)

y donde T}y y 7; son las fechas o tiempos de formalizacién y de entrada en
mora del credito 7, respectivamente.

Observacién 5.1 La condicion (5.7) permite establecer el orden cronoldgico
en el que se producen los sucesivos itmpagos de los créditos. La condicion
inferior, Ty > Ty + 1, sirve para asegurar que ningun crédito pueda incurrir
en un impago antes de que transcurra el primer mes desde su formalizacion.
Ademds, la condicion superior, T;; < T, — 2, permite asequrar que la j-ésima
reincidencia, T;;, ocurrird, como mdximo, 2 meses antes del tiempo en el que
el crédito i-ésimo se convierte en moroso segun la normativa de Basilea I1,
denotado por T;. Ast, el i-ésimo crédito sélo puede reincidir en los impagos
entre los tiempos Ty + 1 y 7, — 2, para todo i, con 1 <1 < n.
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Generacién de los tiempos hasta los impagos

El siguiente algoritmo se utiliza para generar aleatoriamente los tiempos
en los que ocurren los sucesivos impagos de los créditos. En él se ha procurado
que los tiempos, T;; y C;;, estén correlacionados con la puntuacion crediticia,
X. Para todo ¢ € II, con 1 <i < n, ejecutar los siguientes pasos:

Paso 1: Sin pérdida de generalidad, considerar que T;y = 0, para todo
1, y fijar el limite médximo de tiempo hasta la mora, 7;, y el maximo valor
de puntuacién crediticia muestral, x,,. De la Tabla 5.1 se extraen los valores
Ti =13y x, =44.8.

d
Paso 2: Generar el tiempo hasta el primer impago como T;|X = x; =

U(1,a+ bx;), donde U (a, ) es una variable aleatoria uniforme en el inter-
valo (a, B) v x; es el valor de la puntuacién crediticia, X, observado en el
crédito i-ésimo. Simultdaneamente, generar la variable censurante asociada,

Ci1, como Cj | X = x; L U(l,c+dx;).

Paso 3: Para j = 1 obtener la indicadora §;; = I (T;; < C;;) y el tiempo
observado hasta el primer impago, {;; =min{7;;, Cy;}.

Paso 4: Generar el tiempo condicionado hasta el segundo impago como
Tio|Th = t1, X = < U (t; +1,a + bx;) y la variable censurante, Cj3, como
CplCih =t,X =x; < Uty +1,c+ dx;).

Paso 5: Volver a realizar el paso 3 para j = 2.

Paso 6: Generar el tiempo condicionado hasta el tercer impago como

Ti3|Tio = to, X = x; < U (ty +1,a + bx;) y la variable censurante asociada,
d
Cig, Ccomo Ci3|ci2 = tz,X =T; = U (tz + 1,C+ d]}z)

Paso 7: Volver a realizar el paso 3 para j = 3.

Observacion 5.2 FEn este estudio se utilizaron los valores de los pardmetros
a=c=2,b=(r,—4) /v, yd = (1; — 2) /100, donde x,, es el mdazimo valor
de la muestra de los x; y 7; es el tiempo de vida real obervado para cada crédito
i, con 1 <1 < n. Se observd que con esta forma de simular los T;; y los Cj;
se logran proporciones de censura (clientes no morosos) mds altas a medida
que aumenta el nimero de impagos en los clientes, es decir, que se logra
que la proporcion de clientes reincidentes con tres impagos sea menor que la
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proporcion de clientes con dos impagos, y que a su vez ésta sea menor que
la proporcion de clientes con sdlo un impago. Para simular los tiempos entre
reincidencias, se utilizan variables aleatorias con distribuciones uniformes,
suponiendo asi que estas pueden ocurrir en cualquier momento dentro del
intervalo de tiempo disponible antes de la entrada en mora.

Analisis descriptivo de los tiempos generados

En la Figura 5.6 se ilustran los histogramas de los tiempos hasta los
impagos, 11, T» y T3, y sus tiempos de censura asociados, Cy, Cy vy Cs.
De la observacién de los histogramas se deduce que, en general, todos los
tiempos simulados poseen distribuciones muy asimétricas con colas pesadas
a la derecha, aunque en el caso de T3 y (3 esta caracteristica parece mads
pronunciada que en las demads variables, tal y como se ve mds adelante en la
Figura 5.7.
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Figura 5.6. Histogramas de los tiempos de reincidencia de los impagos y de sus tiempos

de censura (j=3).
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Tabla 5.3. Estadisticos descriptivos de los tiempos hasta el j-ésimo.

Tl_er,npo min Q1 Q2 media Qs max
condicionado
T 1.001 | 1.449 | 1.904 | 2.417 | 2.599 | 34.748
T 2.003 | 2.414 | 2.834 | 3.613 | 3.804 | 37.688
Ts 3.013 | 3.191 | 3.832 | 5.135 | 5.758 | 41.716
Ch 1.000 | 1.369 | 1.717 | 1.891 | 2.093 | 13.425
Cy 2.003 | 2.129 | 2.366 | 2.728 | 2.872 | 14.407
Cs 2.029 | 2.843 | 3.205 | 3.706 | 4.013 | 21.295

En la Tabla 5.3 se muestran los estadisticos descriptivos usuales para los
tiempos hasta el j-ésimo impago y para los tiempos de censura asociados. Se
observa que los tiempos C, C5 y (s, tienen llegan a valores méximos meores
que T'1, T2 y T3, respectivamente a concentrarse en valores inferiores a los
5 meses de vida a partir de su formalizacién. Ademads, bajo este mecanismo
de simulacién, todos los j-ésimos impagos hasta j = 3 reincidencias ocurren
antes de llegar a los 20 meses desde la formalizacion de los créditos.
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En la Figura 5.7 se muestran seis graficos de cajas en los que se ofrece
una visién simultédnea del grado de variabilidad y de asimetria positiva ob-
servada en los tiempos hasta la reincidencia, 7} T, T3 y en sus tiempos de
censura asociados. Se confirma lo observado en la Tabla 5.3 y en la Figura
5.6. También se obseva una alta presencia de datos atipicos, lo que provoca
el significativo peso de la masa de probabilidad concentrada a la derecha de
la distribucién de las variables.

Estimacién de la funcién de supervivencia condicional del tiempo
hasta la reincidencia

En este apartado se exponen los resultados de la estimacién no paramétri-
ca de la funcién de supervivencia condicional del tiempo hasta el j-ésimo
impago, dados los j — 1 impagos anteriores y dada la covariable X = x,
obtenidos con el estimador PLG de Akritas y Van Keilegom (2003). Como
se ha expuesto anteriormente, las estimaciones se obtienen a partir de una
mezcla de datos reales, como es el tiempo hasta la entrada en mora, 7, y
de datos simulados, como son los tiempos de reincidencia de los impagos
ocurridos antes de 7.

Como las curvas de probabilidades de supervivencia que pueden obtenerse
en funcién de los valores que pueden tomar las variables condicionantes son
miiltiples, en este caso se opté por calcular distintos escenarios, representados
por F;_;, para j = 1,2,3, considerando como nimero méximo de impagos,
J = 4, donde el tiempo hasta el cuarto impago, Tj4, coincide precisamente
con el tiempo hasta la entrada en mora segin Basilea II, 7;, es decir, la mora
real observada en el crédito i-esimo. Asi, los valores que se muestran a con-
tinuacién en las tablas siguientes corresponden a la media aritmética de las
estimaciones puntuales obtenidas con el estimador de la funcién de super-
vivencia condicional, S‘ﬁ}/ff _ (t|z), sobre una secuencia creciente ordenada de
T; = t, con j = 1,2,3, dados los valores de la covariable, X = 2.24, 4.48,
7.12 y 9.85. Los resultados se obtuvieron a partir de una muestra aleatoria

de m = 5000 créditos tomada de la base de datos original (n = 89 646).

Por tltimo, la curvas estimadas de supervivencia condicional y de proba-
bilidad de reincidencia condicional dados Fo = {11,T2} vy F3 = {11, T2, T3},
que se exponen mas adelante, respectivamente, se obtuvieron con cuatro se-
lectores automadticos multivariantes, tres de los cuales estdn implementados
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en la libreria ks del paquete estaditico R (Duong (2007, 2015)). Los selec-
tores considerados en este capitulo vienen adaptados en las funciones, Hpi,
basada en el método plug-in de Wand y Jones (1994), Hscv, basada en el
método de wvalidacion cruzada suavizada (scv) de Duong y Hazelton (2005)
y Hpi.kcde, basada en el método propuesto por Duong (2014). También se
utilizé el selector basado en la regla de Scott (1992), que como se verd mds
adelante, arrojé algunos de los mejores resultados. En el caso univariante,
para las variables tiempo hasta la entrada en mora (Basilea II), 73 = 7,y
puntuacién crediticia, X, se utilizaron selectores andlogos a los anteriores
(regla de Scott, plug-in de Wand y Jones (1995), dpi, y validacion cruzada
de Rudemo (1982) y Bowman (1984), lscv).

A continuacién, en la Tabla 5.4, se muestran los valores de los pardmetros
de suavizado utilizados en las estimaciones no paramétricas con j = 1 impago
previo a la entrada en mora, T = 7.

Tabla 5.4. Selectores del pardmetro de suavizado en el caso univariante.

‘ Selector de h ‘ Ty ‘ X ‘
Regla de Scott | 0.3142 | 0.8114
lscv 0.8043 | 0.1313
dpt 0.05107 | 0.0759

Los paramédmetros de suavizado obtenidos para el caso de j = 2 impagos:

HSot [ 0.46086 0.48381}’

| 0.48381 0.56326

o — [ 0.025877 0.02258
2= | 0.02258 0.02569 |’

P _ [0.02881 0.02766
2n = 0.02766 0.03215 |-
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Los paramametros de suavizado obtenidos para el caso de j = 3 impagos
son:

[ 0.56447 0.59258 1.65148
H§;§“ = | 0.59258 0.68989 0.77117 |,
| 1.65148 0.77117 1.03225

[ 6.08011 7.72332 10.4484
Hi = 7.72332 9.82616 13.30568 |,
| 10.4484 13.30568 18.05227

| [0.01623 0.01443 0.01577
Hi" = | 0.01443 0.02278 0.02399
| 0.01577 0.02399 0.05641

Después de realizar multiples pruebas con los pardmetros de suavizado
obtenidos con los tres métodos de seleccion, se llegé a la conclusién de que
las estimaciones de las probabilidades de supervivencia resultaron mejores
cuando se utilizaron valores del pardmetro de suavizado mds grandes que
los obtenidos con los tres selectores automaéticos propuestos. En particular,
los resultados fueron mejores (visualmente) cuando se utilizaron las ventanas
de suavizado proporcionales a las obtenidas con el método de Scott (1992).
Por ello, el procedimiento utilizado para generar las curvas de probabilidad
rvas que se presentan a continuaciéon se basa en un criterio de corte mds
mds empirico, en el que se fue ajustando el pardmetro de ventana hasta
conseguir resultados acordes con la teorfa, es decir, que se varié el valor
del pardmetro de suavizado hasta conseguir que las curvas de probabilidad
de superviviencia estimadas tuviesen un aspecto similar al de las curvas de
superviviencia tedricas.

A continuacion, en las Figuras 5.8 a la 5.13, se ilustran algunos ejemplos de
las funciones de supervivencia condicionales obtenidas para algunos valores
de la covaribale X.
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Figura 5.8. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de 715 dada 17=6
y dada la X'=2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.8 se ilustran las estimaciones de las funciones de super-
vivencia condicional para el tiempo hasta el segundo impago (primera rein-
cidencia), T3, dado que el primero ocurre en 7} = 6, y dados los valores de
puntuacién crediticia, X = 2.24, 4.48, 7.12 y 9.85. En el célculo de esta cur-
vas se utlizaron pardmetros de suavizado, h3%" = 0.8114, para la variable,
X,y h=10h5" = 3.47 para la variable T}.
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Figura 5.9. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T5 dada
T1=12 y dada la X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.9 ilustran las estimaciones de las funciones de supervivencia
condicionales para el tiempo hasta el segundo impago, T3, dado que el primero
ocurre en T} = 12, y dados los valores de puntuacién crediticia, X = 2.24,
448, 7.12 y 9.85.

Se observa que las estimaciones obtenidas con pardmetros de suavizado
h3ot = 0.8114, para la variable, X, y h = 8h5¢!" = 2174 para la variable
Ti. En ambos casos se observa un grado de suavizado aceptable y que las
nivel de probabilidad alcanzado es coherente con la curva de supervivencia
tedrica, puesto que las cuatro curvas deberfan valer uno (aproximadamente)
hasta T, = 12 y luego comenzar a decreder hasta valores cercanos a cero, tal
y como estd ocurre en ambas graficas (Figrura 5.8 y Figura 5.9).
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Figura 5.10. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T3 dada
To=15y T1=12 y dada la X=2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.10 se ilustran cuatro estimaciones de las funciones de
supervivencia condicionadas para el tiempo hasta el tercer impago (segunda
reincidencia), T3, dado que el primer impago ocurre en T} = 12, el segundo
impago ocurre en 7, = 15, y dados los valores de puntuacién crediticia,
X =2.24,4.48, 7.12 y 9.85. Las curvas alli representadas se obtuvieron con
pardmetros de suavizado calculados con la regla de Scott (1992), h3< =
0.8114, para la variable, X, y H = 4.5H 5" para el vector (T}, T5).

sn



Andrés E. Devia Rivera 237

()]
S B e - e
e
= \ . -
g Al !
S 1
S |
o w
5 S '
(&)
© !
g !
= i
2 o | 1
8 (e ]
g 1
2 A
@ II
o n
=
I 1
(o]
P e q’ | ]
g o i
= —
& :
@
o
= ~
S O | —— 555,(t]t1-18,t2=24,x=2.24) .
= — — Sa2.(t]t1=18,t2=04 x=4.84) o
£ - =+ S5j2,4(t]t1-18,12-24,x-7.12) e
it - = = 5312,4(t|t1=18,t2=24 x=9.85) .J
. .
5 t
o
T | T | | T |
0 10 20 30 40 50 60

Madurez de los créditos

Figura 5.11. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T3 dada
T5=24y T1=18 y dada la X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.11 se ilustran las estimaciones de las funciones de su-
pervivencia condicionadas para el tiempo hasta el tercer impago (o segunda
reincidencia), T3, dado que el segundo impago ocurre en en T = 24 y el
primero en 7T} = 18, y dados los valores de puntuacién crediticia, X = 2.24,
4.48, 7.12 y 9.85.

Tal y como se vio para las curvas estimadas representadas en la Figuras
8 v 9, en las Figuras 10 y 11 también se observan resultados razonables,
que van de acuerdo con la teoria. Las curvas que aparecen alli representadas
se obtuvieron con pardmetros de suavizado calculados con la regla de Scott
(1992), h3°t = 0.8114, para la variable, X, y H = SH 553“ para el vector
(Tl, Tg)
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Figura 5.12. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T} dados
T3=12, T5=9, T1=6 y dada X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.12 se ilustran las estimaciones de las funciones de su-
pervivencia condicionadas para el tiempo hasta el cuarto impago (o ter-
cera reincidencia), Ty, dado que el tercer impago ocurre en 73 = 12, el
segundo en T, = 9 y el primero en 77 = 6, y dados los valores de pun-
tuacion crediticia, X = 2.24, 4.48, 7.12 y 9.85. Las curvas representadas
se obtuvieron con pardmetros de suavizado calculados con la regla de Scott
(1992), h3et = 0.8114, para la variable, X, y H = 4,5H§ftt para el vector
(Tl,TQ,Tg).
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Figura 5.13. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T} dados
T3=35, To=24, T1=18 y dada X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.13 se ilustran las estimaciones de las funciones de su-
pervivencia condicionadas para el tiempo hasta el cuarto impago (o tercera
reincidencia), Ty, dado que el tercer impago ocurre en T3 = 35, el segun-
do en T, = 24 y el primero en T} = 18, y dados los valores de pun-
tuacion crediticia, X = 2.24, 4.48, 7.12 y 9.85. Las curvas representadas
se obtuvieron con pardmetros de suavizado calculados con la regla de Scott
(1992), h3c" = 0.8114, para la variable, X, y H,, = 8H§‘;ftt para el vector
(Tl, TQ, Tg) .
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Resultados de la estimaciéon no paramétrica de las curvas de
probabilidad condicional de reincidencia

En las siguientes figuras se representan graficos con las curvas de probabi-
lidades de reincidencia condicional obtenidas con el estimador PLG, @‘3“%{71.
Anédlogamente a los resultados obtenidos para la funciones de supervivencia
condicional estimadas, las curvas de probabilidad condicional de reincidencia
de los impagos se ilustran condicionando sobre cuatro valores representativos
de la covariable, X, como son los valores Q; = 2.24, 0, = 4.48, la X = 7.12,
y Q3 = 9.85, ademds de condicionar sobre los valores de los j — 1 tiempos

anteriores al j-ésimo impago, con j = 1,2, 3.

Estimacién de la probabilidad condicional de reincidencia

En este apartado se exponen los resultados de las estimaciones de las
probabilidades condicionales de reincidencia de los impagos. Andlogamente
a lo visto para la funcién de supervivencia condicional, a continuacién se
muestran grificos en los que se ilustran algunos de los resultados obtenidos
en una serie de pruebas realizadas bajo distintos escenarios (condiciones si-
milares a las utilizadas para el cdlculo del estimador de la supervivencia
condicional, S‘jﬁ‘gﬁ 1). Précticamente en el 100 % de la pruebas realizadas se
observé que las estimaciones de las probabilidades condicionales de reinci-
dencia obtenidas arrojaron mejores resultados utilizando valores grandes del
parametro de suavizado. Asi, andlogamente al caso de la funcién de super-
vivencia estimada, en este apartado se fueron probando distintos valores del
pardmetro de suavizado partiendo por la ventana (o matriz de ventanas) cal-
culada con el método de Scott (1992). Como resultado se obtuvieron curvas
de probabilidad de reincidencia de los impagos menos variables y més acordes
con la teoria cuando se utilizaron pardmetros de ventana que fueron desde
4H§C"“ hasta 10H§wtt.
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Figura 5.14. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de 15 dada
T1=12 y dada la X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.14 se representan las estimaciones de las funciones de
probabilidad condicional de reincidencia del segundo impago, T, dado el
primer impago en 7} = 12, y dados los valores de puntuacién crediticia,
X =2.24,448, 7.12 y 9.85. La estimacién de las curvas de probabilidad de
reincidencia se obtuvo fijando el horizonte de prediccién en b = 12 meses con
pardmetros de suavizado calculados con la regla de Scott (1992), h5t =
0.8114, para la variable X, y h = 8h5%" = 2.7756 para la variable T}. En
el caso de los vectores de variables condicionantes (77, 75) y (11,12, T3), los
mejores resultados se obtuvieron con el pardmetro de suavizado via método de
Scott (1992), H § °* Como resultado, se observa que las curvas obtenidas con
el estimador de Akritas-Van Keilegom, gbﬁ‘{K (t +12|z), exhiben un grado
de suavizamiento aceptable, comparable con los resultados obtenidos con el
estimador de la PD condicional, $**¢ (t|z), calculado a un afio vista (b = 12)

en el Capitulo 3 de esta memoria (ver Seccién 3.3.2, Figuras 3.9 a la 3.11).
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Figura 5.15. Estimaciones de las funciones de supervivencia condicional de T3 dada
To=15y T1=12 y dada la X=2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.15 se muestran las estimaciones de la probabilidad de
reincidencia asociadas al impago, T5, dado que el primer impago ocurre en
Ty = 12, el segundo impago ocurre en T, = 15, y dados los valores de pun-
tuacion crediticia, X = 2.24, 4.48, 7.12 y 9.85. Se observa que con una ven-
tana 10 veces més grande que la matriz de ventanas de suavizado, H 5 ot os
resultados obtenidos parecen ser satisfactorios ya que al aumentar el tamano
de la ventana, H 5;3“, en un factor de entre 4 y 10 veces mds grandes, se
obtienen como resultado curvas menos variables y més acordes con las cur-
vas tedricas, es decir, alcanzando el valor 1 para aquellos clientes con varios

episodios de impagos ocurridos en el pasado.
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Figura 5.16. Estimaciones de las probabilidades de reincidencia condicional de T}y dados
T3=35, To=24, T1=18 y dada X =2.24, 4.84, 7.12 y 9.85.

En la Figura 5.16 se observan resultados similares a los obtenidos en las
Figuras 5.14. y 5.15, es decir, mejores resultados con ventanas més grandes
que las obtenidas con el método de Scott (1992). En este caso, se ha multi-
plicando por 2 el valor del pardmetro de suavizado asociado a la covariable,
X, v se ha multiplicado por 10 el pardmetro de suavizado, H § ot “asociado
a los tiempos (77,75, T3). Estos resultados sugieren que un valor adecuado
del pardmetro de suavizado asociado a la covariable X, hy, para el cédlculo
de las curvas de probabilidad condicional del segundo impago (primera rein-
cidencia), Ty, dado el primer impago en T} = 12 (doce meses antes) y dados
los valores de puntuacion crediticia, X = 2.24, 4.48, 7.12 y 9.85, se encuentra
en en el rango 2h3°" < hy < 3h3%) con A" = 0.8114.
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5.5. Comentarios y conclusiones

En este capitulo se aborda el problema de la reincidencia de la morosidad
crediticia en una cartera de tarjeas de crédito, donde el concepto de reinci-
dencia hace referencia al hecho de que un acreditado incurra en sucesos de
incumplimiento de su deuda de forma recurrente en el tiempo. En el caso
de las tarjetas de crédito, es usual obsevar situaciones de incumplimiento
provocadas, por ejemplo, por el decubierto en la cuenta bancaria vinculada
al pago de la misma.

Debido a la posible correlacién existente entre los impagos sucesivos, y al
hecho de que algunos de estos sucesos no son completamente observables de-
bido a la censura presente en los datos, se adopté un enfoque de modelizacién
basado en el anédlisis de sucesos recurrentes con datos censurados bajo depen-
dencia. Como herramienta predictiva de los impagos recurrentes, se utilizé
una férmula para la probabilidad condicionada de la j-ésima reincidencia
obtenida a partir de la funcién de supervivencia condicional del tiempo has-
ta el j-ésimo impago, Sjr,_, (t|r). Esta férmula se obtiene de forma andloga
a la férmula definida en (3.1) para la PD condicionada del Capitulo 3.

Debido a que la reincidencia de la morosidad crediticia ha recibido escaso
interés en la literatura sobre riesgo de crédito, se considera que el tratamiento
estadistico que ha dado a este problema en este capitulo contribuye a su
divulgacion y puede aplicarse al estudio de modelos de scoring crediticio de
conducta (Thomas (2000), Thomas et al. (2002), Chen et al. (2009)), donde
el andlisis de riesgo se centra en la deteccién y prevencién de aquellos acre-
ditados con mds propensién a convertirse en malos pagadores, por ejemplo,
como los clientes reincidentes durante el tiempo de vida del acreditado.

Por otra parte, con respecto a los resultados de las estimaciones obtenidas,
se observo que las curvas de supervivencia y de probabilidad de reincidencia,
resultaron mejores, o més razonables en el sentido de ser mds parecidas a
las curvas esperadas o tedricas, cuando se utilizaron valores del pardametro
de suavizado significativamente méds grandes que los obtenidos con algunos
de los métodos implementados en la librerfa ks de R (Duong (2007, 2015)).
En efecto, en numerosas pruebas realizadas con submuestras de distintos
tamanos, se observé que, tanto el grado de suavidad de las curvas estimadas
como el grado de sensibilidad del estimador frente a los distintos valores que
toman las variables del espacio condicionante, comenzaban a mejorar a par-
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tir de valores significativamente méds grandes de las ventanas de suavizado
obtenidas, por ejemplo, con los métodos plug-in de Wand y Jones (1995) y
Duong (2014). Estos resultados pueden deberse a varios motivos, por ejem-
plo, al conocido efecto de la maldicién de la dimensionalidad, padeciendo los
efectos de utilizar hasta cuatro variables condicionantes en el célculo de las
probabilidades de supervivencia. También, como se ha mencionado antes, la
falta de suavidad de las curvas puede deberse a la eleccién de un selector del
pardmetro de suavizado inadecuado para trabajar con funciones de distribu-
cién con mas de dos variables condicionantes. En este sentido, resulta natural
proponer como objetivo de investigacién futura la bisqueda de un mecanis-
mo de seleccién automética del (los) pardmetro(s) de suavizado éptimos para
los estimadores condicionales basados en el estimador de Akritas y Van Kei-
legom (2003) estudiados en este capitulo. En ese sentido, serfa interesante
adaptar el algoritmo bootstrap propuesto en el Capitulo 3 para el estimador
de la PD condicional al caso de la probabilidad condicional de reincidencia,
y comparar esos resultados con otros selectores automaticos, por ejemplo,
como los propuestos por Duong y Hazelton (2005) y por Chacén y Duong
(2010), entre otros. Con respecto a lo anterior, es importante volver a explicar
que, debido a la imposibilidad de contar con datos reales completos sobre los
incumplimientos anteriores a la entrada en mora (los sucesos recurrentes), se
vio que los resultados obtenidos dependen fuertemente tanto del mecanismo
utilizado para simular los datos faltantes, como de las hipétesis consideradas
en su implementacién. Por este motivo, es importante hacer hincapié en que
este trabajo responde principalmente a un estudio de caracter exploratorio,
donde las conclusiones obtenidas tienen una validez comparable a las extrai-
das en un estudio de simulacién. Por tanto, seria recomendable elaborar un
segundo estudio en el que éstas puedan ser contrastadas frente a los resul-
tados observados en una base de datos con informacién completa sobre los
sucesos de incumplimientos.

Finalmente, es importante explicar aqui que, a partir de las técnicas uti-
lizadas en este capitulo para el tratamiento estadistico del problema de la
reincidencia de la morosidad crediticia, en el camino surgieron problemas
derivados del propio enfoque metodolégico seleccionado y que, principalmente
por motivos de tiempo y de extension de la propia memoria, se dejaron para
un trabajo posterior. En efecto, uno de los problemas que se propone es-
tudiar a partir de los resultados obtenidos en este capitulo es un estudio
comparativo del estimador de la probabilidad condicional de reincidencia
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basado en el estimador de Akritas-Van Keilegom (2003) versus estimadores
andlogos construidos a partir de otros estimadores de la funcién de super-
vivencia condicional bajo el enfoque de andlisis de sucesos recurrentes con
datos censurados bajo dependencia, por ejemplo, como los debidos a Visser
(1996), Lin et al. (1999) y Pefia et al. (2001). También serfa interesante com-
parar los resultados obtenidos bajo el enfoque no paramétrico versus modelos
paramétricos y semiparamétricos como los basados en el enfoque de regresion
de Cox y en los modelos de vida acelerada.

Otra extensiéon natural derivada del problema de la estimacién no pa-
ramétrica de la funcién de supervivecnia condicional, y de la funcién de
probabilidad condicional de reincidencia obtenida a partir de la primera, es
la relacionada con el estudio asintético de estos dos estimadores. Propiedades
como la convergencia del estimador, la consistencia uniforme débil y fuerte, la
normalidad asintética y la determinacién del pardmetro de suavizado 6ptimo
via la minimizacién del error cuadrético medio asintético (ECMA), o del
error cuadratico medio integrado asintético (EC'MIA), son algunos de los
resultados que tradicionalmente se utlizan para medir y comparar la eficiencia
de los estimadores en estadistica no paramétrica. Para obtener algunas de
estas propiedades, pueden adoptarse, por ejemplo, las ideas de Cao et al.
(2009) desarrolladas integramente en el Capitulo 4 de esta memoria para el
estimador PLG de la PD basado en el estimador de Beran (1981), ¢£7¢ ast
como las técnicas estudiadas, por ejemplo, por Dabrowska (1989), Iglesias
Pérez y Gonzdlez Manteiga (1999), Du y Akritas (2002) y Akritas y Van
Keilegom (2003), entre otros, quienes han obtenido propiedades andlogas a
las mencionadas y que pueden servir, sin duda, de fuente de inspiracién, tanto
para el autor de esta memoria, como para otros investigadores interesados
en el estudio de técnicas de estimacién no paramétrica de curvas como una
poderosa herramienta de andlisis estadistico del riesgo de crédito desde la
perspectiva del andlisis de supervivencia.
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