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1.1 Conceptos basicos

La simulacién es la técnica que consiste en realizar experimentos de muestreo
sobre el modelo de un sistema. Un modelo no es més que un conjunto de varia-
bles junto con ecuaciones mateméticas que las relacionan y restricciones sobre
dichas variables. La modelizacién es una etapa presente en la mayor parte
de los trabajos de investigacién (especialmente en las ciencias experimentales).
En muchas ocasiones, la realidad es bastante compleja como para ser estu-
diada directamente y es preferible la formulacién de un modelo que contenga
las variables més relevantes que aparececen en el fenémeno en estudio y las
relaciones mds importantes entre ellas.

Frecuentemente, la resolucién de los problemas que se pretenden abordar
puede realizarse por procedimientos analiticos sobre el modelo construido (nor-
malmente mediante el uso de herramientas matematicas como las de resolucién
de ecuaciones ordinarias o de ecuaciones diferenciales, el cdlculo de probabili-
dades, etc.). En otras circunstancias dicha resolucién analitica no es posible (o
es tremendamente complicada o costosa) y es preferible una aproximacion de
la solucién mediante simulacién.

1.2 Experimentacion real y simulacion

La experimentacién directa sobre la realidad puede tener muchos inconve-
nientes:

e un coste muy alto

gran lentitud

e en ocasiones las pruebas son destructivas

e a veces 10 es ética (experimentacion sobre seres humanos)
e puede resultar imposible (un acontecimiento futuro)

Razones como esas (y algunas otras) pueden indicar la ventaja de trabajar
con un modelo del sistema real. La estadistica es precisamente la ciencia que se
preocupa de cémo estimar los pardmetros y contrastar la validez de un modelo
a partir de los datos observados del sistema real que se pretende modelizar.



16

Introduccion a la Simulacion y a la Teoria de Colas

Ricardo Cao Abad

1.3  Simulacidn necesaria e innecesaria

Una vez se ha construido un modelo, la primera tentativa debe ser siempre
tratar de resolver analiticamente el problema que nos ocupa. En caso de ser esto
posible, la solucién es exacta (a menudo la resolucién también es rapida). En
caso contrario puede recurrirse a la simulacién que involucrard mucha labor de
procesado. Gracias a la gran potencia de cdlculo de los computadores actuales
los programas de simulacién pueden ofrecer una solucién aproximada répida
en la mayor parte de los problemas susceptibles de ser modelizados.

Ejemplo 1 Supdngase que se quiere calcular la probabilidad de aparicion de
exactamente dos caras en tres lanzamientos de una moneda. La experimentacion
sobre la situacion real consistiria en repetir numerosas veces los tres lanzamien-
tos y observar con qué frecuencia se obtienen exactamente dos caras. FEl sistema
real es el mecanismo por el cual se realizan los lanzamientos. Un modelo ra-

zonable para este sistema es el de utilizar una variable aleatoria X LB (3,0.5)
(ya que se supone que la moneda tiene la misma probabilidad de cara que de
cruz). Bajo este modelo, se trataria de calcular P(X = 2). En este caso la
resolucion analitica es factible y muy sencilla:

2 1
P(X =2) = <3) <1) <l> —3 s
2)\2 2 8

La simulacion consistiria en obtener nimeros aleatorios (en ordenador) para
replicar artificialmente los tres lanzamientos en gran cantidad de ocasiones,
observando la frecuencia relativa con la que aparecen eractamente dos caras.
Es obvio que, en una situacion como esta, la experimentacion real tiene la
desventaja de la lentitud. Una vez construido, el modelo la resolucion analitica
resulta exacta e inmediata y, por tanto, preferible a la resolucion aprorimada
mediante simulacion. Cuestion distinta es si el modelo refleja adecuadamente
la realidad. Asi, por ejemplo, si la moneda no diese igual probabilidad a cara
y cruz, el modelo no seria adecuado y la resolucion mediante el mismo seria
incorrecta. Obviamente este problema no lo tiene la experimentacion sobre
la situacion real. En realidad, en un caso como ese, gracias a la inferencia
estadistica, podria formularse otro modelo mdas adecuado.

Ejemplo 2 Supéngase el siguiente juego: un jugador lanza una moneda (abo-
nando un euro por cada lanzamiento) hasta que el nidmero de caras supere
en tres al nimero de cruces obtenidas. FEn ese momento el jugador recibe
10 unidades monetarias. sResulta rentable jugar? De nuevo aqui la experi-
mentacion real es muy lenta. La modelizacion puede realizarse de nuevo gra-
cias a la teoria de la probabilidad. En esta ocasidn, sin embargo, la resolucion
analitica serta complicada (salvo que se tengan conocimientos de cadenas de
Markov). Parece, por tanto, conveniente una aprorimacion mediante simu-
lacion. Se trataria por tanto de ir replicando artificialmente el lanzamiento
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de la moneda simulando un gran nimero de posibles partidas y examinando la
pérdida o ganancia media.

1.4 \Ventajas e inconvenientes de la simulacién

Ventajas:

1. En casos en los que la resolucién analitica no puede llevarse a cabo.

2. Cuando existen medios de resolver analiticamente el problema pero dicha
resolucién es complicada y costosa.

3. Si se desea experimentar antes de que exista el sistema.

4. Cuando es imposible experimentar sobre el sistema real por ser dicha
experimentacion destructiva.

5. En ocasiones en las que la experimentacién sobre el sistema es posible
pero no ética.

6. Es de utilidad en sistemas que evolucionan muy lentamente en el tiempo.
Inconvenientes:

1. La construccién de un buen modelo puede ser una tarea muy laboriosa.

2. Frecuentemente el modelo omite variables o relaciones importantes entre
ellas.

3. Resulta dificil conocer la precisién de la simulacién, especialmente en lo
relativo a la precisiéon del modelo formulado.

Ejercicio 1.4.1 Una compania petrolifera debe decidir en cudl de dos puntos
(A 6 B) ha de realizar una perforacion para extraer petrdleo. La profundidad
estimada de la bolsa de petréleo en ambos puntos es de 57 m. en A y 40 m.
en B. Desde este momento hasta el instante en que se comenzard a perforar es
posible que llegue una nueva maquinaria (lo cual ocurre con una probabilidad de
0.71). Durante la perforacion puede producirse una averia en la maquinaria.
En base a estudios retrospectivos se estima que dicha averia ocurre con una
probabilidad de 0.14 6 0.16 si se perfora en A 6 B, respectivamente, usando la
maquinaria nueva. En caso de utilizar la vieja maquinaria, las probabilidades
de averia son 0.28 y 0.19 para ambos puntos (A y B). Independientemente del
tipo de maquinaria utilizada y del punto donde se ha decidido perforar, cuando
se produce averia, ésta puede ser grande (con duracion de tres dias) con pro-
babilidad de 0.35. En otro caso la averia es pequena e implica un sélo dia sin
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perforar. Sabiendo que la perforacion avanza a una velocidad de 8 m. por dia
en el punto A y 2 m. por dia en el punto B, se trata de dar respuesta, mediante
simulacion, a la preqgunta sen qué punto es mds rentable perforar?, atendiendo
a que el tiempo hasta que se llega al petréleo sea minimo. Hacer un diagrama
de flujo del algoritmo de simulacidn en este contexto.

1.5 Contenidos de la parte de simulacién

A lo largo del presente texto, los contenidos de simulacién que se verdn son los
siguientes:

1.

Estudio de los métodos més importantes de generacién de nimeros pseu-
doaleatorios en el intervalo (0,1), centrando nuestra atencién en los ge-
neradores congruenciales. Se revisaran los métodos congruenciales imple-
mentados en algunos lenguajes de programacién y bibliotecas de rutinas
estadisticas. También se dard una visién de las diferentes medidas estadis-
ticas para contrastar la calidad de una generador de mimeros aleatorios.

Métodos universales (o generales) de simulacién de distribuciones conti-
nuas: abordando los métodos de inversién y de aceptacion rechazo.

Métodos universales de simulacién de distribuciones discretas. Aqui se
estudiardn el método de la transformacién cuantil (con bisqueda secuen-
cial y eleccién de etiquetado éptimo), algoritmos basados en drboles de
Huffman, el método de la tabla guia y el método de truncamiento.

Un conjunto de método especificos de simulacién para las distribuciones
discretas y continuas m&s importantes.

. Una breve incursién a la simulacién de distribuciones multidimensionales,

comentando algunos métodos generales y particularizando también al
caso importante de la normal multivariante.

Algunas cuestiones précticas sobre el diseno de experimentos de simu-
lacién, dedicando especial atencién a las técnicas de reduccién de la va-
rianza.
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2.1 Introduccidn

Casi todos los métodos de simulacién se basan en la posibilidad de generar
ndmeros aleatorios con distribucién U(0,1). Hasta el gran desarrollo de los
ordenadores los niimeros aleatorios se obtenian por procedimientos experimen-
tales (loterfas, ruletas) y se almacenaban en tablas. En la actualidad estos
nimeros son generados por ordenador y se denominan pseudoaleatorios ya
que, en realidad, todos los nimeros de la sucesién que se genera son predeci-
bles a partir del primero, llamado semilla. En cualquier caso, todo generador
de nimeros pseudoaleatorios minimamente aceptable debe comportarse como
si se tratase de una muestra genuina de datos independientes de una U (0, 1).

2.1.1 Propiedades deseables de un generador de nilimeros pseudoaleatorios

Para poder utilizar sin reservas un generador de nimeros pseudoaleatorios éste
debe satisfacer los contrastes estadisticos mds habituales en este contexto: los
de aleatoriedad (los contrastes de rachas o los de saltos), los de independencia
(como los basados en autocorrelaciones, el test de Ljung-Box, el contraste de
pares seriados, etc) y los de bondad de ajuste a una U(0, 1) (entre ellos el test
chi-cuadrado y el de Kolmogoroff-Smirnoff). También existen otros contrastes
especificos que tratan de indagar a la vez sobre varios de los aspectos anteriores.
Entre ellos destacamos el contraste del poker y el del coleccionista.

Ademads de estas propiedades de tipo estadistico existen otros requisitos
computacionales. Unos y otros pueden resumirse en la siguiente lista.

Requisitos deseables para un generador

1. Producir muestras segin una distribucién U(0, 1).

2. Pasar los contrastes de aleatoriedad e independencia més habituales.
3. Que la sucesién generada sea reproducible a partir de la semilla.

4. Tener una longitud de ciclo tan grande como se desee.

5. Generar valores a alta velocidad.

6. Ocupar poca memoria.
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2.2 Meétodo de los cuadrados medios

Es debido a von Neumann y tiene fundamentalmente sélo interés histérico.

1. Se toma un numero entero inicial, zq, llamado semilla, de 2n cifras.

2. Se eleva al cuadrado, obteniendo un mimero de 4n cifras (completando,
quizé, con ceros a la izquierda).

3. Se considera x; el nimero entero formado por las 2n cifras centrales.

4. Se eleva al cuadrado x; y se repite el proceso anterior tantas veces como
Sea preciso.

5. Finalmente se consideran los nimeros u; = ya en el intervalo (0, 1).

T
102n’
Ejemplo 3 Tomese n =2 y xo = 4122. Resulta:

To = 4122 23 =16/9908|84 z; =9908 x? = 98|1684|64

2y = 1684 22 =02/8358|56 x5 = 8358 a2 = 69|8561|64
24 =8561 2 =T73]2007]21 x5 =2907 22 = 08]4506/49

De esta forma, los niimeros pseudoaleatorios en (0,1) son

ug = 0.4122 w; = 0.9908 ug = 0.1684 wug = 0.8385
ug = 0.8561 us = 0.2907

Siguiendo, de nuevo, con n = 2, pero tomando como semilla o = 3708, se
obtiene

2o = 3708 22 =13|7492/64 x, = 7292 22 = 56/1300|64
2y =1300 2% =01]6900[00 x5 = 6900 22 = 47|6100]00
24 = 6100 22 =372100[00 x5 = 2100 22 = 04/4100]00
26 = 4100 2 = 16/8100[00 z7 = 8100 2 = 65/6100/00
25 = 6100

Ast pues, como xs = x4, los valores uq us, ug, Uy se repetiran ciclicamente de
forma indefinida. FEste tipo de fendmenos de ciclo corto son su mayor incon-
veniente.

2.3 Meétodo de Lehmer

El método consiste en los siguientes pasos:

1. Se toma como semilla un nimero entero, xgy, de n cifras.
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2. Se elige otro entero, ¢, de k cifras. Suele tomarse k < n.
3. Se calcula xg - ¢, mimero de, a lo sumo, n + k cifras.

4. Se separan las k cifras de la izquierda de xq - ¢ y al nimero formado por
las n cifras restantes se le resta el que forman esas k cifras de la izquierda,
dando lugar a z;.

5. Se repite este proceso tantas veces como sea necesario.

Z;

102n :

6. Se devuelven los valores u; =

Ejemplo 4 Tomandon =4, k =2, xo = 4122 y ¢ = 76, se obtiene

xg =4122 xq-c=31|3272 3272 — 31 = 3241
x1 =3241 x;-c=24/6316 6316 — 24 = 6292
xo = 6292 x9-c=47|8192 8192 — 47 = 8145
x3 = 8145 x3-¢=61[9020 9020 — 61 = 8959
xy =8959 x4-c=68/0884 0884 — 68 = 0816
x5 = 0816 x5-c=06[2016 2016 — 06 = 2010

De esta forma

ug = 0.4122 w3 =0.3241 wuy =0.6292 wuz = 0.8145
ug = 0.8959 wus = 0.0816

Todavia en el caso de que n =4 y k = 2, pero con xy = 2000 y ¢ = 50, se
tiene xo-c = 100000 y asi z; = 0000—10 = —10 < 0. Este es precisamente uno
de los peores inconvenientes de este método: la aparicion de iterantes negativos.
También aparecen, con frecuencia, ciclos cortos (en particular, el cero es un
valor absorbente de este generador).

2.4 Meétodos congruenciales

Se basan en la idea de considerar una combinacién lineal de los tltimos k enteros
generados y calcular su resto al dividir por un entero fijo m. Consideraremos
tan sélo el método congruencial simple que procede como sigue:

1. Elegir un nimero entero positivo m (normalmente en relacién con el tipo
de enteros que se va a usar) y otros dos nimeros enteros, a y ¢, tales que
O<a<myO0<c<m.

2. Fijar la semilla x4, un valor entero inicial que cumpla 0 < xg < m.
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3. Obtener de forma recurrente
Ty = (axy_1 + ¢) modm
paran=1,2,...

x
4. Devolver los valores u, = —, n=0,1,...
m

Dadas las propiedades algebraicas de la suma y el producto en el conjunto
de clases de resto médulo m (que es un anillo) se tiene que cualquier otra
eleccién de a 6 ¢ mayores o iguales que m tiene un equivalente verificando la
restriccién impuesta. Cuando tomamos ¢ = 0 el generador se dice congruencial
multiplicativo.

Ejemplo 5 Considérese un generador congruencial con m =8, a =5, ¢ = 4:
Ty = (5xp_1 +4) mod 8
Tomando como semilla los valores 5 ¢ 2 se obtiene:

.I‘Q:5 .’171:5 $2:5
.'E0:2 $1:6 132:2 ZE3:6

que presentan ciclos de longitud 1 y 2 respectivamente.
Cambiando el valor de ¢ a 2 se tiene x, = (5x,_1 + 2) mod 8 y asi,

$0:5 1171:3 {L’gzl $3:7 :c4:5
IOZQ 1’1:4 1'2:6 1‘3:0 I4:2

donde ambos ciclos son de longitud cuatro.
Finalmente dejando el mismo valor de m pero eligiendo a =5 yc =5, se
tiene x, = (5x,—1 + 5) mod 8, que conduce a

To=>5 =6 20=3 23=4 x4=1
5 =2 x26=7 ;=0 x3=05
1'0:2 $1:7 To = £E3:5 ZL'4:6
.%‘5:3 .7)6:4 3?7:1 $8:2

con ciclo de longitud 8, que es el maximo valor posible.

2.4.1 Generadores congruenciales de ciclo maximo

Ademas de las propiedades estadisticas deseables para cualquier generador, una
cuestién importante para los generadores congruenciales (como se ha visto en
los ejemplos previos) es la de garantizar que el ciclo del generador sea maximo
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(0, cuando menos, muy elevado). En la préctica tratard de tomarse el ciclo igual
o muy préximo al niimero de enteros de tipo largo del lenguaje en cuestion.

En general, se define la longitud del ciclo (o periodo) de un generador de
nimeros pseudoaleatorios uniformes, como el menor nimero entero positivo,
p, que cumple que existe un ny natural tal que z;1, = z; para todo ¢ =
ng,Nng + 1,... En el caso de un generador congruencial mixto el maximo valor
para el perfodo es m. Esto es asi porque en este tipo de generadores z,, es
funcién univoca del anterior iterante, x,,_;. Asi, basta, por tanto, que se repita
algun valor en la sucesién de los x,, para que todo se repita ciclicamente a partir
de él. Cémo los valores posibles para los x, son los enteros 0,1,... ,m — 1,
entonces es obvio que, a lo sumo después de m generaciones debe haber una
repeticién en la sucesién. También es muy facil demostrar que si un generador
congruencial tiene ciclo maximo para cierta eleccién de la semilla, entonces lo
tiene para cualquier otra.

Un resultado que sirve para caracterizar qué propiedades deben cumplir los
pardmetros de un generador congruencial para que tenga perfodo méximo es
el Teorema de Knuth (1969).

Teorema 6 (Knuth) Las siguientes condiciones son necesarias y suficientes
para que un generador congruencial con pardmetros m, a y c, tenga periodo
mdzimo (i.e. p=m).

1. ¢y m son primos entre si (i.e. m.c.d. (¢,m) = 1).

2. a — 1 es muiltiplo de todos los factores primos de m (i.e. a = 1modg,
para todo g factor primo de m).

3. Si m es muiltiplo de 4, entonces a — 1 también lo ha de ser (i.e. m =
Omod4 = a = 1mod4).

A la luz del Teorema de Knuth, es facil darse cuenta porqué sélo el tercero
de los generadores del ejemplo anterior tenfa perfodo éptimo.

2.4.2 Generadores congruenciales de algunos lenguajes y bibliotecas de rutinas

En ordenadores binarios es muy comin elegir m = 2° 6 m = 27 — 1, donde
(3 depende del tamano de palabra (tipicamente m serd el mayor entero repre-
sentable en el ordenador o una unidad mayor que él). En lenguajes, como el C,
en el que existen tipos de enteros positivos (entre 0 y 2% —1) la eleccién m = 2°
permite “ahorrar” la operacion de calcular el resto de la divisién entre m que
aparece en el generador congruencial. La razén es que, al calcular ax, 1 + ¢
y s6lo poder almacenarlo con (3 bits, los bits sobrantes (correspondientes a 27,
26+1 ") se desechan, obteniendo precisamente un mimero entre 0y 2% —1 que
difiere del valor exacto de ax,_1 + ¢ en un muiltiplo de m = 2°. Esto es tanto
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como decir que el valor que almacena el ordenador al calcular az, 1 + ¢ (per-
diendo los bits mds significativos) es precisamente el que se deseaba calcular
(axn—1 + c) modm.

En los generadores con m = 2% resulta especialmente fécil expresar las
condiciones del Teorema de Knuth de forma mucho m4és sencilla. Asi, al ser
m una potencia de 2, su unico factor primo es el 2 y, por tanto la primera
condicién equivale a que ¢ sea impar. Para § > 2 se tiene que m es muiltiplo
de 4 y, por tanto la tercera condicién impone que a — 1 también lo sea. Por
iltimo, de nuevo por ser el 2 el inico factor primo de m, la segunda condicién
pediria que a — 1 fuese par, lo cual ya es consecuencia de que sea muiltiplo de
4. En resumen, si m = 2%, con 3 > 2, el generador congruencial tiene periodo
méximo si y s6lo sf ¢ es impar y a = 4k + 1, siendo k£ un nimero natural.

Algunos generadores habituales en lenguajes con enteros (con signo) de 36
bits corresponden a las elecciones

m=2% a=2"41 c=1
m=2% q=5% c=1
Todos ellos tienen tienen perfodo méximo (e igual a 2%° ~ 3.44 x 10'°).

Otros generadores congruenciales para enteros (con o sin signo) de 32 bits
y algunos lenguaje o bibliotecas que los usan o los han usado en el pasado son

m = 23! a = 314159269 ¢ = 453805245

m=2% -1 a=16807 c=0 APL, IMSL y SIMPL/1
m=2% -1 a=630360016 c=0 Algunos FORTRAN

m = 232 a = 663608941 c=0 Ahrens y Dieter (1974)

Aunque sélo el primero tiene periodo maximo, los demds lo tienen muy elevado.

El lenguaje C (bajo UNIX) posee un generador congruencial de ntimeros
pseudoaleatorios de 48 bits: el drand48. Sus pardmetros son m = 2% a =
25214903917 y ¢ = 11. La semilla se inicializa mediante la sentencia srand48()
introduciendo como argumento un entero de 32 bits que corresponde a los 32
bits méds significativos de zy (entero de 48 bits). Los 16 bits de menor orden se
toman siempre coincidentes con el nimero (decimal) 13070. Los pardmetros a
y ¢ se pueden modificar por el usuario desde otras rutinas del C. Los valores
por defecto para estas cantidades ofrecen un generador de perfodo méximo ya
que m = 27, con 3 =48, c es impar y a = 6303725979 - 4 + 1.

2.5 Medidas estadisticas de la calidad de un ge-
nerador de ndmeros aleatorios

La mayorfa de los contrastes estadisticos para estudiar la calidad de un gene-
rador de nimeros aleatorios se basan en medir posibles discrepancias (en algtin
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sentido) de las muestras generadas por el método en cuestién con respecto a las
hipétesis de aleatoriedad, independencia y ajuste a una distribucién U (0, 1).

En casi todos los casos se acaba recurriendo a un contraste de tipo chi-
cuadrado en el que se comparan las frecuencias esperadas, e;, de ciertas moda-
lidades, con las observadas, o;, mediante el estadistico

que seguird, aproximadamente, una distribucién x?_;, bajo la hipétesis nula
que se contrasta. A continuacién detallamos algunos de los contrastes mas
habituales.

2.5.1 El contraste chi-cuadrado

Para llevarlo a acabo, es necesario dividir el intervalo (0,1) en k subinterva-
los (normalmente de la misma longitud). De esa forma la modalidad i-ésima
serd simplemente el subintervalo [%, 7), parai =1,2,... k. De esta forma,
después de simular un gran ntimero, n, de valores, X, Xs,... , X}, mediante
el generador calcularemos las frecuencias observadas en cada intervalo y las
confrontaremos con las esperadas (e; = %) mediante el estadistico D. Para que
la distribucién x7_; sea una aproximacién razonable a la del estadistico y asf
el contraste pueda aplicarse suele pedirse la condicién minima de que e; > 5
para todo 1.

2.5.2 El contraste de Kolmogoroff-Smirnoff

Se basa en el cdlculo de la maxima discrepancia entre la funcién de distribucién
tedrica (F (z) =z, si x € [0,1], en este caso) y la distribucién empirica de la
muestra generada, dada por

- #é{)(nS x}’vx €10,1].

Esta discrepancia se calcula mediante el estadistico

Dn:Sllp|Fn(.’L’)—F($)|,

zeR

cuya distribucién (la K de Kolmogoroff) esta tabulada.
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2.5.3 El contraste del coleccionista

Consiste en fijar un entero positivo, M, y discretizar los valores generados,
X1, Xo, ..., X, de la forma [M - X;] +1, donde [z] denota la parte entera de
z. De esta forma se consigue una sucesién de enteros aleatorios cuyos valores
estdn comprendidos entre 1 y M. Ahora se procede (como un coleccionista) a
contabilizar cudl es el mimero, @, (aleatorio) de valores a generar hasta que se
completa la coleccién de todos los enteros entre 1 y M. Obviamente, bajo las
hipétesis de aleatoriedad y distribucién U (0, 1), cada posible entero entre 1 y
M tiene la misma probabilidad de aparecer en cada generacién y, por tanto,
resulta posible calcular la distribucién de probabilidad de Q. De esta forma
podemos utilizar los valores calculados de las probabilidades

P(Q=M),P(Q=M+1),

para calcular las frecuencias esperadas de cada clase y confrontarlas con las
observadas via el estadistico chi-cuadrado.

Existen varias elecciones comunes de M, asi como pequenas variantes del
contraste:

Tomando M = 5con clases ) =5, Q) =6, ..., Q@ =19, @ > 20.

Aplicando el test a partir de la tercera cifra decimal

Esto equivale a considerar 100-X; —[100 - X;] en lugar de X; en el planteamien-
to anterior.
En ambos casos, las probabilidades de las clases vienen dadas por

P(Q =5) =0.03840000 P (Q = 6) = 0.07680000

P(Q=7)=0.09984000 P (Q = 8) = 0.10752000

P(Q=9)=0.10450944 P (Q = 10) = 0.09547776
P(Q=11) = 0.08381645 P (Q = 12) = 0.07163904
P(Q = 13) = 0.06011299 P (Q = 14) = 0.04979157
P (Q = 15) = 0.04086200 P (Q = 16) = 0.03331007
P(Q=17) = 0.02702163 P (Q = 18) = 0.02184196
P(Q =19) =0.01760857 P (Q > 20) = 0.07144851

Eligiendo M =10

Tomando las categorfas (con sus correspondientes probabilidades) como sigue:

(10 < Q < 19) =0.17321155 P (20
(24 < Q <27) =0.17150818 P (28
(33 < Q < 39) =0.15216056 P (Q

= 23) = 0.17492380
< 32) =0.17134210
40) = 0.15685380

T



Generacion de niimeros pseudoaleatorios uniformes en (0,1)

29

2.5.4 Contrastes de salto

Dados dos nimeros o y 3 tales que 0 < o < 3 < 1, los contrastes de saltos
tratan de examinar, para cada valor generado, X;, si se cumple a < X; < 3,
anotando, en ese caso, un 1 (0 en caso contrario). En estas condiciones, la
probabilidad de que aparezca un 1 es p = 3 — a y la de que aparezcan j ceros
desde la aparicién de un uno hasta la del siguiente uno es p; = p(1 —p)’,
j = 0,1,2,... (que corresponde a una distribucién geométrica). De nuevo
puede aplicarse el test chi-cuadrado a las clases resultantes.

Las elecciones mas habituales de o y # dan lugar a los siguientes contrastes:

El test de rachas bajo la mediana

Consiste en tomar « =0y §=1/2.

El test de rachas sobre la mediana

Corresponde al caso a« = 1/2y 6 = 1.

El test del tercio medio

Que no es mds que la elecciéon « = 1/3 y 5 = 2/3.

2.5.5 El contraste de permutaciones

Dada la sucesién de numeros pseudoaleatorios generada se consideran blo-
ques de T valores consecutivos. Cada uno de los bloques puede presentar una
cualquiera de las T'! posibles ordenaciones de esos T' valores. Ademads, de ser el
generador adecuado, cada posible ordenacién ocurrird con igual probabilidad:

1

7. El test consiste en observar una gran nimero de bloques y comparar las

frecuencias observadas de cada posible ordenacién con las esperadas mediante
el test chi-cuadrado. Las elecciones mds comunes son T' = 3, 4, 6 5.

2.5.6 El contraste del poker

En un primer momento se procede como en el contraste del coleccionista con
M = 10. A partir de aqui hay varias formas de actuar:

Poker 1

Se toman conjuntos sucesivos de cinco enteros y, para cada uno, se determina
cudl de las siguientes posibilidades se da:
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1. Un mismo entero se repite cinco veces (abreviadamente, AAAAA).

2. Un mismo entero se repite cuatro veces y otro distinto aparece una vez
(AAAAB).

3. Un entero se repite tres veces y otro distinto se repite dos (AAABB).

4. Un entero se repite tres veces y otros dos distintos aparecen una vez cada
uno (AAABC).

5. Un entero se repite dos veces, otro distinto se repite también dos veces y
un tercer entero diferente aparece una séla vez (AABBC).

6. Un entero se repite dos veces y otros tres distintos aparecen una vez cada
uno (AABCD,).

7. Los cinco enteros que aparecen son todos distintos (ABCDE).

Bajo la hipdétesis de aleatoriedad y ajuste a una U (0, 1), pueden calcularse
las probabilidades de estas modalidades:

P(AAAAA) = 0.0001, P(AAAAB) = 0.0045, P (AAABB) = 0.0090,
P(AAABC) = 0.0720, P (AABBC) = 0.1080, P (AABCD) = 0.5040,
P(ABCDE) = 0.3024.

Es frecuente que las clases AAAAA y AAAAB se agrupen a la hora de
aplicar el test chi-cuadrado, ya que, en caso contrario, la restricciéon habitual
e; > 5 llevarfa a que 0.0001 - ¥ > 5, es decir, n > 250000.

Poker 2

Algo también bastante habitual es usar conjuntos de cinco enteros (como en
el caso anterior) pero definiendo las categorfas segin el nimero de enteros
distintos de entre los cinco observados. Asi

P (1 entero diferente) = 0.0001, P (2 enteros diferentes) = 0.0135,
P (3 enteros diferentes) = 0.1800, P (4 enteros diferentes) = 0.5040,
P (5 enteros diferentes) = 0.3024,

procediendo frecuentemente a agrupar las dos primeras modalidades.

Poker 3

A menudo se consideran conjuntos de cuatro enteros. En tal caso,

P(AAAA) = 0.001, P(AAAB) = 0.036, P (AABB) = 0.027,
P(AABC) = 0432, P(ABCD) = 0.504,

siendo también bastante habitual el agrupar las dos primeras categorias.
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2.5.7 El contraste de las rachas ascendentes

Es bastante més complicado de justificar que los anteriores. En términos intu-
itivos, se basa en las longitudes de las rachas ascendentes que aparecen en la
sucesién de nimeros aleatorios.

2.5.8 El contraste de pares seriados

La idea consiste en fijar un entero M > 2y considerar los enteros [M - X;]| +1,

tomar ahora estos valores apareados y utilizar el contrate chi-cuadrado con-

siderando como categorias los posibles pares (i, j) tales que i, 5 € {1,2,... , M}.

Asi se mediré la discrepancia entre la frecuencias observadas en estas categorias
n_1

y las esperadas, iguales todas a 5 37. La elecciones mds frecuentes son M = 3,
10 6 20.

2.5.9 El contraste de Ljung-Box

Consiste en fijar un entero positivo, m, calcular las autocorrelaciones mues-
trales:

Y ip1 (@i —T) (Tig, — T)

>icy (i — 5)2

y, apartir de ellas, obtener el estadistico

r(k) =

r(k)”
K

n

m
Q=n(n+2) Z
k=1
que, bajo la hipétesis de independencia, se distribuye aproximadamente segin
2
una X, q-

2.5.10 Chi-cuadrado sobre chi-cuadrado

Todos los contrastes anteriores se han planteado desde la perspectiva de la re-
alizacién de una tunica prueba. Es decir, se toma un nimero, n (normalmente
grande), de valores obtenidos por el generador y se realiza el contraste eva-
luando el estadistico y comparandolo con el punto critico de una chi-cuadrado
para decidir si se acepta o rechaza la hipétesis (independencia, ajuste, aleato-
riedad). En realidad tiene mucho més sentido la realizacién de un gran nimero
de pruebas, evaluando en cada una el valor del estadistico y, o bien observar
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que la proporcién de rechazos del test se aproxima al valor nominal fijado
(normalmente o = 0.01 6 @« = 0.05), o més precisamente aplicando, de nue-
vo, el contraste chi cuadrado para comprobar el ajuste de la distribucién del
estadistico a la chi-cuadrado especificada bajo la hipétesis nula.

2.6 Ejercicios propuestos

1. Estudiar el periodo del generador congruencial: z,,; = (1002 z, -+
40) mod 1002001, u,, = x,,/1002001.

2. ;Tienen periodo méximo los siguientes generadores?

(a) Tp+1 = (2z, + 3) mod 39
(b) pt1 = (22,) mod 39

(€) Tpp1 = (an + 3) mod 40
(d) pi1 = (z, +2) mod 43

3. Dar un generador congruencial mixto, de periodo méximo, usando enteros
de 8 bits. Justifiquese su optimalidad. Utilizando como semilla el entero
cero, obtener los cuatro primeros valores generados segin el algoritmo
obtenido anteriormente

4. Dado el generador congruencial definido por

Tpy1 = (2,4 1)mod2'°
Tnt1
Up+1 = 2—12,TL:0,1,...

para enteros positivos de 16 bits, ;es de ciclo maximo? ;Goza de buenas
propiedades estadisticas? Justificar las respuestas. Si no lo es, construir
otro generador, para ese mismo tamano de palabra, que sea de ciclo
maximo.

5. (Es siempre preferible un generador congruencial con periodo maximo a
otro cuyo periodo sea la mitad? Razonar la respuesta.

6. ;Es de ciclo éptimo el siguiente generador congruencial de nimeros pseu-
doaleatorios?

Ty = (25@,_1 + 81) mod 1024,

T
Up=—,n=1,2,.
m

Justificar la respuesta. Tomando como semilla zy = 40, jcianto vale el
valor U51202?
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En lo que sigue se expondran dos de los métodos generales para simular dis-
tribuciones continuas: el método de inversién y el de aceptacién/rechazo. Am-
bos son aplicables a gran mimero de contextos, sin més que la distribucién que
se desea simular tenga ciertas caracteristicas. En ambos casos la herramien-
ta indispensable es algin método de generacién de nimeros pseudoaleatorios
uniformes en (0,1).

3.1 El método de inversidn

Es el método universal por antonomasia para simular distribuciones continuas.
También a veces se conoce como método de Montecarlo. Estd basado en el
siguiente resultado tedrico.

Teorema 7 (de inversién) Sea X una variable aleatoria con funcion de dis-
tribucion F, continua e invertible. Entonces, la variable aleatoria U = F (X),
transformada de la original mediante su propia funcion de distribucion, tiene
distribucion U(0,1). Como consecuencia, si U Ly (0,1) entonces la variable
F~1(U) tiene funcion de distribucion F (la misma distribucion que la de X ).

Demostraciéon: Denotando por G la funcién de distribucién de U y dado
un valor u € (0,1), se tiene

G(u):P(Ygu):P(F(X)gu):P(XSFfl(u)):F(Ffl(u)):u.

Por otra parte es obvio que G (u) =0siu <0y G (u) =1siu > 1, con lo cual
G es la funcién de distribucién de una U (0, 1). La segunda parte es trivial, ya
que, al ser F' invertible

X=F1(F(X))=F"(U),

teniendo U distribucién U (0, 1).

El resultado anterior da pie al siguiente algoritmo genérico para simular
cualquier variable continua con funcién de distribucién F' invertible:
Algoritmo (método de inversién)

1. Generar U~ U(0,1).
2. Devolver X = F 1 (U).
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Ejemplo 8 Dar un algoritmo, basado en el método de inversion, para simular
la distribucion exponencial de pardmetro X > 0.
La funcion de densidad de una exp (\) es

Ae ™™ siz >0

f(a’):{o siz<0

y su funcion de distribucion:

l—e™ x>0
F(I)_{o siz <0

que es continua e invertible en el intervalo [0,00). Obsérvese que

r=F'ueF@)=ucl-ecM=u

B In(1—u)
Az
<:>.’L'———)\ .

Sl-u=e
Como consecuencia, el algoritmo seria
1. Generar U ~U(0,1).
In(1-U
2. Devolver X = —M.
El algoritmo anterior puede abreviarse en tiempo de cdlculo si en lugar de
usar 1 — U se utiliza el nimero aleatorio generado U. Esto no afecta a la

validez del método pues si U < U (0,1) entonces 1 —U Ly (0,1) y, por tanto,

g(U) £ g (1 =U) para cualquier transformacion g. Otro hecho que permite
ahorra gran cantidad de cdlculos cuando (como suele ser habitual) se va a
llamar un gran numero de veces al generador, consiste en definir inicialmente
una variable L = —%, que permitird evitar la operacion de cambio de signo en
llamadas sucesivas y substituir una division por una multiplicacion (mds rapida
de procesar). En resumen esta version simplificada del algoritmo resulta:

0. Hacer L =—-1/\.

1. Generar U ~U(0,1).

2. Devolver X =L -InU

3. Repetir los pasos 1-2 tantas veces como se precise.

0.8

0.6

02

\
\
04 |
\
\
\

0 1 2 3 4 5

Interpretacion grafica del algoritmo de inversion.



Métodos universales para la generacion de variables continuas

37

3.1.1 Ventajas e inconvenientes del método de inversion

La ventaja mds importante del método de inversién es que, en general, es
aplicable a cualquier distribucién continua. No obstante el método presenta
algunos inconvenientes.

Inconvenientes del método de inversién

1. En ocasiones la funcién de distribucién no tiene una expresién explicita
(por ejemplo para la distribucién normal).

2. A veces, aun teniendo una expresion explicita para F'(z), es imposible
despejar x en la ecuacién F (z) = u (es decir, encontrar una expresion
explicita para F~! (u)).

3. Atn siendo posible encontrar z = F~! (u), puede ocurrir que esta expre-
sién sea complicada y conlleve una gran lentitud de céalculo.

4. El primero de los inconvenientes expuesto puede, a veces, subsanarse
mediante el uso de aproximaciones de la distribucién en cuestién o me-
diante tabulaciones de la misma. El segundo suele abordarse mediante
la utilizacién de métodos numéricos para la resolucién aproximada de la
ecuacién F' (z) = u. El mayor problema practico que esto conlleva es la
necesidad de resolver numéricamente una ecuacién cada vez que se desee
generar un nuevo nimero aleatorio que siga esa distribucién (sin que los
célculos hechos para el anterior valor simulado sean de ayuda).

3.1.2 Algunas distribuciones que pueden simularse por el método de inversién

A continuacién se incluyen algunas distribuciones que se pueden simular fécil-
mente mediante el método de inversién. Se adjunta una forma simplificada del
método que tiene por objeto evitar cdlculos innecesarios (tal y como se hizo en
el ejemplo de la exponencial).
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Nombre y 1 Forma
densidad F () F=(U) simplificada
exp (A) (A > 0) . n(1-U) mU
re Loe™ oY
siz>0
Cauchy

1 % + arctan 7 tan <7T <U — %)) tan U
7 (14 2?) T

Triangular en (0,a)

2
2(1—£), 5<x—x—) a(l—\/l—U) a(l—\/ﬁ)
a a
si0<z<a
Pareto (a,b > 0)
ab® 1 2 “ b b
F’ T (1 o U)l/a Ul/a
six>b
Weibull (A, a > 0)
aXgele= ()%, 1— e (@)
siz>0

(~n(1-U)Y* (=ImU)""

3.1.3 Inversién aproximada

Como se comenté anteriormente, en casos en los que no es posible determi-
nar una expresion explicita para F' (z) o en los que no se puede hallar la de
su inversa, puede optarse por encontrar expresiones sencillas que aproximen
razonablemente bien la funcién F~! (u). A continuacién se detalla la aproxi-
macién encontrada por Odeh y Evans para la normal estdandar.

Estos autores consideran la funcién auxiliar

A(y/~2Tmo)
B (vV_2mo)

4 4
siendo A (z) = Zaixi y B(z) = Zbﬂi, con
i=0 i=0

gv) = vV—2lnv

ap = —0.322232431088 a =—1

ay = —0.342242088547 as = —0.0204231210245
ay = —0.0000453642210148 by = 0.0993484626060
by = 0.588581570495 by = 0.531103462366

bs = 0.103537752850 b, = 0.0038560700634

La aproximacién consiste en utilizar g (1 —u) en lugar de F~' (u) para los
valoresde u € [1072°, 2]y —g (u) siu € [§,1—-1072]. Parau ¢ [1072°,1-1072
(que sélo ocurre con una probabilidad de 2 - 1072°) la aproximacién no es
recomendable.
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Algoritmo de Odeh y Evans

1. Generar U ~U(0,1).

2. SiU<1072 6 U>1-10"% entonces volver a 1.

3. Si U< 0.5 entonces hacer X =g (1 —U) sino hacer X = —¢g(U).
4. Devolver X.

3.2 El método de aceptacién rechazo

Es un método universal alternativo al de inversiéon que estd adaptado al caso
en que, aunque se desconozca una férmula explicita para F' (z) o sea dificil de
resolver F' (z) = u, sf se disponga de una expresién (preferiblemente sencilla)
para la funcién de densidad f(z). El método estd basado en el siguiente
resultado tedrico.

Teorema 9 (de aceptacion/rechazo) Sea X una variable aleatoria con fun-
cion de densidad f y sea U otra variable aleatoria, independiente de la ante-
rior, con distribucion U (0,1). Entonces, para cada ¢ > 0, la variable aleato-
ria bidimensional (X,c-U - f (X)) tiene distribucion uniforme en el recinto
A = {(z,y) € R?/0 < y < cf(2)}. Reciprocamente, si dada una funcion
de densidad f, un vector aleatorio (X,Y") tiene distribucion uniforme sobre el
conjunto A, entonces, su primera componente, X, es una variable aleatoria
unidimensional con funcion de densidad f.

El teorema anterior establece la equivalencia entre la simulacién de densi-
dades unidimensionales y la simulacién de variables bidimensionales con dis-
tribucién uniforme sobre el hipografo de ¢ - f (z) (el conjunto de puntos del
plano que quedan por debajo de la grifica de c¢- f pero por encima del eje OX).
La idea del algoritmo consistird en utilizar el reciproco en el teorema para
simular valores de ese tipo de distribuciones bidimensionales y luego tomar la
primera componente. Para simular valores de esa distribucién bidimensional se
usa también el teorema en sentido directo aplicandolo a otra densidad auxiliar
g, facil de simular.

Supdngase que se desea simular una distribucién con densidad f y que no
es factible hacerlo por el método de inversién. Considérese otra distribucién,
con densidad g, f4cil de simular, de forma que exista cierta constante ¢ > 0 tal
que

f(z) <c-g(zx), para todo z € R.

Definamos los hipografos de f y de ¢ - g:

Ap = {(z,y)/0<y < f(2)},
Ag = {(2,9)/0<y<c-g(z)}.
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Gracias a la condicién anterior, se tiene que Ay C Ay.

Dado que la densidad g es facil de simular, puede aplicarse la primera parte
del teorema de aceptacién/rechazo para encontrar una variable aleatoria bidi-
mensional, (T,Y’), con distribucién uniforme sobre A.,. Aceptando tan sélo
los valores de (7,Y) que pertenezcan a Ay se tendrd una variable bidimen-
sional con distribucién uniforme sobre A;. Técnicamente hablando estamos
afirmando que la distribucién condicionada (7',Y") |(r,y)c4, es uniforme sobre
Ay. Finalmente la segunda parte del teorema permite obtener una variable con
densidad f sin méas que tomar la primera componente del par obtenido.

De forma maés detallada, el método constaria de los siguientes pasos:

1. Generar un valor 7" con densidad g.

2. Utilizar el teorema para encontrar un par (7,Y") con distribucién uni-
forme en A,.

3. Comprobar si (T,Y) € Ay y en caso afirmativo hacer X = T En caso
contrario volver al paso 1.

El par de valores (T,Y") se obtiene simplemente simulando U ~ U (0,1) y
definiendo Y = ¢- U - ¢ (T'). Ademds, la condicién (T,Y) € Ay que hay que
comprobar en el tltimo paso equivale a Y < f (7). Teniendo todo esto en
cuenta el algoritmo procederia como sigue.

Algortimo de aceptacién/rechazo

1. Repetir

1.1. Generar U ~ U (0,
2. Hasta que ¢-U-g(
3. Devolver X =T.

1) y T con densidad g.
) < f(T).

Ejemplo 10 (densidades acotadas en un intervalo cerrado) Sea f una
funcion de densidad cualquiera con soporte en un intervalo cerrado [a,b] (es
decir, {z/f (x) # 0} = [a,b]) de tal forma que IM > 0 tal que f(x) < M
Vx (es decir, f es acotada superiormente). En este caso puede tomarse como
densidad auxiliar g, la de una Ula,b]. En efecto, tomando ¢ = M (b—a) y
teniendo en cuenta que

7= siz € [a,b]

g(x):{(b) six ¢ [a, b
se tiene que f(z) < M = 7= = c-g(z), YV € [a,b]. Asi pues, el algoritmo
quedaria como sigue:
1. Repetair
1.1. Generar U,V ~U(0,1).
1.2. Hacer T=a+(b—a)V.
2. Hasta que M -U < f(T).
3. Devolver X =T.
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3.2.1 Eficiencia del algoritmo

Dado que el algoritmo de aceptacién/rechazo repite los pasos 1-2 un nimero
aleatorio de veces, serd importante medir, de alguna forma, la eficiencia del
mismo. En primer lugar, existen restricciones obvias para la constante ¢ que
ha de elegirse en el algortimo. Asi, debido al hecho de que f (z) < c¢- g (z), se
tiene

1—/f(x)dx<c/g(x)dx—c,

luego ¢ > 1. Puede demostrarse ademds que si ¢ = 1 entonces f y g serfan den-
sidades correspondientes a la misma distribucién (iguales salvo en un conjunto
de probabilidad cero) y, por tanto, si g es fécil de simular igualmente fécil lo
seria f. Asi pues, se tiene ¢ > 1.

La comprobacién que aparece en el paso 2 del algoritmo es ¢- U - g (T') <
f(T). La probabilidad de aceptacién de esta condicién es

area(A;) [ f(x)de 1

P= area(Ae) [c-g(x)dz ¢

De ésta se obtiene la probabilidad de rechazo: ¢ = % El flujo del algoritmo
es aleatorio y el nimero de repeticiones de los pasos 1-2 hasta poder generar un
valor de f (paso 3) es una variable aleatoria, N, con distribucién geométrica
(entendida ésta como el nimero de pruebas necesarias hasta obtener el primer
éxito). En tales circunstancias el nimero medio de repeticiones de los pasos
1-2 es

E(N)=-=c¢,
p
luego ¢ puede interpretarse como el nimero medio de comparaciones necesarias
(o de repeticiones de los pasos 1-2, o de pares de variables (T, U) que se nece-
sitan generar) hasta obtener un valor simulado de la variable X. Es obvio,
por tanto, que cuanto mds cercano a 1 sea el valor de ¢ més eficiente serd el
algoritmo.

Ejercicio 3.2.1 Dar un algoritmo para simular la funcidn de densidad dada

por f(z) = (32 +22+2) si x € [0,2], cero en otro caso. Estudiar su
eficiencia.

3.2.2 Eleccién de ¢

Una vez fijada la densidad g es obvio que el mejor valor de ¢ (que denotaremos
por Cop) se obtiene al encontrar el mds pequeno nimero real ¢ que verifica
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f(x) <c-g(x), es decir: ¢ > %, para todo z del soporte de g (que ha de
contener al de f).
De esta forma, ha de cumplirse que f (z) # 0 = g (z) # 0 y ademds

c > max ! (m)
z/g(xz)>0 g (ZL‘)

Asi pues, el menor valor posible que cumple esta condicién es

Lt
X .
z/g(x)>0 g (l’)

Copt -

Ejemplo 11 (Simulacién de la normal mediante la doble exponencial)
Se trata de simular la distribucion normal estandar, cuya funcion de densidad
viene dada por

1 12
f () = —=e""7, para todo x € R,

V2T

mediante aceptacion/rechazo, utilizando como densidad auxiliar la doble expo-
nencial de pardmetro 1 (o distribucion de Laplace). Esta tiltima distribucion es
la asociada al experimento consistente en simular una distribucion exponencial
de pardametro 1 y luego otorgarle un signo positivo o negativo con equiprobabi-
lidad. Su funcion de densidad viene dada por

1
g(z) = 567&‘, para todo x € R.
Aunque la distribucion doble exponencial puede simularse mediante el ex-
perimento compuesto antes comentado, resulta muy sencillo calcular su funcion
de distribucion:

v [ Letdt = Le® siz <0
= t)dt =3 “o>?2 o
G () / 9(®) { [0 Letdt+ [Tletdt=1—1e® siz>0

—00

y aplicar directamente el método de inversion para obtener el algoritmo
1. Generar V ~U(0,1).
2. St V<0.5 entonces T =In2V, sino hacer T = —In2(1 -V).
3. Devolver T.
Por otra parte el soporte de la densidad g contiene al de f (de hecho ambos
son toda la recta real) y, por tanto, el valor dptimo para ¢ serd

1 =2
flz e % 2 2
Copt = MAX (z) = max 5—— = |/ — max @) — 4 [ Zgmaxaen 9()
weR g(x) 2eR  ge~lol T zeR 0

M)

V)
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2 ., L. .

donde o (z) = —% +|z[. Dado que esta funcion es simétrica, continua en toda
la recta real y diferenciable tantas veces como se desee salvo en x = 0, bastard
encontrar su maximo absoluto en el intervalo [0,00):

z > 0=¢ () =—2+1,¢" (z) =—1,
{z > 0,¢' () =0} az=1
¢" (1) < 0.

De esta forma, ¢ alcanza un mdximo relativo en x = 1 y otro de idéntico valor
en © = —1. Resulta facil demostrar que ambos son mdzximos absolutos (por los
intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion). Consiguientemente,

2 2 2
Cont = \/jeso(l) _ \/jew =/ ~ 13155
T m ™

Como consecuencia el algoritmo procederia del siguiente modo:

1. Repetir

1.1. Generar U,V ~U(0,1).

1.2. Si V <0.5 hacer T =In2V, sino hacer T'=—In2(1-V).

2. Hasta que U'GXp(TTZ—lT|+%) <1.

3. Devolver X =T.

La condicion que hay que comprobar para decidir si hay aceptacion o rechazo
surge de que

e D [y (2 i) =0 (i),

Dado que el nimero medio de repeticiones de los pasos 1-2 hasta que se obtiene
un valor simulado para X es ¢ ~ 1.3155 y la probabilidad de aceptacion en el
paso 2esp=1/c= \/E = 0.76017, puede decirse que el algoritmo es bastante
eficiente.

Densidades normal esténdar (trazo discontinuo)
y doble exponencial auxiliar (trazo continuo)
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3.2.3 Eleccién de la densidad auxiliar g

Como se ha comentado anteriormente, un aspecto importante que influye en la
eficiencia del método de aceptacién/rechazo es el valor de la constante c. Cono-
cida la densidad auxiliar g sabemos cémo elegir ¢ de forma que el algoritmo sea
lo més eficiente posible, sin embargo es obvio que algunas densidades auxiliares
serfan mejores candidatas que otras para conseguir un método eficiente.

En general, cuanto més parecida sea la forma de g a la de f, més pequeno es
el minimo ¢ necesario para conseguir que la grafica de c- g quede por encima de
la de f. De todas formas, el problema de encontrar la densidad auxiliar g que
ofrezca un ¢ (6ptimo) lo menor posible, no tiene solucién. Mejor dicho, tiene la
solucidn trivial g = f, que es absolutamente initil para la implementacién del
algoritmo, pues si f era dificil de simular, no podemos tomar como g la propia
f (ya que seria igual de dificil de simular).

Una solucién intermedia al problema de elegir una funcién de densidad
auxiliar, g, adecuada consiste en tomar cierta familia paramétrica de densidades
que presenten un abanico de formas entre las que haya alguna que se parece
bastante a la de f: {gg/0 € O}, encontrar el valor de ¢ 6ptimo para cada
densidad de esa familia:

Cp = max ! (m)
= g (z)

y, finalmente, elegir el mejor valor del pardmetro, 6y, en el sentido de ofrecer
el menor posible cy:

o f(z)
Cp, = Minmax .
06z gp ()

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 12 Supdngase que se desea utilizar la doble exponencial de pardmetro
A > 0 como densidad auziliar en el método de aceptacion rechazo para simular
la normal estdndar. La densidad doble exponencial ya fue introducida en el
ejemplo anterior en el caso en el que el pardmetro valga A = 1. En un caso
general su formula es

A—:L‘
gx(x)zge Ml

, para todo x € R.

Siguiendo los mismos pasos que para el caso A = 1, anteriormente estudiado,
un algoritmo para simular esta distribucidn basado el método de inversion es
el siguiente:

1. Genmerar V ~U(0,1).

2. SiV <05 hacer T'=+In2V, sino hacer T'=—1In2(1—-V).

3. Devolver T.
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Si pretendemos encontrar el mejor valor de X\, en términos de eficiencia del
algoritmo, debemos calcular

1 _22
—_ b3
o . f(.fl') _ . \/27&'6
¢y, = Min max = min max ———.
A>0 zeR gy (T) A0 zeR 5e—>\\$|

andlogamente a lo visto para el caso A =1, se tiene
2

1z
Nl 1 /2 1 /2
2
C)\ = max )\ﬂ—— = —4/—max e‘Pk(z) = — 4 | —MaXzeR ‘F’A(z)7
zc€R 567/\‘13‘ AV 7 ozeR AV

donde ¢, (z) = —%2 + A|z|. De forma totalmente similar a aquel caso puede
probarse que @, alcanza su mdaximo absoluto en los puntos x = £\, siendo

. L 2 .
dicho valor mdzimo @y (£X) = )‘3 Como consecuencia,

1 /2 > 2
B Bipa PN € =) BN
CA )\\/;e V7

Ahora debemos encontrar Ay tal que ¢y, = miny~ocy:

dey \/5)\@%)\_@%_\/5(3%()\2_1)
d\ T A2 V7 A2 ’

e, T (X2 = 1) +eF2A02 — e (A2 - 1) 20

d\® T A

- \/Eeﬁ(A5+A3—2A3+2A)_\/Ee%Q(A5—A3+2A)
~ Vr AF V7 At ’

= 0 A=1,yaque A >0

dC)\
dA
d*c [2e
2’\ = 24/— >0, luego A\ =1 es un punto de minimo.
dX” 21 ™
De esto se deduce que la mejor doble exponencial, como densidad auxiliar
en el algoritmo, es la correspondiente a X = 1. Esta fue la usada en el ejerci-
cio anterior, asi pues, el algortimo mds eficiente (con densidad auxiliar doble
exponencial) es el expuesto en dicho ejercicio.

0 0.5 1 1.5 2 25 3

Gréfica de ¢y frente a A
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3.3 Ejercicios propuestos

1. Dar un algoritmo para simular la variable aleatoria continua con densidad

f(a) = (?) sz >0,

utilizando, de forma auxiliar, el generador de una exponencial de para-
metro uno. Comentar su eficiencia.

. Dada una variable aleatoria continua con funcién de densidad

[ 6z(l—=z) size[0,1]
flz) = { 0 en otro caso

dar un algoritmo para simular valores de la misma. Analizar la eficiencia
de dicho algoritmo.

. Al bombardear una ldmina circular de radio lcm, hecha de plata, con

particulas «, la distancia de cada impacto al centro del circulo resulta
ser una variable aleatoria continua con funcién de densidad dada por
f(x) = 32% si 0 < z < 1. Detallar un algoritmo, lo mas sencillo posible,
para simular la distancia al centro de la lamina en sucesivos impactos.

. El tiempo de respuesta (en centésimas de segundo) de un servidor in-

formatico es una variable con funcién de distribucién dada por F(x) =
1—(x+1)e ™, siz >0y cero en otro caso. Dar un algoritmo, lo més
detallado posible, para simular valores de dicho tiempo de respuesta.

. La densidad de probabilidad de una variable aleatoria viene dada por

[ 2224+ 1) e siz>0
flz) = { 0 en otro caso

Encontrar un algoritmo para simular valores procedentes de dicha dis-
tribucién y comentar su eficiencia.

. Dada la funcién de densidad f(z) = £=122420 i - ¢ [0,4] y cero en el

13
resto, detallar un algoritmo que permita simular valores de la misma.

. El tiempo (en anos) entre dos inspecciones fiscales a una empresa es una

variable aleatoria con densidad dada por

Fz) = 0.11 — 0.0018z — 0.00003z* si =z € [0,10]
10 si x ¢ 10,10]

Dar un algoritmo, lo més sencillo posible, que permita simular valores de
esa variable. Comentar el grado de eficiencia de dicho algoritmo frente
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a otras alternativas posibles para conseguir el mismo fin. Utilizando un
generador congruencial con pardmetros a = 5, ¢ = 33y m = 1024 y
semilla zg = 27, simular tres tiempos entre inspecciones, por medio del
algoritmo encontrado. Describir un método para simular el nimero de
inspecciones realizadas desde una dada hasta dentro de veinte anos.

. El tiempo, en milisegundos, de anticipacién (o retraso) de una senial res-
pecto de otra en un sistema de comunicaciones puede considerarse una

el’
variable aleatoria con funcién de distribucién dada por F(z) = e
e
Dar un algoritmo, lo més detallado y simple posible, para simular valores
de dicho tiempo de respuesta. Comparar la eficiencia computacional del
método con la del algoritmo cldsico para simular la distribucién expo-

nencial.

. El nimero de horas diarias durante las cuales un terminal (de tipo A)
de un laboratorio estd siendo utilizado es una variable con funcién de
distribucién:

6172

F(r) = 1+ ex—2 St
0 en otro caso

x>0

Se pide:

(a) Dar un algoritmo para simular dicha variable.

(b) Si para otro tipo de terminales (el tipo B) el tiempo de utilizacién
tiene distribucién exp (%), detallar un algoritmo para aproximar,
por simulacién, la probabilidad de que un terminal de tipo B sea
mas utilizado que uno de tipo A.
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En lo que sigue se expondran algunos métodos generales para simular distribu-
ciones discretas. En concreto, se estudiard el método de la transformacién
cuantil en su versién cldsica y con etiquetados 6ptimos, el método de las tablas
gufa y los métodos de truncamiento.

El problema que nos ocupa ahora es simular una variable aleatoria discre-
ta, X, que toma los valores 1, 2, ..., z, (...), con probabilidades p; =
P(X=u;),j=12,...,n (...). Un planteamiento estdndar, equivalente
al anterior, consiste en resolver la cuestién de simular la variable aleatoria I
que toma los valores 1,2,...,n (...) con las mismas probabilidades p;, j =
1,2,...,n (...). Esto es consecuencia del uso de una aplicacién inyectiva
llamada de codificacién o etiquetado, dada por,

Il : B—N,

conl(x;) = 1,

siendo B el conjunto de valores que toma la variable aleatoria X.

4.1 El método de la transformaciéon cuantil

Este método es una adaptaciéon del método de inversién (valido para el caso
continuo) a distribuciones discretas. En primer lugar veamos porqué el método
de inversién no es aplicable directamente en este caso.

Dada una variable aletoria discreta, su funcién de distribucién viene dada
por

F(x)= ij,V:EGR.

zj<x

Se supondré (por comodidad) que los valores que toma la variable ya estdn
ordenados y nos cefliremos al caso finito. En caso contrario se ordenarfan
denotando x; el menor, z, el segundo y asi sucesivamente. De esta forma
tendriamos: z; < x93 < --- < x,. En este caso es obvio que el resultado
dado por el teorema de inversién no es cierto ya que la variable aleatoria F' (X)
toma sélo los valores F' (p1), F (p1 + p2), ..., F (p1 +p2 + - - - + pp) siendo, por
tanto, discreta y no pudiendo tener distribucién U (0, 1).



52

Introduccion a la Simulacion y a la Teoria de Colas

Ricardo Cao Abad
Ejercicio 4.1.1 Determinar la distribucion de F (X).

De la misma forma, dada una variable U ~ U (0, 1), tampoco puede ser
cierto que F~! (U) tenga la misma distribucién que X. De hecho F~! no estd
definida de forma tnica pues las funciones de distribucién discretas no tienen
inversa, pues para casi todo u € [0, 1] no hay ningtin z tal que F' (z) = u y para
un nimero finito (o infinito numerable) de u € [0, 1] se tiene que existe todo
un intervalo de valores para = cumpliendo F (x) = u. A pesar de ello puede
definirse la llamada funcién cuantil (o inversa generalidada) de una distribucién
cualquiera F' a partir de

Q(u)=inf{x e R/F (x) > u}, Yu e (0,1).

Es obvio que esta funcién siempre esta definida y que cuando F sea invertible,
Q=F"1.

FEl siguiente teorema da un resultado que generaliza al teorema de inversién
a situaciones en las que F' no es invertible.

Teorema 13 (de inversién generalizada) Sea X una variable aleatoria con
funcion de distribucion F y con funcion cuantil QQ. Considérese una variable
aleatoria, U, con distribucion U (0,1), entonces, la variable Q (U) tiene la mis-
ma distribucion que X .

Demostracion: Sea G la funcién de distribucién de @ (U). Dado = € R,
se tiene

G(x) = PQWU)<z)=P(inf{y eR/F(y) 2U} <)

F(x)
_ P(F(m)zU):/O du=F(z).

A partir del teorema de inversion generalizada puede obtenerse un algoritmo
general para simular cualquier distribucién de probabilidad discreta. Es el
llamado algoritmo de transformacién cuantil o de inversién generalizada.
Algortimo de transformacién cuantil
1. Generar U ~U(0,1).

2. Devolver X =Q(U).

La mayor dificultad en la implementacién del algoritmo radica en el célculo

de

QU) = inf{mER/F(:L‘)zU}zinf{mj XJ:PiEU}

k k-1
= 1y, tal que Zpi >U > Zpi.
i=1 i=1

Todo el problema radica, por tanto, en encontrar el valor, k, de la variable,
I, que guarda las etiquetas, para el cual la funcién de distribucién supera o
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iguala por primera vez al valor de U. Este valor puede hallarse mediante una
bisqueda secuencial, utilizando el siguiente algoritmo:

Algortimo de transformacién cuantil con bilisqueda secuencial

1. Generar U~ U(0,1).

2. Hacer I=1y S=p;.

3. Mientras U > S hacer

3.1, I=I4+1y S=58+p;.

4. Devolver X =zj.

Si se desea generar un gran nimero de valores de la variable X (que es lo
més habitual) puede resultar mds eficiente calcular previamente las cantidades
S; =>"1_, pj de forma recursiva: Sy =py, S; = S;_1+pj paraj=2,3,...,n
y hacer la comparacién U > S; en el paso 3 del algoritmo anterior. De esta
forma se evita lo que podrian ser calculos repetitivos de las mismas sumas de
probabilidades al simular distintos valores de X.

Ejemplo 14 (Simulacién de la distribucién de Poisson) Tdmese una va-
riable, X, con distribucion de Poisson de pardmetro A, que toma los valores
x1=0,29=1, ... con probabilidades

A1
G-’ ”

En este caso el algoritmo de inversidn con busqueda secuencial viene dado por
1. Generar U ~U(0,1).
2. Hacer =1y S=¢?
3. Mientras U > S hacer
3.1. I=1+1yS= S+
4. Devolver X =1 —

Debido a que la forma de etiquetar los valores de la variable conlleva el
desfase de una unidad en los indices, es recomendable ajustar el algoritmo para
evitar este efecto:
1. Generar U ~U(0,1).
2. Hacer =0y S=¢"
3. Mientras U > S hacer
3.1. I=1+1yS=8+¢
4. Devolver X =1.

Por qltimo, teniendo en cuenta que las probabilidades pueden calcularse de
forma recursiva

AAII
a-nr -

—AAI

e N Ae N
T T

==P(X=5-1),
J

se pueden simplificar los cdlculos que aparecen en el paso 3.1 del algoritmo
dando lugar a

1. Generar U ~U(0,1).

2. Hacer =0, p=ec* y S=p.
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3. Mientras U > S hacer
3.1. I=I+1,p=3%pyS=5+p.
4. Devolver X =1.

4.1.1 Eficiencia del algoritmo

Dada la forma del algoritmo general para simular una distribucién discreta me-
diante el método de la transformacién cuantil utilizando busqueda secuencial,
es facil probar que el nimero de comprobaciones de la forma U > S es pre-
cisamente igual a I, el valor de la variable que contiene las etiquetas. Como el
valor de I es aleatorio y variard con cada ejecucién del algortimo, una medida
de la eficiencia del mismo serd el mimero medio de comparaciones del paso 3,
es decir,

E() = > i—1Jp; si X toma un mimero finito (n) de valores

() = { > ;1Jp; si X toma un infinitos valores

Resulta pues evidente que, como no existe una tunica forma de etiquetar los
valores que toma la variable en cuestién, habrd quizd algin etiquetado que
ofrezca un menor nimero medio de comparaciones en el paso 3 del algoritmo
que el etiquetado original (que obedece a la idea de ordenar de forma creciente
los valores que toma la variable).

Es obvio que los demds etiquetados no serdn equivalentes al método de
transformacién cuantil aplicado directamente sobre la variable X, siné més
bien consistirdn en una fase previa en la que se etiquetaran (de la forma mds
conveniente) los posibles valores de la variable X, dando lugar a una variable de
etiquetas, I, y luego se simularan valores de dicha variable para posteriormente
recuperar los valores de X mediante {71, la inversa del etiquetado o funcién de
decodificacion.

Ejemplo 15 Considérese la variable aleatoria discreta X con distribucion da-
da por

P(X=3)=01,P(X=5)=03,P(X=7)=06
Definiendo

I+ {3,5,7} —{1,2,3}
13) = 1,1(5)=2,1(7)=3
(i.e. x1 = 3,29=5,23="7)

se tiene un etiquetado I con distribucion

P(I=1)=01,P(I=2)=03,P(I=3)=06
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y, por tanto, con media E(I)=1-0142-0.3+3-0.6 =2.5.
Si, por el contrario, definimos el etiquetado

h : {3,5,7} —{1,2,3}
h(3) = 3,1(5)=2,1(7)=1
(ie.xy = 7,25="5 24=3)
se tiene que

P(I'=1)=06, P(I'=2)=03, P(I'=3)=0.1

yasi E(I')=1-0.6+2-0.3+3-0.1 = 1.5. Se observa, por tanto, como E (I")
es sensiblemente inferior a E (I) y, por lo tanto, como el sequndo etiquetado,
dado por h, proporciona un algoritmo mdas eficiente que el dado por el etiquetado
original, 1.

Como parece deducirse del ejemplo anterior, un etiquetado serd tanto mejor
cuanto menores sean las etiquetas que se dan a los valores que tienen mayor
probabilidad. Asi, dada la variable correspondiente al etiquetado original, I,
con masa de probabilidad pi, ps, ..., pn, €l mejor etiquetado es el dado por
1 (i) = n + 1—rango(p;), siendo el rango de p; el entero que indica el lugar que
ocupa p; en una ordenacién conjunta de los n valores py, po, ..., p,. Dicho de
otra forma, el etiquetado [ otorga el indice 1 al entero i con mayor probabilidad,
ps; el indice 2 al de segunda mayor probabilidad y asi sucesivamente.

La propiedad anterior resulta de fdcil demostracién. Supéngase una varia-
ble, I, asociada a un etiquetado distinto del I, recién definido. Es decir, se
trata de un etiquetado h verificando que existen un par de indices j y k tales
que h (k) < h(j) y ademds pj < p;. A partir de este etiquetado se define otro
nuevo, g, de la forma

h(i) sii#jei#k
g(i)=q h(k) sii=j
h(j) sii=k
Probaremos muy facilmente que el nimero medio de comparaciones asociado

a este etiquetado es menor que el del de partida:

n

EU) = Ya0n= Y o(ntaln+okin

i=Lij itk

= > h@pi+h(k)p+h()p
1=1,i#7,i#k

= D h@pi+h(k)p; +h(5)pe—h(G)p; = h (k)

= E(I)+ (h(k) = h(5) (pj — k) < E(In).
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Con esto se demuestra que un etiquetado que no proporcionase un orden
decreciente en las probabilidades podria ser mejorado (en términos de hacer
minimo el mimero medio de comparaciones del algoritmo) por otro nuevo.
Como consecuencia, los etiquetados éptimos serdn aquellos que provoquen or-
denaciones decrecientes sobre las probabilidades, es decir,

D)) 2 Pi-v@) 2 2 Pi-i(n)-

Obviamente pueden existir varios etiquetados 6ptimos si hay empates entre
algunas de estas probabilidades.

Cuando la variable a simular tiene un ntmero finito de valores: x1, xa,
..., Tp, al implementar el método de la transformacién cuantil con bisqueda
secuencia directa, una vez comprobado que U > 27;11 pj, DO es necesario
comprobar U > 2?21 p; = 1 (que siempre es falso), siné que generamos z,, sin
necesidad de efectuar esa comparacién. Por ese motivo el nimero medio de
comparaciones seria realmente:

n—1
> i+ (n=1)p,.
j=1

Todo lo dicho anteriormente acerca de la eleccién 6ptima del etiquetado sigue
siendo vélido salvo permutaciones entre los valores con las dos tltimas etique-
tas.

Ejemplo 16 Consideremos la variable aleatoria discreta con distibucion

)=
)

El conjunto de valores que toma la variable es B = {1,3,5,7,9} y la funcion
de etiquetado asociada al algoritmo de inversidn generalizada en su version
cldsica es

P(X
P(X

1) = 011, P(X
7) = 021, P(X

=3)=103, P(X =5)=0.25,
=9)=0.13.

h:B—N
dada por

h(l) = 1,h(3)=2, h(5) =3,
h(T) = 4, h(9) =

El niimero de comparaciones en el algoritmo asociado a este etiquetado es una
variable discreta, Iy, con distribucion

P(I,=1) = 011, P(I,=2)=0.3, P(I, =3) = 0.25,
P(I,=4) = 021, P(l,=5)=0.13
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Por tanto, el niimero medio de comparaciones del algoritmo es
E(I,)=011-140.3-240.25-3+ (0.21 +0.13) - 4 = 2.82
Un etiquetado dptimo seria
[:B— N
dado por

11) = 5.13)=11(5) =2
1(7) = 3,1(9) =4.

cuyo nimero medio de comparaciones viene dado por
E(;)=03-14025-2+4+0.21-3+4(0.134+0.11) -4 =2.39

que mejora sensiblemente el valor del método de transformacion cuantil estdn-
dar. FEste etiquetado corresponde a la notacion x1 =3, x9 =5, x3 =7, 14 =9
yxs = 1.

4.1.2 Calculo directo de la funcién cuantil

En ocasiones el método de la transformacién cuantil puede acelerarse computa-
cionalmente porque, mediante célculos directos, es posible encontrar el valor de
la funcién cuantil en cualquier U, en un tiempo de computacién minimo (evi-
tando el bucle de bisqueda en el que se van acumulando las probabilidades).
Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 17 (la distribucién uniforme discreta en {1,2,... ,n}) FEn este
caso la masa de probabilidad viene dada por

1
pj:;, para j =1,2,...n.

De esta forma se tiene

k k-1 i b1
ZPiZU>Zpi<:>—2U>—<:>k2nU>/€—1.
i=1 i=1 n n

Salvo para un conjunto finito de posibles valores (para U € {0, %, e ,"T’l} ),
esta udltima condicion equivale a k > nU > k — 1 que, a su vez, es lo mismo
que k = [nU] + 1, siendo [x] la parte entera de x.

De esta forma, el algoritmo resulta:
1. Generar U~U(0,1).
2. Devolver X = [nU] +1.

que, obviamente, es un algoritmo endrmemente eficiente.
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Ejemplo 18 (la distribucién geométrica) La distribucion geométrica re-
presenta el nimero de fracasos antes del primer éxito y tiene la siguiente masa

de probabilidad
P(X=4)=p(1—-py,j=0,1,...

Para un valor j entero no negativo su funcion de distribucion viene dada por

J ) RS S
F(j)=Y p(1-p)= p—(ll _p;_ —t

=0

=1-(1-p)".

Como consecuencia se tiene

F(k)y > U>Fk-1)el1-1-p"'>U>1-(1-p)F
& (1-p'>1-U>(1-p*"

< kln(l—p)>In(1-U)>(k+1)In(1—-p)

- In(1-0)

In (1 - p)

condicion esta ultima que, salvo para un nidmero infiniro pero numerable de
valores de U (de probabilidad cero), equivale a

El algoritmo procederia de la siguiente forma:
Generar U ~ U (0,1).

_ | In(1=0)
Devolver X = Ln(l_p)—‘ .

o0, ahorrando operaciones,
Hacer a=1/In(1—p).
Generar U ~ U (0,1).
Devolver X = [alnU].
Repetir los pasos 1-2 tantas veces como sea necesario.

k< <k+1

NN

Wb o

4.2 Algoritmos basados en arboles binarios. Ar-
boles de Huffman.

En los algoritmos de biisqueda secuencial existe un paso en el que, en funcién
del resultado de una comparacién (U > >7"_, p;) se decide si el valor a gene-
rar para X va a ser uno concreto (X = z;) o seguiremos buscando entre los
restantes (X € {z;/j > i}). Esta forma de proceder lleva a la eleccién de un
tinico valor si la condicién U > > 7%, p; es falsa.
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Una forma més general de proceder consiste en comparar (en cada paso)
el valor de U con cierta suma de probabilidades y elegir entre dos conjuntos
de valores posibles (no necesariamente de un tinico elemento ninguno de ellos)
segtin el resultado de la comparacién.

Ejemplo 19 Considérese la variable aleatoria X, dada por

) = 011, P(X

1 )=0.3, P(X =5)=0.25,
P(X=17) = 021, P(X=9)=0.

) =0.13.

Es decir, denotando ©1 = 1, xo = 3, x3 = 5, x4 = 7, x5 = 9, se tiene que
p1 =0.11, po = 0.3, p3 = 0.25, p, = 0.21, p5 = 0.13. El algoritmo de bisqueda
secuencial tiene una estructura dada por la figura adjunta.

Donde N indica el nimero de comparaciones para obtener uno de los valores
simulados. En este caso E(N)=1-0.1142-0.34+3-0.25+4-(0.21 +0.13) =
2.82. Ademds, resulta facil ver que una version del algoritmo en la que se
etiquetasen los valores de forma que las probabilidades resultasen ordenadas
de forma decreciente ofreceria un niumero medio de comparaciones igual a
E(N)=1-034+2-025+3-0.214+4-(0.1340.11) = 2. 39.

=3
=9

Representacion gréfica del algoritmo en forma de drbol de Huffman.

La pregunta que se plantea en el ejemplo anterior (y en general) es jno exis-
tirfa algin otro tipo de biisqueda en forma de drbol binario (aunque con nodos
hijos por la izquierda que no tengan que ser necesariamente nodos terminales
u hojas del drbol) que produzca un menor nimero medio de comparaciones?
El problema puede plantearse de forma equivalente en términos de drboles
binarios.

Un édrbol no es mds que un grafo orientado en el que existe un nodo singular
llamado raiz (o nodo origen) del cual salen arcos pero al cual no llegan arcos.
Los nodos a los que llegan arcos procedentes de otro nodo son llamados hijos
de dicho nodo. En nuestro caso consideraremos que cada nodo, excepto el
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raiz, es hijo de exactamente otro nodo. Los nodos de los que no salen arcos
(o que no tienen hijos) son llamados nodos terminales u hojas del arbol. En
estas condiciones si el grafo es finito (i.e. si tiene un numero finito de nodos)
todo nodo desciende del raiz en un mimero finito de generaciones (es decir, es
hijo de un hijo de un hijo ... de un hijo del raiz). Dicho ntiimero es llamado
profundidad del nodo. Aquellos arboles que cumplen que todos los nodos,
excepto los terminales, tienen exactamente dos hijos se llaman drboles binarios.
El problema que nos preocupa, pensado en términos de drboles binarios,
consiste en dados n nodos {1,2,... ,n} con probabilidades respectivas p1, pa,
.., Pn, encontrar un arbol binario que tiene precisamente nodos terminales
{1,2,...,n} y profundidades respectivas di, ds, ..., d,, de tal forma que se
minimice la funcién

Z djpj'
j=1

Con esta formulacién, las probabilidades otorgadas a los nodos terminales son
precisamente p; = P (X = z;).

Al objeto de construir dicho drbol (o uno de ellos si hay varios que mini-
mizan la expresion), resulta facil percatarse de que ha de cumplir las siguientes
propiedades:

1. Existen al menos dos nodos terminales de profundida méxima. Es obvio
que el nodo de maxima profundidad es terminal. Por ser un drbol binario,
ese nodo ha de tener un hermano que es de la misma profundidad y, por
tanto, también terminal.

2. Los dos nodos de probabilidad m&as pequena del arbol éptimo son ter-
minales y de profundidad méxima. De no ser asi habria un nodo de
méxima profundidad con probabilidad mayor que la de otro nodo termi-
nal con menor profundidad. Permutando ambos nodos encontrariamos
otro nuevo drbol en el que la funcién del objetivo serfa menor.

3. Siempre existe algtin drbol 6ptimo en el que los dos nodos de més pequena
probabilidad son hermanos (y ya sabemos que de profundidad méxima).
Basta considerar un drbol 6ptimo (en el que ambos nodos han de tener
méxima profundidad -en particular igual-) y en caso de que los nodos en
cuestién no fuesen hermanos realizar una permutacién entre uno de ellos
y el hermano del otro. Este proceso no altera la funcién del objetivo y,
por tanto, el nuevo drbol construido, en el que esos dos nodos ya sf son
hermanos, también es éptimo.

4. Fusionando los dos nodos a los que se refiere el apartado anterior (por
comodidad notacional supongamos que son los nodos con etiquetas n — 1
y n) con su nodo padre y otorgéndole a éste la suma de sus probabili-
dades (pn—1+pn), €l drbol resultante es 6ptimo entre los arboles binarios
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factibles para el problema con un nodo terminal menos y con probabili-
dades p1, pa, ..., Pn-2, Pn-1 + Pn. Dado que en el proceso de “fusién” de
estos nodos, lo que se hace es reducir la funcién del objetivo en el valor
Pn_1 + Pn, €l suponer que este drbol reducido no fuese 6ptimo dentro de
los de n — 1 nodos terminales, implicarfa la existencia de otro mejor que
él, el cual podria ser “expandido” -mediante un proceso justamente con-
trario al anterior- a un arbol con n nodos terminales (donde el n — 1 y
el n ya han sido separados) a costa de aumentar la funcién del objetivo
en exactamente p, 1 + p,. Este drbol presentaria un valor de la funcién
del objetivo menor que el de partida, lo cual contradice la optimalidad
de aquél.

Siguiendo las pautas anteriores podemos construir un drbol éptimo de la
siguiente forma:

1. Agrupamos los dos nodos con probabilidades m&ds pequenas en un sélo
nodo con probabilidad igual a la suma de las de ambos. En caso de
empates los deshacemos arbitrariamente.

2. En el drbol resultante (con un nodo menos) procedemos como en el paso
1, repitiendo esto hasta finalizar con un problema para drboles de sélo
dos nodos terminales, cuya solucién es trivial.

El drbol binario 6ptimo asi construido se denomina arbol de Huffman.

Ejemplo 20 Retomemos el ejemplo anterior. FEn principio tenemos tantos
nodos como posibles valores de la variable (cinco) con sus respectivas probabi-
lidades

nodos 1 3 5 7 9
probabilidades 0.11 0.3 0.25 0.21 0.13

Ast, se crea el nodo {1,9} con probabilidad asociada pg19y = p1 + pe = 0.24.
De esta forma se va reduciendo un nodo en cada etapa:

nodos {1,9} 3 5 7
probabilidades 0.24 0.3 0.25 0.21

nodos {1,7,9} 3 5
probabilidades 0.45 0.3 0.25

nodos {1,7,9} {3,5}
probabilidades 0.45 0.55

De esta forma, el drbol de Huffman viene dado por la primera figura adjunta.
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Con lo cual el algoritmo podria esquematizarse de la forma indicada en la
sequnda figura.
En forma mds detallada puede escribirse asi:
1. Generar U ~U(0,1).
2. St U > 0.45 entonces
2.1. Empezar
2.2. 81 U >0.75 entonces hacer X =5, en otro caso hacer X = 3.
2.3. Terminar.
En otro caso.
2.4. Empezar
2.5. 81 U >0.24 entonces hacer X =7, en otro caso
2.5.1. Empezar
2.5.2. 81 U >0.11 entonces hacer X =9, sino hacer X =1.
2.5.3. Terminar.
2.6. Terminar.

Esquema del algoritmo.
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Un algoritmo general para construir el arbol de Huffman puede basarse en
usar una estructura de punteros.

Supdnganse las probabilidades ordenadas de forma decreciente: p; > py >
-+ > pn, lo cual puede hacerse eficientemente usando algoritmos como el quick-
sort. Sean 1, T, ..., T, los valores que toma la variable ya arrastrando la
reordenacion de las probabilidades. El algortimo procederia del siguiente modo:

1. Crear una estructura de punteros de la forma

n — n+1*>~>2nf2*}2nf17
pln] = pu,pn+1]=ps, ..., p2n —1] = p,.

Desde ¢ =1 hasta n — 1 hacer
1. Eliminar los dos dltimos elementos del puntero: j y k.
2. Hacer Left[il=j y Right[i]=k.

2.3. Insertar ¢ en el puntero en orden decreciente de las
probabilidades y hacer p[i] =p+q.

Finalizado el algoritmo tenemos los valores (i, pli]), para i = 1,2,... ,n —
1,mn+1,...,2n—1, donde los indices {1,2,... ,n — 1} representan los nodos
internos y {n,n+1,...,2n—1} son los nodos terminales, u hojas, almacenando
en los vectores Letf[i] y Right[i] la estructura del drbol de Huffman.

Para simular valores mediante el método basado en el arbol de Huffman
podemos proceder como sigue:

1. Generar U ~U(0,1).

Hacer 1 =n—1.
Repetir
1. [ =Left[i]l, r =Rightl[i], p=pl].
2. Si U > p entonces hacer
2.1. i=r, U=U—p.
En otro caso hacer
3.2.2. i=1.
4. Hasta que 7 >n.
5. Hacer X =x; 1.

2.
2.
2.

2.
3.
3.
3.
3.

4.3 El método de la tabla guia

El mayor problema computacional del método de la transformacién cuantil
consiste en encontrar el indice k que cumple Y5 p; > U > Y25 p;. Como ya
se ha visto en los dos 1ltimos ejemplos existen distribuciones para las cuales
este valor k se puede calcular directamente. El método de la tabla guia con-
siste en hacer uso de la rapidez de cédlculo de la funcién cuantil para alguna
de esas distribuciones (ficilmente simulable mediante el método de inversién
generalizada) para abreviar al maximo el nimero de comparaciones necesarias

a la hora de comprobar la condicién Zle p; > U > Zi.:ll Di-
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Considérese una variable aleatoria con distribucién discreta y masa de pro-
babilidad dada por p;, j = 1,2,... ,n y definanse las sumas acumulativas de
estas probabilidades (que no son otra cosa que los valores que toma la funcién
de distribucién): ¢; = >/ ;p;. Como ya se comenté anteriormente, estos
valores deben calcularse de forma recursiva (para evitar cdlculos innecesarios):
g0 =0,¢; =qj—1+p;, ] =1,2,... ,n. Dada la variable aleatoria I, asociada
al etiquetado original (o a otro) la idea del método consiste en construir n
subintervalos equiespaciados contenidos en [0, 1] de la forma J; = [%, %) para
1=1,2,... ,ny luego definir

1
g = max{j/qj<—},parai:1,2,... N,
n

tomdndose g; = 0 si el conjunto anterior es vacio

es decir, para cada intervalo se considera el valor mds alto del indice entero
tal que la suma acumulada de probabilidades hasta él es menor que el extremo
superior de dicho intervalo.

Ejemplo 21 Tomemos como ejemplo la distribucion discreta dada por p; =
0.13, po = 0.25, p3 = 0.17, py = 0.1, ps = 0.24 y ps = 0.11. Se tiene que
q1 = 0.13, ¢ = 0.38, g3 = 0.55, g4 = 0.65, g5 = 0.89 y g¢ = 1. Los valores de
la tabla guia son

g=1,90=193=2,91=4, 95 =4, g6 = 5.

A la hora de aplicar el método de la transformacién cuantil, dado el valor
de U, es inmediato detectar en cudl de los intervalos J; ha caido, basta con
hacer i = [nU] 4+ 1. Lo tinico que resta por hacer, una vez encontrado este
indice, es obtener el valor del indice I a simular. Dicho valor serd g; + 1 si ya
ocurre que U > q,,. En caso contrario deberemos encontrar el primer indice
j=9i—1,9,—2,...,0, para el cual se cumple U > g; y luego hacer I = j + 1.
Algoritmo de simulacién mediante una tabla guia
1. Generar U ~U(0,1).

Hacer i = [nU] + 1.

Hacer j =g;.

Mientras U < g; hacer j=j—1.

Devolver [ =j+ 1.
Por su parte, los valores de la tabla gufa pueden calcularse facilmente de
forma rapida segun el siguiente algoritmo:
Algoritmo de cdlculo de la tabla guia
1. Desde ¢ =1 hasta n—1 hacer g; =0.
2. Hacer S =0.
3. Desde ¢ =1 hasta n— 1 hacer
3.1. S=S+p
3
3

g wN

2. j=[nS]+1
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4. Desde i =2 hasta n — 1 hacer g; = max(g;i—1,6i)-

Aunque los bucles de los pasos 1 y 4 del algoritmo pueden extenderse hasta
n (en lugar de hasta n — 1) en la préctica resulta innecesario inicializando
gn = n — 1, conocido de antemano.

Cuando el valor U cae en el intervalo J;, es obvio que el nimero medio de
comparaciones en el paso 4 del algoritmo es menor o igual que 1 més el niimero
de valores g; pertenecientes al intervalo J;. Utilizando este hecho, la esperanza
del nimero de comparaciones (V) puede acotarse mediante

BN < IS aeptimenn=1e iy #limen

1 -1
1+5#{j/q]'€[0,1)}=1+n7<2.

En general, el método es aplicable para tablas guia de m elementos (donde
m no tiene porqué ser necesariamente igual an). En tal caso el intervalo [0, 1) se
divide en m subintervalos, pudiendo acotar el nimero medio de comparaciones
mediante £ (N) < 1+ 2. Gracias a este argumento, para variables con un
nimero exorbitante de posibles valores, pueden utilizarse tablas gufa de un
numero m&s moderado de elementos de forma que la tabla no ocupe demasiada
memoria y que, a la vez, el nimero medio de comparaciones esté acotado por
un valor moderado. Asi, por ejemplo, para una variable discreta con 1000000
de posibles valores podriamos utilizar una tabla gufa de sélo 10000 elementos
(para que no ocupe demasiado en memoria) obteniendo que el mimero medio
de comparaciones estaria acotado por 101.

4.4 Meétodos de truncamiento

La idea general de este tipo de métodos consiste en hacer uso de una distribu-
cién continua auxiliar cuya funcién de distribucion se parezca (en cierto sentido
que se precisard més adelante) a la funcién de distribucién de la variable dis-
creta que se desea simular.

Supdngase, sin pérdida de generalidad, que se desea simular la variable I,
que toma los valores 1, 2, ..., n, con probabilidades py, po, ..., p,- En este
caso, la funcién de distribucién de I viene dada por

F(x)= Zpi.

i<z

Supdngase, ademds, que tenemos otra variable aleatoria continua, con funcién
de distribucién G (z) y ciertos valores qp = —00 < a3 < ag < +++ < @y <
a, = oo, tales que F' (i) — F(i") = p; = G(a;) — G(ai—1), i = 1,2,... ,n.
Esta 1ltima condicién viene a garantizar que la probabilidad de que la variable
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continua caiga en el intervalo [a;_1, a;) coincide con la probabilidad con la que
la variable discreta original tome el valor i.

Si la distribucién continua es facil de simular, simplemente deberemos ge-
nerar valores de la misma y luego transformarlos en valores de la variable I.
Algoritmo de simulacién por truncamiento
1. Generar T con distribucién G.

2. Encontrar el valor ¢ tal que a;—1 <7 < a;.
3. Devolver [ =71.

El método se hace especialmente rapido cuando el valor de ¢ puede obtenerse
de forma inmediata a partir del valor de 7. Uno de los casos en los que esto
es asi se da cuando G (0) = 0 y los valores a; =i, ¢ = 0,1,... ,n (o, incluso,
infinitos valores a; de esta forma). En este caso el algoritmo resulta:
Algoritmo de simulacién por truncamiento a la parte entera
1. Generar T con distribucién G.

2. Hacer i=[T]+1.
3. Devolver I =1.

Ejemplo 22 (simulacién de la geométrica por truncamiento) La masa
de probabilidad de la distribucion geométrica es

P(X=j)=P(I=j+1)=p(1-p/,j=0,1,...

Considérese como variable aleatoria continua auziliar la exponencial, que tiene
funcion de distribucion dada por

AT -
G(x)z{l e siz>0

0 stz <0
Ahora bien,
G(i)—G(i—1) = 1—eM—(1—e )= N
e AMi-1) (1 - e*/\) _ (1 . e”\) (e*’\)i_l :p(l _p)i71
siempre que tomemosp =1 — e *. De esta forma se tiene
GiH)—-GEi—-1)=P(X=i—-1)=P({I=1i)=p;

y el algoritmo resultaria:

Hacer L =1In(1—p).

Generar U ~ U (0,1).

Hacer T=L-InU.

Devolver X = [T].
Este es el mismo algoritmo que se obtenia anteriormente cuando razondba-
mos como calcular directamente el valor de la funcion cuantil para la distribu-
cion geométrica.

W o



Métodos universales para la generacion de variables discretas 67

4.5 Ejercicios propuestos

1. Cuando se produce una sobrecarga eléctrica en una cadena productiva
el nimero de componentes averiadas estd descrito mediante una variable
aleatoria, X, que puede tomar los valores 1, 2, 3, 4 y 5, con probabilidades

P1 = 011, P2 = 022, P3 = 045, P4 = 013, Ps = 0.09.

Para simular dicha variable se usa el algoritmo:
1. Generar U, con distribucion U(0,1).
2.1 Si U<=0.11 entonces hacer X=1, sino
2.2 Si U<=0.33 entonces hacer X=2, sino
2.3 8i U<=0.78 entonces hacer X=3, sino
2.4 Si U<=0.91 entonces hacer X=4, sino hacer X=5.
3. Devolver X.

., Cudl es el mimero medio de comparaciones para simular un valor de
X? Construir un algoritmo basado en un &rbol binario éptimo. ;Cuédl
es ahora el nimero medio de comparaciones? Dar un algoritmo basado
en el método de la tabla gufa. Calcular, también en este caso, el numero
medio de comparaciones.

2. El niimero de procesos de usuarios activos en una estacién de trabajo es
una variable aleatoria, X, con distribucién dada por:

P(X = 0)=033, P(X =1)=0.22, P(X =2) =0.15
P(X = 3)=0.11, P(X =4)=0.09, P(X =5) = 0.06,
P(X = 6)=0.04

Dar un algoritmo para simular esta variable mediante biisqueda en forma
de érbol de Huffman. Calcular el nimero medio de comparaciones para
simular cada valor de la variable X. ;Cuaél es una cota para dicho nimero
medio de comparaciones en caso de usar el método de la tabla guia?
Para esta tltimo método, calcular el valor exacto del nimero medio de
comparaciones.

3. El nimero de veces que se produce una caida de un sistema informético
durante un mes es una variable aleatoria, X, con distribucién dada por
P(X =0)=0.09, P(X =1) =0.21, P(X =2) =039, P(X =3) =
0.19, P(X = 4) = 0.08 y P(X = 5) = 0.04. Dar un algoritmo para
simular esta variable mediante buisqueda en forma de drbol de Huffman.
Calcular el nimero medio de comparaciones para simular cada valor de
la variable X. ;Qué ventajas se obtienen para este método de simulacién
en comparacién con la implementacién mediante el método secuencial
(tanto en su versién directa como en la del etiquetado més eficiente)?
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4. El cédigo de error que puede suministrar una rutina implementada en un

lenguaje de alto nivel puede describirse mediante una variable aleatoria,
C, que puede tomar los valores 0, 1, 3, 4 y 7, con probabilidades:

Po = 028, pP1 = 035, pP3s = 016, Ps = 012, pr = 0.09.

Dentro de un complejo modelo de simulacién se quiere generar dicha va-
riable usando, para cada valor generado, un inico niimero pseudoaleato-
rio U(0, 1). Encontrar algoritmos, para tal fin, basados en la construccién
de un drbol de Huffman y en el método de las tablas gufa. Estudiar la
eficiencia de ambos algoritmos y compararla.

. Considérese la variable aleatoria discreta, X, nimero de fallos mensuales

en el suministro eléctrico de un equipo informético, que tiene la siguiente
masa de probabilidad:

x 0 1 2 3 4 5 6 7
P(X ==z)0.35]0.20|0.16 | 0.12 | 0.08 | 0.05 | 0.03 | 0.01

Construir una tabla guia y, basdndose en ella, dar un algoritmo para
simular esta variable. ;Cudl es el nimero medio exacto de comparaciones
para generar un valor mediante ese algoritmo?

. Dando por supuesto un algoritmo que permita simular la variable aleato-

ria del ejercicio anterior, deducir un método para aproximar por simu-
lacién la probabilidad de que en un afio haya mé&s de 30 fallos en el
suministro eléctrico. Plantear el célculo analitico de la cantidad ante-
rior. jSeria sencillo obtener tedricamente la masa de probabilidad de la
variable aleatoria nimero de fallos anuales?
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En este capitulo se estudiardn algoritmos especificos para simular algunas de
las distribuciones de probabilidad mds importantes. La mayorfa de ellos son
aplicaciones de los métodos generales ya expuestos, quizd con alguna parti-
cularidad. Distribucién por distribucién, se irdn comentando los métodos més
habituales de simulacién de las mismas, comenzando por las continuas y pasan-
do posteriormente a las variables discretas.

5.1 Distribuciones continuas

5.1.1 La distribuciéon normal

Es obvio que nuestro objetivo serd saber simular una normal estdndar, X, ya
que la distribucién general N (u, o), con pardmetros arbitrarios, puede simular-
se mediante y + o X.

Método de Box-Miiller

Se basa en la siguiente propiedad. Dadas dos variables aleatorias independien-
tes E < exp (LHyU U (0,1), las variables v/2E cos 2nU y v/2E sen 27U son
N (0,1) independientes.

Algoritmo de Box-Miiller

1. Generar U,V ~U(0,1).

2. Hacer Wy =+/—-2InU y Wy =27V.

3. Devolver X; = WjicosWy, X9 =Wj sen Ws.

Método polar

De nuevo es un método cuyo fundamento tedrico descansa en una propiedad
que nos da la distribucién condicionada a cierto suceso de un par de variables
transformadas de otras uniformes. Su nombre procede de que el uso de coor-
denadas polares es muy 1itil en la demostracién de dicho resultado.

Dadas dos variables independientes V; y V3, con distribucién U (—1,1),
entonces la distribucién condicionada

L [Frmz g |, [Camg )
1 V12+V22 ) V2 ‘/'12_'_‘/22

VE+VEL1
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cw((2)(31))

Algoritmo polar
1. Generar U;,Us ~U(0,1).

2. Hacer Vi =2U;—1, Vo =2Uy -1y W=V2+ V3.
3. Si W >1 entonces volver a 1.
_ [—2mw
4. Hacer Y = ==
5.

Devolver X; =1Y, X, =WY.

Método del Teorema Central del Limite

Su fundamento tedrico, como su propio nombre indica, es el Teorema Central
del Limite. Dadas variables aleatorias 11, T, ..., T,, independientes y con
distribucién cualquiera, se tiene que

T—pr Vr(GXinh-EM)

or - é N(07 1)7
7 Var (T1)

si n es suficientemente grande.

Este teorema puede aplicarse para simular una N (0, 1) tomando variables
con otra distribucién més fdcil de simular. El caso méds habitual es elegir
T,=U%U (0,1) y n = 12 (por simplicidad de célculo). De esta forma, la
siguiente variable resulta tener distrribucién aproximada N (0, 1),

U—py VEED2U-D iU,_G,

au 1 o

NG is i=1
Algoritmo basado en el TCL
1. Generar Uy,Us,... , U2 ~U(0,1).

2. Devolver X =U; +Us+---+ U — 6.

5.1.2 La distribucién de Cauchy

Esta distribucién puede definirse, de forma general, dependiendo de dos paré-
metros: p el de localizacién y o el de escala. Su funcién de densidad viene
dada por

7 (02 + (z — ,u)z)

f(z) =

, para todo z € R.

Un sencillo célculo permite hallar su funcién de distribucion:

1 — 1
F(z)= ;arctan <3: = M) + 3
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la cual permite implementar el método de inversién. Con razonamientos se-

mejantes a los ya realizados para el algoritmo de la exponencial (en este ca-

so basados en que si U ~ U (0,1) entonces tanm (U — %) L tan 7U), puede
encontrarse un algoritmo ligeramente més eficiente desde el punto de vista
computacional:

1. Generar U~U(0,1).

2. Devolver X =otan(nlU)+ .

5.1.3 La distribucién exponencial

Se simula utilizando el método de inversién con la simplificacién que ya se
indicé anteriormente:

0. Hacer L= —% .

1. Generar U~ U (0,1).

2. Devolver X =L-InU.

5.1.4 Las distribuciones gamma y de Erlang

La distribucién gamma, I" (a, p), depende de dos pardmetros: a > 0, pardmetro
de escala, y p > 0, pardmetro de forma. La distribucién de Erlang no es més
que la particularizacién de la gamma al caso en que p € N. La funcién de
densidad de una T (a,p) viene dada por

k(a,p)aP~te ™ siz >0

f(x):{o siz <0

donde k (a, p) es la unica constante posible para que la funcién anterior sea una
funcién de densidad. Es obvio que, con tal de que & (a,p) > 0, se tiene que
f(z) > 0. Para que [ f(z)dz =1, ha de verificarse:

1 = /f (x)dx = /000 k(a,p) 2P~ te dx = @ /000 (%)%1 e Ydy
k(a,p

= — >/Oooy”‘1€‘ydy—k(a,p)r(p)

ab ’

donde se define ' (p) = [;* 2P~'e™"dx, que es la llamada funcién gamma de
Euler. A partir de todo lo anterior se tiene k (a,p) = F“(;), y, por tanto, la
densidad de la gamma resulta ser

al _p—1_—az : >0
_ e six >
/(@) { 0 siz <0
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Puede demostrarse una relacion recursiva para I' (p) sin més que hacer una
integracién por partes, tomando v = 2?1 y dv = e~ ®dx. Asi, se tiene,

I'(p) = /000 e dy = [2P7 (_e—x)]go - /000 (p—1) 2" (e ") da
= (p— 1)/Oooxp_2e_’”dx =p-1)T(p-1).

Esto permite reducir el cdlculo de I' (p) al caso en que p € (0, 1], ya que

Fp)=@-)@E-2)--@-[p)T({@-Ip]).

DadoqueT' (1) = fooo e ®dx = 1, la férmula anterior se simplifica cuando p € N,
dando lugar a I" (p) = (p — 1)! Por este motivo se dice que la funcién gamma
de Euler generaliza la nocién de factorial de un ntimero a cualquier valor real
positivo. Ademds, cuando p = 1 la densidad de la gamma es

flz) =

ae™ ™ sizx >0
0 sixz <O

es decir I (a, 1) L exp (a).
Una propiedad muy importante de la distribucién gamma es la llamada
propiedad de reproductividad, que afirma que si se dispone de dos variables

aleatorias independientes, X ir (a,p1) e X 4 (a, p2), entonces la suma de

ambas también es una gamma: X +Y ir (a,p1 + p2). Este resultado se puede
generalizar, por induccién a la suma de cualquier nimero finito de variables
gamma independientes con primer pardmetro, a, coincidente. En virtud de ello,
si p es entero, dadas X7, Xy, ---, X, variables independientes con distrinucién
exp (a) (o, lo que es lo mismo I'(a, 1)) se tiene que su suma, y ©_, X;, tiene
distribucién T (a,p). Como consecuencia, la distribucién de Erlang se puede
simular facilmente como suma de exponenciales:
Algoritmo reproductivo de simulacién de la Erlang
1. Desde ¢ =1 hasta p hacer
1.1. Generar U;~U(0,1).
1.2. Hacer X; = —h‘Tf]i.
2. Devolver X =)'  X;.
Este algoritmo puede agilizarse computacionalmente definiendo previamente

el valor L = f% y calculando un tnico logaritmo (en lugar de p) gracias a que

PoXi=—>0 Rl = 1 (T]P, U)). Asi se tiene:
Algoritmo reproductivo de simulacién de la Erlang optimizado
0. Hacer L= f%.

Hacer S =1.

Desde ¢ =1 hasta p hacer
1. Generar U~ U(0,1).
2. Hacer S=5-U.

1.
2.
2.
2.
3. Devolver X =L-InS.
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Los algoritmos anteriores sélo son vélidos para p entero, siendo ademds muy
lentos si p es grande. Por contra son muy simples y de facil implementacién.
Como alternativa existen otros algoritmos més complicados que cubren también
el caso en que p no sea entero. Veremos el algoritmo de Tadikamalla (1978)
para simular una I" (1, p). Se trata de un algortimo de aceptacion/rechazo, que
sélo es vilido si p > % y que usa como densidad auxiliar una doble exponencial
centrada en p — 1 y con pardmetro de escala dado por

1 2

"6 1+vAp-3

Para la implementacién del algoritmo debe definirse la funcién

_ - <_m+ lz —(p— 1)|+9(p—1) (9+1)>.

Algoritmo de Tadikamalla
1. Generar X, doble exponencial con media p—1 y escala \.
2. Si X <0 entonces volver a 1.
3. Generar U ~U(0,1).
4. 8i U< T(X) entonces devolver X, siné volver a 1.
Para simular una I'(a,p) con un a cualquiera, usaremos el hecho de que si

xX4r (a,p) entonces Y = aX 4r (1,p). Asi pues bastard simular Y segin
una I'(1,p) y luego hacer X = =

5.1.5 La distribucién beta

Dadas dos variables aleatorias Y < T (Lp y Z ir (1, q), independientes, se
dice que la variable

Y
Y+ Z

tiene distribucién (3 (p, ), beta de pardmetros p y q. Puede demostrarse que en
la definicién podrian haberse tomado variables con distribuciones Y i (a,p)

vy Z ir (a,q), ya que la distribucién de la X resultante no depende del a
elegido. La funcién de densidad de una 3 (p, q) viene dada por

(1 — )

flx)= B (p,q)

0 en otro caso

siz € [0,1]

siendo 3 (p, q f P ( )9 d.
Existen multltud de algorltmos para simular la distribucién 3 (p, ¢). Proba-
blemente, el mas sencillo de todos es el que se obtiene, a partir de la distribucién
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gamma, como consecuencia de la propia definicién. El algoritmo de Fox (1963)
es adecuado para simular la distribucién beta cuando p,q € N y son valores
pequenos.

Algortimo de Fox

1. Generar Uy, U,,... ,Upq-1 ~U(0,1).

2. Ordenarlos: Uy <Upg < < Upyg-1)-

3. Devolver X = U,.

Es obvio que este algoritmo puede resultar muy lento si alguno de los dos
pardmetros es elevado (pues habra que simular muchas uniformes para con-
seguir un valor simulado de la beta). Ademds, en funcién de cudl de los dos
pardmetros, p 6 ¢, sea mayor, resultard mas eficiente, en el paso 2, comenzar
a ordenar por el mayor, luego el segundo mayor, y asi sucesivamente, o hacer-
lo empezando por el menor. En cualquier caso, es obvio que no es necesario
odenar todos los valores U; generados, sino tan sélo encontrar el que ocupa el
lugar p-ésimo.

Un método vélido aunque p 6 g no sean enteros es el dado por el algoritmo
de Johnk (1964).

Algoritmo de J6hnk
1. Repetir.

1.1. Generar U,V ~U(0,1).

1.2. Hacer Y:U%,Z:V%,SZY—FZ.
2. Hasta que S <1.
3.

Hacer X = %

El método resulta extremadamente ineficiente para p 6 ¢ mayores que 1.
Esto es debido a que la condicién S < 1 del paso 2 puede tardar muchisimo en
verificarse. Por este motivo, el algoritmo de Johnk sélo es recomendable para
p < 1yq < 1. Como remedio a esto puede usarse el algoritmo de Cheng (1978)
que es bastante mds largo de implementar pero también mucho més eficiente.

Algoritmo de Cheng

0.1. Hacer a=p+q.

1
min(p,q)

0.2. Si min(p,q) <1 entonces hacer =
_ —2

ﬁ - qu—a :

0.3. Hacer 'y:p—i—%.

1. Generar U;,U; ~U(0,1).

2. Hacer V:ﬁ-ln(l_Ubl) y W=p-ev.

, en otro caso hacer

3. Sia-ln (HLW) +~V —In4 < In(U2U,) entonces volver a 1.

_ W
4. Devolver X = 7
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5.1.6 La distribucién chi-cuadrado de Pearson

Dadas variables aleatorias Zi, Zs,... ,Z, independientes y con distribucién
comiin N (0,1), la variable X = >""" | ZZ se dice de distribucién chi-cuadrado
con n grados de libertad, i.e. x2. Su funcién de densidad viene dada por

-1 —

e~ 3
, para todo = > 0.
25T ()

w|§ wl:

x
x

f@) =3

Como consecuencia, x2 = Ly (2, 2) y los algoritmos vistos para la distribucién

gamma son aplicables a este caso. Ademsds, debido a la reproductividad ya

mencionada se tiene que I’ (2, 2) i (%, (ﬂ) +T (2, 5) cuando n no sea
par, siendo esta tltima distribucién, I' (3, %), la del cuadrado de una normal
estdndar. De esta forma, se tiene el siguiente algoritmo para la simulacién de
la chi-cuadrado:
Algoritmo reproductivo para simular la chi-cuadrado
Hacer m = [%1 .
Hacer S=1.
Desde 7 =1 hasta m hacer
.1. Generar U ~ U (0,1).
.2. Hacer S=5-U.
Hacer X = —-2InS.
Si n es impar hacer
.1. Gemerar Z ~ N (0,1).
.2. Hacer X = X + Z2.
Devolver X.
De todas formas, si n es grande es recomendable usar el algoritmo de Tadika-
malla.

GO D WwWNDNNE- O

5.1.7 La distribucién F' de Fisher-Snedecor

Dadas dos variables aleatorias Y; 4 i eY, 4 X2 independientes, la variable
aleatoria definida por

X:

3R I

se dice de distribucién F' de Snedecor (o de Fisher) con m y n grados de libertad
(Fnn)- Su densidad es

% m n
—)x?fl (x + —> , para todo = > 0,
m
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que recuerda a la de una beta. Ademds de poder simularse a través de algo-
ritmos de generacién de la chi-cuadrado (como consecuencia de su definicién),
también puede simularse mediante el uso de una distribucién beta.
Algoritmo de simulacién de la F' a través de la beta

1. Generar Z ~ [ (%, %) .

2. Hacer Xz#%z).

5.1.8 La distribucién ¢ de Student

Dadas dos variables independientes Y; AN (0,1) e Y5 4 X2, la variable aleato-
ria
Yy

Ya
n

X =

se dice que tiene distribucién ¢ de Student con n grados de libertad (¢,). La
funcion de densidad de una t,, es

() (o)
f(x)_l“(”)—i/ﬁ(:“r?) , para todo = € R.
2

Teniendo en cuenta la simetria de esta distribucién y su relacién con la F' de
Snedecor: (t,)° 4 F1 5, puede simularse facilmente la ¢ de Student.
Algoritmo de simulacién de la ¢t de Student a partir de la F'

1. Generar U~U(0,1) y Z ~ Fi,.

2. Si U < 0.5 entonces devolver X = \/7, sino devolver X = —\/Z.

5.1.9 La distribucién de Weibull

La distribucién de Weibull, W (A, ), es una generalizacién de la distribucién
exp (). Su funcién de densidad de probabilidad es

f(z)= a/\aa:a_le_(”)a, para todo = > 0.

Como se ve, W (A, 1) & exp (). Esta distribucién se utiliza mucho en fiabilidad
y analisis de supervivencia para modelizar el tiempo de vida de una componente
o de un ser vivo. Puede simularse facilmente mediante el método de inversién
ligeramente optimizado.

Algoritmo de inversién para simular la distribucién de Weibull

1. Generar U ~U(0,1).

1
2. Devolver X = %
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5.1.10 La distribucién logistica

Es la que tiene por funcién de distribucién:

F(x) Vz € R,

1 +e 55
siendo @ € Ry b > 0. Puede simularse ficilmente mediante el método de
inversién.

Algoritmo para simular la distribucién logistica mediante inversién
1. Generar U~ U(0,1).

2. Devolver X =a—0bln (% — 1).

5.1.11 La distribucién de Pareto

Tiene utilidad en ciencias como la Economia, donde en ocasiones sirve para
modelizar distribuciones de rentas. Su densidad viene dada por

ab® )
f(w)={ et S 020

0 six<b
Como consecuencia, su funcién de distribucién resulta

0 siz<b

F(x)_{ 1— (2" siz>b

xT

y, por tanto, es simulable mediante inversién. Una versiéon éptimizada del
algoritmo es:

Algoritmo de inversién para simular la distribucién de Pareto

1. Generar U~ U(0,1).

2. Devolver X = .

S8

5.2 Distribuciones discretas

5.2.1 La distribucién uniforme discreta

Dado un conjunto finito de N elementos (sin pérdida de generalidad supon-

dremos el conjunto {1,2,...,N}) la distribucién uniforme discreta en dicho
conjunto (o equiprobable sobre dicho conjunto) es la definida por P (X = i) =
%, para i = 1,2,...,N. Tanto el método de inversién (calculando explici-

tamente la funcién cuantil) como el de truncamiento dan lugar al siguiente
algoritmo.
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Algoritmo para simular la distribucién uniforme discreta
en {1,2,... N}

1. Generar U ~U(0,1).

2. Devolver X =[N -UJ|+1.

5.2.2 La distribucién binomial

La distribucién binomial de extensién n y probabilidad de éxito p, B (n,p), se
define como el nimero de éxitos en n pruebas idénticas, independientes, en las
que la probabilidad de éxito es p. Su masa de probabilidad es

P(X =1i)= <T;)pi(1—p)”i,parai:(),l,... , M.

Puede simularse a partir de su definicién:
1. Hacer §=0.
Repetir n veces

Generar U ~ U (0,1).

Si U < p entonces hacer S =S5 +1.
Devolver X = S.

Este método es extremadamente lento cuando n es grande, por eso, en ese

caso, resulta més ventajoso utilizar el método de la tabla gufa.

2.
2.1
2.2
3.

5.2.3 La distribucion de Poisson

Una variable aleatoria discreta, X, tiene distribucién de Poisson de pardmetro
A > 0 si su masa de probabilidad viene dada por

—x\)\’i
P(X:i):eT,paraizo,l,...

La distribucién de Poisson puede simularse mediante el método de la transfor-
macion cuantil con bisqueda secuencial. También puede simularse haciendo
uso de la relacién que guarda con la distribucién exponencial. Asi, dadas va-
riables aleatorias T1, Ta, ..., Ty, ... independientes y con distribucién exp (M),
la variable aleatoria entera, X, que verifica

X+1

X
Y L<1<Y T
i=1 i=1

(definiendo X = 0 si 77 > 1) tiene distribucién Pois(A).
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Las variables aleatorias T; pueden simularse, utilizando valores U; de una
uniforme, mediante T; = —%@ En virtud de ello, se tiene

X+1 X X+1
In Uz

X
ZTi < 1<ZTi<:>*Zln/\Ui§1<*Z 3
i=1 i=1 =1

i=1
X
_ i=1
A

X+1
ln<H UZ> X X+1
=1
) ) o)
X X+1
HUZ > 67)\ > ]._[Uv2
i =1

Asi, puede utilizarse el siguiente algoritmo:

Algoritmo de simulacién de la Poisson a traves de la exponencial
1. Hacer p=1y S=-1.

2. Repetir

2.1. Generar U~ U(0,1).

2.2. Hacer p=p-Uy S=S5+1.

3.

4.

IN

Hasta que p < e .
Hacer X =S.

Tanto este algoritmo como el de la transformacién cuantil tienen el incon-
veniente de ser muy ineficientes cuando A es grande. En ese caso, aunque la
distribucién de Poisson tiene un mimero infinito de posibles resultados, es per-
fectamente aplicable el método de la tabla gufa, agrupando todos los infinitos
valores a partir de uno en adelante. Esto desemboca en una busqueda secuen-
cial cuando el intervalo elegido sea el dltimo de la tabla. De esta forma se
mejora muy considerablemente la eficiencia del método.

5.2.4 La distribucién geométrica

Su masa de probabilidad es
P(X=i)=p-(1—p),parai=0,1,...

Aparte de poder simularse a partir de su definicién (mimero de fracasos antes
del primer éxito) también puede hacerse por truncamiento. Como ya se vié en
su momento, el algoritmo que resulta por este método es equivalente al basado
en la expresién explicita de la funcién cuantil.

Algoritmo de truncamiento para la distribucién geométrica

0. Hacer L= —m.

1. Generar U ~U(0,1).

2. Hacer T=L-InU.

3. Devolver X = [T].
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5.2.5 La distribucién binomial negativa

Como es sabido, la distribucién binomial negativa, BN (r,p), generaliza la
geométrica. Puede interpretarse como el nimero de fracasos antes del r-ésimo
éxito. Su funcién de masa de probabilidad es

14+r—1
1

P(Xi)( )pr(lp)i,paraio,l,...

Debido a su reproductividad en el parametro r, puede simularse como suma
de r variables geométricas, aunque este algoritmo puede ser muy costoso en
tiempo de computacién si r es elevado. Existe también un método especifico
basado en la propiedad

X|YiPois(Y),Y$F(1p ,r) = X £ BN (r,p).
-p

Algoritmo condicional para simular la binomial negativa
1. Simular LNF( - r).

et
2. Simular X ~Pois(L).

3. Devolver X.

5.3 Ejercicios propuestos

1. jPodrfa modificarse el algoritmo dado como solucién al ejercicio 1, pro-
puesto en el tema 3, para mejorar su eficiencia, de forma que se utilicen
ahora tres variables exponenciales de pardmetro 27 ;Cémo?

2. Un programa antivirus comprueba, tan solo, algunas posiciones de memo-
ria (elegidas aleatoriamente) de un ordenador. Debido a esto, en orde-
nadores con virus, la probabilidad de que el programa lo detecte en una
tnica ejecucion es del 80%. Suponiendo que las distintas ejecuciones del
programa actian de forma independiente, dado un ordenador con virus,
jcémo podria simularse la variable nimero de ejecuciones hasta que se
detecta el virus? ;jPodria hacerse lo anterior mediante el uso de un solo
numero pseudoaleatorio uniforme por cada valor a simular de la variable
de interés?

3. La variable X, tiempo que transcurre entre las respuestas a dos comandos
consecutivos ejecutados por un usuario de un laboratorio de informati-
ca, puede modelizarse como suma del tiempo que el usuario tarda en
“pensar” el siguiente comando a ejecutar (thinking time) y del tiempo de
respuesta del sistema ante la ejecucién del comando en cuestién (tiempo
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de respuesta). Suponiendo que el thinking time se modeliza segun una
distribucién I" (2, 3) y que para el tiempo de respuesta se usa una normal
de media 0.5 y desviacion tipica 0.1, se pide:

(a) Detallar un algoritmo para simular la variable aleatoria X.

(b) Comentar la eficiencia del algoritmo encontrado.

. En el laboratorio de informética del ejercicio anterior hay tres impresoras.
Para cada impresora, la probabilidad de encontrarla atascada es de un
10%.

(a) Hallar un algoritmo para simular la variable “nimero de impresoras
operativas del laboratorio”.

(b) Encontrar un algoritmo, para el mismo fin, utilizando un s6lo mimero
aleatorio uniforme en (0, 1), por cada valor de la variable a simular.

. La fraccién de tiempo (o tanto por uno) que cada impresora del ejercicio
anterior estd ocupada es una variable continua con funcién de densidad:

f(x):{ 110z (1 —2)° si z€l0,1]

0 en otro caso

(a) Obtener un algoritmo para simular la fraccién de tiempo de ocu-
pacién de una impresora.

(b) Comentar la eficiencia del algoritmo del apartado anterior.

(c) iEs posible encontrar un algoritmo para el que sepamos de antemano
el nimero de nimeros aleatorios uniformes necesarios para simular
un valor de la fraccién de tiempo de ocupacién? En caso afirmativo,
detallar cémo.






6

Simulacion de distribuciones
multidimensionales







Simulacién de distribuciones multidimensionales

87

La simulacién de vectores aleatorios X = (X1, X, ..., X4) que sigan cierta
distribucién dada no es tarea siempre sencilla. En general, no resulta una
extension inmediata del caso unidimensional, atinque, si las variables que com-
ponen el vector son independientes, entonces bastard simular cada X; con la
distribucién marginal deseada (F;) y luego agrupar los valores simulados para
cada componente en un vector.

En la mayor parte de los casos de interés, las componentes del vector aleato-
rio son dependientes y el método anterior no es vdlido. A continuacién se veran
algunos métodos generales para la simulacién de distribuciones multidimensio-
nales.

6.1 Meétodo de las distribuciones condicionadas

Supdngase un vector aleatorio d-dimensional, con distribucién continua. Dend-

tese por f(z1,22,...,2,) su funcién de densidad conjunta y considérese la
primera densidad marginal, f; (z1), vy las sucesivas densidades condicionales
fo(wa|z1), f3(ws|lry,z2), ..., fa(walz1,T2,... ,2q-1). Gracias a la regla del

producto, generalizada a funciones de densidad, se tiene

f (Il, T, ... ,l‘n) = fl (.’.L‘l) . fg (I2|.T1) . f3 (I3|.’L‘1, 1'2) e fd (l‘d|$1,l‘2, e ,Id_l)

y, como consecuencia, puede darse el siguiente algoritmo general:
1. Generar X; con densidad f;.

2. Desde i =2 hasta d generar X; con densidad

fi (.|X1, XQ, e ;Xi—l) .

3. Devolver X = (X1, X2, ..., X4)-

Es inmediato comprobar que el método anteriormente expuesto es igual-
mente vdlido si las variables X; son discretas o, incluso, si algunas son discre-
tas y otras continuas. En tal caso se sustituirfa la densidad por la masa de
probabilidad. Asi pues, lo realmente importante para poder aplicar el método
de las distribuciones condicionadas es conocer y saber simular la distribucién
marginal de X y las distribuciones condicionadas del tipo X;| X7, Xo, ... , X;;
parai=2,3,...,d.

Ejemplo 23 Trataremos de dar un algoritmo para simular la distribucion nor-
mal bidimensional por el método de las distribuciones condicionadas. Consi-
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N. Hq 01 012
2 y 2 y
Ha 012 03

por las propiedades de la distribucion normal, bastard saber simular la distribu-

cion
0 O'% 012
w((0) (2 %

y luego sumarle el vector < Zl >
2

Dado que X1 £ N (0,01), se tiene que

1 z?
o= e ()

Ademds
1 1
T, T T)= ———c¢ —T’t21T>
Jayee) = F(T) 274 /det (X) xp< 2
Como

2 2
2*1 — 1 03 —012 _ ; (o —012
- _ 2 - 22 2 _ 2 )
det (%) o2 0] 0i05 — 01y 012 0]

l?@rl? _ 0373 — 20197119 + 0273
2 2(0fo3 —oly)
Y, por tanto,
fa (za|zy) = f(@,20)

fi (951)
2 2 2
g1 2 < <02x1—2012x1x2+01x2 i ))
= —————exp | —
2 2 2
2m\/020% — o2, 2 (o103 — 01a) 207

2 2 2 2.2 2,2
1 0102x1 2010121;1332 +oixs — (0303 — 02,) 23

T oo xP 202 (0202 — 02y)

/9 9192012 2 12 Jl 0103 012

1 —20301231 29 + 012d + 02y2?
T = P~ 992 (6202 — o2
\/_ 01‘72 o1y 01 (0102 - 012)
1 2012x1x2 4 CC + 1712351
— 1 1

—F—————€eXD 5
\/ﬁ o203—02, 2‘7102*‘712
o2 91
2
_ o127
1 (1’2 P >

= > XP | — 2 32 s

\/% olazgam 2”1"2;‘712

ag
o7 1
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2.2 2
que es la densidad de una N (%2;1:1, ﬁ%#)
1 1

En resumen, se tiene que si

() ()72 %)

entonces X; = N (0,0,) y Xo| X iN (%le/%). Ast, el algoritmo
de simulacion consistiria en los siguienteslpasos: 1

Simular Zy,Zy ~ N (0,1) independientes.

Hacer Y1 =017, .

Hacer Yy = Z2Y) + Z 2

Hacer X, :)}1+u1, X5 :)%Jr,u%

Devolver X — (Xl,Xg)t.

3 33
9193 912

i b

Ejemplo 24 (La distribucién uniforme en el circulo unitario) Se trata
de la distribucion bidimensional continua cuya densidad es constante en dicho
circulo

C = {(21,22) € R?/a? + 22 < 1}.
Su funcion de densidad viene dada, por tanto, por

1 s (w,m)eC

f(x17-7:2) = { 0 si (IL‘l,{L‘g) ¢ C
La densidad marginal de la primera variable resulta

fl (xl) _ /+\/ 1—=zy 1 21— 33'%

—day = YT gy e [—1,1],
_ 1,$% s m
es decir,
[ 21— s a2 €[-1,1]
fi (@) _{ 0 si a1 ¢ [~1,1]
Ademdas

fa (za|zy) = f;f(lc’zf;) _ ﬁ — 2\/11_:{{ §i Ty € {—\/1 —a3,4/1 —x%]

valiendo cero en otro caso. Se tiene entonces que

XX LU {—\/1 —X2/1 —X%] ,

siempre que X, € [—1,1].
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Finalmente, el algoritmo resulta:
1. Simular X, con densidad fy(x;) = 2y/1— 231, <1}
2. Simular X, con densidad U [—\/1 - X?,\/1— Xf} .
3. Devolver X = (X1, X5)".

Para el paso 1 puede utilizarse, por ejemplo, el método de aceptacion/rechazo,
pues se trata de una densidad acotada definida en un intervalo acotado.

6.2 El método de aceptacion/rechazo

La idea general del método de aceptacion/rechazo es aplicable para simular
variables aleatorias definidas en cualquier espacio (no s6lo en R). En particular
puede usarse para simular vectores aleatorios de RY. Sin embargo, en este
contexto, resulta mucho maés dificil encontrar una densidad auxiliar adecuada
y, especialmente, conseguir que el niimero medio de comparaciones del método
se mantenga dentro de unos limites de eficiencia razonables cuando la dimensién
es elevada. Veamos un ejemplo

Ejemplo 25 Simulacion de puntos uniformemente distribuidos sobre la “es-
fera” unitaria d-dimensional

Co={(z1,22,... ,2q) [x] + 25+ -+ 25 <1}.

Denotando por Vy (1), el “volumen” (la medida) de la esfera d-dimensional de
radio 1 (en general, la de radio v verifica Vy (r) = r?Vy (1)), se tiene:

1 .
o s (x1,29,... ,24) € Cq
f @@z, ma) { 0 si (z1,22,...,2q) & Cy
Para simular valores en R?, con densidad f, podemos utilizar como densidad
auziliar la de una U ([71, 1] x [-1,1] x ox [71,1}) =U ([—171}‘1), dada
por

g (z1, 29, ...

24) = = si x; € [—1,1], para todoi=1,2,... ,d
rd 0 en otro caso

La constante ¢ dptima para la utilizacion del método de aceptacion/rechazo es

e e JE) _wmam 2
z/9(7)>0 g () = Vi (1)

gt () = gyt (7).
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0, lo que es lo mismo, Ul[il,l]d (?) <lg, (T)) Dado que el niimero aleato-
rio U esta en el intervalo [0,1) y que las funciones indicadoras valen 0 6 1, esta
condicion equivale a que 1[_171],1 (T) =1¢, (T), es decir, a que T ¢ Cy, es

decir, que se verifique

TE+Ty+-+T5 <1

Por otra parte, la simulacion de T ~ U ([—1, l]d) puede hacerse trivial-

mente mediante T; ~ U ([—1,1]) para cada i = 1,2,... ,d, ya que las compo-
nentes son independientes. Como el valor de U es superfluo en este caso, el
algoritmo queda:
1. Simular Vi, Vo, ..., Vy~U(0,1) independientes.
2. Parai1=1,2,...,d hacer T; =2V, — 1.
3. St TE+Ti+---+T2>1 entonces volver al paso 1.
4. Devolver X = (Ty, Ty, ..., Ty).
Usando las formulas del “volumen” de una “esfera” d-dimensional:

7d/2pd -
Vo) = (déZ)! d st es par
2[§—| +17‘r[§—| rd ) .
T35 .4 st d es impar
puede verse que el nimero medio de repeticiones de los pasos 1-3 del algoritmo,
que viene dado por la constante ¢ = 2 puede hacerse endrmemente grande.

710K
Ast, sid =2 se tiene c = 1.27, si d 23 se tiene ¢ = 1.91, si d = 4 entonces

¢ = 324 y para d = 10 resulta ¢ = 401.5 que es un valor que hace que el
algoritmo sea tremendamente lento en dimension 10.

6.3 Métodos de codificacién o etiquetado

En el caso de que la funcién de distribucién d-dimensional sea discreta existen
métodos que permiten reducir la simulacién de dicha variable al contexto de
simular una variable aleatoria discreta unidimensional. Estos métodos son
conocidos como métodos de etiquetado o codificacién y la idea bésica consiste
en construir una funcién h que codifique las posibles d-tuplas del conjunto
donde toma valores la variable discreta, haciendo corresponder a cada uno un
nimero entero no negativo diferente.

Supongamos que tenemos una variable bidimensional discreta (X1, X5) cada
una de cuyas componentes toma valores enteros no negativos. El subconjunto
de R? en el que toma valores el vector aleatorio es

Zt X T = (ZY)° = {(i,§) /i,j € {0,1,2,...}}.
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Se tratara de definir una funcién biyectiva, h : ZT x ZT — ZT, que permita
etiquetar los pares de enteros.
Una posibilidad sencilla consiste en utilizar

.. 1+7)t+7+1 .
Wi j) = (+)G+i+1)
2
que corresponde con un etiquetado de los vectores de (Z*)2 de la forma dada
por la siguiente figura.

15
100 16]
6 11] 17]
[
3T 71 12
1T 4] 8| 13

Etiquetado dado por h

De esta forma, h induce sobre la variable transformada, C' = h(X;, X5),
una masa de probabilidad

P =P (C=k) =P (h(Xy,Xz) = k) = P ((X1,Xa) = h™" (k) = p}53737.

Resulta inmediato, por tanto, obtener la masa de probabilidad de la variable
discreta unidimensional C, a partir de la masa de probabilidad de la variable
original (X7, X3). De todas formas, debemos tener en cuenta que para que esto
sea calculable en la practica en un tiempo razonable, la funcién h debe poder
invertirse de forma rédpida.

Asf pues para simular la variable (X7, X5) podemos proceder mediante uno
de los algoritmos posibles para simular C' calculando en tantos pasos como
sean necesarios los valores de la forma h~! (k). Con la funcién h comentada
anteriormente podemos calcular de forma réapida su inversa. Veamoslo.

Consideremos k € Z", el valor (i,7) = h™* (k) debe verificar

i+j)(t+j+1)

h(i,j):k@( 5

+i=k.
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Denotando ahora n =i + j, para encontrar (i,5) = h™' (k) basta con hallar n
e 1, enteros positivos, con n > 7, tales que
nn+1 .
AU SN
2
Debemos entonces encontrar el inico n que cumple

n(n+1) <k< n(n+1) ne nn+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2).

2 2 2 2

Como ademds n? < n(n+1)y (n+1)(n+2) < (n+2)°, se tiene que ese
valor n ha de verificar

n? <2k < (n+2)°,
es decir

[VaR] 2 <n < [VER].

Dicho de otro modo, se tiene que n ha de ser igual a {\/ 2/{—| —-16 [\/ Zk—l.
n(n+1)
2

Basta entonces calcular la expresion para esos posibles valores de n.

Asi, si [\/ﬁ—‘ q\/ 2k—‘ + 1) > 2k entonces n = {\/ﬁ—‘ — 1y, en caso contrario,
n= {\/ 2k-| . Finalmente se calcula

n(n+1)

1=k— 5

yj=n-—i

Ejemplo 26 Calculemos, por el procedimiento descrito anteriormente, el valor
h='(16). Calculamos primeramente n = [v/2-16] = [V2-16] = [\/@ =
[5.6568542] = 5. Luego calculamos 5(5+ 1) = 30 < 32 =216, con lo cual
n=>5. Ademdsi=16—22 =1y j=>5-1=4. Asi pues se obtiene h™* (16) =
(1,4), que coincide con lo que se puede observar en la figura anterior.

Se observa pues como el cédlculo de h™! (k) es muy répido. El resto del
algoritmo se reduce a la simulacién de la variable unidimensional C'.

Aunque no entraremos con detalle en ello, conviene resaltar que es posible
generalizar este tipo de funciones de codificacion a (Z+)?. También es factible
encontrar la inversa de tal funcién generalizada (llamada funcién de decodifi-
cacién) que se puede calcular eficientemente.

Cuando la variable aleatoria X, toma un nimero finito de valores (supon-
gamos comprendidos entre 0 y M), otra posible funcién de codificacién, més
sencilla es

h(i,j)=(M+1)i+j,
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cuya inversa viene dada por

B (k) = GMLHW kmod (M + 1)) .

Estas funciones de codificacién y decodificacién son generalizables a (Z1)" y
aplicables al caso en que el vector aleatorio X tome un nimero finito de valores.

6.4 Métodos especificos para simular la distribu-
cién normal multivariante

Dado un vector 7@ = (i, iy, - - - , ftg)" € R% y una matriz definida positiva
011 012 -+ 014
S 0.21 O22 - 0'.2d
Oda1 Od2 ' Odd

la distribucién normal d-dimensional de esos pardmetros, abreviadamente
Ny (7, %), es la que tiene densidad dada por

ﬂwﬂ@m“”@um*”mpﬁétﬁ—ﬁWz*C?—ﬁQ.

Cuando la matriz ¥ es diagonal:

o2 0 0
0 o3 0
Y= ) ) ,
0 0 o2
se obtiene facilmente
d ~1/2
f(@) = @0 (Ha?)
i=1
Ul% 0 0
. 0 ;1; 0
xexp | -5 (@ - T7) : (7 - T7)
0 O g%
d
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siendo ¢, ,. la funcién de densidad de una N (y;,0;). De esta forma, cuando
la matriz 3 (que resulta ser la matriz de varianzas-covarianzas de la normal
d-dimensional) es diagonal, entonces las componentes son independientes y
resulta trivial simular la Ny (77, X)) mediante el siguiente algoritmo:
1. Simular Zy,Z,...,Zg~ N(0,1) independientes.
2. Para i=1,2,...,d hacer X;=pu, +0;7;.
3. Devolver X = (X1, Xo, ... ,Xd)t.

Una propiedad que resulta muy 1til para simular la distribucién Ny (7", X)
con ¥ arbitraria es la siguiente.

Proposicién 27 Si X £ N, (7,%) y A es una matriz de dimension p X d,
de rango mdximo, con p < d, entonces Y=4.-X2 N,(A-w,A-2-AY.

Dada una variable aleatoria X = N, (7,X), entonces X =X - w 4

N (T
ortogonal H (es decir, tal que H~! = H?) de forma que la matriz A = H'>H
es diagonal. De hecho, H es la matriz de cambio de base para que la matriz
asociada a la correspondiente aplicacién lineal sea la matriz diagonal A (en
lugar de la matriz de partida X).

Las columnas de la matriz H son precisamente los autovectores linealmente
independientes (y de médulo unitario) de la matriz X, es decir, d vectores
linealmente independientes, 7, 7Zs,..., T4, tales que Z;'T; = 1 para todo
i=1,2,...,nycon 7;'T; = 0sii# j, verificando ademds que 3); € R tal
que ¥ - T; = \;T; (condicién de ser un autovector). Ademds los autovalores
A1y A2y ..., Ag (que son todos positivos) son precisamente los elementos de la
diagonal de la matriz A.

Partiendo de una variable 7 < Ny (W, Id> (facilmente simulable a par-
tir de Zy, Zs, ..., Zg ~ N (0,1) independientes), se tiene que A27 L
Ny (ﬁ,A), siendo

,E). Ademas, dada una matriz definida positiva, X, existe una matriz

A% 0 -0

A2 0 )\é/Z 0
N . T 1:2

0 0o .- /\d/

Ahora, multiplicando por la izquierda por la matriz H, se tiene
HAV?Z L N, (W, HAHt) 4 N, (W, 2) .
Finalmente, basta sumar el vector 77’ para obtener

X =7 +HN?Z LN (77, 5).
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Una vez diagonalizada la matriz X, con autovalores A1, Ao, ..., Ay y autovec-
tores asociados dados por las columnas de la matriz H, el algoritmo procederia
como sigue:

1. Simular Zy,Zs,...,Z;~ N (0,1) independientes.
2. Para i=1,2,...,d hacer Y; =\ Z;.
3. Devolver X = w+ HY .

Ejemplo 28 Dar un algoritmo para simular la distribucion

w((3)( 25 5))-

Para encontrar los autovalores y autovectores de 3 resolvemos det (3 — A1) =
0, es decir,

236 - —0.48

_ B e
—0.48  2.64 — A ‘0@(236 A) (2.64 — \) — (—0.48)* = 0

5+ v52—-6-4

2 M
que ofrece como soluciones Ay = 3 y Ao = 2. Para encontrar autovalores de
mddulo 1 correspondientes a esos autovalores no tenemos mds que resolver los

sistemas (X — NI) T = 0 para © = 1,2 imponiendo la condicion de mddulo
igual a 1, es decir x3 + x3 = 1. Asi, resulta

5 AT — ( —0.64 —0.48 ) _ _0'04< 16 12 )  luego

SN B A4+6=0s )=

—0.48 —0.36 129
E-M)T =0 <z= —3 %1, pero como x] + 25 =1, se tiene
2 4
5517% =1, luego 1 = g Y Ty = ~z

(también es solucion si cambiamos ambos de signo);

E_/\ﬂ:( 0.36 —0.48):0.04< 9 —12)’lu€go

—0.48 0.64 —-12 16
(S XD)T =10 <= L1, pero como x} + 23 =1, se tiene
2
1—21:% =1, luego x1 = T Yo = g

De esta forma, la matriz H resulta, entre otras posibilidades,
3 4 06 0.8
= 5 =
i (—% %) <—0.8 06 /-

7_/\1/27_(? %)(2)‘(@2)

Ahora
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y finalmente,

. [ 1406Y; 408,
X=7 +H?<3—0.8Yl+0.6Y2 '

Ast, el algoritmo resultaria

1.

2.
3.
4

Simular Zy,Zy ~ N (0,1) independientes.

Hacer Y\ =32, e Yo =/22Z,.

Obtener X; =14 0.6Y; +0.8Y, y Xo =3 —0.8Y; 4+ 0.6Y5.
Devolver X = (X1, X,)".

6.5 Ejercicios propuestos

1. La diferencia en precio (X) y en tiempo de vida (Y) de un monitor de

17 pulgadas, expresados en tanto por uno con respecto a la media de
mercado, puede suponerse una variable aleatoria, (X,Y"), con funcién de
densidad dada por

fz,y) = { 3[2— (22 +y2)] si ze[-1,1]eye|-1,1]
en otro caso

16
0

Simular dicha distribucién bidimensional mediante el método de acep-
tacion-rechazo utilizando como densidad auxiliar una de muy sencilla
simulacién. ;Cudl es la eficiencia del algoritmo? ;Existe algin otro
método alternativo para simular esta distribucién? Dar, muy brevemente,
la idea en que consiste alguno de ellos.

. Dar una formulacién general de un algoritmo de inversién para una dis-

tribucién bidimensional.

. La variable aleatoria bidimensional (X,Y’), que representa el nimero

de reinicios de un sistema informatico y el nimero de utilizaciones del
SAI (sistema de alimentacién ininterrumpida), tiene la siguiente masa de
probabilidad:

P(X=iY=j) i=0 i=1 i=2 i=3 i=4

j=0 0.15 0.23 0.06 0.03 0.01
j=1 0.09 0.18 0.05 0.02 0
j=2 0.01 0.05 0.11 0.01 O

Dar un algoritmo para simular el par de variables (X,Y). Comentar la
eficiencia del método. ;Podrfa mejorarse dicha eficiencia si desedsemos
simular solamente la variable X7
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En el presente capitulo se abordarén algunas de las cuestiones méas importantes
a la hora de disenar un estudio de simulacién. En primer lugar se pondréan de
manifiesto las similitudes y diferencias entre la simulacién y la experimentacién
sobre el sistema real. También se comentardn algunas generalidades sobre la
simulacién estdtica y dindmica, diferenciando, dentro de ésta tltima, entre la
simulacién por eventos y por cuantos. Se abordardn algunas técnicas de reduc-
cion de la varianza y se indicard como poder resolver los problemas de estabi-
lizacién y dependencia que habitualmente aparecen en la simulacién dindmica.

7.1 Diferencias y similitudes con la experimen-
tacién real

Como ya se definié en el primer tema, la simulacién es la técnica consistente
en la realizacién de experimentos de muestreo sobre un modelo construido a
partir de un sistema real. A partir de esta definicién es obvio que la simulacién
necesitard de gran cantidad de técnicas estadisticas para obtener las muestras
(muestreo) y para analizar los resultados obtenidos por la experimentacién
artificial (estimacién, intervalos de confianza, contrastes de hipdétesis, etc.).
Por todo ello, puede afirmarse que, en general, en cuanto a la utilizacién de
técnicas estadisticas es muy similar a la propia experimentacién sobre el sistema
real.
Entre las diferencias caben destacar las siguientes:

1. La utilizacién de técnicas de estimacién puntual, construcciéon de inter-
valos de confianza y contrastes de hipé6tesis es algo menos frecuente en la
simulacién que en la experimentacién real. La razén es que algunos de
los pardmetros (los de control) ya son conocidos en la simulacién y, por
tanto, no es necesario hacer inferencia sobre ellos, aunque si sobre los de
salida, que miden, de alguna forma, el comportamiento del sistema.

2. La simulacién suele hacer un uso mucho mds intensivo de técnicas de
ordenacién y optimizaciéon. Esto es debido a que, en el contexto de la
simulacién, es factible comparar un grandisismo nimero de escenarios
(entre los que se desea optimizar, por ejemplo) en muy poco tiempo,
cosa que se da muy raramente en la experimentacién real.

3. Una peculiaridad de la simulacién es que casi siempre es posible comparar
distintas estrategias sobre las mismas muestras simuladas (simplemente
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utilizando la misma semilla en la simulacién, convenientemente planifi-
cada). Esto implica que se podrén usar muestras de datos apareados
(positivamente correlados) en lugar de datos independientes, con la con-
siguiente ganacia en eficiencia (como se verd al estudiar la utilizacién de
mimeros aleatorios comunes, dentro de la seccién de técnicas de reduccién
de la varianza).

7.2 Simulacién estatica y dindmica

La simulacién se dice estdtica si en el modelo no juega ningtin papel el trans-
curso del tiempo mientras que es dindmica si el tiempo es una de las variables
importantes del modelo. En la simulacién estédtica resulta muy sencillo com-
parar distintas estrategias ante las mismas condiciones del azar, mientras que
esto es mds complicado en la simulacién dindmica, exigiendo un trabajo mayor
de planificacién. Ademads, el coste computacional de la simulacién estdtica es
bastante més moderado.

La simulacién estética se usa muy frecuentemente en estadistica para com-
probar el comportamiento comparativo de diversos métodos estadisticos alter-
nativos para tamarnos muestrales finitos (complementando los estudios teéricos,
casi siempre asintoticos).

En la simulacién dindmica, normalmente se trata de ir analizando los dis-
tintos estados por los que va pasando un sistema que evoluciona en el tiempo.
Esto provoca, en general, un mayor coste computacional y problemas de esta-
bilizacién y dependencia. Existen dos grandes tipos de simulacién dindmica:
la simulacién continua, en la que se supone que el sistema cambia de estado
constantemente y la simulacién discreta, para la cual los cambios se producen
en ciertos instantes de tiempo singulares. La razén de sus nombres viene de que
en el primer caso el conjunto de estados es continuo, mientras que en el segundo
es discreto. Dentro de la simulacién discreta distinguiremos la simulacién por
eventos y la simulacién por cuantos.

7.3 Simulacién por eventos y por cuantos

Con el nombre de simulacién por eventos, o asincrona, designamos el tipo de
simulacién dindmica discreta en la cual se controla la variable tiempo movién-
dola hasta la ocurrencia del siguiente suceso (o evento). Esto implica la necesi-
dad de controlar minuciosamente cudl es dicho préximo suceso: saber cudles
son los posibles sucesos en un futuro inmediato y cudl de ellos es el mds in-
mediato.
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La simulacién por cuantos, o asincrona, responde a una filisofia totalmente
diferente. Se trata de examinar el sistema (que evoluciona en el tiempo) dejan-
do pasar pequenos intervalos de tiempo de longitud ¢, fija, (llamada cuanto)
en los cuales se supone que, a lo sumo, un sélo suceso puede producirse.

En general, la simulacién por eventos es exacta y de mas dificil imple-
mentacién, pero de mucha més rdpida ejecucién que la simulacién por cuantos.
Sin embargo esta tltima es muchas veces la unica posibilidad factible en la
simulacién dindmica continua.

7.4 Técnicas de reduccidn de la varianza

Existe un sinfin de técnicas encaminadas a reducir la varianza en un estudio de
simulacién o bien a tratar de estimarla. Algunas de ellas son el uso de nimeros
aleatorios comunes, la utilizacién de variables antitéticas, la estratificacion, el
uso de variables de control, el método Jackknife, los métodos de remuestreo
(destacando entre ellos el método bootstrap), etc. En lo que sigue estudiaremos
los tres primeros métodos resenados. En general conviene tener en cuenta que
si uno de los objetivos de la simulacién es precisamente estimar la variabilidad,
no conviene utilizar estas técnicas de reducciéon de la varianza. Estas son
aplicables normalmente cuando la simulacién pretende ofrecer respuestas, lo
mads precisas posibles, s6lo sobre cantidades medias.

7.4.1 Ndmeros aleatorios comunes

Supdngase que se desea comparar dos estrategias distintas mediante N repeti-
ciones de un experimento de simulacién, de las cuales se han obtenido los val-
ores numéricos de salida: X;, X, ..., Xy, para la primera e Y7, Ys, ..., Yy,
para la segunda. Usando los mismos mimeros aleatorios (es decir repitiendo
los cdlculos con la misma semilla) en las variables de entrada de la simulacién,
se tiene que Cov (X, Y;) > 0. Si se quiere estimar la diferencia de las medias
de esta variable de salida para ambas estrategias: £ (X)—E(Y)=E(X —Y)
puede usarse X —Y = + SV, (Xi — Y;), cuya varianza viene dada por

N
— — 1 1
Var (X -Y) = 5 E Var (X; -Y;) = N\/ar (X1 —Y)
i=1

(Var (X1) + Var (Y1) — 2Cov (X1, Y7))

z2l—=zl~= =

(Var (X1) + Var (Y1),
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que es la varianza que tendria X —Y en caso de haber usado muestras indepen-
dientes para cada estrategia. Esto demuestra que es mds ventajoso, a efectos
de reducir la varianza de la estimacion, el uso de nimeros aleatorios comunes.
Este hecho es bien conocido en estadistica cuando se disefia un experimen-
to de comparaciéon de dos poblaciones mediante la obtencién de las llamadas
muestras apareadas, en lugar de la utilizacién de muestras independientes.

7.4.2 Variables antitéticas

Supéngase ahora que se desea evaluar el resultado de una tnica estrategia
(sin compararla con ninguna otra alternativa). Despues de N repeticiones
de la simulacién, tendremos N valores numéricos X, X», ..., Xy, proce-
diendo a estimar la media E(X) tedrica mediante X = %Zf\; X;. Co-
mo es sabido, dado que éste es un estimador insesgado, su precisién puede
medirse mediante Var (7) Si las variables son independientes se tiene que

Var (7) = ZZI\; Var (X;), mientras que, en general, se tiene

N

Var (X) = % ZVar (X;)+2 Z Cov (X;, X;)
i=1

i,j=1,i1<g

Una forma de utilizar esta tltima expresiéon para reducir la varianza del es-
timador consiste en hacer que cada variable con indice impar sea negativa-
mente correlada con la variable de indice siguiente (siendo independientes de
las demads). La forma més sencilla de conseguir esto cuando se utiliza el método
de inversién para simular las X; consiste en tomar un valor U ~ U (0,1) para
simular Xs; 1 y el valor 1 — U para simular Xy;, su variable antitética, para
1=1,2,... ,% (si N es par). El procedimiento es algo més complicado con
otros métodos de simulacién distintos del de inversion.

7.4.3 Estratificacion

En ocasiones conviene dividir la poblacién en estratos obteniendo, del total de
la muestra, cierto nimero de observaciones de cada estrato (proporcional a la
probabilidad de cada uno). Veamos un ejemplo.

Ejemplo 29 (muestreo estratificado de una exponencial) Supdngase el
siguiente problema (absolutamente artificial pero ilustrativo para comprender
esta técnica). Dada una muestra de tamano 10 de una poblacion con distribu-
cion exp (1) se desea estimar la media poblacional (como se acaba de comentar
el problema es artificial, pues es sobradamente conocido que dicha media es
1). Si pretendemos evitar que, por puro azar, exista alguna zona, en la que
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la exponencial toma valores, no representada en la muestra de 10 datos pode-
mos proceder de la siguiente forma. Tomemos tres estratos, por ejemplo, el del
40% de valores menores, el siguiente 50% de valores (intermedios) y el 10% de
valores mds grandes para esta distribucion.

Como el algoritmo de inversion (optimizado) para simular la exp (1) es
1. Generar U ~U(0,1).
2. Hacer X =—InU.
la forma de garantizar el que obtengamos 5, 4 y 1 valores, repectivamente, en
cada uno de los tres estratos consiste en elegir U € [0.6,1), en el primer caso,
U € [0.1,0.6), en el sequndo y U € [0,0.1) para el tercer estrato. Dado que,
en principio, simulando diez valores Uy, Us, ... ,Uyg ~ U (0,1), no hay nada
que nos garantice que las proporciones de los estratos son las deseadas (aunque
st lo sean en media) una forma de proceder consiste en rechazar valores de U
que caigan en uno de esos tres intervalos cuando el cupo de ese estrato esté ya

lleno. Esto es lo mismo que simular 4 valores de Ulycjoe,) 4 U[0.6,1) para
el primer estrato, 5 valores de Ulycpo.1,0.6) 4 U[0.1,0.6) para el seqgundo y uno

de Ulyepo.1) Ly [0,0.1) para el tercero. El algoritmo con esta estratificacion
seria como sigue:

Generar U; ~ U (0,1) para : =1,2,...,10.

Si 1 <4 entonces hacer U;=0.4-U; +0.6.

Si 4<i<9 entonces hacer U; =0.5-U; +0.1.

Si 1 =10 entonces hacer U, =0.1-U;.

Desde 1 =1 hasta 10 devolver X; = —InU;.
No es dificil probar que Var (X;) = 0.0214644 sii = 1,2,3,4, Var (X;) =
0.229504 sii=5,6,7,8,9 y Var (X10) = 1. Como consecuencia,

b~

Var (X) = — Y Var(X;) = 0.022338

que es bastante menor que 1, que es la varianza en el caso de muestreo aleatorio
simple no estratificado.

7.5 Problemas de estabilizaciéon y dependencia

Ambas cuestiones suelen plantearse en la simulacién dindmica. Los proble-
mas de estabilizacion estdn relacionados con el hecho de que, en ocasiones,
el sistema evoluciona en el tiempo de tal forma que tiene una distribucién
estacionaria que se supone de partida pero que puede ser muy sensible a las
condiciones iniciales con las que se comience la simulacién. En tal caso resulta
conveniente el transcurso de cierto perfodo de tiempo (denominado periodo
de estabilizacién) durante el cual los resultados obtenidos para las variables
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de salida son ignorados y cuyo tinico objeto es conseguir que se estabilice la
distribucién de probabilidad.

Ejemplo 30 Supongamos el siguiente modelo de simulacion:
Xt =10+ 0.7 - (Xt,1 — 10) + &

para explicar la temperatura, X;, tomada a las 12 a.m. en el dia t, donde
er es un error aleatorio con distribucion N (0,1). Parece evidente que, en un
modelo como éste, es crucial el valor de la condicion inicial Xy correspondien-
te al origen de tiempos. En otras palabras, tomando para Xy un valor muy
lejano a aquellos mas probables bajo la distribucion estacionaria (por ejemplo
Xo = 100), es intutitivo que se mecesitaria de una etapa inicial considera-
ble para llegar a alcanzar valores estacionarios. Por ejemplo, suponiendo que
los €; fuesen cero ( que aunque no es cierto, realmente son bastante pequenos
en relacion con el valor 100), se obtendria la siguiente sucesion de valores:
Xo =100, X; =73, Xy = 54.1, X3 = 4087, X, = 31.7, X5 = 254, ... El
periodo de estabilizacion seria mucho menor si se partiese de un valor inicial
mds cercano a 10.

Los problemas de dependencia son aquellos derivados del hecho de que
frecuentemente (de nuevo en modelos de simulacién dindmica) las distintas
variables de salida de la simulacién son dependientes. En el ejemplo anterior
es obvio que cada valor X; depende de X; ; (incluso de X; » y de otras ante-
riores, aunque cada vez en menor medida). Esto afecta fundamentalmente a la
precision de los estimadores construidos con observaciones de las mismas. Una
forma de atenuar este efecto serfa considerar observaciones de las mismas en
instantes temporalmente lejanos (donde se supone que la dependencia es mucho
mds débil). En ocasiones, mds que atenuar este efecto se trata de estimar la
precisién del estimador resultante. Obviamente, para ello ha de tenerse en
cuenta la dependencia.

7.6 Ejercicios propuestos

1. Considérese el algoritmo encontrado en el ejercicio 3, propuesto en el
tema 3. Si posteriormente se quiere proceder de forma que los impactos
cercanos y lejanos al centro estén equilibrados (es decir, si por cada uno
cercano queremos tener otro lejano), jcémo se podrian simular ahora las
distancias al centro de 10 impactos?

2. Una nueva componente llega cada 40 segundos a una cadena de en-
samblado. El tiempo necesario para ensamblar dicha componente a la
pieza matriz se supone una variable aleatoria con media de 30 segundos
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(resultarfa muy importante haber estimado su distribucién: N (30, 1),
N (30,5), I' (2,60), etc.). Siun tiempo de ensamblado es superior a 40
segundos, las componentes que van llegando se acumulan hasta que se
les vaya dando salida. Dar un algoritmo que permita responder a las
siguientes preguntas jcudl es la probabilidad de que una componente que
llega tenga que esperar?, ;cudl es la probabilidad de que estén mds de
tres piezas esperando?

. El nimero de toneladas de pan producidas diariamente por una em-
presa panificadora tiene distribucién de Pareto con pardametros 3 y 2.
Suponiendo que la demanda diaria de pan (en toneladas) tiene distribu-
cién N (3,0.5) y que es independiente de la produccién, calcular la proba-
bilidad de que un dia concreto la demanda no sea satisfecha. Suponiendo
una pérdida de 0.05 euros por cada kilo de pan no vendido y una pena-
lizacién de 0.2 euros por cada kilo de pan demandado por clientes y no
entregado (por falta de existencias), dar un algoritmo para calcular las
pérdidas medias diarias en concepto de excedentes o demandas insatis-
fechas.

. En una cadena productiva, el tiempo que tarda una componente en llegar
a una mdquina ensambladora desde que llegé la pieza anterior sigue una
distribucién exponencial de media 10 segundos. El tiempo (en segundos)
que emplea la mdquina ensambladora con cada componente se ajusta a
una distribucién T'(3,20). Cada vez que una nueva componente llega a la
fase de ensamblaje y la méquina estd ocupada, dicha pieza se desvia a otra
linea de produccién distinta. Dar un algoritmo, lo mds preciso posible,
para poder aproximar mediante simulacién el porcentaje de tiempo que la
mdquina ensambladora perderd esperando la llegada de una nueva pieza.
Justificar el funcionamiento de dicho algoritmo.

. Una méaquina produce tiras de goma de longitud aleatoria con distribu-
cién exp (2) (en metros). Después de fabricadas, las tiras de goma se
pasan a otra maquina que las estira hasta que rompen en dos (para com-
probar su elasticidad). Suponiendo que el lugar por donde se rompe cada
tira es aleatorio y con distribucién uniforme a lo largo de toda su longi-
tud, describir detalladamente un algoritmo que simule las longitudes de
los dos trozos en los que se rompe cada goma.
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La teoria de colas es una disciplina, dentro de la Investigacién Operativa, que
tiene por objeto el estudio y anilisis de situaciones en las que existen entes
que demandan cierto servicio, de tal forma que dicho servicio no puede ser
satisfecho instantdneamente, por lo cual se provocan esperas.

Tal y como queda patente en la definicién anterior, el &mbito de aplicacién
de la teoria de colas es enorme: desde las esperas para ser atendidos en estable-
cimientos comerciales, esperas para ser procesados determinados programas
informéticos, esperas para poder atravesar un cruce los vehiculos que circulan
por una ciudad o esperas para establecer comunicacién o recibir informacién
de un servidor web, a través de internet, entre muchas otras.

8.1 Reseia histérica

Histéricamente, los primeros trabajos que comenzaron a dar cuerpo a la teorfa
de colas (también llamada Teletrafico en Ingenieria de Telecomunicaciones) son
los debidos al matematico-ingeniero danés A.K. Erlang, quien en 1909 publicé
La teoria de probabilidades y las conversaciones telefénicas. Erlang era por en-
tonces empleado de la Compaiiia Telefénica Danesa en Copenhage y su trabajo
fue una aplicacién de técnicas existentes en teoria de probabilidad al proble-
ma de determinar el mimero 6ptimo de lineas telefénicas en una centralita,
teniendo en cuenta la frecuencia de las llamadas y su duracién.

Las aplicaciones de la teoria de colas a la telefonia continuaron después de
Erlang. En 1927, E.C. Molina publicé Aplicacion de la teoria de la probabi-
lidad a problemas de lineas telefénicas, seguido, en 1928, de Probabilidad y sus
usos en Ingenieria, por T.C. Fry. A principios de los anos 30, F. Pollaczek
publicé trabajos innovadores sobre el caso de llegadas poissonianas y servicios
arbitrarios. También, por esa época, los matematicos de la escuela rusa A.N.
Kolmogorov y A.Y. Khintchine, asi como C.D. Crommelin, en Francia, y C.
Palm, en Suecia, realizaron importantes aportaciones a la teoria.

A pesar de que a comienzos del estudio de la teorfa, las aportaciones fueron
muy escasas, esta situacion cambi6 notablemente a partir de los anos 50, comen-
zando a publicarse gran nimero de trabajos sobre el tema. En la actualidad las
aplicaciones de la teoria de colas en los campos de la Informética, las Teleco-
municaciones y, en general, las nuevas tecnologias abren un ain mayor porvenir
a esta teoria matematica.
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8.2 Contenidos de la parte de teoria de colas

Los contenidos de teoria de colas que se tratardn en los siguientes capitulos son
los siguientes:

1.

Estudio de las herramientas probabilisticas més importantes para el tra-
tamiento de las colas con llegadas y servicios exponenciales: nociones
generales sobre procesos estocdsticos, el proceso de Poisson y procesos de
nacimiento y muerte.

. Introduccién a la teoria de colas: describiendo los elementos del sistema

de una cola, estableciendo la terminologia habitual, estudiando algunas
propiedades de interés de las distribuciones exponencial y gamma y dando
las férmulas de Little.

Los modelos de colas més importantes con tasas de llegada y de servicio
exponenciales: M/M/1, M/M/s, M/M/1/K, M/M/s/K, M/M/1/co/H,
M/M/S/o0/H (sin y con repuestos) y M/M/occ.

. Las redes de colas tanto, abiertas como cerradas, con distribucién expo-

nencial para los servicios y para las llegadas (si es el caso).

. Algunas indicaciones sobre cémo resolver problemas de colas cuando la

hipétesis de exponencialidad deja de ser cierta. Esto incluye el estudio
anglitico de modelos sencillos con un sélo servidor, como el M/G/1, y
algunas nociones sobre cémo aproximar los valores de interés mediante
simulacién.
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0.1 Nocién de proceso estocastico

Definicién 31 Un proceso estocdstico no es mas que una coleccion de variables
aleatorias que denotaremos por {X (t) /t € T}, o bien, {X;/t € T}, o simple-
mente {Xt}teT‘ Es decir, cada X; es una variable aletoria X, : Q) — R, todas
ellas definidas sobre el mismo espacio de probabilidad §2. El subconjunto, E, de
R en el que toman valores todas las variables se conoce como espacio de esta-
dos, mientras que el conjunto de indices, T, se denomina espacio de tiempos.
Segiin los conjuntos E y T sean finitos (o infinitos numerables) o contengan, al
menos, un intervalo se hablard de procesos estocdsticos con espacio de estados
discreto o continuo y en tiempo discreto o continuo.

Algunos ejemplos tedricos de procesos estocdsticos son: una variable aleato-
ria (aqui el conjunto de indices tiene un tinico elemento), un vector aleatorio -o
variable aleatoria multidimensional- (en el cual el espacio de tiempos es finito),
o una sucesién de variables aleatorias (cuando 7" = N), entre otros. Como es
obvio, la mayor novedad del concepto se da cuanto el espacio de tiempos es un
conjunto infinito.

Ejemplos de situaciones reales que podrian modelizarse mediante procesos
estocdsticos son las siguientes:

1. El tiempo de respuesta en un sistema informdtico multitusuario, segin
la hora del dia. Aqui el espacio de estados podria ser E = (0,00) y el de
tiempos T = [0,24), por tanto se trataria de un proceso estocastico en
tiempo continuo y con espacio de estados continuo.

2. El mimero de terminales conectadas a un servidor segin el instante del
dia. De nuevo, T' = [0,24), mientras que ahora F = {0,1,2,...}. Se
trata pues de un proceso estocdstico en tiempo continuo y con espacio de
estados discreto.

3. El tiempo de CPU de un servidor dedicado a usuarios segin el dia del
ano. Se trata de un proceso estocdstico en tiempo discreto y con espacio
de estados continuo, pues T' = {1,2,...,365} y E = [0,00). También,
obviamente, es una variable aletoria continua 365-dimensional.

Fijado un elemento del espacio muestral, w € €2, la funcién g, : T — FE, que
a cada t € T le hace corresponder g, (t) = X; (w) se denomina trayectoria, o
realizacion muestral del proceso, para la eleccién del azar (o suceso elemental)
w. En este sentido, un proceso estocastico también puede definirse, de forma
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equivalente, como una unica “variable aletoria” pero que toma valores en el
conjunto de las funciones de T'en E, G = {g/g: T — E}.

9.2 Caracteristicas y propiedades que puede
verificar un proceso estocastico

Definicién 32 Se denomina funcion de medias de un proceso estocdstico
{Xi}er @ la aplicacion definida por

m(t)=E(X,),VteT.

Definicién 33 La funcion de autocovarianzas de un proceso {X;},., es una
aplicacion, de T x T en R, dada por

c(s,t) =Cov (X5, X¢) = E[(Xs —m(s)) (Xt —m(t))], para todos s,t € T.

Debido a la simetria de la covarianza, esta funcién es simétrica, es decir,
c(s,t) = c(t,s) para todos s,t € T

Definicién 34 Un proceso estocistico { X}, . se dice débilmente estacionario
(o estacionario en media y covarianza) si verifica

1. Su funcién de medias es constante, i.e., m (t) =m, Vt € T.

2. La funcién de autocovarianzas es funcién solamente de la diferencia de
instantes de tiempo, es decir, ¢ (s,t) = v (t — s).

Definicién 35 Un proceso estocdstico { X}, se dice fuertemente estacionario
(o estacionario en sentido estricto) si para cualquier n € N, cualesquiera
instantes verificando t1 < ty < --- < t, y cualquier valor real h, tal que
ti+h €T parai=1,2,...,n, severifica que la variable n-dimensional

(Xt1+h7 Xt2+h7 s ;th+h)
tiene la misma distribucion de probabilidad que
(X4, Xty oo, X3, -

A partir de esta definicién se tiene que, en particular, todo proceso estocéas-

tico fuertemente estacionario verifica X 4 X; para todos s,t € T (es decir las
distribuciones marginales de las variables del proceso son iguales). Lo anterior
implica que

m(s) = E(Xs) = E(X;) =m(t), para todos s,t € T.
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Ademss, aplicando para n = 2 y h = —s, la propiedad de estacionariedad
fuerte, se tiene que

(Xo, X3) £ (X0, Xi)

y, por tanto c(s,t) = ¢(0,t —s) = v(t —s). En virtud de todo lo ante-
rior, se tiene que todo proceso fuertemente estacionario también es débilmente
estacionario.

Una propiedad muy importante que puede verificar un proceso estocéstico
es la llamada propiedad de Markov.

Definicién 36 Un proceso estocistico {X;},., se dice markoviano si, para
cualquier n € N y cualesquiera instantes t; < ty < --- < t, enT, se verifica la
siguiente igualdad en distribucion:

d

th|Xt1,Xt2,...,th1 = th|th7

1

En términos intuitivos, la propiedad de Markov se expresa diciendo que,
conocido el presente, la distribucién de probabilidad de posibles valores futuros
del proceso depende s6lamente del valor del presente y no de valores del proceso
en el pasado.

En lo que sigue nos centraremos en el estudio de algunos procesos estocésti-
cos, en tiempo continuo y con espacio de estados discreto, que serdn de especial
interés por su utilidad como herramientas para la teoria de colas.

9.3 Procesos de contar: el proceso de Poisson

Definicién 37 Un proceso estocdstico en tiempo continuo y con espacio de
estados discreto, {Nt}te[o s0)r S€ dice de contar si verifica los siguientes tres
azriomas:

1. Ny =0.
2. N; toma unicamente valores enteros no negativos.

3. Si s <t entonces Ny (w) < N; (w) para todo w € SQ.

Algunas situaciones précticas que pueden modelizarse mediante procesos
de contar son

1. El nimero de procesos enviados a un servidor hasta un tiempo t.

2. El nimero de llamadas telefénicas recibidas por una oficina de reserva de
billetes hasta un tiempo ¢.
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3. El numero de errores de software habidos en un sistema informético hasta
un instante t.

En general, puede afirmarse que los procesos de contar sirven para modelizar
el nimero de ocurrencias de un cierto fenémeno habidas desde un inicio de
tiempos (fijado en ¢ = 0) hasta un instante ¢.

Definicién 38 Dado un proceso de contar, { N;/t > 0}, se dice que es un pro-
ceso de Poisson de pardmetro (o intensidad) X\ > 0, si verifica las siguientes
propiedades:

1. El proceso tiene incrementos independientes, es decir, si se tienen ins-
tantes 0 <ty <ty < --- < t,, entonces, las variables aleatorias Ny, — Ny,
Ny, — Ny, Ny, — Ny, (que representan los nimeros de ocurrencias
en los intervalos (to, t1], (t1,ta], -+ ,(tn_1,tn]) son independientes.

. . . . . i
2. El proceso tiene incrementos estacionarios, es decir, Nyyp — Noyp = Ny —
N para todos s <t y h arbitrario.

3. La probabilidad de que en el intervalo [0, h] se de exactamente una ocu-
rrencia del fendmeno es P (N, = 1) = Ah +o(h). En virtud del axioma
anterior esto mismo es valido para cualquier intervalo de longitud h.

4. La probabilidad de que haya dos o mds ocurrencias en ese mismo intervalo
[0,h] es P(Ny, >2) = o(h). De nuevo, por el axioma 2, esta propiedad
es vdlida para cualquier intervalo de longitud h.

Como consecuencia de los dos tltimos axiomas de la definicién, se tiene
P (N, =0) =1— A+ o(h). Por otra parte, el nimero medio de ocurrencias
del fenémeno en un intervalo de longitud h, viene dado por

E(Nyynh—Ny) = E(Np)=0-(1—A+o(h))+1-(A+o0(h))+o(h)
= M +o(h),
con lo que el nimero medio de ocurrencias por unidad de tiempo es

E(New —N) _ Maito(h)
I - M T

cuyo limite, cuando h — 0% es . Asi, el pardmetro del proceso de Poisson,
A, puede interpretarse como el mimero medio de ocurrencias del fenémeno por
unidad de tiempo (de ahf el nombre de intensidad).

Seguidamente se presentan algunos resultados tedricos interesantes para el
proceso de Poisson. Como consecuencia de los mismos se tiene, entre otras
cosas, que la distribucién de un proceso de Poisson queda caracterizada de
forma tnica por los axiomas anteriores.
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Teorema 39 Sea {N;/t > 0} un proceso de Poisson de pardametro A. Entonces
la variable aleatoria Ny tiene distribucion de Poisson de pardmetro \t. En otras
palabras, las distribuciones marginales del proceso son de Poisson.

Teorema 40 Sea {N;/t > 0} un proceso de Poisson de pardmetro \ y sean
0=ty <ty <ty <--- los tiempos (aleatorios) de ocurrencia del fendmeno
en cuestion (es decir, los puntos t > 0 que verifican que Ny < N; para todo
s < t) y definanse los tiempos entre ocurrencias 71 =t; —tg, To =ty — by, -+ -
; entonces las variables aleatorias Ty, son mutuamente independientes e idénti-
camente distribuidas, con distribucion exponencial de pardmetro A. Reciproca-
mente, si {Ny/t > 0} es un proceso de contar y los tiempos entre ocurrencias,
Tk, definidos como antes, son variables independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con distribucion exponencial de pardmetro \, entonces {N;/t > 0}
es un proceso de Poisson de pardmetro \.

Este resultado es muy 1itil para simular el proceso de Poisson sin mas que
utilizar un algoritmo (como el de inversién) que permita simular la distribu-
cién exponencial. También, junto con el resultado anterior, es de mucho interés
tedrico pues simplifica notablemente el cdlculo de diversas probabilidades rela-
tivas a procesos de Poisson. Un ejemplo de esto se puede ver en la demostracién
del teorema siguiente.

Teorema 41 Considérese {Ny/t > 0}, un proceso de Poisson de pardmetro X,
para el cual se sabe que en el intervalo [a,b] (conb > a) se ha dado exactamente
una ocurrencia. FEntonces, la variable aleatoria Y, definida como el instante
concreto del intervalo [a,b] en el que se ha dado esa ocurrencia, sigue una
distribucion Ula, b].

Demostracién: Seat € [a,b]. Calculemos G (), la funcién de distribucién
de la variable Y en este punto ¢:

Gt) = PY<t)=P (Nt — N, = 1|Nb71vu:1) =P (Nt—a = 1|N,,,a:1)
P (Nt—a = 17Nb—a = 1) P(Nt—a = 17 Nb—a - Nt—a = 0)

P(Np_o=1) P(Np_y=1)
o P (Nt,a == 1) M P (Nb,a - Nt,a — O)
- P(Ny_o=1)
. P (Ntfa = 1) P (Nb—a—(t—a) - O)
a P(Nyo=1)
B ffW*“)l(IA(t—a))1 ) e*W*t)é!A(b—t))o _ e Ni=atb=0) ) (¢ _ q) _ t—a
e A= (A(b—a))! e A=)\ (b —a) b—a’
1

que es la férmula de la funcién de distribucién de una Ula, b].
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9.4 Procesos de nacimiento y muerte

El proceso de Poisson (y, en general, los procesos de contar) es ttil para mo-
delizar situaciones en las que el objetivo es contabilizar el mimero de ocurren-
cias de cierto fenémeno (o nacimientos en una poblacién) hasta un instante ¢.
Existen otros procesos mas generales, llamados de nacimiento y muerte, que
contemplan la posibilidad de que dicho mimero pueda disminuir (por ejemplo,
si se pretende contabilizar el nimero de individuos en una poblacién, cada vez
que se produce una muerte). Los procesos de nacimiento y muerte, ademés
de generalizar el proceso de Poisson en el sentido recién comentado, también
son més generales por el hecho de permitir que las tasas de nacimientos y
muertes puedan depender del nimero de individuos de la poblacién (cosa que
efectivamente ocurre en las poblaciones de seres vivos).

Definicién 42 Considérese un proceso estocdstico { N/t > 0} con espacio de
estados discreto: E = {0,1,2,...} y supdngase que el proceso describe un
sistema que diremos que se encuentra en estado E, en el instante t cuando
N; =n. Se dird que el proceso estocdstico es de nacimiento y muerte si existen
sucesiones de numeros no negativos {A,/n = 0,1,...} y {p,/n = 1,2,...}
(llamadas tasas de nacimiento y de muerte, respectivamente) tales que se ve-
rifican las siguientes propiedades.

1. Los cambios de estado permitidos son de Ey a Fy y desde B, a E,,_1 0 a
E,. 1, paran > 1.

2. Si el sistema se encuentra en estado E, en el instante t, entonces, la
probabilidad de que entre t yt + h pase a estado E,.1 es \yh+o(h) v,
sin > 1, la probabilidad de que pase a E,_1 es p,h+o(h).

8. La probabilidad de que ocurra mds de un cambio en el intervalo de tiempo
entret yt+h eso(h).

Como ya se comenté antes, es digno de mencién que el proceso de Poisson es
un caso particular de la definicién anterior sin mas que considerar que las tasas
de muerte son todas cero y que las tasas de nacimiento son constantemente
iguales a A.

A continuacién, trataremos de encontrar algiin modo de determinar la dis-
tribucién de probabilidad de un proceso de nacimiento y muerte (o, al menos,
sus distribuciones marginales). Denotemos por P, (t) la probabilidad de que
el sistema se encuentre en el estado FE, en el instante ¢, matemdticamente,
P, (t) = P (N; = n). Gracias a la regla de las probabilidades totales, podemos
expresar ficilmente la probabilidad de que el sistema esté en el estado F,, en el
instante ¢ 4 h, en términos de probabilidades de que el sistema esté en distintos
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posibles estados en el instante ¢. Asi, si n > 1, se tiene

P,(t+h) = P(Nyp=n)=P (NHh = n\Nt:nfl) P(N,=n-1)
+P (NtJrh = n‘Nt:n) P (Nt = n)
+P (Nt+h = n‘Nt:n+1) P (Nt =n-+ 1)

oo

+ > P (Nyn = nly,_,) P (N, =m)
m=0,m¢{n—1,n,n+1}

= Puy(t) Aarh+o(R)
P, (£) (1= Ak +0(R)) (1 — piyh + o (R))

o0

+P (t) (Mn+1h +o (h)) + Z Py (t) o (h)

m=0,m¢{n—1,n,n+1}
= Po_1(t) Aoith + P, (t) (1 — Ah — pp,h) + Pogy () prpih + o0 (R).

Como consecuencia se tiene,

BB =B g P () = Ot ) Pa ) F P () + 25

Yy, asi,

P = dP;t(t) — lim P,(t+h)—P,(t)

h—0 h

o(h)

= An-1Pao1 () = a + ptn) P () + pnr B (8) + lim —=
= Ao1Pac1 () = (A + ) B () + i1 Paa (2) -

De forma totalmente andloga puede tratarse el caso n = 0, obteniendo las
llamadas ecuaciones diferenciales de balance:

PT/L ) = MaPaa (t) — (An+p,) Po (t) + Hop1 Pt (t) sin>1y
Py(t) = —XoPo(t)+pPr(t).

Suponiendo que en el origen de tiempos el sistema se encuentra en estado Ej
(es decir, en t = 0, no hay individuos en la poblacién), se tienen las condiciones
iniciales P, (0) = 1y P, (0) = 0 para todo n > 1.

En general, las ecuaciones de balance (que no es mds que un sistema de
infinitas ecuaciones diferenciales lineales) son dificiles de resolver. De todas
formas hay algunos casos particulares en los que la resolucién es més sencilla.
Asi, si p,, =0 paratodon=1,2,... y A\, = Aparatodon =0,1,... (es decir,
para el proceso de Poisson), las ecuaciones de balance resultan especialmente
sencillas:

P () = APy i (t)—AP,(t) sin>1y
By(t) = —AR(t)
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y puede probarse sin excesiva dificultad que la solucién es

—At M\ n
P, (t) = # vt > 0.
n!
De hecho, para n = 0, la ecuacién diferencial P} (t) = —AF, (t) es muy fécil de

resolver, siendo su solucién general de la forma Py (t) = Ce™* (determinando
la constante C' a partir de las condiciones iniciales, en este caso Py (0) = 1) y
procediendo, en el caso general por induccién en n.

Cuando el proceso estocdstico de nacimiento y muerte es estacionario, las
funciones P, (t) son constantes p,, que no dependen de ¢, y, por tanto, el
sistema de ecuaciones diferenciales de balance se convierte en un sistema de
infinitas ecuaciones lineales:

0 = M—iPn—1 — (A 4 ) Pn+ fpy1Pryr sSin > 1y
0 —Xopo + 411,

que también pueden expresarse como

(An + /’Ln) Pn = )\nflpnfl + /’Ln+1pn+l sin Z 1 y
AoPo = Hyp1-

Una forma intuitiva de interpretar estas ecuaciones (mediante la cual pueden
entenderse como un balance, segin su nombre indica) es la siguiente. Para
cada posible estado, n, el miembro de la izquierda representa la probabilidad
de dicho estado multiplicada por la suma de las tasas correspondientes a formas
de salir de este estado hacia otro distinto. Los términos de la derecha de cada
ecuacion de balance expresan la suma de la probabilidades de aquellos estados
desde los cuales se puede llegar al estado n en un tinica transicién, multiplicadas
por las tasas correspondientes a dicha transicién.

Asi, sin > 1, en el término de la izquierda se multiplica p, por la suma de
las tasas A, que corresponde al hecho de que se produzca un nacimiento cuando
el sistema estd en estado n (pasando, por tanto, an+1) y p,,, correspondiente a
que se produzca una muerte cuando hay n individuos en la poblacién (pasando,
consiguientemente, a una poblacién con n — 1 individuos). Cuando n = 0 el
razonamiento anterior es vélido salvo en lo tocante a p,, que no aparece pues
no puede haber muertes si ya hay 0 individuos en el sistema. Para los términos
de la derecha, cuando n > 1, se puede llegar al estado n procedente del estado
n—1 (en cuyo caso debe haber un nacimiento, con tasa A, 1) o bien del estado
n + 1 (siempre que haya una muerte, con tasa j, ;). Obviamente, si n = 0,
no aparecerd el término correspondiente a n — 1.

En este caso en el que el proceso de nacimiento y muerte es estacionario,
resulta bastante sencillo resolver las ecuaciones de balance. Asi, tomando la
ecuacion correspondiente a n = 0 se puede despejar p;, obteniendo

Ao

pP1 = —Po-
Hq
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Ademss, puede probarse por induccién una generalizacion de esta expresién
para cualquier indice n:

)\nfl

DPn = Pn—1-

n

En efecto, la expresién es cierta para n = 1. Supongdmosla cierta para n y
probémosla para n + 1. Utilizando la ecuacién de balance n-ésima, se tiene

(A + 1) P _ An1Pn—1 I My 1Pn1
M 2 Mo,

)

que, gracias a la hipétesis de induccién, puede escribirse como
)\n n n
<_+1>pnpn+M,
n Ha,

0, lo que es lo mismo,

An g1
n— -

Ha, Hn
lo cual, simplificando los términos pu,,, y despejando p,41 da lugar a
An

MnJrl

Prn = DPn+1,

que es la expresiéon que se querfa demostrar.
De esta forma se tiene

Ao
p1 = —Do,
1
A1 A1 o
b2 = —p1= Po,
Mo Haofly
y, en general
At dn oA
P = #po, para todon =1,2,...
[ L R 13]
Dicho de otra forma, definiendo
At dno A
e =22 0y —=1,2,. .
My —q =7 g
se tiene que p, = ¢, - po para todo n = 1,2,... Ahora bien, como las p, son

una masa de probabilidad, se verifica

) )
1 = an: <1+ch> Do,
n=0 n=1

1

con lo cual —_—,
o 1+ cn
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siempre que > | ¢, < co. Esta tltima es la llamada condicién de estado esta-
cionario, que viene a querer decir que para que exista un proceso de nacimien-
to y muerte estacionario con tasas de nacimiento {\,},>o vy tasas de muerte
{ttp}n>1 ha de cumplirse que >~ ¢, < co. Ademéds puede demostrarse que
esta condicién es también suficiente (no sélo necesaria) para que el proceso sea
estacionario.
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Hasta el momento hemos estudiado diversas herramientas de procesos estocds-
ticos que seran utiles para el estudio de colas con tiempos entre llegadas y
tiempos de servicio poissonianos. En este capitulo daremos una introduccién
al concepto de cola, propiamente dicho, estableciendo la terminologfa bési-
ca que utilizaremos en el siguiente capitulo e indicando algunas propiedades
importantes, tanto de las distribuciones exponencial y gamma (de mucha im-
portancia en los modelos de colas antedichos) como para diversos conceptos
asociados con algunas variables de interés en una cola (las llamadas férmulas
de Little).

10.1 Descripcion del sistema de una cola

En muchas ocasiones en la vida real, un fenémeno muy comin es la formacién
de colas o lineas de espera. Esto suele ocurrir cuando la demanda real de un
servicio es superior a la capacidad que existe para dar dicho servicio. Ejemplos
reales de esa situacién son: los cruces de dos vias de circulacion, los seméforos,
el peaje de una autopista, los cajeros automaticos, la atencién a clientes en
un establecimiento comercial, la averia de electrodomésticos u otro tipo de
aparatos que deben ser reparados por un servicio técnico, etc.

Todavia més frecuentes, si cabe, son las situaciones de espera en el contexto
de la informaética, las telecomunicaciones y, en general, las nuevas tecnologias.
Asi, por ejemplo, los procesos enviados a un servidor para ejecucién forman
colas de espera mientras no son atendidos, la informacién solicitada, a través
de internet, a un servidor web puede recibirse con demora debido a congestiéon
en la red o en el servidor propiamente dicho, podemos recibir la senal de lineas
ocupadas si la central de la que depende nuestro teléfono mévil estd colapsada
en ese momento, etc.

Fenémenos como los que se acaban de relatar (y muchisimos otros) tienen
ciertas caracteristicas comunes que dan lugar al modelo de sistema de una cola.
En dicho modelo distinguiremos los siguientes elementos.

Fuente de entrada o poblacién potencial: Es un conjunto de individuos
(no necesariamente seres vivos) que pueden llegar a solicitar el servicio en
cuestién. Podemos considerarla finita o infinita. Aunque el caso de infinitud
no es realista, si permite (por extrano que parezca) resolver de forma més
sencilla muchas situaciones en las que, en realidad, la poblacién es finita pero
muy grande. Dicha suposicién de infinitud no resulta restrictiva cuando, ain
siendo finita la poblacién potencial, su nimero de elementos es tan grande que
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el mimero de individuos que ya estdn solicitando el citado servicio préactica-
mente no afecta a la frecuencia con la que la poblacién potencial genera nuevas
peticiones de servicio.

Cliente: Es todo individuo de la poblacién potencial que solicita servicio.
Suponiendo que los tiempos de llegada de clientes consecutivos son 0 < t; <
ty < ---, serd importante conocer el patrén de probabilidad segiin el cual la
fuente de entrada genera clientes. Lo mds habitual es tomar como referencia los
tiempos entre las llegadas de dos clientes consecutivos: 7y =ty — t_1, fijando
su distribucién de probabilidad. Normalmente, cuando la poblacién potencial
es infinita se supone que la distribucién de probabilidad de los 74 (que serd la
llamada distribucién de los tiempos entre llegadas) no depende del nimero de
clientes que estén en espera de completar su servicio, mientras que en el caso
de que la fuente de entrada sea finita, la distribucién de los 7 variara segtn el
mimero de clientes en proceso de ser atendidos.

Capacidad de la cola: Es el maximo nimero de clientes que pueden estar
haciendo cola (antes de comenzar a ser servidos). De nuevo, puede suponerse
finita o infinita. Lo mds sencillo, a efectos de simplicidad en los cédlculos, es
suponerla infinita. Aunque es obvio que en la mayor parte de los casos reales
la capacidad de la cola es finita, no es una gran restriccién el suponerla infinita
si es extremadamente improbable que no puedan entrar clientes a la cola por
haberse llegado a ese niimero limite en la cola.

Disciplina de la cola: Es el modo en el que los clientes son seleccionados
para ser servidos. Las disciplinas més habituales son:

1. La disciplina FIFO (first in first out), también llamada FCFS (first come
first served): segun la cual se atiende primero al cliente que antes haya
llegado.

2. La disciplina LIFO (last in first out), también conocida como LCFS (last
come first served) o pila: que consiste en atender primero al cliente que
ha llegado el 1ltimo.

3. La RSS (random selection of service), o SIRO (service in random order),
que selecciona a los clientes de forma aleatoria.

4. La disciplina RR (round robin), segin la cual se otorga un pequeno cuan-
to de tiempo de servicio a cada cliente de forma secuencial. Esto viene
a equivaler a repartir los recursos de forma igualitaria entre todos los
clientes en espera y, por supuesto sélo tiene sentido en algunas circuns-
tancias (como el ambito de la informadtica).

Mecanismo de servicio: Es el procedimiento por el cual se da servicio a los
clientes que lo solicitan. Para determinar totalmente el mecanismo de servicio
debemos conocer el nimero de servidores de dicho mecanismo (si dicho nimero
fuese aleatorio, la distribucién de probabilidad del mismo) y la distribucién de
probabilidad del tiempo que le lleva a cada servidor dar un servicio. En caso



Conceptos generales de la teoria de colas 131

de que los servidores tengan distinta destreza para dar el servicio se debe
especificar la distribucién del tiempo de servicio para cada uno.

La cola, propiamente dicha, es el conjunto de clientes que hacen espera, es
decir los clientes que ya han solicitado el servicio pero que atin no han pasado
al mecanismo de servicio.

El sistema de la cola: es el conjunto formado por la cola y el mecanismo de
servicio, junto con la disciplina de la cola, que es lo que nos indica el criterio
de qué cliente de la cola elegir para pasar al mecanismo de servicio.

10.2 Terminologia y notacién

En lo sucesivo utilizaremos las herramientas probabilisticas de los procesos de
nacimiento y muerte para el estudio de colas con distribucién del tiempo entre
llegadas y distribucién del tiempo de servicio exponencial. Antes hemos de
fijar la notacién que vamos a usar.

N (¢): Denota el nimero de clientes en el sistema en el instante ¢. N (t) es un
proceso estocastico en tiempo continuo y con espacios de estados discreto.

N, (t): Representa el nimero de clientes en la cola en el instante ¢.

P, (t): Es la probabilidad de que, en el instante ¢, se encuentren n clientes
en el sistema. A estos efectos se supone conocido el nimero de clientes en el
instante cero (usualmente dicho nimero es cero).

s: Denota el nimero de servidores del mecanismo de servicio.

An: Representa el niimero medio de llegadas de clientes al sistema, por unidad
de tiempo, cuando ya hay n clientes en él. También se denomina tasa de
llegadas (que se corresponderia con la tasa de nacimientos si N (¢) es un proceso
de nacimiento y muerte). Cuando las tasas de llegada no dependen de n (es
decir todos los A, son constantes) suele denotarse A\ dicho valor constante.
,: Es el nimero medio de clientes a los que se les completa el servicio, por
unidad de tiempo, cuando hay n clientes en el sistema. Es frecuente referirse a
los p,, como tasas de compleccién de servicio (o, simplemente, tasas de servicio).
Si todos los servidores tienen la misma distribucién del tiempo de servicio,
suele denotarse por g el nimero medio de clientes que puede atender cada
servidor por unidad de tiempo. Como consecuencia se tiene que p, = nu si
n=12,...,syp, =Ssuparan > s.

p: Es la llamada constante de utilizacién del sistema o intensidad de trafico.
Se define, como

pP=—

sp
Cuando los A, son constantes y todos los servidores tienen la misma distribu-
cién de tiempo de servicio, A es el nimero medio de clientes que entran en el
sistema y su es el niimero medio de clientes a los que pueden dar servicio los s
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servidores cuando todos estédn ocupados. En estas condiciones, p representa la
fraccion de recursos del sistema, que es consumida por los clientes. Asi, intuiti-
vamente, parece necesario que se cumpla, en estos casos, que p < 1 y ademds
cuanto mds cercano a 1 que sea p, mas trafico ha de soportar el sistema (o
menos tiempo libre tendran los servidores, o mds espera habran de sufrir los
clientes, como se quiera expresar). Aunque es evidente que p no tiene unidades,
es habitual medir la intensidad de trafico en Erlangs, en honor a los trabajos
pioneros de Erlang en la teorfa de colas.

Los modelos de colas que estudiaremos en el siguiente capitulo son todos
estacionarios. En ellos las distribuciones de probabilidad marginales de los
procesos estocdsticos {V (t)},~, v {INg (t)},5, no cambian con el tiempo ¢. En
tales condiciones tiene perfecto sentido definir los siguientes conceptos:

N: Es la variable aleatoria que contabiliza el nimero de clientes en el sistema.
N,: Denota la variable aleatoria nimero de clientes en la cola.

pn: Es la probabilidad de que se encuentren n clientes en el sistema (n =
0,1,...).

L: Representa el nimero medio de clientes en el sistema, es decir L = E (N).
L,: Que no es més que el nimero medio de clientes en la cola, o lo que es lo
mismo, L, = E (N,).

W: Es la variable aleatoria que describe el tiempo que un cliente pasa en el
sistema.

Wy: Representa el tiempo que un cliente espera en la cola.

W: Es el tiempo medio que un cliente estd en el sistema, o simplemente,
W =EW).

W,: Denota el tiempo medio de espera en la cola para un cliente genérico.
Matematicamente, W, = E (W,).

Para clasificar los posible tipos de sistemas de colas debemos especificar las
caracteristicas que determinan los elementos que lo componen. Asi, Kendall
introdujo en 1953 la notacién A/B/s para indicar que la distribucién del tiempo
entre llegadas es de del tipo A, que B es la distribucién del tiempo de servicio
v que s es el nimero de servidores. Posteriormente esta notacién se extendié
dando lugar a la méds habitual en nuestros dfas, consistente en designar el
sistema de una cola con la nomenclatura A/B/s/K/H/Z, donde:

A es la distribucién del tiempo entre llegadas. Algunas de las abreviaturas mas
usadas para las distribuciones entre llegadas son: M (exponencial), D (deter-
ministica), £, (Erlang con segundo pardmetro k), U (uniforme), I' (gamma) o
G (distribucién genérica), entre otras.

B es la distribucién del tiempo de servicio. Se usan las mismas abreviaturas
que las mencionadas para A.

s es el nimero de servidores del sistema. Puede ser un niimero entero positivo
(s=1,2,...) o bien s = 0.

K es la capacidad de la cola (o longitud méxima de la misma). También K
puede ser un nimero entero mayor o igual que cero, o bien K = oo, si no
hay limite para la cola. El valor de K puede omitirse, tom#éndose por defecto
K = o0.
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H es el tamano de la poblacién potencial. También puede ser finito o infinito.
Este tltimo valor es el que se toma por defecto cuando se omite el H.

Z es la disciplina en la cola. Algunas abreviaturas para Z son FIFO, LIFO,
RSS, PR (disciplina con prioridades) o GD (disciplina general). Su valor por
defecto (en caso de omitirse Z) es FIFO.

Asi, por ejemplo, la notacién M/D/2/co/co/FIFO indica que se trata del
sistema de una cola con tiempo entre llegadas exponenciales, tiempo de servicio
deterministico (i.e. siempre se tarda el mismo tiempo en darle servicio a cada
cliente), hay 2 servidores en el mecanismo de servicio, no existe limite para el
nimero de clientes que pueden estar en la cola de espera, la poblacién potencial
se supone con infinitos clientes y los clientes son atentidos segtin una disciplina
FIFO. Como los tres ultimos valores (oo, oo y FIFO) son precisamente los
asignados por defecto, la notacién anterior podria abreviarse como M/D/2.
Obsérvese que este tipo de abreviaturas sélo se pueden realizar si todos los
pardmetros a partir de uno dado son iguales a los valores por defecto, ya que en
caso contrario se produciria ambigiiedad. Asi, el modelo E5/U/3/00/4/FIFO,
no podria abreviarse como E/U/3/4/FIFO (aunque si como Fy/U/3/00/4),
ya que, aunque es claro que A = Fy, B =U, s = 3y Z = FIFO, nunca
sabrfamos si con él pretendemos indicar K = 4y H = oo o bien H =4y
K = 0.

10.3 Foérmulas de Little

En los modelos con distribucién del tiempo entre llegadas y distribucién del
servicio exponencial (asf como en muchos otros modelos més generales llamados
ergédicos) se verifican ciertas férmulas que relacionan los nimeros medios de
clientes, en el sistema o en la cola, con los tiempos medios de un clientes en el
sistema o en la cola. Estas son las llamadas férmulas de Little.

Cuando las tasas de llegada son constantes (es decir A\, = A para todo
n=20,1,...), la primera férmula de Little establece la igualdad

L=X-W,
mientras que la segunda se expresa mediante
Ly=X-W,

Realmente sélo la primera de ellas fue obtenida por Little en 1961, pero es
costumbre referirse a ambas con el término primera y segunda férmula de
Little.

Una forma intuitiva de entender el porqué de la validez de las férmulas de
Little es la siguiente. Considérese un cliente que llega al sistema justo ahora.
Después de un tiempo, cuya media es W, ese cliente saldra servido del sistema.
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Como el mimero medio de clientes que llegan al sistema por unidad de tiempo
es A, el nimero medio de clientes que habrén llegado desde que nuestro cliente
en cuestion entré en el sistema hasta que salié de él es A - W. Por otra parte,
es obvio que dicho mimero medio de clientes es precisamente el nimero medio
de clientes que hay en el sistema justo en el momento que sale del sistema
nuestro cliente particular, es decir, L. Un razonamiento andlogo es vilido para
la segunda férmula de Little

Obviamente, las férmulas de Little no pueden ser validas si las A, no son
constantes (;qué seria A entonces?), pero si pueden generalizarse a esa situacién
mediante:

L = X-Wy
L, = X-W,
siendo X = Z)\npn.
n=0

Otra relacién importante (en este caso para relacionar Wy W,) es la dada
por

1
W =W, +—.
W

Su deduccién es inmediata pues viene a decir que el tiempo medio que un
cliente estd en el sistema (W) coincide con la suma del tiempo medio en la cola
(W,) més el tiempo medio que tarda en ser servido (1/4, ya que p es el nimero
medio de clientes que un servidor puede atender por unidad de tiempo).

10.4 Algunas propiedades importantes de las dis-
tribuciones exponencial y gamma

La distribucién I (a, p) depende de dos pardmetros: a > 0, pardmetro de escala,
y p > 0, pardmetro de forma. Esta distribucién, ya introducida con detalle en

el capitulo 5, generaliza la exponencial, puesto que T (a, 1) < exp (a).

En la siguiente gréfica se muestran las densidades de una I'(2,4), una
I'(2,6) yunaI'(2,1) = exp (2).
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Densidades de una I'(2,4) (trazo continuo), una I'(2,6) (trazo discontinuo) y
una I'(2,1) (trazo a puntos)

En general, la media y la varianza de una variable X 4r (a,p)son E(X) =
By Var(X) = L. A continuacién veremos algunas propiedades interesantes
de estas distribuciones en relacién con los modelos de colas de tipo M/M/ - --.

Proposicién 43 Si T < exp (), entonces
PO<ST<A)>P{A<T<t+AL),
para todo t > 0.

Esta propiedad puede deducirse facilmente del hecho de que la funcién de
densidad de la exponencial sea estrictamente decreciente en [0, c0).

Proposicién 44 (carencia de memoria de la exponencial) SiT L exp (a),
entonces

P (T >t+ At|pop,) = P (T > 1), para todo t > 0.

Esto implica que, si T tiene distribucion exponencial y At > 0, entonces
d
T —Atlpop, =T

Demostraciéon: Gracias a la definicién de probabilidad condicionada, para
cada t > 0, se tiene

P(T>t+At, T >At) P(T>t+At)
PAT >+ Mrn) = P(T>A0  P(T>AD
e—a(t+At)

— _ ot
= W—e @ —P(T>t),

con lo que queda demostrada la primera afirmacién. Otra manera alternativa
de escribir la igualdad probada es

P(T — At > t|pop,) =P (T > 1),
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lo cual implica inmediatamente que 7" — At|,._ , L.

La propiedad de carencia de memoria de la exponencial (también conocida
como la propiedad de Markov) es muy 1itil en modelos de colas con distribucién
exponencial para el tiempo entre llegadas o para el tiempo de servicio. Asi, si
sabemos que el tiempo entre la llegada de dos clientes consecutivos al sistema es
exponencial, aunque ya haya pasado cierto tiempo desde que llegé al sistema el
primero de ellos, el tiempo que resta para que llegue el siguiente sigue teniendo
distribucién exponencial con el mismo pardametro. Un comentario semejante
serfa vélido para un tiempo de servicio (si tiene distribucién exponencial).

. ) ) . ) d d
Proposicién 45 Si consideramos variables aleatorias Ty = exp (o), Ty =

exp (ag), ..., Ty, 4 exp (ay,), independientes, entonces, la variable aleatoria
definida como T = min{Ty,Ts, ... ,T,} tiene distribucion exp (>, o).

Demostraciéon: La funcién de distribucién, F', de la variable T viene dada
por

F (1)

1-P(T>t)=1-Pmin{T},Ts, ..., Tp} > 1) =

1-P(M>t,Ty>t,...,T,>t)=1-][P(Ti > 1)
=1

L[ = 1— e (tan,

i=1

que, efectivamente, es la funcién de distribucién de una exp (> 7" ;).

1=

Esta propiedad recién demostrada también se utiliza con mucha frecuencia
en modelos de colas del tipo M/M/---. Asi, si en un preciso momento hay s
servidores dando servicio a otros tantos clientes y la distribucién del tiempo de
servicio es exp (p), en virtud de la carencia de memoria de la exponencial, los
tiempos de servicio que restan para cada cliente son igualmente de distribucién
exp (p) y, debido al resultado relativo al minimo de exponenciales, el tiempo
que resta hasta que el préximo cliente salga servido (es decir, el de menor
tiempo de servicio) sigue una distribucién exp (su).

Proposicién 46 La distribucion T (a,p) es reproductiva con respecto a su se-

gundo pardmetro. FEn otras palabras, dadas variables independientes X, 4

T (a,p1), Xo 4r (a,p2), .., Xn 4r (a,pn), la variable aleatoria X =31 | X;
tiene distribucion T (a, Y i, p;)-

La utilidad de este resultado en el contexto de las colas con llegadas y ser-
vicios exponenciales tiene que ver con el hecho de que la propiedad anterior,
en particular, permite deducir la distribucién de la suma de variables exponen-
ciales independientes con el mismo pardmetro. Particularizando el resultado
anterior para p; = py = --- =p, = 1 y a = «, se tiene que si X7, Xo, ...,
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X, son variables aleatorias independientes y con distribucién idéntica, exp (),
entonces X = > 1" X, tiene distribucién I' (a,n). Las variables X; podrian
representar los tiempos desde que llega al sistema el cliente i-ésimo hasta que
llega el (i + 1)-ésimo. En ese caso X representarfa el tiempo que transcurre
entre la llegada de un cliente y la del que llega n clientes después que él.
Otra aplicacién interesante de este resultado en teoria de colas es la siguien-
te. Supdngase que en un modelo M/M/s/ - - - un cliente llega al sistema cuando
ya hay n clientes dentro del sistema (n > s). Si deseamos saber la distribucién
de la variable tiempo que el cliente pasard en la cola, no hay més que razonar
de la siguiente forma. El tiempo que tardard en salir servido el préximo cliente
tiene distribucién exp (sp), segtin lo razonado en uno de los comentarios he-
chos anteriormente. Ahora bien, para que el cliente en cuestién comience a ser
servido han de salir servidos n — s+ 1 clientes del sistema, siendo las duraciones
de todos esos tiempos entre dos salidas de clientes del sistema variables inde-
pendientes y con distribucién exp (su). Asf la tltima propiedad nos permite
afirmar que la variable de nuestro interés tiene distribucién I' (sp,n — s+ 1).

10.5 Ejercicios propuestos

1. Utilizando las férmulas de Little calcular, para un modelo M/M/s, el
nimero medio de servidores ocupados.

2. En un modelo M/M/2 con p = 2 clientes por minuto, llega un cliente en
un determinado momento en el que hay otros dos haciendo cola para en-
trar al mecanismo de servicio. ;Cudl es el tiempo medio que transcurrird
hasta que el cliente recién llegado salga servido del sistema?
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En este capitulo estudiaremos los modelos mds habituales para el sistema de
una cola en la que se supone que la distribucién del tiempo entre llegadas y la
del tiempo de servicio son exponenciales. Concretamente se hara un recorrido
por los modelos M/M/1, M/M/s, M/M/1/K, M/M/s/K, M/M/1/oo/H,
M/M/s/oo/H (sin y con repuestos) y el M/M/cc.

11.1 El modelo M/M/1

Como su nombre indica es aquel en el que la distribucién del tiempo entre dos
llegadas consecutivas de clientes al sistema es una exp (\), independientemente
del mimero de clientes que haya dentro del mismo, la distribucién del tiempo
de servicio es exp (i) y s6lo hay un servidor. Los valores por defecto de los
tres ultimos pardmetros indican que no hay restriccién respecto al nimero de
clientes que pueden estar en la cola, que la poblacién potencial es infinita
(de ahi que la distribucién del tiempo entre llegadas sea siempre la misma
exponencial) y que la disciplina de la cola es FIFO.

Teniendo en cuenta todo esto, resulta inmediato deducir las tasas de llegada

An = A, paratodon =0,1,...
y las tasas de servicio
W, = 1, paratodon =1,2,...

Como consecuencia se tiene que

An—1An—2--Ag A" AN\,
cp=—-""" =" = (=) =p", paran=12,...
o o1+ g /j’n 1

Como Y 2 ¢, = > 2, p" es una serie geométrica, serd convergente si y sélo
st |p| < 1, que dado que p > 0, equivale a p < 1. Esta condicién, p < 1, es por
tanto equivalente a que el modelo sea estacionario. Otra forma de expresarla es
A < 1, que tiene la interpretacién adicional de que el nimero medio de clientes
que entran en el sistema por unidad de tiempo sea menor que el niimero medio
de clientes que podrian ser atendidos por el servidor por unidad de tiempo, en
caso de que éste estuviese absolutamente todo el tiempo atendiendo a clientes
(cosa que no ocurre siempre).
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En lo que sigue supondremos que el sistema de la cola es estacionario (es
decir p < 1). Lo primero que debemos calcular es la suma de la serie de las ¢;:

[e ) B o0 - p
DO S
n=1 n=1

y, por lo tanto,

1 1
= = — :1— .
1+5 % e 1+-& P

Po

Ademés, para cualquier n > 1, se tiene p, = ¢, - po = (1 — p) p" (valiendo esta
férmula final incluso para n = 0). Asi pues, la masa de probabilidad de la
variable “mimero de clientes en el sistema” es

P(N=n)=p,=1—-p)p",n=0,1,...

y asi, N tiene distribucién geométrica de parametro 1 — p (probabilidad de
éxito, entendiendo la geométrica como el mimero de fracasos antes del primer
éxito). Suponiendo conocida la férmula para la media de una distribucién
geométrica, se calcularfa de forma inmediata el valor de L = E (N). También
podemos hacer el cdlculo directamente:

L=EN)=) n-p.=Y n-(1=p)p"=00—-p)p> n-p""
n=0 n=1 n=1

Esta tltima serie es del tipo que se suele denominar convertible en geométrica.
Una forma de calcular su suma es la siguiente. Considérese la funcién f (z) =
> oo x", definida para los z € (—1,1). Dado que para cada z € (—1,1),
f (x) estd definida a través de una serie geométrica convergente, se tiene que
f(z) = {%=. Ademis, la funcién f (z) puede derivarse, tanto directamente a
partir de esta expresién encontrada, como término a término en su definicién

como serie de potencias. Asi, se obtiene:

Nt _ gy LAz —a (=) 1
; f () TP T

De este modo, en particular,

in . pn_l — ;
n=1 (1 _p)2

y, por tanto,

1 P A
L=(1—-p)p = = .
(=) (1-p? L1=p p=2A

Se trata, pues, de una funcién de p con una asintota vertical en p — 17.
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L como funcién de p

Aunque L, puede calcularse de forma similar, también puede obtenerse a
partir de L. Vedmoslo,

L, = E(N)=Y n-P(Ny=n)=)» n-P(N,=n)

= Zn~P(N=n+1)ZZTL'PnH:Z”'an
n=1 n=1 n=0

= Z(m_l)'pmzzm'pm_zpm
m=1 m=1 m=1

= > mepn—(1—po) =L—(1-po),

férmula que es vdlida para cualquier modelo de la forma G/G/1/---. En
nuestro caso, de esta férmula se deduce
p p
Ly = L—(l—po)ZTp—(l—(l—P))z——P
_ N
l—p  p(p—2A)

Aplicando las férmulas de Little pueden obtenerse expresiones para W y

W

!
-5

A
(= A)

Ademés, puede comprobarse facilmente que se verifica la relacion W = W, + 1
De hecho, esta relacién junto con las dos férmulas de Little permite calcular el
valor de cualesquiera tres de las cantidades L, L,, W y W,, dada la cuarta.
Si se desea tener mds informacién sobre la espera de clientes en la cola o
en el sistema, debe calcularse la distribucién de probabilidad de las variables

W:

W, =

yl@h >t~
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Wy W,. Estas distribuciones permitirdn calcular la probabilidad de cualquier
suceso relativo al tiempo de estancia en la cola o en el sistema.

Primeramente abordaremos el cédlculo de la funcién de distribucién de W,
que denotaremos por W (¢). Para ello aplicamos la regla de las probabilidades
totales, condicionando al nimero, N, de clientes que hay en el sistema cuando
llega el cliente en cuestién y tenemos en cuenta que W|,_, ir (u,m+1). De
esta forma, para cada t > 0, se tiene

(Wgt):iP(WSHNZn)P(N:n)

n=0

t  n+l n
[ ) (1-2) (3)
o ™ H H
1-— é e M i (A2)" dx
I —~ n!

t )\ t
= / iz < - —) e My = / (n— X\ e” Mgy
0 H 0

_ [_e*(u#\)z]wj —1— e Nt

W) =

g

que es la funcién de distribucién de una exponencial de pardmetro p — A. Asf
pues,

Wgexp(u—/\).

Es obvio, por tanto, que como conclusién de esto también se puede volver a
obtener W = %/\

La funcién de distribucién del tiempo que un cliente estd en la cola puede
obtenerse de forma andloga. Basta descomponer dicha funcién en dos términos
de la forma:

W,t)=PW,<t)=PW,=0)+P(0<W,<t)

y aplicar al segundo de ellos los mismos argumentos usados para el cilculo de
W (t). De esa forma se obtendria:

A
1—Ze W=t gi¢>0
W, (t) = H B
0 sit<0

Esta funcién de distribucién es discontinua en ¢t = 0, valiendo su salto

A
Wq(o)—Wq(O*):1—;:1—p:p0.
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Se trata por tanto de una variable que es mezcla de continua y discreta: toma el
valor cero con probabilidad pg y para los t > 0 tiene una componente continua
con funcién de subdensidad dada por Al m Mu=A) o= (=)t

Ejemplo 47 En una estacion de trabajo con un tinico procesador se ejecutan
programas (que se supone practicamente su unica carga de trabajo) con tiempo
de CPU de distribucion exponencial de media 8 minutos. Los programas se
atienden segun una disciplina FIFO. Sabiendo que las llegadas de programas a
la estacion se producen segin un proceso de Poisson con una intensidad de 15
programas cada hora, por término medio, se pide:

1. ;Cudl es la probabilidad de que haya mds de dos programas en espera de
ejecucion (ademds del que se estd ejecutando)?

2. Calcular el tiempo medio que transcurre desde que se envia un programa
al servidor hasta que se termina su ejecucion. sCudl es la relacion entre
este tiempo y el tiempo medio de CPU?

3. Calcular la probabilidad de que el programa esté en el servidor (esperando
o ejecutdndose) mds de 10 minutos.

4. ¢Cudl es el nuimero medio de programas que estdn a la espera de comenzar
a ejecutarse?

5. Obtener las respuestas a los apartados anteriores suponiendo que ahora se
ha incrementado la llegada de programas hasta 18 a la hora, por término
medio.

Solucion: La exponencialidad de los tiempos de servicio y de los tiempos
entre llegadas nos indica que se trata de un modelo M/M/1. De hecho, estamos
suponiendo (al no especificar ningin valor) que tanto el limite para la cola como
el nimero de clientes de la poblacion potencial son infinitos. En virtud de los
datos del problema y trabajando en horas se tiene

A =15,
1 3
; =50’ " lo cual p = 20.
De este modo p = 52 = 0.75 < 1 y el modelo es estacionario.
1. En este apartado se nos pide

P(N,>2)=P(N,>3)=P(N>4)=1—-P(N <3)

=1~ (po+p1+p2+p3)
=1—(1—p+(1—p)p+(1— )p+1— P’)
_, A=p)plp—(1-p) _ —1
=1- P —1-pZ P

:1+p4—1:p4:0.754:0.3164
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2. Aqui se pide

1 1

W: =
L—X 20-15

= 0.2 horas = 12 minutos.

1

Su relacion con el tiempo medio de servicio, Ws = €S
1
w5 4
W, & 7
S

|3~}

0

es decir cada proceso estd en la estacion un tiempo equivalente a cuatro
veces su tiempo de CPU.

3. Como W tiene una distribucion exp (1 — \) = exp (5) entonces

1 ;
P (W > 6—8) — 75 = ¢~6 = (. 4346.

4. Se pide Ly. Como Wy =W — i = % — 2—10 = % y Lg = A\W,, entonces

3 9
L, = 15% =1 2.25 procesos en espera.

5. La dnica diferencia es que ahora A = 18, con lo cual p = % =09<1,

P(N,>2) = 0.9*=0.6561,

1 )
W = 5018 — 0.5 horas = 30 minutos,
10 1 L
P(W>=) = e =¢3=0.7165y
60
1 1 9 9
Wq 5 _ % = % = Lq = 18% = 8.1 procesos.

Como puede verse claramente, el sistema estd bastante mds congestionado
ahora.

0.8
0.6
04

0.2

0 02 04 N 0.6 0.8 1

Distribucién del tiempo (en horas) de espera en el sistema para el caso A = 15
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11.2 El modelo M/M/s

Es una generalizacién del modelo anterior al caso en que haya s servidores.
Se trata pues de una cola en la que la distribucién del tiempo entre llegadas
consecutivas es una exp (A), la distribucién del tiempo de servicio es exp (p)
v hay s servidores. Como en el caso anterior, la poblacién potencial y la
capacidad de la cola son infinitas y la disciplina de la cola es FIFO.

Las tasas de llegada vienen dadas por

An = A, paratodon =0,1,...
y las tasas de servicio

{ nu sin=12,...,s

My = sp o sin=s+1,s4+2,...
Con lo cual
A ]
C Mcida2c Ao il sin=1,2,...,s
¢ =m0 i<
[ R —— sin=s+4+1,s4+2,...
slgn=spyn

Para analizar cuando el sistema es estacionario basta estudiar la conver-
gencia de la serie

o0

s— s— A [ B
;Cn Z Mn Zslsnsn_z n+slus;pn )

que, a partir del término s-ésimo, es geométrica de razén p y, por tanto, con-
vergente siempre que p < 1. Asi pues el sistema es estacionario siempre que
p < 1, 0 lo que es lo mismo, siempre que A < su. En tal caso, la suma de dicha
serie es

oo s—1 N 2\® - s— 2\° 1
2o = Dt e Z :Z e

s—1

S A
B nlum (s — Dlps= (sp— N)’

n=1
con lo cual py viene dado por

1 1
0 = 1 A A®
1+ Zn:l Cn 1+ ZZ 1 nlpm =+ (s—=D)!lus—L(sp—2N)

Po =

A la hora de implementar el cédlculo de py debe tenerse precaucién con la
férmula anterior pues, si s es elevado, los términos con n! en el denominador
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pueden producir errores de tipo “overflow”. Ademads, la implementacién di-
recta de esas expresiones serfa muy ineficiente por estar repitiendo muchos
célculos sin reutilizarlos. Asi, por ejemplo, si s = 100, en el denominador de
cog apareceria 98!, que, en lugar de calcularlo directamente podria obtenerse
mucho més eficientemente multipicando por 98 el término 97! que aparece en
cg7. Este mismo argumento también puede aplicarse a las potencias A" y u".
En resumen, parece més eficiente definir ¢y = 1 y utilizar el célculo recursivo

>\n71

Cn = Cn—1 =c,_1—,paran=1,2... s—1,
np

Ho

AS
(s—D)!lpus—1(su—N)
que representa » .~ ¢, y que denotaremos por ¢ss, puede también calcularse
fécilmente a partir de ¢;_; mediante c¢>, = 03_18“%/\.
Teniendo en cuenta todo lo anterior, se llega a la siguiente forma de imple-
mentar eficientemente el célculo de py:

que se deduce de la definicién de los ¢,. Ademads el término

1
po = ————, donde
oo Cn ez
A
c = l,cp,=cp,1—,paran=1,2,...,s—1
np
A
ye>s = 05718/,6——>\.
Resulta fécil obtener una expresion explicita para las p,,:
)\n
Do sin=1,2...,s
nlyn
Pn = Cp - Po = S

S!usp"’spo sin=s+1,s+2,...
aunque, de nuevo, estas férmulas implementadas directamente son de muy
escasa eficiencia computacional. Como para el cilculo de py, también aqui
podemos proceder mas eficientemente.

Una vez calculado py v si se mantienen en memoria los valores de los ¢,
el cédlculo de los p, serfa muy sencillo. Asi, sin = 1,2,...,s — 1, se tiene
Pn = ¢y - Po (formula que, aunque también es valida para n > s, no es muy 1til
pues no se han calculado los ¢, paran > s). Sin > s los p, se pueden calcular
recursivamente ya que ps_; estéd calculado y

An—l )‘n—l )\
Pn = Cn - Po = Cn-1-Po = Pn—1= —Pn-1= P Pn-1
para todon = s,s+ 1,... Asi, de forma resumida, se procederia a
calcular directamente p, = ¢, -poparan=1,2,...,s—1y
recursivamente p, = p-p,_1 paran=s,s+1,...

hasta el indice que se desee.
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Gracias a la expresién explicita obtenida para las p,, puede encontrarse
facilmente el valor de L,:

Ly = E(N)=0-(po+pi+--+p)+ Y (n—5)-p,
n=s+1
(o) An As (o) e )\S o0 .
= nz:; (n—s) —s!s"—s/ﬂpo = s!,uspo nz:; (n—s)p" = s!,uspo kz:;kp
Npo  p Xy

sl (1—p)* (s — D)lps=1 (sp— \)*

En la préctica, dado que c>5 = m, L, puede calcularse de forma

eficiente mediante la expresién

A partir de L, puede obtenerse el valor de W, = %, mediante la segunda

férmula de Little. Ahora, se obtendria W = W, + i y luego L = AW. De
todas formas, es posible obtener expresiones explicitas de estas cantidades en
términos de A, p, s y po:

W, = Apo .
(s = D=t (sp — A)
W= Apo + l
(s =Dl (sp— N 1
o )\s+lp0 A

+
(s—Dlps=Y(sp— N> 1

que no es recomendable usar en la préactica por su mayor lentitud de célculo
con respecto a las propuestas anteriores.

De forma andloga al caso del modelo M /M /1, se puede llegar a expresiones
para las funciones de distribucién del tiempo que un cliente estd en la cola y
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del tiempo que un cliente estd en el sistema. Son las siguientes:

A°po .
1-— e~ Gr=Mt it >0
W, () = (s — D=1 (sp— A) -
0 sit<O0

A
En el caso — # s —1 se tiene
1

A = sp+ pW, (0)
Sph—A—p
+ )\Spo e—(s#—/\)t,
(s = D=2 (sp— A) (s — A — )
sit > 0 (0 en otro caso)

e M

W) = 1+

mientras que si — = s — 1 su expresion es
I

)\Spot

1—(1 “Hosit >0
( +(8—1)!/~L”(8/~L—A)>e nre
0 sit<0

W (1)

Las constantes que aparecen en las expresiones anteriores son eficientemente
calculables a partir de lo comentado anteriormente. Asi, por ejemplo,

W, (t) =1 —cse-po-e FVsit >0.

Gracias a esta iltima expresion resulta muy sencillo calcular la probabilidad de
que un cliente no tenga que esperar en la cola (es decir, que pase directamente
a ser servido):

PW,=0) = POW,<0)=W,(0)=1—cse-po=1-) cnpo

o s—1 -
= 1—anzzpn:P(N§$—1),
n=s n=0

que, por otra parte, resulta totalmente intuitivo, pues corresponde con el hecho
de que cuando llegue el cliente en cuestién haya algin servidor libre. Como
puede observarse en la siguiente figura, es obvio que la grafica de la funcién
W, (t) estd sobre la de W (t).

1

0.8
0.6 /
04 /

02| /

0. 0,1 02 T 03 04 05

Funciones de distribucién del tiempo en la cola (trazo continuo) y del tiempo
en el sistema (trazo discontinuo)
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Ejemplo 48 Cualcular las cantidades pedidas en los apartados 1 vy 4 del iltimo
ejemplo suponiendo los mismos datos pero considerando una estacion de trabajo
con tres servidores idénticos al de dicho ejemplo. Hallar también el nimero
medio total de procesos en la estacion.

Solucion: Obviamente se trata de un modelo M/M/s con s =3, A=15y
=20, con lo cual, p = % = % < 1, siendo, por tanto, el modelo estacionario.
Las dos primeras cantidades pedidas siguen siendo, obviamente, P (N, > 2) y

Lq. En primer lugar debemos hallar po:

Comocy=1, ¢ —015—3 ca=¢c L _ 9
0T BTy Ty T 0 32
C>3 = ¢ 15 _3 resulta:
Ve =30 15~ 30 ;
1 1 32
Po = Zi:o Cn + o3 T ®E9E8 T g8 17 0.4706.
Ahora,
P(Nyg>2)=1—(po+p1+p2+ps+ps+ps)
:1—p0(1+01+C2+C3+C4+C5)
PR (. SO A T .
a 17 4 32 128 512 2048
8 4349 4349 3
=1l-———=1— —— = ——=10.000689.
17 2048 4352 4352
Ademids,
B /\s+1p0 1541&7

(5— )l (sp—A)°  2-202- (320 — 15)°

1
=68 0.0147 procesos.

Se observa pues como al pasar de uno a tres procesadores el sistema experi-
menta una descongestion mdas que notable. Lo wltimo que se pide es

1 A 1 15

L=XW =X (Wy+= ) =Lg+2=—+—

(”u) TR T
—13—07647

—17— . procesos.

que indica también poca carga en la estacion.
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11.3 El modelo M/M/1/K

Se trata de un modelo como el M/M/1, ya estudiado, pero con limitacién K
para el tamano de la cola. Es decir, la distribucién del tiempo entre dos intentos
de llegadas al sistema de clientes consecutivos es una exp (), la distribucién
del tiempo de servicio es exp (1) y s6lo hay un servidor. Ademads el niimero de
clientes que pueden estar en la cola es como mucho K, la poblacién potencial
es infinita y la disciplina es FIFO. Obviamente, en este modelo se puede dar el
caso de que un cliente que intente entrar en el sistema no lo consiga, por estar
la cola llena.

A partir de las especificaciones anteriores se deducen ficilmente las tasas
de llegada:

\ = A sin=0,1,... K
"T10 sin=K+1,K+2,...

mientras que las tasas de servicio son idénticas a las de un M/M/1,
W, = 1, para todon =1,2,...

Haciendo uso de estas tasas se obtienen inmediatamente las c,,:

_fpt o sin=1,2,... , K+1
“TV0 sin=K+2,K+3,...

Dado que la serie Y - ¢, tiene tan s6lo un mimero finito de términos
distintos de cero, es trivialmente convergente sin ninguna condicién acerca de
p. Esto puede interpretarse como que, por muy frecuente que sea la llegada de
clientes al sistema en relacién con la capacidad del servidor para dar servicio,
la propia limitacién en el tamafio de la cola fuerza a la estacionariedad, pues
lo peor que podriamos imaginar es que practicamente todo el tiempo estuviese
el sistema saturado (es decir P (N = K + 1) =1).

La suma de la serie de los ¢, es realmente una suma finita y vale

K41 pE+2

ZC":Z/)”: —p—l sip#1
n=1 n=1

K+1 sip=1

Esta distincion, p # 1 6 p = 1 habré que hacerla a lo largo de todos los célculos
sucesivos.
Caso p # 1: En primer lugar calculamos py:

1 1 p-1

Tl Yie . PP —p pRRoT
p—1

Po
1+
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Ahora las p,, se obtienen facilmente,

p—1
Dy = mp 81n—0,1,...,K+1

0 sin=K+2,K+3,...

El ntimero medio de clientes en el sistema puede calcularse a partir de su
definicién:

oo K+1 p—1 (p—1)p K+1

— — _ -1

L_Zn'p"_ Zn pK+2_1pn_ PE+2 ] ann .
n=0 n=0 n=0

Ahora bien, siguiendo las mismas pautas que las usadas en el M/M/1 para
calcular la suma de una serie convertible en geométrica, podemos ahora calcular
la suma de un nimero finito de términos de la misma. Asi, definiendo

K+1 (L’K+2 —1
— N — ].
P =3 = e £
su derivada vale

, &R (B2 e (z 1) — (2K -1
ff(z) = Zonx = (33—1)2 ( )

(K+1)z52 — (K +2)25 1 +1

(z—1)*
De esta forma
W (K152 (K +2)p5 7 41
> = P
n=0 (p - 1)
y, por tanto,
;- t=p (EHDp - (K42)p" 4y
o1 (1-p)°
B lfp p(l_pK+2)_(K+2) (pK+2_pK+3)
o1 (1-p)?
_ L—p |p(1=p ) (K42)pK(1-p)
L=pf2 | (1-p)? (1—p)*

P (K +2)p"*

1—p 1— pK+2

En resumen

[P (K+2)pr
_1—p 1_pK+2 ’
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cuyo primer sumando es precisamente el valor de L para un M/M/1.

Las férmulas de Little y la relacién entre tiempos medios pueden usarse para
calcular las otras tres cantidades medias de interés. Para ello serd necesario
calcular )\, ya que ahora las A\, no son constantes:

>|
|

oo K K
Z)\n *Pn = Z/\ *Pn = )‘an = /\(1 _pK+1)
n=0 n=0 n=0

N A T TN WV ARt Sl Vel VAR Uittt
pK+2_1 - pK+2_1 - pK+2_1 :

A partir de esta expresion se tiene

1—p (K+1)pfs — (K +2)p""2+p

W L_1-pf% (1—p)*
X )\(pK+1_1)
pK+2_1
1—p (K+1)pfH — (K +2)p"*2 +p
1_pK+1 )\(l—p)z
_ 1-p p=pfPP (K4 1)(1—p)p~*?
L—pit A(1—p)?
_ l—p (=P (KD (A —p)piP
L=pft | A1 =p)? AL = p)?
p (K+1)pf*? 1 (K +1)pf*

AL—=p) AL =pKH) =X X1 —pK+L)’
luego

W= 1L (K+1)p~*
e Yi

que, de nuevo, es muy parecida a su andloga para el modelo M/M/1. A partir
de esta tltima expresién y teniendo en cuenta que W, = W — %, se tiene

W = A (K A1) pf
Toplp=A) AL pRH)”
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Finalmente,
A(pfHt—1)
L = AW.=X\ W—l :Lfiz P 7(K+2)pK+27 pK+2 1
! ! H pwo 1—p 1 — piK+2 L
_p (K42)p8 p(1-pf
= 1—p_ 1 — pk+2 o 1— pE+2
B p B (K+2) pK+2 B p_pK+2_’_pK+3 _pK+3
o 1—p 1_pK+2 1_pK+2
o (K+2pR pK(p—1) p(1-pF)
= ]__p ]__pK+2 1_pK+2 1_pK+2
_ o (E4ltppttr P (K4 14p)p "
L—p 1 — pi+2 1—p 1—pk+2
luego, en resumen,
I G b Vi
T 1-p 1 — pk+2

expresion, esta iltima, cuyo primer sumando es precisamente la férmula para
L, en un modelo M/M/1. Obviamente, si el objetivo es calcular las cuatro
cantidades (L, Ly, W y W,) es mas eficiente obtener el valor de Ay, una
vez calculada una de las cuatro, obtener las tres restantes directamente de las
férmulas de Little y la relacién entre tiempos medios.

Aunque el modelo M/M/1/K no contiene al M/M /1 como caso particular,
en el caso p < 1 (para el cual el M/M/1 es estacionario) el modelo M /M/1/K
debe tender al M/M/1 cuando K — oo (que es tanto como decir que el tamarfio
méximo permitido para la cola es mas y més grande). En efecto, los resultados
que ofrecen las formulas anteriores para los p,, L, Ly, W y W, coinciden con
los que aparecen en el M/M /1. Asi, a titulo de ejemplo,

P

e i A

= = =1L
1T—p 1 T—p M/M/1

ya que el limite del numerador es cero (utilizando, por ejemplo, la regla de
L’Hopital).

Caso p = 1: En este caso los cdlculos resultan bastante mas sencillos. El valor
de py viene dado por

1 1 1
Ty e 1+K+1 K+2
Como ademds ¢, = p" =1, paran =1,2,... , K + 1, entonces

DPn ,paratodon =0,1,... , K +1,

1
K42
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es decir, N tiene distribucién uniforme discreta sobre su conjunto de valores
posibles.
En este caso,

K+1 K+1

1 1 (K+1)(K+2) K+1
L = R — . = =
;on Pn ;" K+2 K+2 2 2
[e'S) K
- 1 AK+1)
woo Lo S5 K42
by A(K+1) 22\
K+2
1 K+2 1 K
W = _——_——=—— = = —
a W L 2 A 2)
- AMK+1) K K(K+1)
L, = = L
! AW, K+2 2\ 2(K+2)

Para cualquier valor de p (igual o distinto de 1), si se desea obtener las
funciones de distribucién del tiempo que un cliente estd en el sistema y del
tiempo que un cliente est4 en la cola, es necesario previamente definir g,,, como
la probabilidad de que haya n clientes en el sistema justo cuando una nueva
llegada se estd produciendo. Denotando, como siempre, por N el nimero de
clientes en el sistema y por T el tiempo que falta para que se produzca la
llegada del siguiente cliente, las g, representan P (N =n|,_,). Usando la
notacién f (t|y_,) para la funcién de densidad de la variable T" condicionada a
que N = n, se sigue que f (¢|y_,) corresponde a la densidad de una exp ().
Asi, aplicando la regla de Bayes, se tiene:

S (Oly_n)P Ane 0p,
an = P(N=nlr_)==x 7 - T K —Am0
Zm:O f (O‘N:m) Pm Zmzo )\me ™" Pm
A n n .
= P = P ,paran =0,1,... , K, mientras que

A-SE pm 1—prn
¢, = Oparan=K+1,K+2, ...

Es digno de mencién que para modelos como el M/M/s (incluyendo el caso
s = 1), se verifica que las variables 'y N son independientes y, por tanto

¢n=P(N =n|p_y) =P (N =n) =p,.
Las funciones de distribucién de las variables W y W, vienen dadas por

n

W(t) = 1—67”2(]”2

r=0

,sit >0 (y W(t) =0 en otro caso)

(pt)
rl

n—1

K
1- e—Ht Z qn Z
n=1

r=0

t’l"
(“') L sit>0(y W,(t)=0sit<0),
T!

S
—
~+
~—
Il
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entendiendo, en las expresiones anteriores que cuando t = 0y r = 0, en el
sumatorio més interno, la indeterminacién 0° se resuelve como 1. Puede pro-
barse de forma muy sencilla que W, (0) = P (W, =0) =qo = P (N = 0|,_,)-
Una implementacién directa de las funciones W (t) y W, (t) puede resultar
muy lenta (sobre todo si se evalian en muchos valores de ¢ y K es elevado).
Asi, para K = 100, el doble bucle que apareceria en la implementacién directa
de W (t) requerirfa 1 + 2 + -+ + 101 = 18L1% — 515] iteraciones para cada
evaluacién de la funcién en un ¢. En realidad, esta implementacién puede ser

. . , . . . t)"
mejorada muchisimo en términos de eficiencia. Denotando A, (t) = %

Sp(t) =3, (’“‘:!)T =Y " oA (t), se tiene que Sy (t) = Ag(t) = 1y que se
verifican las siguientes relaciones recursivas

t
A (t) = M? r—1(t), parar=12,... K

Sp(t) = Sp1(t)+ A, (t), paran=1,2,... K.

De esta forma el célculo de W (¢) podria programarse con un unico bucle,
procediendo como en el siguiente algoritmo:

1. Hacer A=1, S=1y B=g.

2. Desde n =1 hasta K repetir

2.1. Hacer A=A Ly S=5+A.

2.2. Hacer B=B+g¢q,-S.

3. Devolver 1— B-e #,

Anélogamente se puede proceder para el célculo eficiente de W, (t).

Es obvio que el ahorro computacional del algortimo, frente a la imple-
mentacion directa, es muy grande. Asi, para el ejemplo anterior con K = 100,
esta implementacién requerirfa, tan sélo, 100 iteraciones del bucle (unas 51
veces mas rapido que las 5151 del método directo).

En este modelo (y en otros posteriores) el significado de p como intensidad
de trafico se desvirtia. Aqui p no puede interpretarse como el cociente entre
nimero medio de llegadas de clientes al sistema por unidad de tiempo y el
nimero medio de clientes a los que el servidor tendria capacidad de dar servicio
por unidad de tiempo, siné més bien como un cociente semejante, pero donde
el nimerador representa el nimero medio de intentos de llegada, mas que de
llegadas efectivas al sistema. De hecho, por este motivo p puede ser mayor o
igual que 1, atin siendo el sistema estacionario.

El valor de X si representa el mimero medio de entradas efectivas de clientes
en el sistema por unidad de tiempo y, asi, la verdadera intensidad de trifico
podria medirse a través de

AK+1)
K+2 7K+1 . 71
X K42 B
R R A
# T _ P ot
[ S sLp

que efectivamente si es siempre menor que 1.
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11.4 El modelo M/M/s/K

Se trata de la extensiéon del modelo anterior al caso en que exista un mimero
entero cualquiera, s, de servidores. Las tasas de llegada son casi idénticas a las
del modelo M /M /1, mientras que las de servicio son exdctamente iguales a las

de un M/M/s:
I A sin=0,1,...  K+s—1
no 0 sin=K+s,K+s+1,...
_ np sin=12,...,s
Hn = s sin=s+1,s+2,...

Como consecuencia se obtiene:

ATL
sin=1,2...,s
nlun
Cn = A" .
" —— sin=s+1,s+2,... , K+s
S!Snfsun
0 sin=K+s+1,K+s+2,...

De nuevo la serie >, ¢, tiene sélo un nimero finito de términos distintos de
cero y, por tanto, siempre es convergente. Asi pues el sistema es estacionario
siempre (independientemente del valor de p). Para calcular p, necesitamos
encontrar una expresion, lo més sencilla posible para la suma de la serie:

o K+s s—1 )\n K+s )\s K+s
s—1
A" N
Z ma s 1f si P # 1
_ = nly sly
— V' ON(K+1 ,
Z img (l s ) Slp:l
“—nlp slu
Como consecuencia,
1
— sip#1
i A" A\° 1— pK+1
— nlu®  slus 1—0p
Po=9q " 1 .
p E— . sip=1
Z A N (K +1)
— nlpr slus

Tal y como ya se comenté para el modelo M/M/s, la implementacién di-
recta de las formulas anteriores no es precisamente la manera més eficiente de
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calcular py. Asi, empleando férmulas recursivas puede calcularse py mediante

1
Po = 7 > donde
Zn:OC” +CZS
A
c = l,cp,=cp,1—,paran=1,2,...,s—1
ny
_ K+2
siendo c>5 = 03_1% sip#1ly
- - P

ss = 1 (K+1)sip=1.

A partir de pg, y los pardmetros de entrada del modelo, pueden obtenerse
expresiones explicitas para las p:

Do sin=1,2,...,s
Pn =Cp - Po = }\S

sl,usp”‘spo sin=s+1,5+2,... ,K+s

Nuevamente, las férmulas implementadas directamente a partir de estas expre-
siones son muy poco eficientes y resulta preferible proceder de forma ansloga
a lo hecho para el M/M/s.

Reutilizando los valores c¢,, necesarios para la implementacién del célculo
eficiente de pg, los p,, se obtienen de manera muy sencilla: p, = ¢, -pg, paran =
1,2,...,s—1. Por otra parte, sin > s, el término p,, se calcula recursivamente
comenzando en p,_; que ya esta calculado:

An—l

DPn = Pn-1 =P Pn_1, paratodon =s,s+1,... , K +s

n

Férmula que, atdn siendo vilida para todo valor de p, se trivializa si p = 1,
dando como resultado px s = Pris_1 =+ = Ps = Ps_1 para p = 1.

Las cuatro cantidades medias de interés (L, L,, W'y W,) pueden calcularse
a partir de los valores de las p,, recién encontradas. Posiblemente el célculo
mds sencillo es el de L,, por el cual comenzaremos. Si p # 1, a partir de la
igualdad

KZ“ 1 (K412 — (K +2)a58 41
nx =

(z —1)*

n=0
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demostrada y utilizada ya para el M/M/1/K, se tiene

s+K s+K

)\'I’L
Ly = ), (n=s)pn=) (n—5) 5———
n=s+1 n=s ’ H
A8 s+K 2\ K
f— . . —_— . 77/75717_. . .. 71
= e m p;(n )P = s ijg] I
28 KpK+1_(K+1)pK+1
— ' S.po.p. 5
St (p=1)
N poep [+ KpfT — (K 41) p¥]
— T ,
slp* (1= p)

Por otra parte, si p = 1 entonces

s+K s+K
L, = Z (n—8)pn=ps—1 Z (n—s)
n=s+1 n=s+1
B K(K+1) XN 'K(K+1) p
e R (R S TR DS
En resumen, la expresiéon explicita para el mimero medio de clientes en la
cola es
A po-p 14+ K" — (K +1)p%]
5 sip#1
L, = X slp* (1= p)
MK (K+1)-pg .
sip=1

(s —1)!-2- ps1

o bien, para un cdlculo mucho més eficiente (supuestos realizados los célculos
eficientes comentados mds arriba),

[1+ KpKt — (K +1) p¥] p?

b= K(K+1)(1_p)

2

" Ps—1 Slp#l
“Ps—1 sip=1

Para poder obtener el resto de cantidades medias deberemos usar las fér-

mulas de Little y calcular, primeramente, A:

K+s—1

X:Z%)\npn:)\ Z% pn:)‘(l_pK+S)’

que es la implementacién a usar para un cdlculo eficiente. Una férmula més

explicita para este valor es
— 2\
A=A <1 - pr0> )
slps
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)\sfl
Wpo) S1 p = 1. De nuevo, en este
modelo vuelve a ocurrir que p no representa la intensidad de tréfico efectiva.
Ese valor puede calcularse mediante

que se simplifica a X = A <1 —

A A A
p=—=p (1 - S',usprO) =p- S,MSPKHPO-

A partir de los valores de L, y A, calculados de forma eficiente, pueden
usarse las férmulas de Little para obtener:

L
W, = =2
1 )
1
W o= W,+ -,
L = \W.

En este modelo resulta bastante complicada la distribucién del tiempo que
un cliente est4 en el sistema, aunque no lo es tanto la del tiempo que un cliente
pasa en la cola:

K+s—1 n—s

tT
W,(t)=1—et Y qnz(s“) L sit>0(y W, (t) =0sit<0),

r!

n=s r=0

donde las ¢, tienen el mismo significado que en el modelo M/M/1/K, es decir,
probabilidad de que haya n clientes en el sistema justo cuando una llegada se
estd produciendo, y vienen dadas por

Pn

=" n=0,1,...,K+s—1.
1_pK+s

an

Los comentarios hechos sobre la forma de implementar las funciones W (¢) y
W, (t) en un modelo M /M /1/K, son vélidos para la implementacién de W, (¢)
en este modelo. Asf el aparente doble bucle (en n y en r), en la expresién para
W, (t), puede reducirse a un bucle simple utilizando una técnica totalmente
andloga a la de entonces.

Un caso particular de este modelo es el M/M/s/0, que es uno de los
primeros modelos que estudié Erlang, en los albores de la Teoria de Colas,
para analizar la probabilidad de n lineas ocupadas en una central telefénica
que dispone de s lineas. En el modelo la capacidad de la cola es K = 0, pues
se supone que, si una llamada llega a la central cuando todas las lineas estdn
ocupadas, no permanece en espera sino que recibe la senal de saturacién en
la red abortando la posibilidad de comunicacién en ese momento. Como caso
particular de lo visto en el modelo M/M/s/K, se tiene que la probabilidad de
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n lineas ocupadas en la central viene dada por
)\TL

_ _nlpr _
Dn = — Y ,paran=0,1,...,s,

25

=0

que es la famosa férmula de Erlang, quien probé que también es vilida para
cualquier distribucién del tiempo de servicio, entendiendo entonces que p es la
inversa de la media de dicha distribucién.

Ejemplo 49 Considérese la estacion de trabajo analizada en los dos iltimos
ejemplos y supongase que ain teniendo tres procesadores, solo es posible man-
tener un unico proceso en cola de espera. Calcular las tres cantidades pedidas
en el dltimo ejemplo.

Solucion: El modelo pasa a ser ahora un M/M/s/K con s = 3, K = 1,
A =15y u=20. En primer lugar, resulta obvio que P (N, > 2) =0, ya que el
limite para la cola es K = 1. Por otra parte, aunque podriamos utilizar todas
las formulas obtenidas anteriormente para el cdlculo de L y L,, dado que sdlo
hay cinco estados posibles en el sistema (N = 0,1,2,3,4) quizd sea mds rapido
calcularlas directamente:

_ 1 15 3 B 15 9
Co = ;01—6020—47 02—012_20—32;
o = . 15 9 o e 15 9
5T 2390 T 18 YT %320 T Ry
siendo ¢, = 0 paran =5,6,... De esta forma,
1 1 512

I+i+5+3+tsh 5o 1085
Utilizando todo lo anterior:
4
L = ann = po (c1 + 2¢o + 3cg + 4ey)

n=0
512 § 2-9 3-9 4.9 512 51
1085

816

= Tom = 0. 7521 procesos.

~ 108532

173 T8 T2

Asimismo,
Ly = 0-(po+p1+p2+ps3)+1 L
g = PoTP1TP2TDP3 Py = 1085
= 0.008295 procesos.
Se observa entonces que el sistema estd todavia menos cargado que antes. La

razon es que la limitacion en el tamano de la cola impide un nidmero elevado
de clientes en el sistema (aunque antes dicho nimero ya era muy improbable).
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11.5 El modelo M/M/1/oc/H

Estudiaremos ahora un modelo en el que la poblacién potencial es finita, forma-
da por H individuos. Dado que ahora es obvio que la distribucién del tiempo
entre dos llegadas de clientes consecutivos al sistema dependerd de cudntos
clientes estén en el sistema, una forma razonable de tener esto en cuenta es
considerar que, para cada cliente que acaba de salir del sistema, la distribucién
de probabilidad del tiempo que falta para que vuelva a entrar en él es una
exp (A). Tal como indica la nomenclatura introducida, se supondrd un unico
servidor (que atiende los clientes segin una disciplina FIFO) y que no hay
limite para el tamano de la cola.

En virtud de la carencia de memoria de la distribucién exponencial y de la
probabilidad que nos daba la distribucién del minimo de varias exponenciales
independientes, podemos razonar cuél serd la distribucién del tiempo que falta
para que el préximo cliente entre el sistema cuando ya hay n clientes dentro
de él. Asi, si N = n, el niimero de clientes en la poblacién potencial sera
H — n y el tiempo hasta la préxima entrada en el sistema serd el minimo de
H — n exponenciales de pardmetro )\, independientes entre si. Se trata por
tanto de una exp ((H —n)A). Dado que los tiempos de servicio son también
exponenciales, el sistema puede modelizarse mediante un proceso de nacimiento
y muerte con tasas de llegada

\— (H—n)\ sin=0,1,... , H
"= 0 sin—H,H+1,...

y tasas de servicio
Wy =, sin=12,...

Aunque puede encontrarse una expresién explicita para las c,:
H!
—p" sin=12,... H
Cp = (H*’I’L)'p SL N ) 4y )
0 sin=H+1,H+2,...

resulta mucho més eficiente obtener py mediante un calculo recursivo

1
Po = —j— donde

Zn:()c”
cg = Len=H-n+1)-p-cp,paran=1,2... H

Ademads, el resto de probabilidades se calculan a partir de p, = ¢, - py, para
n=12...,H, yaquep, =0sin > H. Obviamente el modelo es siempre
estacionario.
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En este caso no resulta sencillo obtener una férmula explicita de L 6 L,
pues la suma resultante no corresponde a una serie geométrica o convertible en
geométrica. Por este motivo, debemos calcular directamente

H
L= Zn-pn.
n=1

Ademss,
B H H H H
X= D) dpe=) (H-n)A-py=A (Zﬂ-pn—zn-pn>
n=0 n=0 n=0 n=0
= AN (H-1L).
Teniendo esto en cuenta se llega a que
L L
V= s xmon
1
Wq - - ;,
L, = AW,
Ademas, la intensidad de trafico efectiva es
_ X A (H-L
g AW B oy,
1 f

Definiendo las probabilidades ¢, = P (N = n|;_,), como en modelos ante-
riores, se tiene

¢ = P(N=n|,_ )= f (0|N:n) Pn . Ape 20p,
n  — = T = —
’ S0 (Olye) P Yoo Am€ "D,
S (H=m) P HY oy pn— Sy b
H—n) p, .
- %,p&ranzo’l,m , H — 1, mientras que

g, = Oparan=H H+1,...

Estas probabilidades aparecen en las expresiones para W (t) y W, (¢):

H-1 n T
t
Wit = 1—e™ E In E (Mr') ,sit >0 (y W(t) =0 en otro caso)
n=0 ’

r=0

LN, N )
USRI S B
n=1 r=0 '

De nuevo, estas férmulas se pueden implementar de manera mucho maés efi-
ciente de lo que podrfa parecer a primera vista, gracias a un tinico bucle con
célculos recursivos.

,sit >0 (y W, (t)=0sit<0).
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11.6 El modelo M/M/s/oo/H

Generaliza el anterior a un nimero entero, s, cualquiera de servidores. Al igual
que en aquel, la poblacién potencial es finita, con H elementos y, por tanto, la
distribucién del tiempo entre dos llegadas de clientes consecutivos al sistema
dependerd de cudntos clientes estén en el sistema, suponiendo, de nuevo, que
cada cliente que acaba de salir del sistema, vuelve a entrar en él al cabo de un
tiempo aleatorio con distribucién exp (A). Igual que en el modelo anterior la
disciplina es FIFO y la capacidad de la cola ilimitada. En este modelo supon-
dremos s < H. Esta restriccién, ademds de ser bastante realista, no supone
ninguna pérdida de generalidad pues un modelo con s > H puede resolverse
haciendo el niimero de servidores igual a H. De esta forma, cantidades como L,
Ly, W, Wy, o las p,, calculadas a partir del modelo modificado, serfan las mis-
mas que para el modelo original. Tan sélo algunas cuestiones como el nimero
medio de servidores ocupados necesitarfan algiin reajuste posterior para tener
en cuenta el verdadero valor de s > H.

Los razonamientos realizados para el modelo M/M/1/oo/H, sobre las tasas
de llegada son perfectamente validos ahora, obteniendo, como consecuencia,

\ - (H—m)\ sin=0,1,...  H
"1 0 sin=H H+1,...

Por su parte, las tasas de servicio son igual que para los modelos M/M/s 6
M/M/s/K,

_f onp o sin=1,2,...,s
Hn = s osin=s,s+1,...

Una expresién explicita para las constantes ¢, es

H! A" ‘
m'n!m sin=1,2,...,s
Cp = H' AS . . B
M'S!us'p sin=s,s+1,... , H

0 sin=H+1,H+2,...

Consecuentemente el modelo es estacionario siempre. De nuevo, resulta mucho
més eficiente un calculo recursivo de las ¢, para obtener pg:
1
Po = —F,COn

Zf:ocn
A
o = Len=H-n+1)-—-cq,8sin=1,2,...,s,
np
¢n = (H=-n+1)-p-cp_,paran=s+1,s+2,... , H.

Como siempre las demés probabilidades se obtienen como p, = ¢, - pg, para
n=12..., H yp,=0sin>H.
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Como cabe esperar (pues ya ocurria en el modelo anterior con s = 1), no
podemos obtener una férmula explicita para L 6 L,. Asi, se calcula directa-
mente

H
L= annv
n=1

demostrando, igual que en el modelo anterior, que A = A-(H — L). Las férmulas
de Little y la relacién entre tiempos medios permiten ahora obtener W, W, y
L,. También ahora la intensidad de tréfico efectiva es p = p- (H — L).

La expresién para W (t), en este modelo, es muy complicada. Seguida-
mente se incluye la de W, (t), que vuelve a depender de g, = P (N =n|,_,) =
W_m)en (p—0,1,... H—1),

H-L
H-1 n—s r
t
W) =13 ¢, (8’;) L sit>0(y W,(t)=0sit<0).
n=s r=0 :

Como en ocasiones anteriores, el aparente doble bucle que conlleva la imple-
mentacién de W, (t) es evitable y puede programarse por medio de un nico
bucle con cédlculos recursivos.

Ejemplo 50 Se dispone de un sistema informdtico con 5 estaciones que cada
cierto tiempo deben realizar un back-up, impidendo durante ese tiempo su uti-
lizacion por parte de los usuarios del sistema. Debido a las caracteristicas del
sistema los back-up no se producen a una hora fija sino cada vez que se alcan-
za cierto limite de capacidad. Se ha comprobado que el tiempo que transcurre
desde que una de estas estaciones termina un back-up hasta que lo vuelve a
realizar es aleatorio y con distribucion exponencial de media de 2 horas. Por
su parte, la duracion del proceso de back-up también es aleatoria y con dis-
tribucion exponencial de media 5 minutos. Ademds existen dos unidades de
cinta contra las que puede realizarse el proceso de back-up, permaneciendo la
estacion en espera si ambas estuviesen siendo utilizadas por otras estaciones.
Se pide:

1. Calcular la probabilidad de que una estacion tenga que esperar para ini-
ciar su back-up.

2. ¢Cudl es el nimero medio de estaciones disponibles para los usuarios?

8. Encontrar el tiempo medio que cada estacion estd fuera de servicio con
motiwo de un back-up.

4. ¢Durante qué porcentaje de tiempo es utilizada cada unidad de cinta?

Solucion: Se trata de un modelo M/M/s/oo/H, con s = 2 (unidades de

cinta), H = 5 (estaciones), % =2y % = 6—%, expresando el tiempo en horas.
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De esto se obtiene que A = % y = 12. En primer lugar se calculardn las
constantes c,, y el valor py:

" 5
= 1 — o2 —
Co » C1 = Co 12 o1
o = abi_ 5 _ 5
27 212 2412 288
e 3-3 5 3 5
7 ?2.12 7 288 48 4608’
g = ¢ 2.% = o _
Y7 920127 460824 110592
cs = ¢ % = 0 = > ast
57 Y5712 T 11059248 5308416 7
1
Po =
Co+c1+catce3tcegt+cs
1
1+ 2 + 555 + 708 + oo T 530016
1 5308416
= = = 0.81511
6512501
eaee 0512501
Resolvamos apartado por apartado:
1. Se trata de g2 + q3 + q4. Como ¢, = %. Primeramente debemos

calcular

H—L = b5po+4p1 + 3p2 + 2p3 + ps = po (5eg + 4c1 + 3co + 2¢3 + ¢4)
5308416 5 5 5 5
= 5.14+4. —4+3. — 1+92.—_
6512501 ( + 24 + 288 + 4608 + 110592>
5308416 651125 31254000

= . = =4.799
6512501 110592 6512501 ’
con lo cual
5 _9).5308416 5 _ 1152
w o= U IR s,
6512501 130225
(5-3) 2 s _ 48 4
q3 - 31254000 - == 3. 6859282 X 10 s
6512501 130225
(5 — 4) ) gg(l)gg(l)fls ) 1105592 1 -6
qs = 4 = =7.6790171 x 10™°.
3615215250(;)10 130225

De forma que g2 + g3 + q4 = 11?3324285“ = 1%32%5 = 0.009222 .

2. Se pide H — L, que ya fue calculado previamente:

H— L =4.799 estaciones.
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3. En primer lugar, obsérvese que

- 1 31254000 15627000
A=ANH-L)=-" = = 2.3995.
( ) 2 6512501 6512501

A partir de este valor se obtiene

4
W = L _ 5— 3615215252?10 _ 5—4.799
BN 15627000
A 6512501 2.3995

~ 5 minutos y 1.3 sequndos.

= 0.0837 horas

4. La probabilidad de que una unidad de cinta esté desocupada es

1 C
Pdesocupada = 1po+—p1+0(p2 +p3+p4+p5):p0 (1+_1)

2 2
5308416 2 5861376
= —— (1+2& ) = ——— =0.900019 1
6512501 ( * 2) 6512501 y ast
Pocupada = 0.099981.

Asi, se tienme que el porcentaje de tiempo en el que cada unidad estd
ocupada es ligeramente inferior al 10% (concretamente el 9.998% ).

11.7 El modelo M/M/s/oo/H con repuestos

Es una modificacién del modelo anterior que responde a la idea de ocupar el
espacio vacio que deja un cliente en la poblacién potencial, al entrar en el
sistema, con un nuevo cliente un tanto especial (llamado repuesto), que en un
principio no se encontraba en ella. Esto se hard en tanto existan repuestos
disponibles.

El modelo M/M/s/oo/H con Y repuestos suele utilizarse en situaciones
donde los clientes estdn realizando cierto tipo de cometido cuando se hallan en
la poblacién potencial y entran en el sistema cuando se averian (representando,
por tanto, el sistema el mecanismo de reparacion). Ejemplos reales de esta
situacién pueden ser

e H maquinas de una factorfa que estdn funcionando en una cadena de
montaje (en la cual no podemos instalar mds de H maquinas) para las
cuales tenemos Y mdaquinas de repuesto por si se averia alguna de ellas.

e ¢l propietario de H licencias de médquinas “tragaperras”, que dispone de
un stock de otras Y méquinas més, para no dejar de obtener recaudacion
cuando una de las H mdquinas se averfa y ha de pasar cierto tiempo
siendo reparada.
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De forma similar a lo que ocurria en el modelo anterior, supondremos s <
Y + H, aunque el caso s > Y + H podria cubrirse, en casi todo, con aquél en
el que se da la igualdad.

Mientras existan repuestos suficientes, las tasas de llegadas de clientes de la
poblacién potencial serdn constantemente iguales a H - A, pues habra siempre
H clientes fuera del sistema. A partir del caso N =Y + 1, las tasas decreceran
como ya lo hacian en el modelo sin repuestos. Como consecuencia de todo ello,
las tasas de llegada son

HX sin=0,1,... )Y
A=< (H+Y —-n)X sin=Y,Y+1,..., Y+ H
0 sin=Y+HY+H+1,...

Las tasas de servicio son exactamente iguales que en el modelo sin repuestos:

_f np sin=1,2,...,s
Hn = s osin=ss+1,...

Es inmediato probar que el modelo es estacionario siempre (ya que hay
s6lo un numero finito de constantes ¢, no nulas). Ademds, pueden obtenerse
expresiones explicitas de las ¢, distinguiendo dos casos: si s <Y,

H™A\™
n"un Sin:1727---7$
olen—s,m sin=s,s+1,...,Y
Cn = slsn=spun
HY HIX" o
(H"‘Y—n)!g!snfs'u/n S1n=1r, +1,..., —+
’ sin=Y+H+1LY +H+2,...

ysiVY <s<Y+H,

HTLATL
n'luj“b Sin:1,2,...7Y
HY HI\" . vy
st = ..., 8
Cp = (H+Y —_ n)'n'un s , ,
HYHI\"
in= 1.....Y+H
(H+Y—n)!8!8n—sﬂn S1n 8,S+ , 7 +
0 sin=Y+H+1Y+H+2,...

Como en modelos anteriores, es mucho méds eficiente calcular recursivamente
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estas constantes. Para ello se hace ¢y = 1. Ademaés,

H)\
Sis < Y, hacerc,=— ¢, 1, paran=1,2,...,s,
np
cn = H-p-cpy,paran=s+1,s+2,....,Y,
¢, = (H+Y —n+1)-p-cp1,sin=Y+1,Y+2 ... Y+ H.
H)
SiY < s<Y+H,hacerc, =— ¢, 1, paran=1,2,... Y,
ny
H+Y - 1A
C, = (H + n+l) “Cp_1, paran=Y +1,Y +2 ... s,

L
¢ = (H+Y —n+1)-p-cp1,sin=s+1,s+2,..., Y+ H.

Con estos valores se calcularia

1

bo==gv
3o cn

y el resto de probabilidades no nulas se obtendrian a partir de p, = ¢, - po,
paran =1,2,...,Y + H. El valor de L habra de calcularse directamente de
su deﬁn1c1on L ZYJFIH n - pp, Mientras que

Y+H Y-1 Y+H

N = ZAn~pn:ZH/\-pn+ S (H+Y —n)X-p,
n=0 n=yY
Y+H Y+H

= H\- an—i-H/\ ZPWZ Y —n)X-p,
Y+H

A(H—Z(n—Y)-pn>.
n=yY

Gracias a las férmulas de Little y la relacién entre los tiempos medios de
espera en el sistema y en la cola, se obtienen facilmente W, W, y L,. Ademds,

la intensidad de tréfico efectiva es p= 2 = p- (H ST -Y)- pn>

La expresién para W, (t) viene dada por

w0 =1 Y 3

sitzo(qu(t)=OSit<0),

siendo
VIE sin=0,1,...,Y —1
H=Y (m=Y)-p
Gn =P (N =n|p_) = (]_}niyy n)
_ " Pn s
ViH sin=Y,..., Y+ H—-1
H— Z(m_y)'pm
m=Y
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Al igual que en modelos precedentes W, () puede implementarse de manera
mucho més eficiente que con el bucle anidado que sugiere su expresién. Por su
parte la funcién de distribucién del tiempo de un cliente en el sistema, W (),
es de expresién mucho més complicada y la obviaremos.

11.8 El modelo M /M /oo

Como su nombre indica, se trata de un modelo con infinitos servidores, dis-
tribucién del tiempo entre llegadas exp (), distribucién del tiempo del servicio
exp (u), sin limitaciéon para la cola, poblacién potencial infinita y disciplina
FIFO. En realidad, el hecho de que haya infinitos servidores implica que tanto
la capacidad de la cola como la disciplina son pardmetros irrelevantes. Una de
las situaciones préacticas en la que puede tener sentido el considerar un nimero
infinito de servidores es aquella en la que cada cliente se da servicio a si mis-
mo. Por ese motivo este modelo se denomina, en ocasiones, modelo de servicio
amplio o de autoservicio.

Sin realizar cédlculo alguno, es intuitivo que, para este modelo, N, y W,
serdn variables aleatorias que toman el valor cero con probabilidad 1, pues
nunca habra clientes que esperen en la cola (todos pasan directamente a ser
servidos) y, como consecuencia, L, = 0y W, = 0. Por el motivo antes citado,

se tiene también que W 4 exp (i) y, en particular, W = % Por 1ltimo, la

primera férmula de Little nos lleva a que L = 2.
De manera un poco mas precisa, las tasas de llegada son

An = A, paratodon =0,1,...
mientras que las tasas de servicio vienen dadas por
Wy, =np, paran=1,2,...

Como consecuencia se tiene,
n

Cp = ,sin=1,2,...

nlym

Dado que la serie

n
00 o0 (A)
m
PICEDD
n!
n=1 n=1

es siempre convergente, entonces el modelo siempre alcanza un estado esta-
cionario. Ademads,

1 1 1
= — = ~ =
L+ i S @) el

n=0 n!

= € ;

=

Do
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mientras que cualquier otra probabilidad viene dada por

A la vista de esto se deduce que la variable aleatoria N tiene distribucién
de Poisson de pardmetro ﬁ En particular su media es L = %, tal y como ya
habifamos anticipado. Por tltimo, la intensidad de trafico es, en sentido estricto,
cero, pues la capacidad de servicio es infinitamente mayor que la llegada de
clientes al sistema.

11.9 Ejercicios propuestos

1. El sistema de la cola de un surtidor de gasolina se adecia a un modelo
M/M/1 estacionario. Se sabe que es dos veces mds probable que se halle
tan sélo una persona esperando para hacer uso del surtidor que que estén
dos esperando. El ntimero medio de clientes que acuden por hora es de
40. Se pide:

(a) {Cual es la probabilidad de que el surtidor de gasolina esté vacio?

(b) ;Cuadl es el tiempo medio que un cliente necesita para llenar el de-
pdsito de su vehiculo desde que llega a la gasolinera?

2. Una sucursal bancaria dispone de 3 cajeros autométicos. De vez en cuan-
do el papel de algtin cajero se atasca y el aparato deja de funcionar hasta
que uno de los empleados (especialmente adiestrado para llevar a cabo
esta tarea) consigue arreglar la averfa. Se sabe que el tiempo que uti-
liza dicho empleado sigue una distribucién exponencial con media de 10
minutos, mientras que la distribucién del tiempo que un cajero estd fun-
cionando hasta que se atasca el papel es también exponencial pero con
media de 2 horas. Calcular:

(a) La probabilidad de que funcionen los tres cajeros.
(b

)

) El mimero medio de cajeros averiados.

(c¢) El tiempo medio que un cajero esté averiado.
)

(d) Sien un momento dado funcionan los tres cajeros, ;cudl es el tiempo
medio hasta la préxima averia?

3. A fin de evitar el envio masivo de procesos a una cola de ejecucién, un
centro de cdlculo establece el lfmite méximo de tres procesos en espera
de comenzar a ser ejecutados (a parte del proceso que se encuentre en ese
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momento activo) bajo una disciplina FIFO. Los procesos se envian segtin
un proceso de Poisson, a razén de 4 por minuto. El tiempo de CPU de un
proceso sigue una distribucién exponencial de media 1 minuto. Se pide:

(a) La probabilidad de que un proceso enviado a cola sea rechazado por
estar ésta llena.

(b) El mimero medio de procesos en espera de comenzar a ejecutarse.

(¢) El tiempo medio que transcurre entre la entrada en cola de un pro-
ceso y el fin de su ejecucion.

(d) El porcentaje de tiempo en el que la CPU est4 inactiva.

4. A una centralita telefénica llegan llamadas, segin un proceso de Poisson,
a razén de 4 por minuto. El tiempo que emplea la tinica telefonista en
direccionar cada llamada sigue una distribucién exponencial con media
de 10 segundos. Suponiendo que las llamadas recibidas mientras la ope-
radora estd ocupada se mantienen en espera para ser atendidas segiin su
orden de llegada, calcular:

(a) El mimero medio de llamadas en espera (sin tener en cuenta las que
se estdn atendiendo).

(b) La probabilidad de que una llamada tenga que esperar méas de un
minuto hasta que sea direccionada.

(c) Asumiendo ahora que no es posible mantener llamadas en espera
cuando la telefonista estd ocupada, calcular la probabilidad de que
una llamada realizada obtenga la senal de “comunicando”.

5. Obtener una férmula, lo méds simple posible, para el calculo de la proba-
bilidad de que haya mas o igual que k clientes en un modelo M /M /1.

6. Una estacion de trabajo con dos procesadores, cada uno de los cuales es
capaz de atender 60 procesos por hora, da servicio de forma que un mismo
proceso sélo es atendido por un tnico servidor y segtin un riguroso orden
de llegada. El tiempo de servicio de un proceso sigue un distribucién
exponencial y ademds, los procesos llegan segiin un proceso de Poisson,
a razén de 100 cada hora. Se pide:

(a) La probabilidad de que estén més de tres procesos en la estacion.
(b) La probabilidad de que haya algiin procesador libre.

(c¢) El mimero medio de procesadores ocupados.

7. Un laboratorio de informdtica consta de 5 estaciones de trabajo. Cada
estacién se averfa, por término medio, una vez cada 30 dfas, siendo el
tiempo hasta la proxima averfa, de distribucién exponencial. El labo-
ratorio dispone de dos personas que, en caso de ser necesario, pueden
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arreglar estas averfas. Fl tiempo de reparacién (para cada uno de los
técnicos) es exponencial, con media de 3 dfas. Calcular:

(a) El nimero medio de estaciones funcionando.

(b) El porcentaje de tiempo que cada uno de los técnicos puede dedicar
a otras tareas ajenas a la reparacién de las estaciones.

8. A una CPU llegan procesos, a razén de 5 por minuto, que son atendidos
sobre la base de que el primero que llega es el primero en ser ejecutado
en su totalidad. El tiempo entre la llegada de dos procesos consecutivos
es de distribucién exponencial y el tiempo de ejecucién de los procesos
también es exponencial, teniendo como media 5 segundos.

(a) (Es el sistema estacionario? ;jPor qué?

(b) {Cuénto tiempo transcurre, por término medio, desde que llega un
proceso a la CPU hasta que termina de ejecutarse? ;Qué relacién
guarda con el tiempo medio de ejecucién?

(¢) Calcular la probabilidad de que un proceso que llega pueda ser eje-
cutado sin espera previa y el nimero medio de procesos en espera
de ejecucion o en ejecucién propiamente dicha.

9. A una maquina perforadora de una cadena de produccién llegan mecanis-
mos de interruptores diferenciales segtin un proceso de Poisson, con media
de 10 por minuto. El tiempo, en minutos, necesario para llevar a cabo la
perforacion del mecanismo es de distribucién exponencial con pardmetro
12. Cuando un nuevo mecanismo llega a la méquina perforadora y és-
ta estd ocupada, aguarda, segin el turno que le corresponda, hasta que
pueda ser perforado. A tal efecto, se supone que la zona de espera en la
que se van almacenando los mecanismos antes de ser perforados es lo su-
ficientemente amplia para que no existan aglomeraciones que sobrepasen
estas dimensiones.

(a) (Cuadl es el porcentaje de tiempo durante el cual la perforadora estd
libre?

(b) (Cuél es el nimero medio de mecanismos en toda la zona de per-
foracién (perforadora y zona de espera)?

(¢) Calcular el tiempo medio que un mecanismo pasa en todo el proceso
de perforacion (desde que llega a esa zona hasta que sale perforado)
y la probabilidad de que para un mecanismo se emplee més de un
minuto en todo ese proceso.

(d) Si ahora se supone que la zona de espera tiene sélo capacidad para
3 mecanismos y que cuando un mecanismo que llega y se encuentra
dicha zona completa, se desvia a otra rama de la cadena de produc-
cién, calcular la probabilidad de que se produzca dicho desvio.
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(e) Bajo el supuesto del apartado anterior, jcudl es ahora el tiempo
medio desde la llegada de un mecanismo hasta su perforacién?

10. Un centro de cdlculo dispone de 4 estaciones de trabajo. De vez en cuando
alguna de las estaciones queda fuera de servicio y uno de los dos analistas
del citado centro ha de subsanar el problema poniendo de nuevo en fun-
cionamiento dicha estacién. Se sabe que el tiempo que tarda cualquiera
de los analistas en levantar el sistema del servidor sigue una distribu-
cién exponencial con media de 10 minutos, mientras que la distribucion
del tiempo que un servidor estd funcionando, hasta que queda fuera de
servicio, es también exponencial pero con media de 2 horas. Calcular:

a)
b)

c¢) El tiempo medio que una estacién estd averiada.

La probabilidad de que funcionen las cuatro estaciones.

El nimero medio de estaciones averiadas.

~ o~ —~

d) Si en un momento dado funcionan las cuatro estaciones, jcudl es el
tiempo medio hasta la préxima averia?

(e) Calcular el porcentaje de tiempo que cada analista dedica a subsanar
averias.

11. Un sistema informético de una biblioteca dispone de 3 lectores de CD
que funcionan ininterrumpidamente. No obstante, de vez en cuando se
produce algtin error de lectura en alguno de ellos y deja de funcionar has-
ta que uno de los encargados de la biblioteca (que es quien siempre lleva
a cabo esta tarea) consigue arreglar la averia. Se sabe que el tiempo que
esta persona utiliza en dicha reparacién sigue una distribucién exponen-
cial con media de 5 minutos, mientras que la distribucién del tiempo que
un lector estd funcionando hasta que se produce algiin error de lectura
es también exponencial pero con media de 1 hora. Calcular:

(a) La probabilidad de que funcionen los tres lectores.
(b

)

) El nimero medio de lectores averiados.

(c) El tiempo medio que un lector estd averiado.
)

(d) Si en un momento dado funcionan dos lectores, jcudl es el tiempo
medio hasta la préxima averia?

12. Cinco estaciones de trabajo MOON se encuentran funcionando en un
centro de cdlculo. Por problemas con el sistema operativo Lunaris 3.2,
las mdquinas pueden quedar fuera de servicio temporalmente hasta que
el técnico encargado vuelve a hacerlas funcionar. El tiempo que tarda
una estaciéon de trabajo en averiarse sigue una distribucién exponencial
con media de 10 dfas. El tiempo de reparacién es también exponencial y
con media de cinco horas. Las mdquinas averiadas son atendidas segtin
una disciplina FIFO. Calcular:
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13.

14.

15.

(a) La probabilidad de que alguna estacién esté averiada.
(b) El mimero medio de estaciones funcionando.

(¢) Cuando una mdquina se averia, jcudntas horas pasan, por término
medio, hasta que vuelve a funcionar?

(d) Si todas las estaciones estan funcionando, jcudl es la probabilidad
de que en el transcurso de las préximas 40 horas se averie alguna?

Un computador de procesamiento en paralelo dispone de seis unidades de
procesamiento idénticas. El tiempo que una de estas unidades permanece
en funcionamiento hasta que se averia sigue una distribucién exponencial
de media 12 dfas. Las unidades averiadas son reparadas (por orden de
averfa) por un técnico, al cual le lleva un tiempo exponencial de media
medio dia realizar su tarea para cada unidad. Se pide:

(a) la probabilidad de que el técnico esté desocupado.

(b) el nimero medio de unidades de procesamiento en funcionamiento.

Por razones técnicas, una centralita con dos operadoras sélo permite man-
tener tres llamadas en espera (de tal forma que cualquier llamada pro-
ducida cuando ya hay dos siendo atendidas por las operadoras y otras tres
en espera, recibe el tono de “linea ocupada”). Las llamadas llegan segiin
un proceso de Poisson, a razén de 6 por minuto, siendo 15 segundos la
media del tiempo que tarda cada operadora en direccionar una llamada
y dicho tiempo de distribucién exponencial. Calcular:

(a) El porcentaje de tiempo en que cada operadora estd ocupada.
(b) El mimero medio de llamadas en espera.

(¢) La probabilidad de que una llamada obtenga la senal de “linea ocu-
pada”.

(d) Calcular las tres cantidades anteriores bajo el supuesto de que sélo
hubiese una operadora.

Una factoria dispone de cuatro equipos de generacion de corriente eléctri-
ca que suministran gran parte de la energfa que necesita dicha empresa.
La distribucién del tiempo que transcurre desde que un generador comien-
za a funcionar hasta que se averia es exponencial, con media de 40 dias.
El tiempo de reparacién de un generador es una variable aleatoria de
distribucién exponencial y media 10 dfas. Sabiendo que existe un tinico
técnico capaz de reparar los generadores, se pide:

(a) La probabilidad de que el técnico esté ocupado.

(b) El porcentaje medio de tiempo en el que todos los equipos de gene-
racién estdn averiados.
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(¢) El ntimero medio de averfas de equipos en un mes.

(d) El tiempo medio que transcurre desde la averia de un equipo hasta
su reparacion.

(e) El mimero medio de equipos funcionando.

16. Dar una férmula, lo més sencilla posible, para el célculo de la probabili-
dad de que cierto servidor esté ocupado en un modelo de colas M/M/s.
Demostrar la validez de dicha expresion.

17. Una estacion de trabajo con cuatro procesadores recibe procesos que son
ejecutados en uno de los procesadores seguiin una disciplina FIFO. La
llegada de procesos obedece un proceso estocdstico de Poisson con in-
tensidad de 5 procesos por minuto. El tiempo de CPU de un proceso
(tiempo durante el cual estd procesandose, descontando el tiempo de es-
pera previa) elegido al azar sigue una distribucién exponencial con media
de 30 segundos. Se pregunta:

(a) ;Es el proceso estacionario? ;Por qué?
(b) (Cuaél es el mimero medio de procesos totales en la estacion?

(c) {Cuénto tiempo transcurre desde que se envia un proceso hasta que
su ejecucién termina (tiempo medio real)? Expresarlo como cociente
entre el tiempo medio de CPU.

(d) Calcular el nimero medio de procesadores ocupados.

(e) {Cuél es la probabilidad de que, al enviar un proceso, éste comience
a ser ejecutado sin demora?

18. A un cajero automético (con un unico terminal) llegan usuarios segin un
proceso de Poisson a razén de 15 por minuto. El tiempo de uso del cajero,
por parte de cada individuo, es una cantidad aleatoria con distribucién
exponencial y media de 3 minutos. Se pide:

(a) (Es el sistema estacionario? ;jPor qué?
(b) ;Cuaél es el nimero medio de usuarios haciendo cola fuera del cajero?

(¢) ;Cuénto tiempo transcurre, por término medio, desde que un usuario
se acerca al cajero hasta que termina su transaccién en el mismo?
Expresarlo en relacién con el tiempo medio de uso del cajero por
cada cliente.

(d) Calcular la probabilidad de que el cajero esté desocupado.

(e) ;Cuanto tiempo pasard, por término medio, desde que un cliente
llega al cajero hasta que termina de utilizarlo, sabiendo que en el
momento de su llegada hay una persona haciendo uso del cajero y
dos maés esperando fuera?
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19.

20.

La tnica linea telefénica de atencién al cliente de una pequena entidad
recibe llamadas, segin un proceso de Poisson, a razén de 5 por hora
(en condiciones normales de trabajo). La duracién de las llamadas es
de distribucién exponencial con una media de 2 minutos. Cuando se
produce una llamada en el momento en que el operador estd atendiendo
otra, esta nueva llamada permanece en espera para ser atendida, salvo
que ya exista otra llamada en espera, en cuyo caso obtiene el tono de
linea ocupada. Calcular:

(a) La probabilidad de que una llamada sea atendida sin demora.
(b) La probabilidad de que una llamada necesite estar en espera.

(¢) La probabilidad de que una llamada se pierda por estar la linea
ocupada.

(d) {Cuédnto valdria la probabilidad pedida en el apartado anterior si
suponemos que estamos en un perfodo punta correspondiente a 5
llamadas por minuto?

Para el sistema de una cola con llegadas y servicios exponenciales pero sin
repuestos (modelos M/M/s, M/M/s/K, M/M/s/oo/H sin repuestos y
M /M /o) encontrar una expresiéon que permita hallar el mimero medio
de servidores ocupados en términos de L y L,. En el caso concreto de
un modelo M/M/s/K, expresar dicha cantidad en funcién del niimero
de servidores y la intensidad de tréfico efectiva. Por iltimo, a partir
de la expresién encontrada, justificar que la probabilidad de bloqueo,
Phloqueos de un sistema M /M /s puede acotarse inferiormente mediante

1
Phbloqueo >1- ;
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Se estudiardn aqui los modelos bésicos de redes de colas abiertas y cerradas con
distribucién del tiempo de servicio y distribucién del tiempo entre llegadas (si
es el caso) exponencial. Ademds se impondra la restriccién de que los clientes
que salen servidos de una de las colas que compone la red se mueven, instan-
tdneamente y con ciertas probabilidades prefijadas, a cualquier otra posible cola
de la red. Estos modelos dan lugar a las llamadas redes de Jackson (abiertas y
cerradas). También se estudiarén en el capitulo otros modelos particulares de
redes de colas como las colas en serie (sin y con bloqueo) y las redes circulares
de colas.

12.1 Introduccion a las redes de colas

Una red de colas no es mas que una red en la que cada nodo estd constituido
por el sistema de una cola. Se trata, por tanto, de un grafo orientado en el
que se pueden producir transiciones de clientes que salen servidos de un nodo
(que es una cola) hacia otro nodo. La forma més habitual (aunque no la tinica)
para modelizar el modo en que los clientes servidos en un nodo se dirigen a otro
es considerando que lo hacen de acuerdo a una distribucién de probabilidad
discreta.

Al igual que en los modelos de una unica cola, en las redes de colas también
pueden producirse llegadas de clientes desde fuera del sistema (desde fuera
de la red, en este caso) y salidas de clientes servidos hacia fuera de la red.
A diferencia de aquél caso, en las redes de colas si tiene sentido el plantear
situaciones en las que no hay llegadas de clientes desde fuera de la red ni
salidas hacia fuera de la red. Esto da lugar a las llamadas redes cerradas, que
tienen la peculiaridad de que el nimero total de clientes en la red es fijo y lo
tinico que desconocemos es dénde se encuentran (en qué nodos concretos) y en
qué estado de servicio se hallan. Por su parte, las redes abiertas son aquellas
en que si se producen llegadas de clientes y salidas hacia fuera de la red.

Como se comentaba con anterioridad, denotando por 1,2, ... , K, los nodos
que forman la red (es decir las etiquetas con las que denotamos cada cola)
la manera maés frecuente de modelizar las transiciones de clientes consiste en
suponer que cuando un cliente sale servido de la cola del nodo 4 (siendo i €
{1,2,...,K}) se desplaza instantdneamente al sistema de la cola de cualquier
otro nodo j € {1,2,... , K}, con probabilidad p;;. Evidentemente, en las colas
abiertas también es posible que desde algunos nodos se pueda abandonar la
red. Denotando con el indice 0 el exterior de la red, la probabilidad de que un
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cliente abandone la red cuando sale servido del nodo i se denotard por p;y y
puede calcularse a partir de las anteriores mediante

K
pio =1 — sz‘j-
j=1

Este tipo de esquema de transicién de clientes se denotard por esquema de
transiciones instantdneas aleatorias de clientes.

En una situacién como la anterior, las probabilidades de transicién de
clientes de unos nodos a otros se pueden expresar de forma matricial:

buu P12 - Py - PiK
P21 P22 - P2j ccc D2K
p_ : : : :
Pi1 Pi2 - Pij - DiK
Pk1 Pk2 - PKj ' PKK

Esta es la llamada matriz de transicién de la red.

Normalmente denotaremos por \; la tasa de entrada desde fuera del sis-
tema a la cola del nodo i € {1,2,...,K}. Asimismo y,; denotard la tasa
de servicio de cada uno de los servidores del subsistema del nodo i. De esta
forma, bajo la hipétesis de que los tiempos entre llegadas desde fuera del sis-
tema sean de distribucién exponencial de pardmetro Ay y denotando por py;
la probabilidad de que cuando un cliente entra al sistema lo haga a través del
nodo i, se tiene que la distribucién del tiempo entre dos entradas consecutivas
de clientes al subsistema del nodo i es también exponencial y con pardmetro
Ai = Ap - po;. Obviamente los valores \; también pueden interpretarse como
el nimero medio de clientes que entran al sistema, por el nodo i, por unidad
de tiempo. El mimero efectivo de llegadas de clientes al subsistema del nodo ¢
(sean procedentes de fuera del sistema o de otro nodo del mismo) se denotard
con la letra lambda maytscula A;. Para evitar la confusién entre las cantidades
citadas en este parrafo y la tasas de llegadas y servicios en funcién del nimero
de clientes que hay en el sistema (tradicionalmente denotadas por A\, y p,),
pasaremos a denotar estas tltimas por Al(.n) y ME”), queriendo expresar éstas las
tasas de llegadas y servicios al subsistema del nodo ¢, cuando hay n clientes en
dicho subsistema.

12.2 Redes de Jackson abiertas

Una red de Jackson abierta no es mas que una red de colas abierta (es decir,
en la que hay llegadas de clientes desde fuera de la red y salidas de clientes a
fuera de la red) que verifica las tres propiedades siguientes:
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1. Cadanodoi=1,2,..., K tiene un mecanismo de servicio consistente en
s; servidores con tiempo de servicio de idéntica distribucién, exponencial
de pardmetro ;.

2. Los clientes que llegan al nodo ¢ desde fuera del sistema lo hacen segiin un
proceso de Poisson de intensidad ;. Esto equivale a decir que los tiempos
entre dos llegadas de clientes consecutivos desde fuera del sistema al nodo
i, siguen una distribucién exponencial de dicho pardmetro.

3. El flujo de clientes sigue el esquema de transiciones instantdneas aleato-
rias. Es decir, cada cliente que sale servido del mecanismo de servicio
del nodo ¢ va instantdneamente a cualquier otro nodo j con probabi-
lidad p;;, o bien sin6 sale del sistema (lo cual ocurre con probabilidad

K
pio=1—=20", pij)-

La forma de poder encontrar las distintas cantidades de interés en una
red de Jackson abierta viene dada por el Teorema de Jackson que pasamos a
enunciar.

Teorema 51 (Teorema de Jackson) Consideremos una red de Jackson abier-
ta con K modos. Entonces, las tasas de llegada a cada nodo j de la red
(A;) verifican:

K
Aj:)‘j—i_ZAipij; pamjzl,Q,...K.

i=1

Ademdas, denotando por p(ni,ng,--- ,nk) la probabilidad de que haya exacta-
mente ny clientes en el nodo 1, ny clientes en el nodo 2, ... , ng clientes en
el nodo K, y si \; < sjp;, parai=1,2,... K, entonces se tiene:

p(ni,ng, - ng) =pi(ni)-pz(ng) - px (nK)

siendo p; (n;) la probabilidad de que haya n; clientes en el nodo i, calculada
como si el nodo i se tratase de un modelo M /M/s; aislado, con tasa de llegada
A; y tasa de servicio ;. Mas ain, el subsistema de cada nodo se comporta, en
general, como si fuese un sistema aislado correspondiente a un modelo M /M /s;
independiente de los demds.

Como consecuencia del Teorema de Jackson resulta facil obtener las prin-
cipales cantidades acerca de cada subsistema. Por analogia con la notacién
anterior, denotaremos esas cantidades por L;, Lq;, W; y W,, cuando se re-
fieran al subsistema del nodo i. Para hacer mencién a las correspondientes
cantidades sobre todo el sistema (toda la red) usaremos la notacién Lz, Ly,
WT y W, T

Los pasos a seguir para resolver cualquier red abierta de Jackson serdn:
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1. Una vez establecidas la tasa de entrada desde el exterior a cada sub-
sistema ();), la tasa de servicio (y;), el nimero de servidores (s;) y las
probabilidades de transicién (p;;), plantear y resolver el sistema de ecua-
ciones:

K
Aj =) +ZAZ-pij, paraj=1,2,... K,
i=1
0, equivalentemente, en forma matricial

—

N =X + P X, o simplemente, (I —P" N =N,

siendo
Ay A1
N = A.2 y A= /\.2
Ax A

La solucién A = (I —PH)™". N nos proporciona las tasas totales de
llegada a cada subsistema (vengan de fuera o de otro nodo).

2. Utilizando los valores encontrados en el paso anterior pueden hallarse
todos los valores relevantes de cada subsistema (L;, Ly;, W; y W), sin
més que considerarlo como un modelo M/M/s;, por separado, con tasa
de llegada A; y tasa de servicio p,.

3. Debido a la naturaleza del sistema (una red de colas) y a la hipétesis de
transiciones instantdneas, los pardmetros de nimero medio de clientes en
toda la red y niimero de clientes en cola en toda la red pueden cacularse
sumando simplemente los de cada nodo:

K K
Ly = Z Li, y  Ler= Z Lgj;.
i=1

i=1

Por su parte, los tiempos medios de permanencia en el sistema de toda
la red y de permanencia en la cola para toda la red non son de célculo
tan directo, pues la trayectoria de un cliente a lo largo de la red de colas
es aleatoria. Estamos pues ante una situacién en la que el tiempo de
un cliente en la red estd sujeto a dos tipo de aleatoriedad. En primer
lugar desconocemos qué nodos visitara (algunos quizé repetidamente) el
cliente, pues su evolucién en la red es aleatoria. En segundo lugar, atin
conociendo cudles han sido los nodos por los que ha pasado (y el mimero
de veces que ha pasado por cada uno) es aleatorio el tiempo que va a estar
en cada subsistema (aunque en este caso si es conocida su media: W; para
cada vez que pasa por el nodo 7). La forma mds sencilla de resolver el
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problema es utilizar las férmulas de Little generalizadas al sistema de
toda la red. Para ello definimos A\ = Zfil Ai, que es el nimero medio
de clientes que entran en la red por unidad de tiempo (por cualquier
nodo) y obtenemos

Ly
W = —
T /\T )
W Lyr
= _Q7 .
q,T >\T

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 52 Dos servidores informdticos reciben procesos de usuarios a razon
de 20 procesos por minuto el primero y 30 procesos por minuto el sequndo. La
llegada de procesos obedece un proceso de Poisson. Dada su mayor rapidez,
el 1nico procesador del servidor 1 puede atender una media de 100 procesos
por minuto mientras que cualquiera de los dos procesadores del 2 sdlo es capaz
de atender hasta 25, siendo los tiempos de procesado exponenciales. Se sabe
que ambos servidores atienden los procesos segun una disciplina FIFO y que
cuando un proceso estd a punto de acabar su ejecucion en el servidor 2 crea
otro nuevo proceso hijo en el 1 con una probabilidad del 25%, terminando
totalmente la ejecucion en otro caso. Por su parte, los procesos que estdn
terminando su ejecucion en el nodo 1 crean otro nuevo en el mismo servidor
en un 20% de los casos, mandan otro proceso al servidor 2 un 10% de las veces,
terminando totalmente la ejecucion en caso contrario. Calcular el nimero
medio de procesos en cada servidor y el tiempo medio que tarda un proceso y
toda su descendencia en terminar de ejecutarse.

Solucion: Se trata de una red de Jackson abierta con K = 2 modos, para
la cual hay sy = 1 servidor en el nodo 1 y so = 2 servidores en el sequndo.
Las tasas de llegada y servicio (en niimero de procesos por minuto) desde fuera
del sistema son Ay = 20, Ay = 30, py = 100, u, = 25. Las probabilidades de
transicion de unos estados a otros vienen dadas, en forma matricial, por

0.2 0.1
P—(o% o)'

Planteamos y resolvemos el sistema que permite encontrar las tasas efectivas:

Ay 204+0.2- A1 +0.25- Ay
Ay = 304+01-A4

luego

A = 2040.2A; +0.25(30 + 0.1A;) = 20 + 0.2A; + 7.5 + 0.025A,
27.5 + 0.225A,,
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con lo cual 0.775A, = 27.5 y, por tanto, Ay = % = 35.484. Por otra

parte Ay = 30 + 0.1A; = 33.548. Primeramente debemos encontrar los valores
Ly y Ly utilizando las férmulas disponibles para el modelo M /M/1 con Ay =
35.484 y py = 100 y para el modelo M/M /2 con Ay = 33.548 y py = 25. Cémo
pL = 351‘61534 =0.35484 <1 y p, = 3;2;:34518 =0.67096 < 1, entonces ambos nodos
son estacionarios. Por tanto, se tiene que

P1 0.35484
L g = == 0. 55.
YT 1) 1-0.35484
Por su parte, para el nodo 2,
1
p2(0) = 21 A% A2
1+ ey T (271)1;@*12(%7/\2)
1
= =0.19691674
33.548 33.5482
L+ 255 + 25(24255733.548)
)
A2, (0) Ay 33.548%-0.19691674 ~ 33.548

= 2.4407

2 =

+—== +
(2— D2 (2uy — A9)® Mo 25(2-25 — 33.548)° 25

Ast pues hay, por término medio, 0.55 procesos (en ejecucion o en cola) en
el servidor 1 y 2.44 en el servidor 2. Como consecuencia tendremos Ly =
Ly + Lo = 2.9907 procesos en media en todo el sistema y, usando la primera
formula de Little para toda la red se obtiene

Ly 2.9907
Wr = — = ———— = 0.0598 minutos.
T 50
Es decir, el tiempo medio que transcurre desde que un proceso se envia al
sistema informatico (sin prejuzgar por qué servidor entra) hasta que él y toda
su descendencia estd ejecutada es 0. 0598 minutos = 3. 588 segundos.

12.3 Redes de Jackson cerradas

Una red de Jackson cerrada es una red de colas cerrada con K nodos o subsis-
temas, en la cual cada ¢ = 1,2,... , K tiene s; servidores en su mecanismo de
servicio, siendo todos los del nodo ¢ con tiempo de servicio de distribucién expo-
nencial de pardmetro p;. Como en cualquier red cerrada, al no haber entradas
ni salidas de clientes de la red, resulta indispensable especificar el nimero de
clientes dentro de la red, N, que permanecers constante siempre. Por este mo-
tivo, Ly = N y cantidades como Wr o W, r, carecen de sentido. Lo realmente
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importante aqui es determinar las probabilidades de que haya n; clientes en
el nodo ¢ para i =1,2,... , K, que se denotardn por p,, n,.. nx- Obviamente
éstas probabilidades son distintas de cero sélo si ny +ng + -+ +ng = N.

Las probabilidades de los distintos estados de la red pueden calcularse por
medio de la siguiente férmula:

» _ 1 oo
IETET G(N) L1 a4 ()]
donde
[ n! si n<s;
a; (n) { silsi ™% s n>s;
y

i
4

c= > Il

ni+ngttng=N i=1 ‘

siendo p;, = % y los A; cualquier solucién no nula del sistema
7

K
Aj:ZAipij paraj=1,2,... K.

=1

Este ltimo sistema es el que se obtiene en el teorema de Jackson cuando
las tasas de entrada A; son cero. Lo que ocurre ahora es que dicho sistema no
tiene solucién unica (ya que se trata de un sistema homogéneo). De hecho, para
encontrar una solucién del sistema anterior basta fijar al valor 1 cualquiera de
las A; (por ejemplo A; = 1) y resolver el sistema ignorando una cualquiera de
las ecuaciones (combinacién lineal del resto).

La implementacién directa de G (V) segun la férmula anterior puede resul-
tar tremendamente ineficiente cuando N es grande ya que el niimero de estados
distintos del sistema (que viene coincidiendo con el niimero de sumandos en la
expresién de G (N)) es (V1I71). Para evitar dicho calculo directo existe una

N
férmula recursiva que permite la obtencién de

gmm)= > i)
ny g+t nm=n i=1

siendo

%
fi(n) = p{ popara i = 1,2, Kyn =012 N
a; \n

Obsérvese que esto resuelve el problema, pues G (N) = gk (N).
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La recursividad citada se obtiene facilmente teniendo en cuenta:

Z Hfz‘ (n:)

ni+na+-+nm=n i=1

gm (n)

n

S S LA f )

nm=0 Lni+na+-+nm_1=n—nm i=1

n

= Z fm (nm) Im—1 (’fl - nm) = me (Z) Im—1 (n - Z) .

Nm=0 =0

Por otra parte puede verse trivialmente que g; (n) = f1(n), lo cual permite
comenzar a aplicar la ecuacién recursiva. Ademds, resulta inmediato compro-
bar que g, (0) =1 para todom =1,2,... , K.

Ejemplo 53 Un sistema informdtico consta de 4 estaciones de trabajo conec-
tadas entre si. Para control y sequridad del sistema hay tres procesos en con-
tinua ejecucion en alguna de las estaciones. Una vez terminada la ejecucion
de un proceso en una de las estaciones éste crea una copia de él mismo que
se envia a ejecutar a la propia estacion o a alguna de las otras tres. En la
siguiente tabla se recogen las probabilidades de que el proceso “hijo” se envie a
la estacion j, sabiendo que el que termina su ejecucion lo hace en la estacion
i

origen\destino 1 2 3 4

1 0.25 0.15 0.20 0.40
2 0.15 0.35 0.20 0.30
3 0.50 0.25 0.15 0.10
4 0.40 0.30 0.25 0.05

Se sabe que los servidores 1 y 2 son biprocesadores y cada uno de los proce-
sadores de ambos tiene un tiempo de procesado con distribucion exponencial y
capacidad de 5 procesos por minuto. Por su parte, las estaciones 3 y 4 son
ambas monoprocesadoras y pueden atender respectivamente a 10 y 15 procesos
por minuto. Calcular la probabilidad de que esté alguno de los tres procesos en
el servidor 4. 5Cudl es el niimero medio de procesos en el servidor 42 ;Cudl es
el tiempo medio que transcurre desde que llega un proceso al servidor 4 hasta
que termina su ejecucion?

Solucion: Teniendo en cuenta los datos del ejemplo, se puede modelizar
mediante una red de Jackson cerrada con N = 3, K =4, puy = 5, g = 5,
ts = 10 y p, = 15. Los clientes son pues cada uno de los tres procesos que
estdan “recorriendo” el sistema informdtico. Dada la matriz P, en primer lugar
trataremos de encontrar los A;. Para ello debemos hallar una solucion del
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sistema:

Ay = Aipir + Aopar + Aspsi + Aapa
Ay = Aipiz + Aopao + Aspsa + Aypao
Az = Aipiz + Aopas + Aspss + Aypas
Ay = Aipia+ Aopay + Aspss + Aapaa

que en nuestro caso se reduce a

Ay = 0.25A; +0.15A, + 0.50A5 + 0.40A,
Ay = 0.15A; +0.35A5 + 0.25A5 + 0.30A,
As 0.20A; + 0.20A5 + 0.15A5 + 0.25A,
Ay = 0.40A; +0.30A5 + 0.10A5 + 0.05A,

Tomando, por ejemplo, A3 = 1, se obtiene una de las infinitas soluciones
del sistema homogéneo: Ay = 1.536286, Ay = 1.2716115, A3 = 1 y Ay =
1.153682. De esta forma, teniendo en cuenta las capacidades de servicio de
cada procesador de las distintas estactones, se obtienen los valores:

1.5362
o — @ — 03072572
1.2716115
Py = B = 0.2543223
_ =0.1
p3 - 10 - Y
1.1 2
Py = % — 0.0769121

Por otra parte,

ay (n) = az(n) =2""" yag(n) = as(n) = 1 Vn,

con lo cual
filn) = 27"} parai= 1,2y f; (n) = pf,
parat = 3,4, siempre quen > 1,
mientras que f; (0) = 1 parai=1,2,34.

En particular
g1 (0) f1(0)=1, g1 (1) = f1 (1) = 0.3072572,
91(2) = L= M = 4.7203493 x 1072,
(0.3072572)°

22

a3 = AB)= = 7.2518066 x 1072,
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Ahora procedemos recursivamente, encontrando los valores g (n):

92(0) = 1,92(1) = f2(0) g1 (1) + f2 (1) g1 (0)
0.3072572 4 0.2543223 = 0.5615795,

32(2) = f200)0(2)+ f2(1) g1 (1) + f2(2) 91 (0)

= 4.7203493 x 1072 + 0.2543223 - 0.3072572 +
= 0.15768577,
23) = f20009:(3)+ fa(1)g1(2) + f2(2) g1 (1) + f2(3) g1 (0)
= 7.2518066 x 1072 + 0.2543223 - 4.7203493 x 1072
(0.2543223) (0.2543223)°
+— T

(0.2543223)°

-0.3072572 +
= 3.3305761 x 1072,

luego, los valores g3 (n):

93(0) = 1,g5(1) = f3(0) g2 (1) + f5(1) g2 (0)
= 0.5615795 + 0.1 = 0. 6615795,
95(2) = f3(0)92(2) + f3(1) g2 (1) + f5(2) 92 (0)
= 0.15768577 4 0.1-0.5615795 + (0. 1)
= (.22384372,
93(3) = f3(0)92(3) + f3(1) g2(2) + f5(2) g2 (1) + £3(3) g2 (0)
= 3.3305761 x 1072 4 0.1 - 0.15768577 4 (0.1)* - 0.5615795 + (0.1)?
= 5.5690133 x 1072

Finalmente,

G3) = 94(3)=f1(0)g3(3) + fa(1)g3(2) + f1(2) g3 (1) + f1(3) g3 (0)
= 5.5690133 x 1072 + 0.0769121 - 0.22384372
+(0.0769121)? - 0.6615795 + (0.0769121)
= 7.7274949 x 1072,

El niimero medio de procesos en el servidor 4 resulta

L4 = 0- Deeed + 1- Desel + 2. Deee2 + 3- Deee3
= Deeel +2- Deee2 +3- Deee3; stendo

Peeen, — § Prinamngngs €8 decir

ni,n2,n3,n1+n2+n3=N—ng
Pesel = P2001 T P1101 + P1o11 + Po201 + Po111 + Poo21;
Pess2 = P1oo2 + Poioz + Poo12;

Deee3s — P0003-
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En lugar de calcular estos 10 términos, podemos tener en cuenta la forma de
cada uno de ellos:

1 P
P = g L oo
para deducir

Peo, o = Z Pring, - nk

n1,n2,... MK —1,N1+n2++ng _1=N-ng

1 p'ﬂK K-1 pni
S >
G (N) 0K (nK) n1,n2,... NEg_1,N1+n2++ng_1=N—ng i=1 @ (nl)
1
= 1 (N — .
G(N)fK (nx) gr—1 (N — ng)

Salvo el término G (N)™" lo restante es uno de los sumandos que aparece en el
cdlculo de G (N) = gk (N). Es digno de mencion que para obtener la eficiencia
de cdlculo de este procedimiento (frente al de obtener las 10 probabilidades
antes planteadas) resulta de suma importancia que en los cdlculos abreviados
previos se haya dejado de tltimo el nodo 4 (para asi poder usar g3 (n)). En
caso de que se deseasen calcular estas probabilidades marginales para otro nodo,
resultaria mds adecuado renombrar los nodos de forma que el nodo de interés
fuese el ultimo del cilculo abreviado, ya que el ahorro estd basado en la férmula
recursiva de cdlculo de los g, (n). En nuestro caso, resulta muy facil calcular
las probabilidades marginales relativas al nodo 4:

f1(0)gs(3)  5.5690133 x 102

Pew) = TGiar = Tromoia o 072067512
o - B DT,
Pooss = 22 (2(%3) O_ 7‘7(;%3991511);_2 — 5.8876947 x 1072,

Asi pues, la probabilidad de que esté algiun proceso en el servidor 4 es
1 — Peseg = 1 — 0.72067512 = 0.27932488.

Ademds, es inmediato el cdlculo del niimero medio de procesos en la estacion

4

Ly = 0.22279265 4 2 - 5.0644542 x 1072 + 3 - 5.8876947 x 10~°
0.34174482.
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Para calcular el tiempo medio que pasa un proceso en el servidor nimero 4
podemos utilizar las férmulas de Little, si bien, debemos calcular previamente
el valor Ay adecuado. Anteriormente ya se habia encontrado una de las infini-
tas soluciones mo nulas del sistema de ecuaciones que relaciona las tasas de
entrada. El problema es que esa soulcion encontrada no tiene porqué ofrecer el
valor correcto de las \; (siné mds bien valores que son proporcionales a los A;
verdaderos). El problema puede resolverse facilmente utilizando que el nimero
medio de clientes que entran a un nodo elegido (A;) ha de ser igual al nimero
medio de clientes que salen servidos de dicho modo. Aplicando esta condicion
al nodo 4 obtenemos:
Ay = 0 Deeso + fly - (Pesel + Deser + Deses)
15+ (0. 22279265 + 5. 0644542 x 107 + 5. 8876947 x 107?)

15-0.27932489 = 4. 1898734.

Aunque en este caso no resulta de nuestro interés, esto permitiria encontrar
las tasas de llegada ol resto de los nodos de la red, pues ya comentamos que

A, = ¢, parai=1,2,3,4 y cierto ¢ > 0, con lo cual
Ay 41898734
= — =——— =3.6317403 [
© T A, 1153682 vast
A1 = 3.6317403 - 1.536286 = 5. 5793918,
Ay = 3.6317403-1.2716115 = 4. 6181627,

3 = 3.6317403 -1 = 3.6317403.

Finalmente, la formula de Little generalizada aplicada al nodo 4 permite cal-
cular el tiempo medio de permanencia de un proceso en dicho nodo:

Ly 0.34174482

Wy ==t = 20
1T R, 41808734

= 0.081564 minutos = 4.89 sequndos.

12.4 Otros modelos de colas en red

Como casos particulares de redes de colas estudiaremos las colas en serie y las
redes circulares de colas.

12.4.1 Colas en serie

Se trata de una coleccién de K colas que se suceden unas a otras de tal manera
que sélo es posible la entrada de clientes desde fuera del sistema a la primera
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de ellas, produciéndose la salida de ellos tras el servicio del iltimo nodo. Con
nuestra terminologia anterior, se tiene que

A= A>0,NM=0Vi=23,... K,
1 s j=it1
by = {0 sijAit1
De lo que se deduce que
poi = 1,pxko=1,po; =0paraj=23,... K,
po = Oparai=1,2,... K —1.

Ademas de todo esto, el mecanismo de servicio del nodo i estd compuesto por s;
servidores con idéntica capacidad de servicio a razén de p, clientes por unidad
de tiempo (con duracién de servicio exponencial) y la capacidad de la cola es
ilimitada.

Se trata, por tanto, de una red de Jackson abierta muy particular, a la cudl
le es aplicable el Teorema de Jackson. Las ecuaciones que permiten encontrar
las tasas efectivas de llegada se reducen a:

A1 = )\
AQ - Al
Ag = Ak
con lo cual
Av=RAy == Ag =\,

de manera que se pueden resolver los modelos de cada nodo como si se tratase
de subsistemas de colas M/M/s; independientes con tasa de entrada A y tasa
de servicio ;. Dado que en este caso el flujo de un cliente a través de la red
es secuencial, desde el nodo 1 hasta el nodo K, si serd cierto que los tiempos
medios de un cliente en el sistema o en la cola son suma de los correspondientes
a cada subsistema. Matemadticamente esto se sustenta en que

K

7LT72£L1'7 LiiKLiiK

12.4.2 Red de colas ciclica

En este caso se tienen K subsistemas de colas, tipo M/M/s;, como en el caso
anterior, pero conectadas de forma circular. Se trata, por tanto, de una red
de Jackson cerrada en la que cada cliente que sale servido del nodo i (con
i=1,2,...,K—1) se dirige al nodo i+ 1 con probabilidad 1. Si el cliente sale
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servido del nodo K entonces va al nodo 1 con toda probabilidad. Es necesario
especificar el nimero total de clientes en la red, IV, y a partir de las tasas de
servicio, p;, pueden encontrarse las distintas probabilidades de interés. Asi, el
sistema de ecuaciones lineales homogéneo resulta:

A1 = AK
A2 - A1
A = Ak
lo cual implica que
AM=MN==Ak 1=Ag=c,

siendo ¢ una constante positiva arbitrariamente elegida. De esto se deduce que
pi = i y puede procederse tal y como ya se detallé para una red de Jackson
cerrada genérica.

En el caso particular en el que haya un sélo servidor en cada nodo (s; = 1

para i = 1,2,... ,K) y las tasas de servicio de todos los nodos coincidan
(g = pg = +++ = pg = p), eligiendo la constante ¢ = p se tendria que todos
los p; valen 1. Como a; (n) = 1 para todoi=1,2,... , K y todo n > 0, resulta

muy fécil obtener las probabilidades de los distintos estados del sistema, ya
que todas son iguales:

donde

¢ = % 1_<N+§_1>.

nitna+-Ang=N

En un caso como ese, también es muy facil obtener las probabilidades marginales,
pongamos por caso del nodo 1:

Pnie-c0 = Z Prning,ng = ﬁ Z 1

not+na+-+ng=N—n1 na+ng+--+ng=N-ny
(Nf'ru +K72)
N—nq

- W7paran1:0,l,... ,N.

N

12.4.3 Colas en serie con bloqueo

En algunas situaciones las redes de colas que se examinan tiene capacidad
limitada para algunas o todas las colas. En tal caso resulta indispensable es-
pecificar claramente qué consecuencias tendra para el futuro flujo de clientes
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que una de esas colas se encuentre saturada. Tipicamente este tipo de situa-
ciones suelen modelizarse mediante los llamados “bloqueos” que consisten en
que cualquier cliente que fuese a salir servido de otro subsistema que compone
la red pero que se encuentra su cola de destino saturada, mantiene bloqueado
el mecanismo de servicio sin que otro cliente pueda acceder a él. En este tipo
de modelos y en muchisimos otros resulta perfectamente posible plantear desde
el principio las ecuaciones de balance de la red y resolverlas, obteniendo asf las
probabilidades de los diferentes estados del sistema. Veamos un ejemplo.

Considérese un sistema formado por dos colas de tipo M/M/1/0 en serie.
Denétese por A la tasa de llegada de clientes por unidad de tiempo desde fuera
del sistema al primer nodo (no hay entradas desde fuera al segundo) y por
v [ las tasas de servicio del dnico servidor del nodo 1 y 2, respectivamente.
Dado que no estd permitido hacer cola en ninguno de los dos subsistemas,
cuando a un cliente se le termine el servicio en el primero de ellos y encuentre
que el servidor del segundo subsistema estd ocupado, permanecersd bloqueando
el servidor del primero. De esta forma denotando por (i, j) un estado genérico
del sistema, con el que se indica que hay 7 clientes en el nodo 1 y j clientes en
el nodo 2, tendrfamos los estados:

(0,0),(0,1),(1,0),(1,1).

Como ademsds es posible que haya un cliente en el primer nodo, ya servido,
pero bloqueando el unico servidor de dicho nodo (lo cual ocurre cuando, a su
vez, haya un cliente sirviéndose en el segundo nodo) entonces tendremos un
estado méas que denotaremos por (b, 1). Por lo comentado anteriormente, se ve
que (b, 1) es un estado diferente de (1,1).

Aunque podriamos proceder paso a paso para la obtencién de las ecuaciones
de balance (tal y como se hizo con un proceso de nacimiento y muerte esta-
cionario arbitrario) resulta mas sencillo e intuitivo deducirlas directamente de
la idea de igualar, para cada posible estado, la probabilidad de dicho estado
multiplicada por la suma de las tasas correspondientes a formas de salir de este
estado hacia otro distinto con la suma de la probabilidades de aquellos estados
desde los cuales se puede llegar al estado en cuestién (en un unica transicién),
multiplicadas por las tasas correspondientes a dicha transicién. Asi se obtienen

Apoo = [oPo1
(A4 ) po1 = pypio + HoPbi
P10 = Apoo + HeP11
(g +po) P11 = Apor
HoPb1 =  [1P11

Definiendo p; = Hil Vv py = %2 e imponiendo la condicién de que todas las
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probabilidades sumen 1 se llega al siguiente sistema de ecuaciones:

P2Poo Po1
(1+py) pipo1 = papio + piPu1
P2P10 P1P2Po0 + P1P11
(py +p1)P11 = pipaPo1
P1Pb1 = pPaP11
Poo + Po1 + P1o + P11 + Pwa 1
Asf se obtiene:
Po1 = P2Poo
2
P1P2 P1P2
b1 = = Poo
P2+ Py P2+ p1
P2 o P%
P = —Pu = Poo
P1 P2+ p1
2
Do = p1Poo+ &pn = pP1Poo + PiPs Poo
P2 P2+ Py
_ ppat P pips
= Poo
P2+ p1
1 = poo+po1 +Ppio+ P11+ pw
402+ o2 2 3
_ (1 byt L2 PRI APy i1 2N b
P2+ P1 P2t p1 P2ty

< 1

_ Pat Pt 05420105+ P+ pips + p10) +p§p0
P2 + Py

0

De esta forma, denotando por A = p, + p; + p3 +2p,ps + p1 + p1ps + p1P3 + p3,

se tiene:
P11t P
Poo = a1
_ Pt
Po1 = 1
= PPt PPy
10 1
Plpg
o=y
3
- P
D1 = A

En el caso particular en que los servidores de ambos nodos tengan la misma
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capacidad de servicio (y; = py = 1) entonces, denotando p = % se tiene:

2
Poo = 2+4p+3p?
2p
Por = 2+ dp+ 307
B 2p + p?
P = o+ 32
P = _r
2+4p+3p?
P —
2+4p+3p?

A partir de estas cantidades puede obtenerse una férmula para el niimero medio
de clientes en el sistema:

2
L = O0poo + 1 (por + p1o) + 2 (p11 + pp1) = %
Como puede verse, si p tiende a cero, dicho nimero también tiende a cero
(como era de esperar). Por el contrario, si p — oo entonces L — % < 2. La
explicacién de este hecho es que, aunque la entrada de clientes sea desmesurada
respecto al servicio, el hecho de que las tasas de servicio sean iguales en ambos
servidores provoca que, cuando p — o0, pi1g — % y por tanto no tiende a estar
siempre el sistema lleno. El tiempo medio de un cliente en todo el sistema

puede hallarse facilmente mediante la férmula de Little generalizada. Asi,

2+2p

A=A =
(poo + po1) 214,137

y, por tanto,

W—E— dp+5p*  BA+4p
XN A(24+2p) 22+ 2u?

12.5 Ejercicios propuestos

1. Al servicio técnico de la casa de ordenadores marca ACME llegan aparatos
averiados segiin un proceso de Poisson a razén de 16 cada dia (jornada
laboral de 8 horas). En el 25% de los casos, debido al tipo de averia
descrita por el usuario, los ordenadores son remitidos directamente (per-
diendo un tiempo despreciable) al servicio central, donde serén reparados
por uno de los cuatro empleados asignados al efecto. En tal caso, el tiem-
po de reparacion es exponencial con media de 4 horas. En el 75% restante
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de los casos los ordenadores son examinados (y posiblemente reparados)
por uno de los dos técnicos del propio servicio técnico, quienes emplean
para ello un tiempo exponencial, siendo capaces de atender cada uno a
una media de 8 cada jornada laboral. Aun asi, un 25% de los aparatos
que son revisados en el servicio técnico no pueden arreglarse alli y han
de ir definitivamente al servicio central. Calcular:

(a) El nimero medio de dias laborables que un aparato elegido al azar
tardard en ser arreglado.

(b) La misma cantidad que antes para aquellos ordenadores que son
enviados directamente al servicio central.

(¢) El mimero medio de ordenadores averiados que se encuentran en el
servicio central en espera de ser atendidos.

(d) El porcentaje de tiempo que cada reparador estara desocupado en
el servicio técnico y en el servicio central respectivamente.

2. Un sistema informdtico envia mensajes que llegan, segin un proceso de
Poisson de pardmetro A\, mediante un tinico servidor. El tiempo que tarda
en transmitirse el mensaje y recibir, el servidor, acuse de recepcién, se
ajusta a una exponencial de pardmetro p. Se supone que con cierta
probabilidad, ¢, el mensaje ha sido correctamente transmitido y sigue su
camino, mientras que en caso contrario, el mensaje vuelve a hacer cola
en el servidor para ser enviado nuevamente. Sabiendo que la disciplina
en el servidor es FIFO, ;cudl debe ser la condicién para que este sistema
sea estacionario? Dar una expresién, lo més sencilla posible, en funcién
de A, i1 y ¢, para el nimero medio de mensajes que esperan a completar
totalmente su transmisién.

3. Un sistema informético estd compuesto por dos estaciones de trabajo
monoprocesadoras idénticas, conectadas entre si. A la estacién 1 llegan
procesos originados fuera del sistema, a razén de A por unidad de tiempo,
asi como también otros procedentes de la estaciéon 2. Cada vez que se
termina la ejecucién de un proceso de la estacion 1, con probabilidad de
un 90%, éste genera un nuevo proceso a ejecutar en la estacién 2. En el
10% de casos restantes, el proceso termina sin crear mds procesos “hi-
jos”. Cuando un proceso (hijo de otro) acaba su ejecucién en la estacién
2, puede crear otro hijo en la estacién 1 (con probabilidad de un 10%) o
extinguirse completamente (en el 90% de casos). Sabiendo que el tiempo
de ejecucion de los procesos (en ambas mdquinas) se ajusta a una dis-
tribucién exponencial de pardmetro p y que el tiempo entre llegadas de
dos procesos a la estacién 1 es también exponencial de pardametro A, se
pide:

(a) ;Para qué valores de p es el sistema estacionario?
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(b) Tomando p = 0.9, jcudl es el nimero medio de procesos totales en
cada estacién de trabajo?

(c) En las hipétesis del apartado anterior y tomando A = 5 procesos
por minuto, jcudl es el tiempo medio que transcurre desde que llega
un proceso a la estacién 1 hasta que él y todos sus descendientes se
extinguen?

4. Una estacién de trabajo recibe peticiones segiin un proceso de Poisson,
a razon de 20 cada hora. Los tiempos de CPU de los trabajos siguen
una distribucién exponencial con media de dos minutos. Se sabe que, al
finalizar cada proceso, en un 20% de los casos éste crea otro proceso hijo,
con idénticas caracteristicas que los trabajos que recibe originalmente la
estacion, y que ha de procesarse nuevamente por la misma. Calcular

(a) el tiempo medio que tarda un trabajo en ser procesado.

(b) el tiempo medio que tarda un trabajo y toda su descendencia (pro-
cesos hijo, nieto, etc.) en ser procesados.

(c) el numero medio de trabajos que esperan en tramite de procesarse
(incluyendo el que estd siendo procesado).

(d) la probabilidad de que un proceso pueda ejecutarse directamente sin
demora.

5. A una cola, A, de tipo M/M/1 llegan clientes segin una tasa As. Di-
chos clientes son atendidos por un servidor en un tiempo aleatorio con
distribucién exponencial de pardmetro u,. Cada cliente que sale servi-
do del sistema A se adentra en una nueva cola, B, la cual dispone de
un mecanismo de servicio con un sélo servidor que tarda en dar servicio
un tiempo exponencial y es capaz de atender up clientes por unidad de
tiempo. ;Cudles son las condiciones para que exista estacionariedad en
todo el sistema formado por ambas colas? Suponiendo que se alcanza
una condicién de estado estacionario, calcular (en funcién de A4, py, Ap
y pp) €l tiempo medio que un cliente pierde en el sistema conjunto.

6. Dos estaciones de trabajo conectadas en red ejecutan procesos que llegan
desde fuera del sistema (segin un proceso de Poisson) a razén de 6 pro-
cesos por minuto a la estacién 1 y 8 procesos por minuto a la estacion
2. El tiempo de ejecucién de los procesos en cada estacion se ajusta a
una distribucién exponencial con media de 3 segundos para la estacién
1 y de 2.5 segundos para la estacién 2. Cuando un proceso termina su
ejecucion en la estacién 1, en un 90% de los casos éste no genera ningin
nuevo proceso hijo, el 6% de las veces crea un nuevo proceso que se en-
via (instantdneamente) a la estacién 2 y el 4% restante se crea un nuevo
proceso que se ejecutard en la estacion 1. Algo semejante ocurre con los
procesos ejecutados en la estacion 2, siendo un 95% la probabilidad de



200 Introduccion a la Simulacion y a la Teoria de Colas

Ricardo Cao Abad

que no se genere un nuevo proceso, un 3% la de que se envie un nuevo
proceso a la estacién 1 y un 2% la de que se cree un nuevo proceso a
ejecutar en la estacién 2. Se pide:

(a) El tiempo medio que transcurre desde que un proceso se envia a la
estacién 2 hasta que termina su ejecucion.

(b) El mimero medio de procesos en cada estacién.

(¢) La probabilidad de que, entre las dos estaciones, haya més de cuatro
procesos no totalmente ejecutados.

(d) Dado un proceso elegido al azar, calcular el tiempo medio que trans-
curre desde su entrada en el sistema hasta el fin de la ejecucién
de todos los procesos que, directamente o indirectamente, fueron
creados a partir de él.

7. Considérese una red de colas ciclica formada por tres colas, es decir, un
total de 3 colas de tal forma que cuando un cliente sale servido del nodo
i (1 = 1,2) pasa a la cola del nodo i + 1 y que cuando el cliente sale
del nodo 3, se dirigird al nodo 1. En el caso de que los mecanismos
de servicio en todos los nodos consten de un tnico servidor y de que el
tiempo de servicio del mismo sea exponencial, encontrar las ecuaciones
de balance en el caso de que existan 2 clientes en toda la red. Calcular las
probabilidades de los distintos estados en el caso de que los pardmetros
de las distribuciones exponenciales de los respectivos tiempos de servicio
fuesen py =1, py = 2, g = 4.

8. Por un pequeno sistema de comunicaciones con tres ordenadores en red
circulan constantemente dos paquetes de bits que tardan en ser proce-
sados en cada ordenador (con un unico procesador) un tiempo con dis-
tribucién exponencial. Los tiempos medios de procesado (en segundos)
para cada ordenador vienen dados por la siguiente tabla:

Ordenador 112 |3
Tiempo medio de procesado (seg.) | 10 | 20 | 30

El 90% de las veces que un paquete termina de ser procesado por el
ordenador 1, se dirige luego al ordenador 3, mientras que en caso con-
trario vuelve a procesarse en el ordenador 1. Una de cada cuatro veces
que un paquete es procesado en el ordenador 2, vuelve a ser procesado
nuevamente en el mismo ordenador mientras que las otras tres de cada
cuatro veces se dirije al ordenador 3. Finalmente, el 40% de las veces
que un paquete se procesa en el ordenador 3, vuelve a dicho ordenador,
repartiéndose el 60% restante de forma equiprobable entre los otros dos
ordenadores. Se pide:

(a) {Cual es la probabilidad de que haya algiin paquete proceséndose
en el ordenador 17
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9.

10.

(b) Calcular el nimero medio de paquetes procesdndose en el ordenador
3.

(c) ;Cual es el tiempo medio que transcurre desde que llega un pa-
quete al ordenador 3 hasta que termina de procesarse (sin incluir
realimentacién)?

Un sistema informético consta de dos estaciones de trabajo monoproce-
sadoras. Los tiempos de procesado de los trabajos son de distribucién
exponencial y media de 6 y 15 segundos para las estaciones 1 y 2 respec-
tivamente. Se sabe que el 60% de los trabajos procesados en la primera
estacién son enviados a la segunda, realimentdandose la primera estacién
en un 20% de los casos y saliendo totalmente ejecutados los procesos en
el 20% restante. Por su parte, ocho de cada diez procesos ejecutados en
la estacién 2 son enviados a la estacién 1, siendo terminada la ejecucién
en su totalidad en el 20% restante de los casos. Sabiendo que las llegadas
de procesos al sistema obedecen un proceso de Poisson con media de
120 procesos por hora, jde qué manera debe distribuirse dicha entrada
de procesos entre las dos estaciones para que el nimero medio total de
procesos en el sistema sea minimo? ;Cuédnto vale dicho nimero medio
minimo? ;Hace esto minimo el tiempo medio total en el sistema? ;Por
qué?

En un sistema informético, que consta de tres estaciones de trabajo, se
dispone de un mecanismo de seguridad consistente en la ejecucién sucesi-
va de dos programas idénticos de “deteccién de intrusos” en las distintas
maquinas. Asi, para un programa fijo, primero se ejecuta completamente
en la estacién 1, luego se ejecuta en la 2, una vez terminada su ejecucion
se ejecuta en la estacién 3, luego pasa a ejecutarse de nuevo en la 1y
asi sucesivamente. Debido a las caracteristicas del sistema se sabe que
los dos programas no pueden ejecutarse simultdneamente en una misma
estacién, esperando, el tltimo en llegar, a que termine la ejecucién el
primero. Obviamente, cuando los programas se encuentran en distin-
tas maquinas, la ejecucién es simultdnea. El tiempo de ejecucién de cada
programa es aleatorio y con distribucién exponencial de media 1 segundo,
para las estaciones 1y 2, y 2 segundos para la estacién 3 (con procesador
més lento). Calcular:

(a) La probabilidad de que no haya ningun “detector de intrusos” en la
estacion 1.

(b) El nimero medio de “detectores de intrusos” en la estacién 3.

(c) El tiempo medio que transcurre desde que un “detector de intrusos”
llega a la estacién 3 hasta que termina totalmente su ejecucion.

(d) El tiempo medio que tarda un “detector de intrusos” en dar una
vuelta completa de comprobacion en el sistema.
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11. Dos impresoras de un centro de cédlculo se averfan con mucha frecuencia.
Para cada impresora, el tiempo hasta la préxima averia tiene distribucién
exponencial con media de 15 dias. Cada vez que una de ellas estd fuera
de servicio, en un 75% de los casos la intenta reparar un técnico del
propio centro de cédlculo, siendo el tiempo que emplea, exponencial con
media de 6 dias. En el 25% restante de los casos la impresora es enviada
directamente a un servicio técnico, en el que hay un operario que tarda
en subsanar la averfa un tiempo exponencial con media de 3 dias. En
realidad, después de que una impresora averiada haya sido revisada en
el centro de célculo, existe la posibilidad (en la tercera parte de casos)
de necesitar todavia el ser reparada por el servicio técnico. ;Cudl es la
probabilidad de que las dos impresoras estén fuera de servicio?
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En este capitulo se estudiardn algunas situaciones en las que la distribucién del
tiempo entre llegadas o la del tiempo de servicio deja de ser exponencial. En
la préactica habitual raramente estas distribuciones se ajustan a una exponen-
cial pero, como se verd el hecho de deshacernos de esta restriccién acarreard
notables problemas de calculo para deducir los valores de los pardmetros de
comportamiento del sistema. A lo largo de este tema nos centraremos tan sélo
en el estudio de uno de los modelos méas simples que podemos imaginar, el
M/G/1, es decir el caso de una cola con un sélo servidor, tiempos entre lle-
gadas exponenciales y tiempos de servicio con distribucién general, G. Como
colofén incluiremos algunas ideas muy generales sobre cémo utilizar la simu-
lacién a modo de herramienta para poder aproximar las soluciones a problemas
de teorfa de colas cuando nos desviamos de las hipétesis de exponencialidad.

13.1 El modelo M/G/1

Como su nombre indica, se trata del sistema de una cola con un tinico servidor,
con tiempo entre llegadas de clientes consecutivos con distribucién exponencial
y con tiempo de servicio de distribucién arbitraria, G. En este contexto, A
seguird siendo el pardmetro de la exponencial que rige los tiempos entre dos
llegadas de clientes consecutivos. Esto significa que el niimero de clientes que
llegan al sistema por unidad de tiempo serd también A. Como la distribucién
G no tiene porqué ser exponencial, el pardmetro p pasard ahora a significar el
inverso del tiempo medio de servicio, es decir

_ 1
"TE@G)

Intuitivamente guarda una relacién directa con el nimero medio de clientes
que es capaz de servir el servidor por unidad de tiempo (aunque pueden no
coincidir exactamente).

En lo que sigue trataremos de deducir las férmulas que nos permitan obtener
los valores de los pardmetros de interés en un sistema como este. Para ello,
denotaremos por X, la variable aleatoria que contabiliza el “nimero de clientes
en el sistema cuando el n-ésimo cliente lo abandona”. Dendétese por A, el
nimero de clientes que llegan durante el tiempo de servicio del n-ésimo cliente.
Resulta fécil relacionar ambas cantidades de la siguiente forma:

Xn+1 = Xn -U (Xn> + An+la
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donde
o= {44
Tomando esperanzas en la expresién anterior y suponiendo estacionariedad
(i.e., L = E(X,) = E(X,+1)) se tiene:
L=L—-EU(X,))+E (A1),
con lo cual:
B(U (X)) = B (Aup1) = P(Xo > 0).

Esta tltima cantidad puede hallarse usando la distribucién de la variable aleato-
ria S,+1, que denota el tiempo de servicio del (n + 1)-ésimo cliente, que en este
caso tiene distribucién general, que supondremos continua y con densidad g:

E(Aw) = E [E (An+1|sn+1)} - /OOOE (An+1|sn+1:t)g(t) dt

_ / Mg () dt = ME (Sp1) = 2 = p.
0 H

Los célculos serfan semejantes si la distribucién de S, 1 fuese discreta o inlcuso
con parte continua y parte discreta. En cualquier caso el resultado final al que
se llega es el mismo.

Por otra parte, elevando al cuadrado los términos de la expresién que rela-
ciona X1 con X,, y A,1, se obtiene:

Xpp = Xo+U (X" + ALy = 2X,U (Xa) + 2X0Any — 2U (Xn) Ana
= X2+ U (X)) + A2 —2X, +2X,Anp1 —2U (X,,) A

Tomando de nuevo esperanzas y teniendo en cuenta la independencia entre X,
y An.1 se sigue:

E(X31)

K (X;f) + L (U (Xn)) +E (Aiﬂ) —2E (Xn)
2B (X,) B (Auir) — 2B (U (X)) B (Aui1)

= E(X2)+p+E(A2,) —2L+2Lp—2p".
Utilizando otra vez la estacionariedad llegamos a

2L—2Lp = p—2p°+E(A.,,), conlo cual
2L(1—p) = p—2p"+E(AL,) yasi
p—20"+E(A,)
2(1-p)
Para encontrar una expresién cerrada de L debemos obtener otra que permita
expresar I (Afl +1) en términos de cantidades conocidas:

L:

E (A3L+1) =Var (Ap1) + E (An+1)2 = Var (Ap1) + 07,
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vez
€ro, a su vez,

Var (Apiq)

EVar (Aunls,,, )| +Var [E(Aunls,,, )]
= BSu)+ Var (ASya) = Ao+ A% = p Ao,

siendo 0% la varianza del tiempo de servicio (es decir 0% = Var (G)). Asf,
podemos llegar a la expresién

E(42,,) = p+ Nook + 4%

que nos permite finalmente obtener la del niimero medio de clientes en el sis-
tema:

p—mﬁ+p+A%§+p2:2p—mﬁ+pl+ﬁa§

L =
2(1-p) 2(1-p)
2, \2 2
+A
2(1—=p)
Esta tltima expresion:
2 )\2 2
Loy NS
2(1—=p)

es la llamada férmula de Pollaczek-Khintchine y a partir de ella pueden obte-
nerse W, W, y L, ya que siguen verificindose las férmulas de Little y la relacién
entre tiempos medios en el sistema y en la cola.

Es digno de mencién que, como caso particular, se obtiene la ya conocida
formula para el modelo M/M/1, pues, en el caso G = M se tiene que 0% = ﬁ,
con lo cual

pPtet N pP_p=ptpt p
21-p) "TT1-p 1—p L—p

Obviamente, la distribucién G que provoca un valor de L menor (fijado u)
es la distribucién degenerada en el valor i (que denotaremos por D), que
corresponde con un servicio de duracién constante e igual a dicho valor. Esto

es inmediato pues 0% = 0 y, por tanto

Ly = p+

P 202040 p (1—3)
2(1-p) 2(1-p) 1—p ’

2
que en el caso limite (p — 17) tenderia a ser la mitad del andlogo para un
M/M/1.
De la férmula de Pollaczek-Khintchine puede deducirse que el efecto de
la distribucién del tiempo de servicio en el nimero medio de clientes en el
sistema por unidad de tiempo puede ser infinitamente grande. Asi, por ejemplo,

Lyyypp =p+



208 Introduccion a la Simulacion y a la Teoria de Colas

Ricardo Cao Abad

considerando para el tiempo de servicio, S, una distribucién discreta con masa
de probabilidad sobre el cero y otro punto para que su media sea i, tenemos:

P(S

P(s-

con p € (0,1]. Es evidente que E (S) = i Ademés,

0) = 1-p

=D

3|~

E(Sz): 2 2P = 5

con lo cual

1 1\? 1-—
UgZVQT(S):T— <—> = 2p.
p2p % w2p

De esta manera, la férmula de Pollaczek-Khintchine nos lleva a

p2+/\2ﬁ_p+p2(1+%>_p+ o
2(1-p) 2(1-p) 2(1=p)p

que es una cantidad que tiende a co cuando p — 0T. Dicho en otros términos,
ain considerando valores fijos de A y u, el nimero medio de clientes en un
sistema M/G/1 puede ser tan elevado como se desee sin mas que elegir una
distribucién del tiempo de servicio suficientemente desfavorable (es decir con
varianza suficientemente grande). Esto incide, una vez mds, en las graves
consecuencias que puede tener el especificar incorrectamente la distribucién
del tiempo de servicio.

Como se ha visto, la obtencién de una férmula para L en un modelo M/G/1
general es algo bastante laborioso. Todavia més lo es el cdlculo de las proba-
bilidades de los distintos estados del sistema y aiin peor para las funciones de
distribucion W (t) y W, (t). Daremos s6lo una idea general de cémo calcular
las pp.

Puede demostrarse que las probabilidades de los distintos estados (p,) son
solucién del siguiente sistema de infinitas ecuaciones:

L=p+

n+1
Pn = pokn + meknf’mﬁ*lv para n = 07 17 27 e

m=1

000 ef_A:f!)‘t)" g(t) dt en el caso continuo

kn=P(An=n) = D e s si S es discreta con
i@ g;: masa de probabilidad
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Dado que en muchas ocasiones resulta dificil resolver el sistema suele acu-
dirse a las funciones caracteristicas para encontrar la solucién. La idea consiste
en definir

P(z)= anz" y K(2)= anz”,
n=0 n=0

que estédn relacionadas a través de la igualdad

(1-p)(1-2)K ()

Plz) = K(z)—z

Dado que las constantes k&, son calculables (con mayor o menor dificultad) a
partir de la distribucién del tiempo de servicio y habida cuenta de las relaciones
entre las constantes del desarrollo en serie de las funciones caracteristicas y sus
derivadas sucesivas en el punto cero

P(0) = po, K(0) = ko
P/(O) = pl,K/ O):kl
P"(0) = 2py, K" (0) = 2k,

P™(0) = nlp,, K™ (0) =nlk,

podemos encontrar férmulas que permitan el cédlculo de las p,. Veamos un
ejemplo.

Ejemplo 54 Dado un modelo M/D/1, calcular las férmulas para las proba-
bilidades de n clientes en el sistema.
Solucion: Al ser degenerada la distribucion del servicio se tiene

P(S%)l

Y, por tanto,

kn = = , para todon =0,1,2,...
n!

De esto se sique que

K (Z) _ Zoknzn _ ZO e;;f)nzn _ efpzo (P;')

= e PPt = Pz-1)
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Utilizando esta expresion resulta

(1—p)(1—z)ert=V) 1—2
eﬂ(zfl) -z

P(z) =
En particular

Po = P(O):l_p7

1—2
P(z) = (1—P)m7

-1 —p(z—1) 52 —p(z—1) _ —p(z—1)
Pe) = (1-p
(]_ — Z@‘P(Z—l))

no= PO=0-p@-1),
P) = (1= p)erteD
W2 4ap + 22p* +2p — zp® + e PEN (2302 — 2 4 22p — 22p?)
(—1+ ze*f’(z*l))?’ ’
P"(0) (1—p)e’ (=24 2e? —2p)

P2 = 2: B)

= (1=p)e’(-1+€ —p).

)

Con cdlculos semejantes pero laboriosos se puede obtener

» P"(0) (1—p)e? (6p+ 3p* + 6% — 6e” — 12pe”)
3 = =

3! 6
1
= (1p)ep<p+§p2+62”e”(2p+l)),
P®(0)
Py = ]
(1= p)eP (48peP — 24e* — 12p* — 4p® + 48p%eP — T2e*p 4 24€™)
- 24
1 1

= (1—-p)e’ <2pep — e — 5;)2 — gpg + 2p%ef — 3e*p + 63”> .

De hecho, puede demostrarse por induccion la siguiente formula general

b = (1”){"’””i(”n_iewl(%pzni)l'*<r(ff):_21>!”’

paran = 0,1,2, ...

Aunque en el ejemplo anterior se pudo obtener una férmula general para
todos los k, y esté permitié encontrar una expresién cerrada para la funcién
K (z) esto no es siempre posible. De todos modos es fécil darse cuenta de que
basta conocer un nimero finito de k,, (los primeros) para poder ir obteniendo
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unas cuantas p,. La forma de conseguirlo es derivar formalmente sucesivamente
ambos miembros de la expresién

(1—p)(1=2)K(2)

P(z)=

K(z)—z
e ir evaluando dichas derivadas sucesivas en z = 0. Con esto se irdn encon-
trando expresiones de las sucesivas p,, en términos de kg, k1, ... , k,. Asi, por
ejemplo:
1—-p)(1—-0)K(0 1—p)k
P(O):( p)(1-0)K(©) ( p)ozl_p7

K(0)-0 ko
con lo cual se tiene que
po=FP0)=1-p
para cualquier modelo M/G/1. Ademés

K () + A -2) KK (2) — 2] - (1= 2) K (2) [K'(2) — 1]
K (2) =2

P'(z)=(1-p)

¥, por tanto,  P(0) = (1 - p){[-K(0)+ (1 -0)K'(0)] [K (0) — 0]
—(1—0) K (0) [K' (0) = 1]} [K (0) — 0]

(—ko + k1) ko — ko (ki — 1)
p ka
0

(-p =R o) (£ -1).

I
—_
|
=

Pudiendo seguir (con el inconveniente de la complejidad de célculo) tanto como
se desee.

13.2 Aproximacién mediante simulacién

Como hemos visto en el caso de un modelo M/G/1 la resolucién analitica de
un modelo de colas puede complicarse mucho cuando la distribucién del tiempo
entre llegadas o la del tiempo de servicio no son exponenciales. La simulacién
proporciona una herramienta que permite encontrar, de forma aproximada, los
valores de las cantidades que habitualmente nos interesan en tales modelos.
Como sabemos, una fase previa a la resolucién de un problema mediante
simulacién es la modelizacién de la realidad. Esto consiste en especificar las
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variables realmente importantes que parecen regir el sistema real y las rela-
ciones que existen entre ellas. En ocasiones la fase de modelizacién es muy
laboriosa con frecuentes realimentaciones en las que se va depurando el modelo
construido paso a paso. En este sentido, la teoria de colas es precisamente una
disciplina que trata de modelizar situaciones reales en las que existe espera
para dar un servicio. Asi, por tanto, supondremos que el problema ya se ha
expresado como un modelo de teoria de colas y que se han especificado ya las
distribuciones del tiempo entre llegadas y del tiempo de servicio. Obviamente
esto ultimo ha de requerir una experimentacién real previa por la cual se hayan
ido observando los tiempos para una serie de clientes de ambas variables. Ni
qué decir tiene que, siempre que el modelo pueda resolverse de forma analiti-
ca (por ejemplo un M/M/s/oo/H) ésta serd preferible a la aproximacién por
simulacién, pues da una solucién exacta. De todas formas, en muchos casos
(sobre todo ante la falta de exponencialidad) dicha resolucién analitica no serd
factible o serd muy costosa y es entonces cuando la aproximacién por simulacién
resulta muy til.

Para fijar las ideas, consideremos un modelo de colas muy sencillo pero
para el que no disponemos (con los conocimientos vistos hasta ahora) de una
herramienta analitica para resolverlo. Pensemos en una cola con un tinico servi-
dor, capacidad de hasta tres clientes en la cola y fuente de entrada ilimitada.
Supongamos que, en base a experimentacién previa, hemos encontrado que la
forma razonable de modelizar los tiempos entre llegadas es la distribucién de
Weibull, W (3, @), que es una generalizacién de la distribucién exp («). Su
funcién de densidad de probabilidad es

f (50) = Oéﬂawafle*(ﬂ””)a, para todo x > 0.

Como se ve, W (53,1) 4 exp (), pero nosotros supondremos que en nues-
tro ejemplo los tiempos entre llegadas (en minutos) parecen ajustarse a una
W (0.1,0.25). De forma parecida, tras los estudios oportunos hemos llegado a
la conclusién de que la duracién en minutos del tiempo de servicio sigue una
U (2,8). Se trata, por tanto, de un modelo W/U/1/3.

Para encontrar mediante simulacién aproximaciones de las cantidades de
interés podemos proceder del siguiente modo:

1. Suponer inicialmente que no hay ningin cliente en el sistema (i.e. N = 0).

2. Simular artificialmente el tiempo que tardard en llegar el primer cliente
(de acuerdo a una distribucién W (0.1, 0.25)).

3. Una vez dejado transcurrir dicho tiempo en el cronémetro artificial del
sistema, actualizar el mimero de clientes del sistema (N = 1), obtener,
mediante el algoritmo de generacién de niimeros aleatorios segin una
U (2,8), el valor del tiempo que tardaria en dérsele servicio a dicho cliente
y también el tiempo que transcurriria hasta la llegada al sistema del
segundo cliente (segin una W (0.1, 0.25)).
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4. Comparar ambos tiempos para saber cudl de ambas cosas suceders antes
y dejar transcurrir el tiempo de ese suceso (el que antes sucede).

5. Si lo que ocurre antes es que llega el nuevo cliente entonces se haria
N = 2, contabilizando el tiempo durante el cudl ha habido un cliente en
el sistema. Ademds deberifamos simular el tiempo hasta la llegada del
tercer cliente y seguir el proceso.

6. En el caso de que el menor de los tiempos del paso 4 fuese el de servicio,
se actualizaria N ddndole el valor 0 y teniendo en cuenta el tiempo du-
rante el cudl ha habido un cliente en el sistema. Luego habria que dejar
transcurrir lo que resta de tiempo hasta la llegada del segundo cliente y
continuar el proceso.

7. Segin el esquema anterior se simularian las llegadas de nuevos clientes
al sistema y los tiempos de servicio de clientes, teniendo en cuenta la
restriccién adicional de que si el instante de llegada (teérico) de un cliente
al sistema se produce cuando ya hay tres en cola (ademds del que estd
siendo servido) entonces la limitacién de la cola provocaria que ese cliente
no puede entrar, simuldndose el tiempo hasta la siguiente llegada.

Como se puede ver en los pasos anteriores, una simulacién de esta naturaleza
(la llamada simulacién por eventos) requerirfa la contabilizacién de una serie
de variables que nos vayan dando el estado del sistema en cada instante: el
numero de clientes en el sistema, el tiempo que falta para que se produzca la
siguiente llegada y el tiempo que resta para terminar el servicio del cliente que
estd siendo servido (si lo estd siendo alguno). Légicamente, para implementar
esta simulacién serd necesario utilizar los algoritmos vistos en los primeros
capitulos, que permitirdn obtener valores articiales que sigan las distribuciones
especificadas.

Asi, en este caso que estamos viendo a titulo de ejemplo, puede usarse el
método de inversién para simular fécilmente las distribuciones W (0.1,0.25) y
U (2,8). Para ello basta obtener primeramente sus funciones de distribucién:

T z o o] t=z
F(x) = / f(t)dt :/ Bt e B gt = [—e_(ﬁt) }
0 0
= 1- e*(ﬁm)a, si x > 0, para la Weibull,
conlocual, F(z) = 1—e "% 2 >0, parala W (0.1,0.25) y

Glz) = /;g(t)dt:/;%dt

-2
= xT’ si z € [2,8], para la U (2,8)

t=0
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y luego encontrar sus respectivas inversas:

~(0.1.2)%% ~(0.1.2)%%

F(z) = yel-—c¢ =yse =1—-y
& =012 =In(1-y)<0l-z=[-h(1-y)]
& w=10-[-ln(1-y)]" & F'(y) =10-[In(1-y)",
G(zx) = y@ITJ:yéx:6y+2®G_1(y)=6y+2.

Finalmente, los algoritmos para simular ambas distribuciones serfan:

Algoritmo de inversién para simular la distribucién W (0.1, 0.25)
1. Generar U ~U(0,1).
2. Devolver X =10-[In(1 —U)]*.

Algoritmo de inversién para simular la distribucién U (2, 8)
1. Generar U ~U(0,1).
2. Devolver Y =6U + 2.

Mediante una programa de simulacién como el esbozado mds arriba serfa
posible obtener aproximaciones para las cantidades de interés. Asi, por ejem-
plo, la probabilidad de que hubiese 2 clientes en el sistema se aproximaria
mediante la fraccién del tiempo simulado en el que el sistema artificial tuvo
ese nimero de clientes. El tiempo medio que un cliente pasa en la cola puede
aproximarse mediante simulacién utilizando el promedio de los tiempos en la
cola de los clientes que han pasado por la simulacién.

13.3 Ejercicios propuestos

1. Tomando como fijas las tasas de llegada y servicio en un modelo M/G/1,
jcudl es la distribucién del tiempo de servicio que proporciona un menor
nimero medio de clientes en el sistema? ;Qué relacién guarda dicho valor
minimo con el correspondiente a un modelo M /M /17

2. A una centralita telefénica llegan llamadas, segtin un proceso de Poisson,
a razon de 4 por minuto. El tiempo que emplea la tnica telefonista en
direccionar cada llamada sigue una distribucién discreta con los valores
de 5 segundos, con probabilidad 3 y 15 segundos con probabilidad 3.
Suponiendo que las llamadas recibidas mientras la operadora estd ocupa-
da se mantienen en espera para ser atendidas segtin su orden de llegada,
calcular:

(a) El mimero medio de llamadas en espera (incluyendo la que esta
atendiendo la telefonista).
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(b) La probabilidad de que haya méas de una llamada esperando a ser
atendida por la telefonista.

3. Dado un modelo M/T (q - p1,q) /1, obtener el valor del nimero medio de
clientes en el sistema como funcién de la tasa de llegadas, A, y los dos
pardmetros involucrados en la distribucién del servicio, p y q. Dado que
la media de la distribucién de servicio es —‘?E = 1 discutir los valores que
se obtienen para la cantidad anteriormente hallada, con respecto a la de
un modelo M/M/1 (con tasa de llegadas A y tasa de servicios ), segiin
los valores de ¢ > 0. ;A que valores tiende dicha cantidad en los casos
extremos (¢ — 07y ¢ — 00)?
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