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xiResumenEl problema de separaci�on ciega de fuentes consiste en la recuperaci�on de un conjunto dese~nales originales (fuentes) a partir de observaciones de mezclas lineales de ellas. Se tratade un problema de extraordinario inter�es en procesado de se~nal porque para resolverlos�olo es necesario que se cumplan un conjunto de hip�otesis muy poco restrictivas, a saber,la invertibilidad del sistema de mezcla, la independencia mutua entre las fuentes y ladistribuci�on no gaussiana de las mismas. Por esta raz�on, las t�ecnicas de separaci�on ciegade fuentes encuentran numerosas aplicaciones en campos tan diversos como procesado enarray, comunicaciones multiusuario y reconstrucci�on de voz o im�agenes.A grandes rasgos las mezclas lineales se pueden clasi�car en dos grandes grupos:instant�aneas o sin memoria y convolutivas o con memoria. En las mezclas instant�aneasse supone que las observaciones en un determinado instante son sumas ponderadas delas fuentes en ese mismo instante. Por el contrario, el modelo de mezclas convolutivases mucho m�as complejo porque las observaciones dependen de las fuentes en el instantepresente y en instantes anteriores o posteriores lo cual plantea muchas m�as di�cultades ala hora de separar las fuentes.La separaci�on ciega de fuentes es un campo en el que se ha venido investigandointensamente a lo largo de los �ultimos diez a~nos. Son numerosos los trabajos en losque se proponen algoritmos adaptativos para su soluci�on pero muy pocos se preocupan deanalizar con detenimiento su estabilidad. Esta es una cuesti�on crucial para comprenderlas condiciones bajo las cuales estos algoritmos funcionar�an adecuadamente y constituyeel n�ucleo central de la presente tesis.Una primera parte de nuestro trabajo se ha dedicado al estudio de la estabilidadde algoritmos ya existentes obteni�endose condiciones su�cientes para garantizar que lospuntos donde se consigue una perfecta recuperaci�on de las fuentes se correspondan conatractores de los algoritmos. La enorme di�cultad de estos estudios nos ha obligado aconsiderar s�olo el caso de sistemas separadores con dos entradas y dos salidas aunqueconjeturamos que los resultados son extrapolables al caso m�as general.En este trabajo tambi�en se propone una nueva familia de algoritmos de gradienteascendente que permiten realizar la separaci�on ciega de fuentes mediante la maximizaci�onde funciones de coste que utilizan estad��sticos de segundo y cuarto orden. Estaaproximaci�on se propone inicialmente para mezclas instant�aneas y en un cap��tulo posteriorse extiende al caso de mezclas convolutivas. Esta nueva familia de algoritmos surgencomo extensi�on del criterio de Shalvi y Weinstein para igualaci�on ciega. Aunque lasfunciones de coste resultan ser no cuadr�aticas, el hecho de que s�olo utilicen estad��sticos deorden dos y cuatro permite llevar a cabo un an�alisis completo de sus puntos estacionariospara el caso general de N fuentes complejas y mezclas instant�aneas o convolutivas. Elan�alisis ha revelado que los �unicos atractores de los algoritmos se corresponden con laperfecta recuperaci�on de las fuentes y que no existen atractores indeseados que puedan



xiida~nar su convergencia. Hasta la fecha de ninguna otra familia de algoritmos adaptativospara separaci�on ciega de fuentes se ha podido demostrar que est�a libre de atractores nodeseados.



xiiiAbstractThe problem of blind source separation consists in the recovery of a set of original signals(sources) from observations of linear mixtures of them. It is a problem of paramountimportance in signal processing because its solution only requires a set of little restrictivehypothesis, namely, the invertibility of the mixing system, the mutual independence ofthe sources and the non-gaussian distribution of them. For this reason, blind sourceseparation techniques can be applied to numerous applications in diverse �elds such asarray processing, multiuser communications and image or voice restoration.Linear mixtures can be classi�ed in two large groups: instantaneous or memorylessand convolutive or with memory. In the instantaneous mixtures case it is assumed thatthe observations in a certain time are weighted sums of the sources in this same time. Onthe contrary, the convolutive mixtures model is more complex since observations dependon the sources at the present, past and future time which poses more di�culties whenseparating the sources.Blind source separation has been an active area of research along the last ten years.There are a lot of works that propose adaptive algorithms for its solution but few of themcarry out a detailed analysis of their stability. This is a crucial issue to understand theconditions under which these algorithms perform adequately and constitutes the core ofthe present work.The �rst part of our work is devoted to the stability analysis of existing algorithms.Su�cient conditions to guarantee that the points where a perfect recovery or the sourcescorrespond to the algorithms attractors are obtained. The extremely di�culty of theseanalysis has forced us to consider only the case of instantaneous mixtures and two inputstwo outputs separating systems although we conjecture that the results are also valid inmore general cases.In this work we have also proposed a new family of gradient algorithms for blind sourceseparation that maximize cost functions that use second and fourth order statistics. Thisapproach is initially proposed for instantaneous mixtures and extended to convolutivemixtures in a subsequent chapter. This new family of algorithms arises as an extensionof the Shalvi and Weinstein criterion for blind equalization. Although the proposed costfunctions turn out to be non-quadratic, the fact that they only make use of second andfourth order statistics enables us to carry out a complete analysis of their stationary pointsfor the general case of N complex sources and instantaneous or convolutive mixtures. Theanalysis has shown that the only algorithm attractors correspond to the perfect recoveryof the sources and that there are no undesirable attractors that may impair the algorithmsconvergence. Up to date no other family of adaptive algorithms for blind source separationhas been shown to be free of undesirable attractors.
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Cap��tulo 1Introducci�onLa presente tesis doctoral aborda el problema de recuperar un conjunto de se~nalesoriginales (fuentes) a partir de observaciones de mezclas lineales de ellas. Este problema seplantea en numerosas aplicaciones pr�acticas en las que, por ejemplo, se persigue recuperarlas se~nales que se propagan por un medio abierto que exhiba un comportamiento lineal(como es el caso del aire o del agua) a partir de las se~nales suministradas por una colecci�ono array de sensores.La forma en que se lleva a cabo esta mezcla lineal puede ser de naturaleza muy diversay depende tanto de las propiedades del medio como de las caracter��sticas f��sicas y el�ectricasde las fuentes. El modelo m�as sencillo considera que las mezclas son instant�aneas o sinmemoria porque en cada instante de tiempo se tiene la suma de las fuentes en ese instanteponderadas por ciertos par�ametros que describen el entorno. Este modelo, sin embargo,es insu�ciente para describir muchas situaciones pr�acticas en las que nos encontramos conmezclas convolutivas o con memoria. En este caso las observaciones en un instante noson s�olo combinaciones lineales de las fuentes en ese instante sino tambi�en de instantesanteriores y posteriores.La separaci�on de mezclas lineales de se~nales es un campo en el que se ha venidoinvestigando a lo largo de los �ultimos a~nos y en el que se han propuesto numerosassoluciones [12]. Las t�ecnicas cl�asicas se basan fundamentalmente en el criterio de M��nimoError Cuadr�atico Medio (MMSE, del ingl�es Minimum Mean Square Error) y requierenconocer o bien las fuentes o bien los par�ametros de la mezcla. Esta informaci�on, sinembargo, no est�a disponible en numerosas aplicaciones pr�acticas (en comunicaciones, porejemplo) por lo que se han desarrollado un conjunto de t�ecnicas que son capaces dellevar a cabo la separaci�on a partir de las observaciones exclusivamente. Estas t�ecnicasse denominan ciegas o no supervisadas y poseen un �ambito de aplicaci�on mucho m�asextenso que las aproximaciones convencionales. La clave de su funcionamiento reside enel aprovechamiento de determinadas propiedades estad��sticas de las fuentes. En particularveremos que la independencia estad��stica y la naturaleza no gaussiana de las fuentes sonsu�cientes para poder llevar a cabo la separaci�on de forma ciega.1
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Figura 1.1: Modelo de separaci�on de mezclas instant�aneas.El presente cap��tulo se organiza de la siguiente manera. En la secci�on 1.1 se describeel problema de separaci�on ciega de fuentes para mezclas instant�aneas y su conexi�on conlas Redes Neuronales Arti�ciales. La secci�on 1.2 presenta el modelo de se~nal para el casode mezclas convolutivas. La secci�on 1.3 presenta varios ejemplos de aplicaciones pr�acticasen las que se debe separar mezclas lineales de se~nales. Finalmente, la secci�on 1.4 exponelos objetivos de la tesis y su organizaci�on.1.1 Modelo de separaci�on de mezclas instant�aneasEl problema b�asico de separaci�on de fuentes consiste en recuperar se~nales a partir demezclas lineales e instant�aneas de ellas. El modelo que se asume es el presentado en la�gura 1.1 donde s = [s1; :::; sN ]T es un vector de dimensi�on N � 1 formado por las fuentesque modelaremos como un conjunto de procesos estoc�asticos estacionarios de media ceroy varianza unidad. En general asumiremos que pueden tomar valores complejos paraconsiderar las se~nales que se manejan en el �ambito de las comunicaciones. En situacionespr�acticas las fuentes se corresponden con se~nales que tienen un origen f��sico diferente y,por lo tanto, supondremos que son estad��sticamente independientes entre s��.Las fuentes son mezcladas por un sistema que se modela como una matriz A dedimensi�on M � N . Al igual que las fuentes, supondremos que A es desconocida aunquesiempre garantizaremos que las columnas son linealmente independientes entre s��. Elresultado de esta mezcla es un vector de observaciones x = [x1; :::; xM ]T que se puedeescribir como sigue x = As (1.1)Las observaciones x son combinaciones lineales de las fuentes, lo cual da cabida a lautilizaci�on de un sistema lineal para invertir el proceso de mezcla. En la �gura 1.1 se



1.1. MODELO DE SEPARACI �ON DE MEZCLAS INSTANT�ANEAS 3ha representado la etapa de separaci�on como un sistema MIMO (Multiple Input MultipleOutput) formado por N combinadores lineales cuyas salidas vienen dadas por la siguienteexpresi�on yi = wHi x i = 1; :::; N (1.2)dondewi es un vector complejo de dimensi�onM�1 que contiene los coe�cientes del i-�esimocombinador (el super��ndice H denota conjugado traspuesto). Agrupando los vectores decoe�cientes en una matriz W = [w1;w2; � � � ;wN ] de dimensi�on M �N podemos escribirlas salidas de una forma mas compactay =WHx (1.3)donde y = [y1; ::::; yN ]T representa al vector de salidas. Adicionalmente, combinado lasexpresiones (1.1) y (1.3) se obtiene quey = Gs (1.4)donde G =WHA es una matriz N �N que agrupa las etapas de mezcla y separaci�on.Observando (1.4) es inmediato deducir que el proceso de mezcla ser�a invertido cuandola matriz G sea la identidad. Sin embargo, tambi�en se consideran validas aquellassoluciones donde las fuentes son recuperadas en otro orden o con una cierta gananciagij 6= 1. Como consecuencia, la separaci�on de las fuentes se produce en aquellas situacionesen las que la matriz de ganancias G adquiere la siguiente formaG = �P (1.5)donde � es una matriz diagonal invertible y P es una matriz de permutaci�on. Algunosde los m�etodos de separaci�on que abordaremos en el presente trabajo �jan a priori lasganancias con las que ser�an extra��das las fuentes (generalmente, � = I). Sin embargo, noestablecen ning�un control sobre el orden en que ser�an recuperadas.Es interesante hacer notar que el problema de separaci�on ciega de fuentes se puederesolver imponiendo �unicamente la condici�on de que las fuentes sean no-gaussianas yestad��sticamente independientes entre s��. Esto es una consecuencia del siguiente teorema.Teorema 1.1 Teorema de Darmois-Skitovich [9, 19]: si s = [s1; :::; sN ]T es un vectorde componentes estad��sticamente independientes entre s�� con a lo sumo una componentegaussiana y y = Gs es un vector cuyos componentes yi y yj son independientes, entoncestodas las variables sk para la cual gikgjk 6= 0 son gaussianas.As�� pues, si el vector de fuentes s tiene a lo sumo una componente con distribuci�on nogaussiana, las salidas ser�an estad��sticamente independientes entre s�� si y s�olo si la matrizde ganancias tiene la forma (1.5) y, por tanto, cuando se consiga la separaci�on de lasfuentes. Esto quiere decir que si las fuentes no son gaussianas el criterio de seleccionar el
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Figura 1.2: Modelo de una neurona arti�cialsistema de separaci�on W para que las salidas sean estad��sticamente independientes entres�� es su�ciente para garantizar la separaci�on.El criterio de independencia estad��stica, sin embargo, es insu�ciente para separarlas fuentes si estas tienen una distribuci�on gaussiana. Esto es f�acil de demostrar siconsideramos un vector de N fuentes gaussianas, estad��sticamente independientes entres��, de media cero y varianza unidad. Es bien conocido que las se~nales gaussianas quedantotalmente caracterizadas por su matriz de correlaci�on que en este caso es inmediatocomprobar que adopta la forma Rs = E[ssH ] = I. Tanto las observaciones (1.1) comolas salidas (1.3) son combinaciones lineales de se~nales gaussianas de media nula y, porello, ambas tambi�en tendr�an distribuci�on gaussiana y media cero. Sus correspondientesmatrices de autocorrelaci�on sonRx = E[xxH ] = ARsAH = AAH (1.6)Ry = E[yyH ] =WHRxW =WHAAHW (1.7)que, en general, ser�an distintas de Rs. Sin embargo, si WHA es una matriz unitaria,entonces Ry = I y las salidas ser�an estad��sticamente independientes entre s�� sin necesidadde que cada salida se corresponda con una sola fuente.1.1.1 Conexi�on con Redes de Neuronas Arti�cialesEl problema de separaci�on ciega de fuentes esta ��ntimamente relacionado con las Redes deNeuronas Arti�ciales porque el sistema de separaci�on se puede interpretar como los pesossin�apticos de una red neuronal de una sola capa de modo que los algoritmos adaptativospara separaci�on ciega de fuentes se pueden interpretar como reglas de aprendizaje nosupervisadas para redes neuronales.Las redes neuronales arti�ciales han surgido como modelos que intentan reproducirel funcionamiento del sistema nervioso desde un punto de vista tanto estructuralcomo funcional [40]. Una red neuronal arti�cial est�a formada por elementos simples,
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fi(yi) = ( 1 yi � 00 yi < 0 ) fi(yi) = 11+e�yi fi(yi) = tanh(yi)
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Figura 1.3: Ejemplos de funciones de activaci�on.habitualmente adaptativos, interconectados entre s�� con el objeto de cooperar o competirhacia un �n com�un. La �gura 1.2 muestra el modelo de una neurona arti�cial con entradasx, salida yi y pesos wi. La neurona realiza dos operaciones b�asicas: c�alculo de su estadocomo combinaci�on lineal de entradas ponderadas por unos pesos yi = wHi x y c�alculo dela salida como funci�on de la combinaci�on lineal de las entradas ui = fi(yi). La funci�on deactivaci�on fi(:) puede tomar diversas formas dependiendo del prop�osito de la red y de lanaturaleza de su salida. Por ejemplo, como se muestra en la �gura 1.3, la funci�on escal�onproporciona una salida binaria mientras que las otras dos funciones (sigmoide y tangentehiperb�olica) proporcionan una salida continua.Las con�guraciones que se pueden obtener mediante la interconexi�on de las neuronasson muy diversas [40]. Una de las m�as sencillas es la mostrada en la �gura 1.4: N neuronasque procesan el mismo conjunto de observaciones x. El estado de activaci�on y la salidade esta red puede escribirse en forma matricial como siguey = WHx (1.8)u = f(y) (1.9)dondeW es una matrizM�N cuyas columnas son los vectores de pesoswi de las neuronasy f(:) es la funci�on de activaci�on en forma vectorial. Obs�ervese que la expresi�on (1.8) esid�entica a (1.3) lo que nos permite interpretar un sistema de separaci�on de se~nales comola parte lineal de la red neuronal monocapa y los algoritmos adaptativos para separaci�onde se~nales como reglas de aprendizaje de redes neuronales [49].Un aspecto importante respecto al aprendizaje en las redes neuronales es el conocercomo se modi�can los valores de los pesos, es decir, cuales son los criterios que se siguenpara cambiar el valor asignado a las conexiones cuando se pretende que la red aprendauna nueva informaci�on. De forma general, se suelen considerar dos tipos de reglas deaprendizaje: supervisado y no supervisado.En las aproximaciones supervisadas los pesos sin�apticos se ajustan seg�un el criteriode minimizar el error cuadr�atico medio entre la salida y un conjunto de patrones deentrenamiento. Este conjunto de patrones no est�a disponible en numerosas aplicacionespr�acticas por lo que se debe recurrir a aproximaciones no supervisadas que trabajan sin
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8 CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ONconvolutivas de las fuentes: el sistema de mezcla suele tener memoria y las observaciones enun instante dependen de las fuentes en ese instante y en instantes anteriores y posteriores.En la �gura 1.5 puede verse el modelo correspondiente a mezclas convolutivas dondesi son las fuentes que supondremos, al igual que en la secci�on anterior, procesos aleatoriosestacionarios complejos, con distribuci�on no-gaussiana, estad��sticamente independientesentre s��, de media cero y potencia unidad. Debido a la existencia de memoria enla mezcla se hace necesario especi�car la funci�on de autocorrelaci�on de las fuentes o,equivalentemente, la densidad espectral de potencia. A lo largo del presente trabajoconsideraremos �unicamente la situaci�on en que las fuentes son blancas. La principaldiferencia con el modelo de la secci�on 1.1 es que ahora las observaciones x se representancomo la convoluci�on entre un sistema desconocido y las fuentesx(n) = 1Xk=�1A(k)s(n� k) (1.13)donde fA(k)g es una secuencia de matrices de dimensi�on M �N que de�ne la respuestaal impulso del sistema de mezclaA(k) = 266664 a11(k) � � � a1N (k)a21(k) � � � a2N (k)... . . . ...aM1(k) � � � aMN(k) 377775 (1.14)En ocasiones se considera que (1.13) es la suma de un numero �nito de t�erminos lo queequivale a tener matrices A(k) iguales a cero. En el caso extremo en el que solamenteuna matriz A(k) es no nula, estaremos ante un problema de mezcla lineal instant�anea.Invertir el proceso de mezcla es una tarea mas dif��cil que en el modelo presentado enla secci�on 1.1 ya que el sistema separador, por un lado, debe recuperar todas las fuentesy, por otro lado, debe ecualizar las salidas. En la �gura 1.5 se ha representado un sistemaformado por N �ltros IIR (In�nite Impulse Response) cuyas salidas vienen dadas por lasiguiente expresi�on y(n) = 1Xk=�1WH(k)x(n� k) (1.15)donde fW(k)g es una secuencia de matrices M �N .El objetivo en separaci�on de mezclas convolutivas es encontrar los coe�cientes W deforma que la funci�on de transferencia global G(z) = W(z)A(z) satisfaga la siguientecondici�on G(z) = D(z)�P (1.16)donde D(z) = diag(z�l1 ; :::; z�lN ) con lj 1 � j � N 2 ZN , � es una matriz diagonalinvertible y P es una matriz de permutaci�on [57]. En otras palabras, las salidas del sistemaseparador �optimo deben extraer fuentes diferentes y llevar a cabo una igualaci�on.
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10 CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ONel sensor j-�esimo se puede escribir como sigue [66]xji(t) = si(t� �j(�i)) = ui(t� �j(�i))ej2�fi(t��j (�i)) (1.18)Considerando que el retardo que sufre la envolvente compleja ui(t) es despreciable seobtiene xji(t) � ui(t)ej2�fi(t��j (�i)) = si(t)e�j2�fi�j(�i) (1.19)De lo anterior se desprende que las salidas de los sensores s�olo se diferencian en un ciertodesfase. De forma compacta podemos escribir las se~nales en los sensores de la siguienteforma x = As (1.20)donde A = [a(�1); :::; a(�N )] es una matriz M � N que contiene los distintos desfasesde la se~nal: cada vector a(�i) = [1; e�j2�fi�1(�i); :::; e�j2�fi�M (�i)]T es conocido como vectordirector o vector de steering [66]. Si identi�camos las se~nales que inciden en los sensorescomo las fuentes de nuestro problema y las se~nales procedentes de los sensores comolas observaciones, obtenemos que la expresi�on (1.20) es id�entica al modelo de mezclainstant�anea (1.1).En la segunda etapa de la �gura 1.6 podemos observar N conformadores que combinanlas observaciones x para producir salidas de la formayi = MXj=1w�ijxj i = 1; :::; N (1.21)que puede escribirse en forma matricial como siguey =WHs (1.22)La multiplicaci�on de las observaciones por los pesos W tiene por efecto el cambio de suamplitud y fase. El objetivo en conformaci�on de haz adaptativa es ajustar adecuadamenteestos coe�cientes de forma que cada salida extraiga una �unica fuente diferente.En la discusi�on anterior se ha supuesto que todas las fuentes que llegan al array desensores tienen un origen f��sico distinto. En muchas situaciones reales, sin embargo, estasuposici�on no se cumple ya que las ondas que se propagan son reejadas por distintosobjetos (mar, edi�cios, etc.) lo que ocasiona la recepci�on simult�anea de varias versionesretardadas de las fuentes. Estas se~nales llegan a los sensores a trav�es de distintos caminose inciden en �angulos diferentes. En particular si suponemos que cada fuente llega a trav�esde P caminos diferentes con un retardo �k, se obtiene que las se~nales proporcionadas porlos sensores son x(t) = P�1Xk=0A(k)s(t� �k) (1.23)
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Figura 1.7: Esquema de un conformador de banda ancha.donde cada columna de A(k) es el vector de steering asociado a una fuente que llega por elk-�esimo camino, si(t� �k). En este caso estamos ante un problema de mezcla convolutivadel tipo (1.13) que requiere emplear un sistema separador como el mostrado en la �gura1.7 para recuperar las fuentes.1.3.2 Sistemas de comunicaci�on CDMALos sistemas de comunicaci�on CDMA (Code Division Multiple Access) utilizan unamodulaci�on en espectro ensanchado que consiste en multiplicar los s��mbolos transmitidospor ciertas secuencias pseudo-aleatorias c��clicas denominadas c�odigos o �rmas delos usuario. Estos c�odigos tienen ciertas propiedades matem�aticas que permiten larecuperaci�on de los s��mbolos transmitidos a partir de la suma de todas las se~nales recibidas[67]. Una t�ecnica muy empleada para imprimir la �rma sobre la se~nal de los usuarios esla conocida como DSSS (Direct-Squence Spread-Spectrum) y consiste en cambiar la fasede la portadora L veces por cada periodo de bit, Tb, de acuerdo con el c�odigo del usuario[74]. De este modo se divide cada bit en L pulsos llamados chips de periodo Tc = Tb=L.M�as concretamente, en la modulaci�on DSSS, la se~nal del usuario i-�esimo tendr�a la formasi(t) = 1Xm=0Aibi(m)ci(t�mTb) (1.24)



12 CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ON
X

X

N
c   (t)

W

1

N

y  (n)

   y   (n)

1

+

N

c

b  (t)

 1    (t)

c  (t)1

c  (t)
N

nT

nT

b

b

x   (n)

x   (n)

1

N

b  (t) Figura 1.8: Esquema de un receptor CDMA s��ncrono.donde Ai es la amplitud con la que se recibe el usuario, fbi(m)g representa la secuenciade s��mbolos transmitidos y ci(t) = L�1Xl=0 ci(l)p(t� lTb) (1.25)es el resultado de multiplicar la secuencia del c�odigo de usuario fci(n)g por la forma delpulso para cada chip, p(t). En la expresi�on (1.25) puede observarse que Tb = LTc y queci(t) es cero fuera del intervalo 0 � t � Tb.La se~nal a la entrada del receptor es la suma de las se~nales si(t) de los N usuarios quetransmiten por el mismo canal. Suponiendo un modelo de transmisi�on s��ncrona como elmostrado en la �gura 1.8 esta se~nal tendr�a la formas(t) = NXi=1 si(t) = NXi=1Ai 1Xm=0 bi(m)ci(t�mTb) (1.26)Si hacemos pasar s(t) por un �ltro adaptado al c�odigo cj(t) y, posteriormente, lamuestreamos a periodo de bit se obtendr�axj(n) = Z (n+1)TbnTb cj(t� nTb)s(t)dt (1.27)que, utilizando (1.26), podemos escribir como siguexj(n) = Z (n+1)TbnTb  NXi=1Ai 1Xm=0 bi(m)ci(t�mTb)! cj(t� nTb)dt= NXi=1Ai 1Xm=0 bi(m) Z (n+1)TbnTb ci(t�mTb)cj(t� nTb)dt (1.28)



1.3. APLICACIONES DE SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTES 13A su vez podemos simpli�car esta expresi�on aprovechando que ci(t) es cero fuera delintervalo (0; Tb) y obtener que xj(n) = NXi=1Aibi(n)�ij (1.29)donde �ij es el cociente de la correlaci�on cruzada entre los c�odigos�ij = Z Tb0 ci(�)cj(�)d� (1.30)Agrupando todas las observaciones proporcionadas por los N �ltros en el vector x =[x1; :::; xN ]T obtenemos el siguiente modelo de se~nal de un sistema CDMA s��ncronox = ARb (1.31)donde b = [b1; :::; bN ]T son los s��mbolos transmitidos por los N usuarios, A es una matrizdiagonal que contiene las amplitudes y R es la matriz de correlaci�on de los c�odigosA = 2664 A1 � � � 0... . . . ...0 � � � AN 3775 R = 2664 �11 � � � �1N... . . . ...�N1 � � � �NN 3775 (1.32)De este planteamiento se obtiene que la expresi�on de las observaciones (1.31) es la mismaque se asume en el modelo de mezcla lineal instant�anea dado por (1.1). Por ello, cabeplantearse el empleo de un sistema MIMO con coe�cientes W y salidas y = WHs pararecuperar los s��mbolos transmitidos.Los sistemas de comunicaci�on reales son as��ncronos y, por ello, la aplicabilidad delmodelo que acabamos de describir resulta muy limitada. Un modelo m�as realista consisteen suponer que la se~nal recibida tiene la siguiente forma [74]s(t) = NXi=1 si(t� �i) = NXi=1Ai 1Xm=0 bi(m)ci(t�mTb � �i) (1.33)donde �i es el retardo que sufre la se~nal transmitida por el i-�esimo usuario. En este casolas observaciones toman la formaxj(n) = Z (n+1)TbnTb  NXi=1Ai 1Xm=0 bi(m)ci(t�mTb � �i)! cj(t� nTb)dt (1.34)A diferencia del modelo s��ncrono, las observaciones xj(n) contendr�an parte de dos s��mbolosdel mismo usuario: la parte �nal del s��mbolo anterior y la parte inicial del s��mbolo actualpor lo que podemos reescribir la expresi�on (1.34) de la siguiente formaxj(n) = NXi=1 �Aibi(n� 1)�Fij + Aibi(n)�Iij� (1.35)



14 CAP�ITULO 1. INTRODUCCI �ONdonde �Fij representa la correlaci�on entre cj(t) y la parte �nal del c�odigo del s��mboloanterior y �Iij representa la correlaci�on entre cj(t) y la parte inicial del c�odigo del s��mboloactual �Iij = Z Tb�i ci(t� �i)cj(t)dt�Fij = Z �i0 ci(t+ Tb � �i)cj(t)dt (1.36)Agrupando todas las observaciones en un vector x = [x1; :::; xN ]T obtenemos el siguientemodelo de se~nal de un sistema CDMA as��ncronox(n) = AR(0)b(n) +AR(1)b(n� 1) (1.37)donde b(n� l) = [b1(n� l); :::; bN (n� l)]T ; l = 0; 1 es un vector que contiene los s��mbolostransmitidos por los N usuarios en el instante n�l, A es una matriz diagonal que contienelas amplitudes y R(l) es una matriz que contiene la correlaci�on entre los c�odigosR(0) = 2664 �I11 � � � �I1N... . . . ...�IN1 � � � �INN 3775 R(1) = 2664 �F11 � � � �F1N... . . . ...�FN1 � � � �FNN 3775 (1.38)En este caso estamos ante un problema de mezcla convolutiva del tipo (1.13) con unamemoria de una unidad por lo que la recuperaci�on de las se~nales transmitidas requiereemplear un sistema MIMO como el descrito en la secci�on 1.2.1.4 Planteamiento y estructura de la tesisEsta tesis aborda el problema de separaci�on de fuentes utilizando t�ecnicas ciegas. Noscentraremos en los algoritmos adaptativos ya que, como se coment�o anteriormente, tienennumerosas ventajas que los hacen especialmente atractivos para resolver este problema.Por ello, dedicaremos el cap��tulo 2 a la revisi�on de algunos conceptos relacionados consistemas adaptativos, prestando especial inter�es a aquellos que nos resultan �utiles a lahora de analizar la estabilidad de los algoritmos.En la �ultima d�ecada se han propuesto numerosos algoritmos adaptativos para resolverel problema de separaci�on de mezclas instant�aneas. Sin embargo, muy pocos trabajosanalizan la estabilidad de las implementaciones que proponen y, por ello, quedan abiertascuestiones sobre las condiciones que aseguran su correcto funcionamiento. Esta tesispretende contribuir a llenar este vac��o analizando en el cap��tulo 3 la estabilidad de algunosalgoritmos adaptativos propuestos por otros autores.Uno de los objetivos de esta tesis es el de proponer nuevos algoritmos adaptativos paraseparaci�on de fuentes. A este respecto, en el cap��tulo 4 se presenta una nueva familia decriterios que han surgido a partir un m�etodo de ecualizaci�on ciega propuesto a principios



1.4. PLANTEAMIENTO Y ESTRUCTURA DE LA TESIS 15de esta d�ecada por Shalvi y Weinstein. Para implementar estos criterios se utilizar�ansencillos algoritmos de gradiente. Una de las principales aportaciones de este cap��tuloes presentar un estudio de la estabilidad de uno de los algoritmos considerando el casogeneral de entornos con N fuentes y sistemas separadores N �N .Los criterios propuestos en el cap��tulo 4 ser�an extendidos en el cap��tulo 5 paraseparaci�on de mezclas convolutivas. Adem�as, se propondr�an varios algoritmos degradiente para encontrar los coe�cientes �optimos del sistema separador y se analizar�ala estabilidad de uno de ellos.Por �ultimo, en el cap��tulo 6 se exponen las conclusiones m�as importantes de esta tesisy se proponen l��neas futuras de investigaci�on.
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Cap��tulo 2Fundamentos te�oricos de algoritmosadaptativos
2.1 Introducci�onEl problema de separaci�on ciega de fuentes es un caso particular de problema de�ltrado cuyo objetivo es seleccionar los par�ametros de un sistema MIMO que permitala recuperaci�on de un conjunto de se~nales de inter�es a partir de mezclas lineales deellas. Seg�un la naturaleza del criterio seguido para encontrar el sistema de separaci�on,las t�ecnicas de �ltrado se pueden clasi�car en dos grandes grupos: deterministas yestad��sticas. Un ejemplo de aproximaci�on determinista a nuestro problema ser��a el utilizarcomo sistema de separaci�on el sistema inverso al de mezcla. Esta aproximaci�on, sinembargo, puede no resultar adecuada si existe ruido en las observaciones y, lo que es m�asimportante, requiere un conocimiento exacto del sistema de mezcla, lo cual contradicenuestras hip�otesis. Por ello, en el presente trabajo nos centraremos exclusivamente enaproximaciones estad��sticas que no necesitan conocer el sistema de mezcla y que, adem�as,tienen la capacidad de hacer seguimiento de sus variaciones temporales.A su vez, las t�ecnicas de �ltrado estad��stico pueden subdividirse en otros dos grupos:bloque y adaptativas. Las t�ecnicas bloque calculan el sistema de separaci�on de una formadirecta a partir de un bloque de datos de entrada mientras que las adaptativas lo hacende forma recursiva, lo que les permite aprovechar los resultados obtenidos al procesarbloques anteriores. Ese car�acter recursivo hace que las t�ecnicas adaptativas funcionenadecuadamente procesando bloques de datos mucho m�as peque~nos que en las otras t�ecnicas(t��picamente una muestra) y, como consecuencia, sus implementaciones necesitan menosmemoria, menos coste computacional y proporcionan los resultados con un retardo menor.No todo son ventajas puesto que en la pr�actica las t�ecnicas adaptativas son m�as lentas ym�as complejas de analizar que las bloque. A pesar de ello, en el presente trabajo hemosoptado por centrarnos en las t�ecnicas adaptativas.El empleo de algoritmos adaptativos para actualizar la matriz de separaci�on nos17
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Figura 2.1: Esquema de un sistema adaptativo para separaci�on de se~nales.conduce a interpretar el sistema separador como un sistema din�amico regido por unaecuaci�on diferencial ordinaria (ODE, del ingl�es Ordinary Di�erential Equation). Comose ver�a en este cap��tulo, esta interpretaci�on es de gran utilidad ya que, bajo algunascondiciones poco restrictivas, permite determinar los puntos a los que converger�a elalgoritmo (atractores) estudiando la ODE y la naturaleza de su jacobiano. El correctofuncionamiento del sistema separador estar�a asegurado cuando los �unicos atractores secorrespondan con la perfecta separaci�on de las fuentes. Por el contrario, la existencia deatractores indeseados puede conducir a situaciones donde se deje de extraer alguna fuenteo se extraigan combinaciones lineales de ellas.Este cap��tulo est�a estructurado como sigue. La secci�on 2.2 presenta un enfoqueadaptativo al problema de separaci�on. Adem�as recoge conceptos de Teor��a de SistemasDin�amicos que ser�an utilizados en los cap��tulos posteriores para estudiar la estabilidadde distintos algoritmos adaptativos. La secci�on 2.3 est�a dedicada por completo a losalgoritmos de gradiente. La secci�on 2.4 presenta el empleo del criterio de M��nimo ErrorCuadr�atico Medio como una soluci�on no-ciega al problema de separaci�on. Finalmente, lasecci�on 2.5 recoge las conclusiones m�as importantes de este cap��tulo.2.2 Sistemas adaptativosLa �gura 2.1 muestra el esquema b�asico de un sistema adaptativo para separar mezclaslineales de se~nales. Inicialmente consideraremos que las mezclas son instant�aneas yaque los conceptos que a continuaci�on se van a presentar se pueden generalizar de formainmediata a mezclas convolutivas. La entrada es el vector de observaciones x de dimensi�onM � 1 y la salida es representada por otro vector y de dimensi�on N � 1. La matriz W



2.2. SISTEMAS ADAPTATIVOS 19de dimensi�on M � N contiene los coe�cientes libres del sistema de separaci�on. En lasaproximaciones adaptativas, este sistema es ajustado utilizando un algoritmo recursivode la forma W(n+ 1) =W(n) + ��(W(n);x(n)) (2.1)donde � es un valor real que permite controlar la velocidad de convergencia del algoritmoy �(:; :) es una matriz formada, en general, por t�erminos no lineales que dependen deW y del vector de entrada x en el instante n. La forma exacta de la matriz �(:; :) vienedeterminada por el criterio de separaci�on que se utilice.Los algoritmos adaptativos de la forma (2.1) son especialmente atractivos paraaplicaciones en tiempo real [51] porque suministran de forma inmediata, sin ning�unretardo, la salida correspondiente a cada entrada recibida y porque en cada iteraci�on s�olose utiliza la entrada en el instante n, lo cual evita almacenar el valor de las observacionesen instantes anteriores.Es importante hacer notar la diferencia entre un algoritmo adaptativo de la forma (2.1)y un algoritmo bloque que procese de forma recursiva una colecci�on �nita de datos deentrada para calcular el sistema de separaci�on [43, 51]. Por cada colecci�on x(1); ::::x(N)este tipo de algoritmos realizan la siguiente iteraci�on un n�umero S 6= N de vecesW(n+ 1) =W(n) +�(W(n);x(1); ::::x(N)); n = 1; :::; S (2.2)El valor �nal de los coe�cientes ser�aW =W(S). Esta aproximaci�on tiene varias ventajassobre el algoritmo adaptativo (2.1): utiliza la mayor informaci�on disponible del entornocontenida en la entrada del sistema ya que procesa una colecci�on de N muestras ypermite realizar operaciones sobre la colecci�on de entradas (por ejemplo, permutar elorden temporal) para adaptarlas al sistema. Sin embargo, la salida se obtiene con uncierto retardo y, adem�as, su implementaci�on requiere tener almacenados N valores de lasobservaciones x.A su vez, tanto los algoritmos adaptativos como los bloques pueden ser deterministaso estoc�asticos. En una aproximaci�on determinista la actualizaci�on de los coe�cientes Wse realiza utilizando promedios estad��sticos que se suponen conocidos. Sin embargo, enla pr�actica tales promedios son desconocidos para sistema separador por lo que debenser estimados a partir de los datos disponibles. Los algoritmos que resultan de empleartales estimaciones reciben el cali�cativo de estoc�asticos. Para evitar confusiones, en loque sigue utilizaremos �(:; :) cuando nos re�ramos a los algoritmos estoc�asticos y ��(:; :)para los algoritmos deterministas.2.2.1 Conexi�on con los sistemas din�amicosLos sistemas adaptativos que acabamos de describir se pueden interpretar como sistemasdin�amicos ya que los coe�cientesW evolucionan con el tiempo. En concreto, en separaci�on



20CAP�ITULO 2. FUNDAMENTOS TE �ORICOS DE ALGORITMOS ADAPTATIVOSde fuentes nos encontramos conM�N par�ametros wij que, durante la fase de adaptaci�on,evolucionan con el tiempo seg�un un conjunto deM�N ecuaciones diferenciales ordinariasdwijdt = Fij(W); i = 1; :::; N; j = 1; :::;M (2.3)las cuales podemos escribir en forma m�as compacta comodWdt = F(W) (2.4)donde F(:) es ahora una matriz que contiene a las funciones Fij(W); i = 1; :::; N; j =1; :::;M . Las matrices Wo que anulan (2.4) se denominan puntos de equilibrioF(Wo) = 0 () Fij(Wo) = 0; i = 1; :::; N j = 1; :::;M (2.5)donde 0 es una matriz todo ceros de dimensi�on N �M . Estos puntos juegan un papelfundamental en el estudio de la estabilidad de los sistemas din�amicos por lo que convieneclasi�carlos en tres grupos [42]:� Puntos estables: Un punto de equilibrio Wo se dice que es estable si para todoentorno U de Wo existe un entorno Uo contenido en U tal que toda soluci�on W(t)con W(0) en Uo permanece en U para todo t > 0 como se muestra en la �gura 2.2(A).� Puntos asint�oticamente estables o atractores: Un punto de equilibrio estable Woes asint�oticamente estable cuando los puntos W(t) en un entorno Uo veri�canlimt!1W(t) =Wo (ver �gura 2.2 (B)).� Puntos inestables: Un punto de equilibrio Wo que no es estable se llama inestable.Esto signi�ca que existe un entorno Uo 2 U de Wo tal que al menos una soluci�onW(t) que comienza enW(0) 2 Uo no permanece enteramente en U como se muestraen la �gura 2.2 (C).Seg�un esta clasi�caci�on, los puntos asint�oticamente estables son los que tienen unverdadero inter�es pr�actico ya que representan los estados en los que permanecer�a el sistemadin�amico una vez los haya alcanzado.Los puntos estacionarios pueden ser asignados a cada uno de los grupos de estabilidaddescritos anteriormente atendiendo al signo de los autovalores de la matriz jacobiana, H,formada por las primeras derivadas de F(W) [42]:� Puntos estables: los autovalores de H son imaginarios puros. Este punto tiene lapropiedad de que todas las trayectorias son peri�odicas como se muestra en la �gura2.3 (A) por lo que tambi�en se les conoce como centros.
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Figura 2.2: Estabilidad de un sistema din�amico.� Puntos asint�oticamente estables: todos los autovalores tienen parte real negativa.En este caso el punto de equilibrio es asint�oticamente estable ya que las trayectoriastienden hacia �el. Dependiendo de los autovalores de la matriz H se tendr�an lasdistintas trayectorias mostradas en la �gura 2.3 (B). Estos puntos tambi�en sonconocidos como sumideros.� Puntos inestables: se pueden dar las dos situaciones siguientes{ Todos los autovalores de H tienen parte real positiva. Las trayectorias sonopuestas a la de un sumidero como se muestra en la �gura 2.3 (C), por lo queel punto estacionario es inestable. A estos puntos se les denomina fuentes.{ La matriz H tiene autovalores reales de signos opuestos. Como se ilustra enla �gura 2.3 (D) existen trayectorias entrantes y salientes. A estos puntostambi�en se les conoce como puntos silla o de ensilladura.As�� pues, atendiendo a esta clasi�caci�on podemos establecer que la estabilidad asint�oticase consigue s�olo en aquellos puntos donde los autovalores del jacobiano tienen parte realnegativa.M�etodo de LiapunovLa clasi�caci�on de los puntos estacionarios atendiendo al signo de los autovalores deljacobiano puede resultar un trabajo dif��cil ya que requiere estudiar la matriz jacobiana.Por ello, en algunos casos se recurre a un m�etodo alternativo propuesto por Liapunov ensu tesis doctoral de 1892 [42]. Se trata de una generalizaci�on de la idea de que para unsumideroWo existe una norma, j:j, tal que jW(t)�Woj decrece para las solucionesW(t)cercanas a Wo. Liapunov propuso construir funciones continuas V (W), de�nidas en unentorno del punto estacionario, cuyo m��nimo sea Wo.Una funci�on de Liapunov V : U !W debe cumplir las siguientes condiciones:� V (W) tiene derivadas parciales continuas con respecto a los elementos de W.
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Figura 2.3: Clasi�caci�on de los puntos estacionarios.



2.2. SISTEMAS ADAPTATIVOS 23� V (Wo) = 0.� V (W) > 0 si W 6=Wo.De esta forma tenemos asegurado que Wo es el m��nimo de V (:) pero para garantizarla estabilidad tambi�en es necesario que V (:) decrezca a lo largo de la soluci�on (2.4) quepasa por W de forma que tienda hacia Wo. Para ello es necesario recurrir a condicionesadiciones establecidas sobre la primera derivada de V (:)V 0(W) = ddtV (W) = NXi=1 MXj=1 dVdwij dwijdt (2.6)Si V 0(W) < 0 para todo punto W 6=Wo entonces el punto es asint�oticamente estable yaque las trayectorias conducen hacia �el. Por otro lado, si V 0(W) � 0 el sistema no presentauna estabilidad asint�otica ya que puede llegarse a un punto en el entorno de Wo dondeV (W) es constante y, por tanto, la trayectoria no permite alcanzar Wo.El estudio de la estabilidad utilizando el teorema de Liapunov parece m�as simple queel de analizar los autovalores de la matriz jacobianaH. Sin embargo, tenemos que destacarvarias limitaciones. En primer lugar, no existe un m�etodo constructivo para encontrarfunciones de Liapunov; es una cuesti�on de ingenio y de \prueba y error" seg�un cada caso.Adicionalmente, el criterio nos habla del estudio en las cercan��as del punto de equilibrio,lo cual no descarta que existan soluciones indeseadas fuera de ese entorno. Por estasrazones, el m�etodo que preferentemente se utilizar�a en esta tesis a la hora de analizar laestabilidad de los algoritmos adaptativos ser�a el examen de los autovalores de la matrizjacobiana.2.2.2 Estabilidad de los algoritmos adaptativosLa estabilidad de los algoritmos adaptativos tanto deterministas como estoc�asticos puedeanalizarse utilizando los conceptos de sistemas din�amicos que acabamos de exponer.Comencemos considerando un algoritmo determinista de la formaW(n+ 1) =W(n) + � ��(W(n)) (2.7)Esta expresi�on nos indica que las trayectorias que sigue el sistema de separaci�on est�anregidas por la siguiente ODE dWdt = ��(W) (2.8)De la teor��a de sistemas din�amicos sabemos que los puntos estacionarios son aquellasmatricesWo que anulan (2.8), i.e., ��(Wo) = 0. Estos puntos ser�an atractores solamentesi todos los autovalores del jacobiano, H, tiene parte real negativa.



24CAP�ITULO 2. FUNDAMENTOS TE �ORICOS DE ALGORITMOS ADAPTATIVOSAbordemos ahora el estudio de la estabilidad de los algoritmos estoc�asticos de la forma(2.1) que repetimos aqu�� por convenienciaW(n+ 1) =W(n) + ��(W(n);x(n)) (2.9)En estos algoritmos la matriz �(:; :) depende del valor de los coe�cientes W(n) y de laentrada del sistema separador x(n). Realizar un estudio riguroso de la estabilidad de(2.9) es muy dif��cil debido a su car�acter estad��stico y, por ello, se recurre al estudio de unalgoritmo determinista obtenido considerando que�(:; :) es una funci�on bien condicionaday que el par�ametro � es su�cientemente peque~no [6]. Bajo estos supuestos las variacionesde �(:; :) en (2.9) ser�an muy suaves y podemos escribir el valor de los coe�cientes W enun instante n+N como sigueW(n+N) = W(n) + � N�1Xi=0 �(W(n+ i);x(n + i))� W(n) + � N�1Xi=0 �(W(n);x(n+ i))= W(n) +N� 1N N�1Xi=0 �(W(n);x(n+ i)) (2.10)Si adem�as N es un valor grande y las observaciones x(n) son procesos aleatoriosestacionarios, entonces el segundo t�ermino a la derecha de (2.10) puede ser consideradocomo la esperanza respecto a x(n) para un determinado valor W(n) que denotaremos��(W(n)) = E[�(W(n);x(n))]. De esta forma se obtiene la expresi�on dada en (2.7).La discusi�on anterior nos lleva a concluir que la elecci�on de un par�ametro de paso� su�cientemente peque~no asegura que los atractores de un algoritmo de gradienteestoc�astico se corresponden con los atractores de un algoritmo determinista.2.3 Algoritmos de gradienteMuchos de los criterios estad��sticos que se plantean para resolver el problema de separaci�onciega de fuentes consisten en la minimizaci�on de una funci�on de coste J de los coe�cientesW del sistema de separaci�on. Los coe�cientes �optimos se pueden calcular, entonces,utilizando un algoritmo determinista de gradiente descendente de la formaW(n+ 1) =W(n)� �rWJ (2.11)donderWJ es una matriz de dimensionesM�N que representa al gradiente de J respectoa W y � es un par�ametro que permite controlar la velocidad de convergencia. En efecto,el desarrollo en serie de Taylor de primer orden de J en torno a un punto W se puedeescribir como J(W + E) � J(W) + tr �rTWJ E� (2.12)



2.3. ALGORITMOS DE GRADIENTE 25donde E es una matriz de dimensi�on M �N que contiene peque~nas desviaciones de W ytr(:) denota la traza1 de una matriz.Ahora bien, si � es lo su�cientemente peque~no el desarrollo (2.12) ser�a v�alido cuandoE = ��rWJ [28] con lo que se obtiene queJ(W(n+ 1)) � J(W(n))� �tr �rTWJ rWJ� (2.13)Como tr �rTWJ rWJ� es siempre una cantidad positiva entonces J(W(n+1)) < J(W(n))lo cual indica que la funci�on de coste disminuye en cada iteraci�on.En general, la expresi�on del gradiente involucrar�a estad��sticos que deber�an serestimados a partir de los datos disponibles. Por ello, en la pr�actica se trabaja con unaversi�on estoc�astica de (2.11) que resulta de estimar el gradiente de la funci�on de coste,drWJ(n) W(n+ 1) =W(n)� �drWJ(n) (2.14)2.3.1 Algoritmos de gradiente relativoUna forma alternativa de minimizar una funci�on de coste es utilizar un algoritmo degradiente relativo o natural. Este tipo de algoritmos fue simult�aneamente propuesto porCardoso y Amari [1, 13] para separaci�on ciega de fuentes. En este caso, la minimizaci�onde la funci�on de coste se realiza mediante la siguiente recursi�onW(n+ 1) =W(n)� � �W(n)WT (n)drWJ(n)� (2.15)que simplemente consiste en premultiplicar el gradiente por W(n)WT (n). Paracomprobar que, en efecto, el algoritmo (2.15) lleva a cabo la minimizaci�on de J(W)supondremos que � es lo su�cientemente peque~no. En este caso, el desarrollo de Taylor(2.12) tambi�en ser�a v�alido cuando E = ��WWTrWJ y, como consecuencia, se veri�car�alo siguientetr �rTWJ E� = ��tr �rTWJ WWTrWJ� = �� NXi=1 NXj=1 �rTwiJ wj�2 < 0 (2.16)y, por tanto, la funci�on de coste disminuye en cada iteraci�on.Aunque el algoritmo de m�axima pendiente es el que tradicionalmente se ha utilizadopara implementar los criterios de separaci�on de fuentes [14, 51, 54], recientemente distintosautores [1, 13, 53] han optado por la versi�on relativa. La raz�on principal de este cambiose debe a que el comportamiento de (2.15) es independiente de los par�ametros queintervengan en la mezcla y, por ello, presenta un buen comportamiento en situacionesdonde la matriz de mezcla est�a mal condicionada. Esta propiedad es consecuencia de1La traza de una matriz se de�ne como la suma de los elementos de su diagonal.



26CAP�ITULO 2. FUNDAMENTOS TE �ORICOS DE ALGORITMOS ADAPTATIVOSla relaci�on que existe entre las salidas del sistema de separaci�on y las observacionesy = WTx, la cual nos permite (utilizando la regla de la cadena) escribir el gradientecomo sigue rWJ = xryTJ (2.17)donde ryJ es ahora un vector que contiene las derivadas de J respecto al vector y.Utilizando (2.17) el algoritmo de gradiente relativo estoc�astico (2.15) se transforma enW(n+ 1) = W(n)� �W(n)WT (n)x(n)dryTJ(n)= W(n)� �W(n)y(n)dryTJ(n) (2.18)Obs�ervese ahora que al multiplicar (2.18) por la matriz de mezcla traspuesta AT se tieneque la evoluci�on de la matriz G =WTA es independiente de los par�ametros de la mezclay viene dada por GT (n + 1) = GT (n)� �GT (n)y(n)dryTJ(n) (2.19)Supongamos ahora que las fuentes s son mezcladas en dos entornos diferentes modeladospor las matrices A1 y A2. Las observaciones sonx1 = A1s; x2 = A2s (2.20)Para recuperar las fuentes, un sistema con coe�cientes W1 procesa x1 y otro sistema W2procesa x2. La evoluci�on de las ganancias de ambos sistemas ser�a la misma si G1(n) esigual que G2(n) para todo n, i.e.,WT1 (n)A1 =WT2 (n)A2 (2.21)Es inmediato comprobar que esto ocurrir�a si inicializamos un sistema de separaci�on enW1(0) y el otro en W2(0) = (WT1 (0)A1A�12 )T .Existen otros muchos algoritmos de tipo gradiente con velocidades de convergenciasuperiores a las de los que hemos presentado aqu�� pero cuya implementaci�on suele sercomputacionalmente m�as costosa. Una revisi�on de dichos algoritmos puede ser consultadaen [28, 63].2.3.2 Estabilidad de los algoritmos de gradienteEn el caso particular de utilizar algoritmos de gradiente de m�axima pendiente, la ODEasociada a (2.14) es d Wdt = ��(W) = �rWJ (2.22)



2.4. EL CRITERIO DE M�INIMO ERROR CUADR�ATICO MEDIO 27Los puntos estacionarios pueden ser determinados resolviendo el sistema de ecuacionesrWJ = 0 y los autovalores de una matriz H formada por las segundas derivadas deJ nos indicar�an si son m��nimos (sumideros), m�aximos (fuentes) o puntos silla. Ahorael jacobiano H es una matriz formada por las segundas derivadas de J respecto a Wque recibe el nombre de hessiano. Esta matriz es sim�etrica por su propia de�nici�on y,por tanto, todos sus autovalores son siempre reales lo que permite clasi�car los puntosestacionarios estudiando el car�acter de�nido positivo de H. Un m�etodo muy �util consisteen calcular los determinantes de todas las matrices superiores izquierdas: el punto ser�aun m�aximo si alternan su signo (comenzando en negativo), m��nimo si son positivos y unpunto silla en otro caso. Es importante notar que si se emplea un algoritmo de gradienteascendente entonces los puntos asint�oticamente estables son aquellos puntos estacionariosen los que H es de�nida negativa, i.e., son los m�aximos de la funci�on de coste.2.4 El criterio de M��nimo Error Cuadr�atico MedioEl criterio m�as utilizado en �ltrado adaptativo es sin duda el de M��nimo Error Cuadr�aticoMedio (MMSE, del ingl�es MinimumMean Square Error) por sus numerosas ventajas tantote�oricas como pr�acticas. En el caso de separaci�on de se~nales, la aplicaci�on de este criteriosigni�ca ajustar el sistema de separaci�on con el objetivo de minimizar el error cuadr�aticomedio entre la salida y y las se~nales que se desean recuperar s [41, 40].Matem�aticamente, la funci�on de coste que se persigue minimizar tiene la siguienteforma JMSE(W) = 12 NXi=1E[(yi � si)2] = 12E htr �(WTx� s)(WTx� s)T�i (2.23)La minimizaci�on de esta funci�on de coste puede realizarse de forma sencilla utilizandoun algoritmo de gradiente descendente que actualiza los pesos en la direcci�on opuestaal gradiente de (2.23). A partir de las propiedades presentadas en el ap�endice A puedeobtenerse f�acilmente la siguiente expresi�on de dicho gradienterWJMSE = E[x(WTx� s)T ] (2.24)La esperanza que aparece en rWJMSE es en general desconocida y debe ser estimada apartir de los datos disponibles. Estim�andolo con una sola muestra obtenemos la expresi�ondel algoritmo LMS (Least Mean Squares), tambi�en conocido en el contexto de RedesNeuronales Arti�ciales como regla delta de Widrow-Hopf [40]W(n+ 1) =W(n)� �x(n)(WT (n)x(n)� s(n))T (2.25)Como se muestra en la �gura 2.4, la actualizaci�on de los coe�cientes de los combinadoresse realiza de forma local a partir de la se~nal de referencia si y del valor de la salida yi.
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2.5. CONCLUSIONES 31involucra promedios estad��sticos. En la mayor��a de los casos estos promedios sondesconocidos y, por ello, se debe emplear algoritmos estoc�asticos que trabajan conestimaciones obtenidas a partir los datos disponibles.Un sistema de separaci�on adaptativo puede ser interpretado como un sistema din�amicocuyos coe�cientes wij evolucionan con el tiempo de acuerdo a una ecuaci�on diferencialordinaria. Esta interpretaci�on nos permite estudiar la estabilidad del algoritmo en dospasos. El primero consiste en calcular los puntos estacionarios encontrando las ra��ces dela ODE. En un segundo paso se determinan los signos de los autovalores de la matrizjacobiana. Un punto ser�a atractor del algoritmo solamente cuando todos los autovalorestengan parte real negativa. Es importante destacar que este estudio es rigurosamentev�alido �unicamente cuando se emplean algoritmo deterministas. Sin embargo, como se hacomentado en este cap��tulo, la elecci�on de un par�ametro de paso su�cientemente peque~nolo hace admisible tambi�en para el caso de emplear algoritmos estoc�asticos.Un tipo de algoritmos adaptativos que tiene gran inter�es en el presente trabajo esel de gradiente descendente que permite encontrar los m��nimos de una funci�on de coste.Cuando el descenso se realiza seg�un la m�axima pendiente, el estudio de la estabilidad sereduce a determinar los puntos que anulan las primeras derivadas rWJ = 0 y a estudiarel car�acter de�nido positivo de la matriz hessiana formada por las segundas derivadas.Existen otras muchas formas de elegir la direcci�on de descenso. En particular el empleo deuna iteraci�on de la forma�WWTrWJ conduce a un algoritmo conocido con el nombre degradiente relativo cuya convergencia no depende de la matriz de mezcla. Esta propiedadlo hace especialmente atractivo para abordar situaciones donde las mezclas est�an malcondicionadas.Como ejemplos de algoritmos adaptativos para realizar la separaci�on, en este cap��tulose ha presentado dos recursiones que surgen de emplear el criterio MMSE para separarlas fuentes: el algoritmo LMS y una generalizaci�on del algoritmo p-vector. La aplicaci�onde ambos algoritmos es muy reducida en la pr�actica ya que requieren conocer las fuentes(LMS) o la matriz de mezcla (p-vector). Esta limitaci�on motiva el desarrollo de last�ecnicas ciegas que se presentan en el siguiente cap��tulo.
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Cap��tulo 3
Revisi�on y aportaciones aaproximaciones anteriores
3.1 Introducci�onSon numerosos los algoritmos adaptativos que han sido propuestos a lo largo de los �ultimosa~nos para separar las fuentes de forma ciega. Todos ellos tienen en com�un el uso de nolinealidades para incorporar la informaci�on contenida en los estad��sticos de orden superiorde las salidas. Como veremos a continuaci�on, esta informaci�on es la clave para resolver elproblema de separaci�on ciega de fuentes.Una cuesti�on muy importante de los algoritmos adaptativos es su estabilidad. Esteaspecto, sin embargo, apenas ha sido tratado en profundidad en las aproximacionespropuestas debido a las di�cultades en el an�alisis causadas por las no linealidades. Enel presente cap��tulo llevaremos a cabo una revisi�on de aquellas aproximaciones de mayorrelevancia en nuestro trabajo prestando especial inter�es al aspecto de su estabilidad.Comenzaremos exponiendo en la secci�on 3.2 la incapacidad para resolver el problemade separaci�on de los algoritmos que llevan a cabo la decorrelaci�on de las salidas. Trasesta discusi�on presentaremos algoritmos de separaci�on ciega de fuentes que incorporanestad��sticos de orden superior: algoritmo de H�erault y Jutten (secci�on 3.3), algoritmode Cichocki y Undebauen (secci�on 3.4), funciones de contraste (secci�on 3.5) y algoritmoEASI (secci�on 3.6). A continuaci�on, en la secci�on 3.7, se presentar�an algoritmos que hansurgido a partir de la maximizaci�on de la transferencia de informaci�on entre las entradasy las salidas del sistema separador. En la secci�on 3.8 estableceremos una conexi�on entreestos algoritmos y los estimadores de m�axima verosimilitud. Finalmente, la secci�on 3.9recoge las conclusiones m�as importantes de este cap��tulo.33



34CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORES3.2 Algoritmos de decorrelaci�onUna gran parte de los criterios de separaci�on que presentaremos en este cap��tulo persiguenla consecuci�on de la independencia estad��stica de las salidas ya que, por el teorema deDarmois-Skitovich, sabemos que esta condici�on garantiza la recuperaci�on de las fuentes.Si s�olo se tienen en cuenta los estad��sticos de hasta orden dos, se estar�a buscando laincorrelaci�on de las salidas. Por ello, cabe preguntarse cual es la capacidad de separaci�onde se~nales de algoritmos que lleven a cabo la decorrelaci�on de las salidas. Para contestara esta cuesti�on consideraremos el siguiente algoritmo de gradiente relativo [35]W(n+ 1) = W(n)� �W(n)(y(n)yT (n)� I) (3.1)Esta recursi�on puede deducirse (ver ap�endice C) a partir de la minimizaci�on de ladivergencia de Kullback-Leibler entre una distribuci�on gaussiana con matriz de correlaci�onRy y otra con matriz de correlaci�on igual a la identidad.De la teor��a de sistemas din�amicos sabemos que la ODE asociada al algoritmoadaptativo es la siguiente dWdt = �W �E[yyT ]� I� (3.2)Es obvio que existe un punto de equilibrio cuando las salidas extraen fuentesdiferentes pero tambi�en cuando WTA = U es una matriz unitaria ya que E[yyT ] =WTA(WTA)T = UUT = I. Adicionalmente, el estudio del jacobiano revela que elalgoritmo puede converger a matrices unitarias que contienen varios elementos distintos decero en una misma �la (o columna) con lo cual una salida puede extraer una combinaci�onlineal de varias fuentes (o una fuente puede ser extra��da por varias salidas). As�� pues, ladiscusi�on anterior nos indica que el algoritmo de decorrelaci�on no garantiza la separaci�onde las se~nales bajo nuestras hip�otesis de trabajo. Ser�a necesario recurrir a estad��sticosde orden superior al segundo y, por tanto, incluir no-linealidades a nuestros algoritmosadaptativos.No obstante, debemos destacar que los criterios que persiguen la incorrelaci�on de lassalidas pueden ser empleados satisfactoriamente en situaciones donde las fuentes no sonblancas (i.e., cuando Rs(l) = E[s(n)s(n�l)T ] es diagonal para alg�un l 6= 0) [5, 32]. N�oteseque las salidas decorreladas pueden expresarse como siguey = Us (3.3)y para invertir la mezcla basta con conocer la matriz unitaria U. En particular, podemosdeterminarla descomponiendo la matriz Ry(l) = E[y(n)y(n � l)T ] en valores singulares[72] Ry(l) = URs(l)U (3.4)Una vez calculada U, las fuentes pueden ser recuperadas como ŝ = UTy. Es importantedestacar que la descomposici�on ser�a �unica solamente si Rs(l) tiene entradas distintas ensu diagonal para alg�un l 6= 0.
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Figura 3.1: Sistema de separaci�on utilizado por H�erault y Jutten.3.3 El algoritmo de H�erault y JuttenEl primer algoritmo ciego para separaci�on de se~nales fue propuesto a principios de losa~nos 90 por los investigadores franceses H�erault y Jutten [48]. Estos autores desarrollaronsus trabajos en el contexto de redes de neuronas arti�ciales y emplearon un sistema deseparaci�on como el mostrado en la �gura 3.1. Este sistema de separaci�on es ligeramentediferente del planteado en el cap��tulo 1 porque siempre supone que el n�umero de entradases igual al de salidas y la existencia de unos caminos de realimentaci�on en los que las salidasse restan, convenientemente ponderados, de las entradas. Precisamente el coe�ciente ŵijrepresenta el factor por el que es multiplicado la salida yj antes de ser restado de laentrada xi. Tambi�en se supone que no existen auto-realimentaciones (i.e., ŵii = 0).Matem�aticamente, la relaci�on entre la entrada y la salida viene dada por la siguienteexpresi�on y(n) = (I+ ŴT (n))�1x(n) (3.5)El criterio que se sigui�o para seleccionar la matriz Ŵ fue el de minimizar ladependencia estad��stica entre las salidas de la red. Para ello, inicialmente se pens�oen ajustar los pesos utilizando momentos de segundo orden pero, como se coment�oen la secci�on 3.2, estos estad��sticos resultan insu�cientes para conseguir la separaci�on.Conscientes de esta limitaci�on, H�erault y Jutten fueron los primeros en utilizar el conceptode An�alisis de Componentes Independientes (ICA, del ingl�es Independent ComponentAnalysis) y propusieron una regla que tuviese en cuenta la dependencia estad��stica deorden superior entre las salidas yi y yj de las neuronas. Para ello, el algoritmo empleadofue el siguiente Ŵ(n + 1) = Ŵ(n) + � f(y(n)) gT (y(n)) (3.6)



36CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESdonde f(y) = [f(y1); :::; f(yN)]T y g(y) = [g(y1); :::; g(yN)]T son dos vectores formadospor funciones no-lineales de las salidas f(:) y g(:). Cuando las se~nales a separartienen distribuciones sim�etricas es necesario que estas no-linealidades sean impares (i.e.,f(yi) = �f(�yi) y g(yi) = �g(�yi)) para que sus desarrollos de Taylor s�olo tenganpotencias impares. Por ejemplo, una elecci�on podr��a ser f(yi) = ymi y g(yi) = yni siendom y n dos n�umeros enteros impares.La teor��a de sistemas din�amicos permite explicar f�acilmente el funcionamiento delalgoritmo de H�erault-Jutten. La ODE asociada al algoritmo (3.6) tiene la siguiente formadŴdt = E[f(y) gT (y)] (3.7)y los puntos de equilibrio ser�an aquellos en que E[f(y) gT (y)] = 0. Esto se consiguecuando el sistema consiga separar las fuentes. En efecto, cuando cada salida secorresponda con una fuente distinta, las salidas ser�an estad��sticamente independientesentre s�� y los momentos cruzados ser�an iguales al producto de los momentos individualesde las componentes del vector yE[f(yi) g(yj)] = E[f(yi)] E[g(yj)]; i 6= j (3.8)Adicionalmente, si las fuentes tienen distribuci�on sim�etrica, como ocurre en numerososcasos pr�acticos, todos sus momentos impares ser�an cero y la expresi�on (3.8) se anular�a.El razonamiento anterior muestra c�omo los estados en que se consigue la separaci�onde las fuentes son puntos de equilibrio de la ODE asociada al algoritmo H�erault-Jutten.Realizar un an�alisis general de su estabilidad es una labor dif��cil debido al car�acterrecursivo del sistema de separaci�on y a la existencia de no-linealidades. A continuaci�onpresentaremos un estudio para el caso N = 2 que proporciona ciertas condicionessu�cientes para asegurar la estabilidad en los puntos donde el sistema recupera lasfuentes. El an�alisis tambi�en muestra que la convergencia del algoritmo depende de lasno-linealidades elegidas y de las caracter��sticas estad��sticas de las fuentes.3.3.1 Estabilidad del algoritmo de H�erault y JuttenA pesar de que el algoritmo de H�erault y Jutten ha sido objeto de numerosos an�alisis, elestudio de su estabilidad todav��a plantea diversas cuestiones que permanecen a�un porresolver. En esta secci�on presentaremos nuestro propio an�alisis de la estabilidad delalgoritmo. A diferencia de otros trabajos como [31, 56, 71] el an�alisis ser�a realizadopara no-linealidades f(:) y g(:) gen�ericas. Sin embargo, al igual que ellos nos limitaremosal caso una red neuronal con dos entradas y dos salidas.Comencemos recordando el modelo de se~nal correspondiente al sistema de separaci�onrealimentado utilizado por H�erault y Jutten que para el caso de dos entradas y dos salidas



3.3. EL ALGORITMO DE H�ERAULT Y JUTTEN 37adopta la forma x = As ) ( x1 = a11s1 + a12s2x2 = a21s1 + a22s2 (3.9)y = (I+ ŴT )�1x ) 8><>: y1 = x1�ŵ12x21�ŵ12ŵ21y2 = x2�ŵ21x11�ŵ12ŵ21 (3.10)donde ŵii = 0. Empleando estas expresiones podemos escribir las salidas en funci�on delas fuentes como siguey1 = x1 � ŵ12x21� ŵ12ŵ21 = a11s1 + a12s2 � ŵ12(a21s1 + a22s2)1� ŵ12ŵ21 (3.11)y2 = x2 � ŵ21x11� ŵ12ŵ21 = a21s1 + a22s2 � ŵ21(a11s1 + a12s2)1� ŵ12ŵ21 (3.12)De (3.11) y (3.12) se deduce que existen dos puntos de equilibrio en los que el sistemalleva a cabo la separaci�on de las fuentesSol. 1( y1 = �1s1 ) (a12 � ŵ12a22)s2 = 0) ŵ12 = a12a22y2 = �2s2 ) (a21 � ŵ21a11)s1 = 0) ŵ21 = a21a11 (3.13)Sol. 2( y1 = �1s2 ) (a11 � ŵ12a21)s1 = 0) ŵ12 = a11a21y2 = �2s1 ) (a22 � ŵ21a12)s2 = 0) ŵ21 = a22a12 (3.14)Estudiemos ahora la estabilidad de la recursi�on propuesta por H�erault y Jutten paraajustar los pesos Ŵ Ŵ(n + 1) = Ŵ(n) + � f(y(n)) gT (y(n)) (3.15)En el caso particular de una red neuronal 2�2, se tiene que s�olo son ajustados los t�erminosŵ12 y ŵ21, lo que conduce a plantear una ODE formada por las siguientes dos ecuacionesF12 = dŵ12dt = E[f(y2)g(y1)]F21 = dŵ21dt = E[f(y1)g(y2)] (3.16)siendo f(:) y g(:) dos funciones impares cualesquiera. Obviamente, las dos soluciones(3.13) y (3.14) producen salidas estad��sticamente independientes que anulan (3.16) y, porello, son puntos de equilibrio del algoritmo (3.15).Ahora estudiaremos los signos de los autovalores de la matriz jacobiana formada porlas primeras derivadas de F12 y F21 para determinar si los puntos deseados (3.13) y (3.14)son estables. Emplearemos la siguiente notaci�onm�1f 0 = E[f 0(�1si)]; m�2f 0 = E[f 0(�2sj)];m�1g0 = E[g0(�1si)]; m�2g0 = E[g0(�2sj)];��1f = E[sif(�1si)]; ��2f = E[sjf(�2sj)];��1g = E[sig(�1si)]; ��2g = E[sjg(�2sj)] (3.17)



38CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESA partir de las derivadas de (3.16) calculadas en el ap�endice D se obtiene que en lassoluciones donde cada salida extrae una �unica fuente (i.e., y1 = �1si; y2 = �2sj) la matrizjacobiana es H = 264 @F12@ŵ12 @F12@ŵ21@F21@ŵ12 @F21@ŵ21 375 =  264 �2m�1g0 ��2f �1��1g m�2f 0�2m�1f 0 ��2g �1��1f m�2g0 375 (3.18)donde  = � 11�ŵ12ŵ21 . Sin p�erdida de generalidad supondremos que  es negativa ya queel producto de los pesos ŵ12ŵ21 es menor que uno para alguna de las soluciones deseadas(3.13) y (3.14)Los puntos de equilibrio ser�an estables si los autovalores del jacobiano H tienen partereal negativa, lo cual es equivalente a pedir que el determinante de H sea positivo y sutraza sea negativadet(H) = 2�1�2(m�1g0 m�2g0 ��1f ��2f �m�1f 0m�2f 0 ��1g ��2g ) > 0 (3.19)tr(H) =  ��2m�1g0 ��2f + �1��1f m�2g0 � < 0 (3.20)Adicionalmente, como estamos suponiendo que  es negativa, las condiciones deestabilidad se transforman en las siguientes expresionesdet(H) > 0 ) �1�2(m�1g0 m�2g0 ��1f ��2f �m�1f 0m�2f 0 ��1g ��2g ) > 0 (3.21)tr(H) < 0 ) �2m�1g0 ��2f + �1m�2g0 ��1f > 0 (3.22)Como conclusi�on, podemos decir que las no-linealidades f(:) y g(:) deben ser elegidas deforma que se veri�quen las condiciones (3.21) y (3.22). En particular, si consideramos lasno-linealidades f(yi) = yi y g(yi) = y3i y las hip�otesis sobre las fuentes (independenciaestad��stica, potencia unidad y momentos impares cero), las condiciones de estabilidadvienen dadas por �41�42(9� E[s4i ]E[s4j ]) > 0 ) E[s4i ]E[s4j ] < 9 (3.23)6�21�22 > 0 (3.24)Es interesante notar que la condici�on (3.23) siempre se veri�ca para se~nales con curtosisnegativas, E[s41] < 3 y E[s42] < 3. Por el contrario, esta condici�on nunca se cumplecuando las dos se~nales tienen curtosis positiva. De lo que podemos concluir que las no-linealidades f(yi) = yi y g(yi) = y3i son adecuadas para separar fuentes subgaussianas yno debe emplearse cuando todas las fuentes del entorno son supergaussianas. Tambi�en esinteresante notar que existen combinaciones de fuentes con curtosis de distinto signo queveri�can (3.23). Un an�alisis particular para estas no linealidades puede ser consultado en[71].



3.3. EL ALGORITMO DE H�ERAULT Y JUTTEN 39si �1=p2pi 0 1=p2pip(si) pi 1� 2pi piTabla 3.1: Distribuci�on de probabilidad discreta empleada para veri�car las condicionesde estabilidad del algoritmo de H�erault y Jutten.
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Figura 3.2: Condiciones de estabilidad del algoritmo de H�erault y Jutten.Para ilustrar estos resultados consideraremos un entorno formado por dos fuentesdiscretas con la distribuci�on mostrada en la tabla 3.1. Para este caso el momento decuarto orden viene dado por la siguiente expresi�onm4i = E[s4i ] = 2pi(p2pi)4 = 12pi (3.25)La tabla 3.2 recoge el valor del momento de cuarto orden m4i y de la curtosis ki =E[s4i ]=E2[s2i ] � 3 = (1=2pi) � 3 para distintas probabilidades pi. Para estos valores, la�gura 3.2 muestra la regi�on de estabilidad del algoritmo evaluando la condici�on (3.23).Puede observarse que el algoritmo no es estable si todas las fuentes tienen curtosis positiva(p < 0:167) y s�� lo es cuando todas tienen curtosis negativa (p > 0:167). Adicionalmente,tambi�en es estable en ciertos entornos donde las fuentes tienen curtosis de distinto signos.pi 0.10 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5ki 2 0.333 -0.5 -1 -1.33 -1.57 -1.75 -1.889 -2m4i 5 3.33 2.50 2 1.66 1.43 1.25 1.11 1Tabla 3.2: Estad��sticos de las fuentes empleadas para veri�car las condiciones deestabilidad del algoritmo de H�erault y Jutten.



40CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORES3.4 El algoritmo de Cichocki y UndebauenSiguiendo con la idea de incorporar no linealidades en los algoritmos que permitanaprovechar la informaci�on de momentos de orden superior al segundo para resolver elproblema de separaci�on, Cichocki y Undebauen [17] han utilizado una red neuronalcompletamente recursiva cuyos coe�cientes son actualizados utilizando la siguiente reglade aprendizajeŴ(n + 1) = Ŵ(n)� � ��� f(y(n)) gT (y(n))� �I+ Ŵ(n)� (3.26)donde f(y) = [f(y1); :::; f(yN)]T y g(y) = [g(y1); :::; g(yN)]T son vectores de funciones no-lineales y � = diag(�1; �2; ::::�N ) es una matriz diagonal con �i > 0 (t��picamente � = I).A pesar del parecido con el algoritmo de H�erault y Jutten, la recursi�on (3.26) presentaciertas diferencias con respecto a los puntos de equilibrio.La ODE asociada al algoritmo (3.26) esdŴdt = � ��� E[f(y) gT (y)]� �I+ Ŵ� (3.27)Es evidente que (3.27) se anula en aquellos puntos en que se cumple que E[f(y) gT (y)] =�, i.e., cuando se lleva a cabo la separaci�on y, adem�as, el momento de la salidaE[fi(yi)gi(yi)] es igual a �i. Por tanto, al incluir una matriz diagonal no necesariamenteigual a la identidad se puede llevar a cabo una auto-normalizaci�on de las salidas del sistemade separaci�on. En particular, si consideramos f(yi) = g(yi) = yi, el algoritmo (3.27)converger�a a los puntos donde Ry = �. Sin embargo, como hemos visto anteriormente,esta condici�on es insu�ciente para conseguir la separaci�on de las fuentes, por lo quedebemos emplear no-linealidades que introduzcan momentos de orden superior.Debemos destacar que una realizaci�on puramente software de los algoritmos anteriores(3.6) y (3.26) requiere invertir la matriz de pesos en cada iteraci�on para calcular lassalidas (3.5), lo cual es computacionalmente costoso. Esta operaci�on no es necesaria sise considera una estructura sin realimentaciones o directa para el sistema de separaci�oncomo la mostrada en la �gura 3.3, cuya salida se calcula directamente a partir del vectorde entrada y(n) =WT (n)x(n) (3.28)Comparando (3.28) con (3.5) podemos establecer la siguiente correspondencia entre lospesos de la estructura directa W y los de la recursiva ŴW = (I+ Ŵ)�1 (3.29)Ŵ = (W�1 � I) (3.30)Por tanto, tambi�en existir�a una relaci�on entre las ODEs de ambas estructurasdŴdt = dW�1dt (3.31)
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Figura 3.3: Red neuronal directa utilizada en separaci�on ciega.Por otro lado, considerando la regla de la cadenadW�1Wdt = 0)W�1dWdt + dW�1dt W = 0) dWdt = �WdW�1dt W (3.32)obtenemos lo siguiente dWdt = �WdW�1dt W = �WdŴdt W (3.33)Particularizando esta expresi�on para (3.27) obtenemos la siguiente expresi�on de la ODEpara actualizar los pesos de la red neuronal directadWdt = �WdŴdt W =W ��� E[f(y) gT (y)]�W�1W= W ��� E[f(y) gT (y)]� (3.34)Finalmente, estimando los estad��sticos que aparecen en (3.34) con una sola muestra, seobtiene el siguiente algoritmo adaptativo para la red neuronal directaW(n+ 1) =W(n) + �W(n) ��� f(y(n))gT (y(n))� (3.35)Es interesante notar que el comportamiento de este algoritmo es invariante en el sentidomencionado en la secci�on 2.3 del cap��tulo anterior ya que la recursi�on que se obtiene almultiplicar (3.35) por la matriz de mezcla traspuesta AT es independiente del entornoGT (n+ 1) = GT (n) + �GT (n) ��� f(y(n))gT (y(n))� (3.36)



42CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESPor tal motivo, presenta un buen comportamiento en situaciones donde la matriz demezcla est�a mal condicionada. Adem�as, para ciertas no linealidades, la expresi�on (3.35)maximiza la transferencia de informaci�on en una red neuronal. Este aspecto ser�a abordadoen la secci�on 3.7 donde tambi�en presentaremos un estudio de la estabilidad de (3.35) enlos puntos correspondientes a la separaci�on de las fuentes.3.5 Funciones de contrasteEl concepto de funci�on de contraste ha sido introducido por Comon [18] para designar aaquellos criterios estad��sticos del vector de salida y cuyos m�aximos globales son alcanzadoscuando las componentes en y son estad��sticamente independientes. Se supone, entonces,que la maximizaci�on de una funci�on de contraste conduce a la separaci�on de las fuentesya que, por el teorema de Darmois-Skitovich, la separaci�on se produce s�� y s�olo s�� lascomponentes del vector de salida son estad��sticamente independientes entre s��.M�as formalmente, un contraste es una funci�on J(:) de <N en < que satisfacen lassiguientes condiciones [54]:� Condici�on 1: J(y) s�olo depende de la funci�on densidad de probabilidad de y y essim�etrica respecto a sus argumentos8P matriz de permutaci�on, J(Py) = J(y)� Condici�on 2: J(y) es invariante respecto a cualquier cambio de escala8� matriz diagonal invertible, J(�y) = J(y)� Condici�on 3: Mezclas de componentes independientes s�olo decrementan el contraste8s vector con componentes independientes, 8G; J(Gs) � J(s)� Condici�on 4: Solamente las permutaciones y cambios de escala mantienen sincambios el contraste de fuentes independientes8s vector con componentes independientes, 8G; J(Gs) = J(s) () G = �Pdonde � es una matriz diagonal y P es una matriz de permutaci�onEs interesante notar que las condiciones impuestas a los contrastes limitan las posiblesfunciones de coste que se pueden plantear. En primer lugar, las funciones deben sersim�etricas en sus argumentos (condici�on 1) y, por tanto, cualquier fuente puede serextra��da por cualquier salida. Sin embargo, si conocemos a priori alguna propiedadestad��stica que diferencie a alguna fuente de las dem�as, ser��a m�as adecuado plantear



3.5. FUNCIONES DE CONTRASTE 43contrastes no sim�etricos que exploten esa informaci�on [58]. En segundo lugar, la propiedadde invarianza ante cambios de escala (condici�on 2) implica que los contrastes deben sermaximizados bajo ciertas restricciones. En particular, podr��amos pensar en imponer larestricci�on E[y2i ] = 1 ya que cuando cada salida extrae una �unica fuente se cumplir�alo siguiente E[y2i ] = g2ijE[s2i ] = g2ij = 1 y, por tanto, las matrices � admisibles tienenentradas � = �1. Como se ver�a m�as adelante, el a~nadir restricciones al contrastecomplica el sistema de separaci�on ya que es necesario incorporar una etapa adicionalque las implemente.La mayor��a de las funciones de contraste que se han propuesto hasta la fecha se de�nencomo la suma de cumulantes de las salidas [54, 55, 58] ya que estos estad��sticos se adaptana las condiciones impuestas a los contrastes: son sim�etricos en sus argumentos y, bajo larestricci�on E[y2i ] = 1, tambi�en son invariantes a cambios de escala. Un ejemplo de funci�onde contraste, propuesto por Moreau y Macchi en [54] y analizado por nosotros en [26], esla siguienteJc(W) = NXi=1 jKyij � � NXi;j=1i<j jKyiyj j; sujeto a E[y2i ] = 1; i = 1; :::; N (3.37)donde � � 1, Kyi = E[y4i ] � 3E2[y2i ] denota la curtosis de la salida yi y Kyiyj =E[y2i y2j ]� 2E2[yiyj]� E[y2i ]E[y2j ] es el cumulante cruzado de cuarto orden entre yi y yj.En la funci�on de coste (3.37) podemos distinguir dos partes. El primer t�ermino consisteen la suma de los cumulantes de las salidas y su maximizaci�on sujeta a las restriccionesE[y2i ] = 1 puede interpretarse como una extensi�on al caso multicanal del criterio propuestopor Shalvi y Weinstein [69] para igualaci�on ciega. De los an�alisis realizados en [69], sepuede concluir que este criterio conduce a la extracci�on de una �unica fuente en cada salida.Sin embargo, la maximizaci�on de Jc sin el t�ermino cruzado es insu�ciente para realizarla separaci�on ya que puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente. En estasituaci�on indeseada aparece una dependencia estad��stica entre las salidas que puede serpenalizada a~nadiendo el segundo t�ermino en (3.37): jKyiyj j ser�a cero �unicamente cuandolas salidas sean estad��sticamente independientes entre s��.En la �gura 3.4 se representa el esquema adaptativo que lleva a cabo la maximizaci�ondel contraste (3.37). Pueden distinguirse dos etapas: en la primera se calculan unas salidasintermedias yo =WTx y en la segunda se fuerzan las restricciones utilizando algoritmosde control adaptativo de ganancias (AGC, del ingl�es Adaptive Gain Control).La forma m�as sencilla de ajustar los coe�cientes W es utilizar un algoritmo detipo gradiente estoc�astico que maximice la funci�on de coste (3.37). Considerando lasde�niciones dadas en el ap�endice A el gradiente de Jc puede ser expresado como siguerWJc = 2�(Ci � �Cij) (3.38)
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Figura 3.4: Sistema de separaci�on con AGCs.donde Ci = 2664 2E[y31x]� 6E[y21]E[y1x]...2E[y3Nx]� 6E[y2N ]E[yNx] 3775Cij = 26664 PNj=1j 6=1 (E[y1y2jx]� E[y1x]E[y2j ]� 2E[yjx]E[y1yj])...PNj=1j 6=N (E[yNy2jx]� E[yNx]E[y2j ]� 2E[yjx]E[yNyj]) 37775 (3.39)Un algoritmo estoc�astico que resulta de estimar los estad��sticos de la expresi�on anteriores el siguiente W(n+ 1) =W(n) + ��x(n)(ĈTi (n)� �ĈTij(n)) (3.40)donde un factor 2 ha sido incluido dentro de � yĈi(n) = 2664 2y31(n)� 6Ê[y21]y1(n)...2y3N(n)� 6Ê[y2N ]yN(n) 3775Ĉij(n) = 266664 PNj=1j 6=1 (y1(n)y2j (n)� y1(n)Ê[y2j ]� 2yj(n)Ê[y1yj])...PNj=1j 6=N (yN(n)y2j (n)� yN(n)Ê[y2j ]� 2yj(n)Ê[yNyj]) 377775 (3.41)Los momentos E[y2j ] y E[yiyj] que aparecen en (3.39) no deben estimarse utilizando una�unica muestra para evitar ambig�uedades1. Una posibilidad es utilizar estimadores con1Por ejemplo, y3i (n)x(n) es el estimador de una sola muestra de los estad��sticos E[y3i x] y E[y2i ]E[yix]



3.5. FUNCIONES DE CONTRASTE 45una ventana exponencial como los siguientesÊ[y2i ] = (1� �l)Ê[y2i ] + �ly2i (n); i = 1; :::; NÊ[yiyj] = (1� �l)Ê[yiyj] + �lyi(n)yj(n); i; j = 1; :::; N; i 6= j (3.42)donde �l es un valor real positivo.Finalmente, los elementos escalares fi de los AGC se pueden actualizar con el algoritmoyi(n) = yoi (n)qfi(n� 1)fi(n) = fi(n� 1) + �a(1� y2i (n)) (3.43)donde �a es un valor real positivo.3.5.1 Estabilidad de la funci�on de contraste de Moreau y MacchiEn esta secci�on estudiaremos la estabilidad del algoritmo (3.40) utilizado para maximizarla funci�on de contraste (3.37). Como hemos comentado en el cap��tulo 2, los atractoresde la ODE de un algoritmo de gradiente ascendente se corresponden con los m�aximosde la funci�on de coste, i.e., son los puntos donde la primera derivada es cero y la matrizhessiana es de�nida negativa.El an�alisis de la estabilidad para el caso general de N fuentes y N salidas es dif��cil derealizar debido a la existencia de las restricciones E[y2i ] = 1. Por tal motivo a continuaci�onnos restringiremos al caso N = 2. Parte de estos resultados han sido presentados en [26].La funci�on de contraste (3.37) para el caso de dos salidas toma la siguiente formaJc(y) = jKy1j+ jKy2 j � �jKy1y2j sujeto a E[y21] = 1; E[y22] = 1 (3.44)siendo � un valor real positivo. Comenzaremos expresando Jc(y) en funci�on de loscoe�cientes de la matriz G =WTA, para lo cual utilizaremos la siguiente relaci�ony1 = g11s1 + g12s2;y2 = g21s1 + g22s2 (3.45)Empleando la hip�otesis de independencia estad��stica de las fuentes y las propiedades delos cumulantes (ver ap�endice B) obtenemosKy1 = g411Ks1 + g412Ks2Ky2 = g421Ks1 + g422Ks2Ky1y2 = g211g221Ks1 + g212g222Ks2 (3.46)Sustituyendo estas expresiones en (3.44) resultaJc(y) = �g411 + g421 � �g211g221� jKs1j+ �g412 + g422 � �g212g222� jKs2j (3.47)



46CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESAdicionalmente, las restricciones sobre las potencia de las salidas se convierten ahora enlas siguientes igualdades E[y21] = 1) g211 = 1� g212E[y22] = 1) g222 = 1� g221 (3.48)Al sustituir (3.48) en (3.47), obtenemos una funci�on de coste sin restricciones que depende�unicamente de las variables g12 y g21�(g12; g21) 4= Jc(y) = �(1� g212)2 + g421 � �(1� g212)g221� jKs1j+ �g412 + (1� g221)2 � �g212(1� g221)� jKs2j (3.49)Los puntos estacionarios de esta funci�on se corresponden con las ra��ces de las primerasderivadas@�@g12 = g12(4(g212 � 1) + 2�g221)jKs1j+ g12(4g212 � 2�(1� g221))jKs2j = 0@�@g21 = g21(4g221 � 2�(1� g212))jKs1j+ g21(4(g221 � 1) + 2�g212)jKs2j = 0 (3.50)Este sistema de ecuaciones tiene m�ultiples soluciones que pueden clasi�carse en cuatrogrupos:� Soluci�on deseada: g12 = g21 = 0, i.e., las salidas extraen fuentes diferentes y lamatriz G es diagonal g211 = g222 = 1; g12 = g21 = 0. En el ap�endice D se demuestraque la condici�on � > 0 garantiza que el punto es un m�aximo.� Soluci�on indeseada tipo I: una salida extrae una combinaci�on lineal de las dos fuentesy la otra extrae �unicamente una fuente. Hay dos posibles soluciones en este grupoSol. 1: g12 = 0; g221 = �jKs1j+ 2jKs2j2(jKs1j+ jKs2j) ;Sol. 2: g212 = 2jKs1j+ �jKs2j2(jKs1j+ jKs2j) ; g21 = 0 (3.51)El an�alisis de ambas soluciones es an�alogo por lo que nos centraremos en la primerade ellas. Es interesante notar que esta soluci�on no es v�alida para � > 2 ya que,en este caso, g221 ser��a mayor que uno y, por tanto, g222 = 1 � g221 ser��a negativo.Adicionalmente, en el ap�endice D se demuestra que la condici�on 0 < � < 2 essu�ciente para garantizar que este punto es de ensilladura.� Soluci�on indeseada tipo II: g12 6= 0; g21 6= 0, i.e, las salidas extraen una combinaci�onlineal de las fuentes: g221 = jKs2jjKs1j+ jKs2j ; g212 = jKs1jjKs1j+ jKs2j



3.5. FUNCIONES DE CONTRASTE 47

Figura 3.5: Contraste Jc con � = 1 (izquierda) y con � = 2:5 (derecha).Esta es otra soluci�on indeseada pero en el ap�endice D se demuestra que este puntono se corresponde con un m�aximo de la funci�on de coste. En particular, ser�a unpunto de ensilladura si � > 2 y un m��nimo si se elige un valor � < 2.� Puntos en la frontera: Adem�as de los grupos de soluciones anteriores, la existenciade restricciones en la funci�on de contraste hace necesario considerar la existencia depuntos estacionarios en la frontera, i.e, cuando g212 = 1 �o g221 = 1. En el ap�endice Dse demuestra que la condici�on � > 2 garantiza que la funci�on de coste tiene m��nimoscuando ambas salidas extraen la misma fuente (g212 = 1; g21 = 0 �o g12 = 0; g221 = 1)y es creciente hacia las soluciones deseadas g212 = g221 = 1.Del estudio anterior podemos concluir que la condici�on � > 2 garantiza que losm�aximos del contraste (3.49) corresponden a la separaci�on de las fuentes y que las otrassoluciones son puntos de ensilladura o m��nimos. Para ilustrar este resultado, la �gura 3.5muestra la funci�on de coste para dos valores de � considerando jKs1j = jKs2j = 1. Ala izquierda se observa que la funci�on de coste con � = 1 contiene tiene cinco m�aximosdeseados (g12 = g21 = 0, g212 = 1 g21 = 0 y g21 = 0 g221 = 1) pero tambi�en presentaatractores indeseados en la frontera. Por otro lado, la gr�a�ca de la derecha muestra queeligiendo � = 2:5 se consigue eliminar los m�aximos indeseados.Finalizaremos esta secci�on mostrando el resultado de una simulaci�on realizada porordenador considerando un entorno formado por dos fuentes binarias mezcladas a trav�esde la siguiente matriz A = " 1 �11 1 # (3.52)En la fase de separaci�on se ha empleado un sistema MIMO con dos entradas y dos salidascuyos coe�cientes, aleatoriamente inicializados, fueron actualizados utilizando el algoritmo(3.40) con  = 2:5 y par�ametros de paso � = 10�4; �l = �a = 5 � 10�3. La �gura 3.6muestra la evoluci�on de los coe�cientes del sistema despu�es de la etapa de normalizaci�onG = (WF)TA (3.53)
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Figura 3.6: Evoluci�on de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmode Moreau y Macchi.donde F es una matiz diagonal que contiene las ganancias de los AGCs F =diag(pf1;pf2). Como puede observarse el algoritmo ha convergido a los valores te�oricosobtenidos del an�alisis.3.6 El algoritmo EASIEl algoritmo conocido bajo las siglas EASI (Equivariant Adaptive Separation viaIndependence) ha sido recientemente propuesto por Cardoso y Laheld [13]. Estos autoresse plantean ajustar el sistema de separaci�on con el objetivo de optimizar la siguientefunci�on de coste J(W) = NXi=1E[h(yi)] sujeto a Ry = I (3.54)donde h(�) es una funci�on no lineal. Esta funci�on de coste puede interpretarse como unageneralizaci�on de las funciones de contraste propuestas por Comon. De hecho cuandoh(yi) = y4i se ha demostrado en [55] que (3.54) es un contraste si el signo de la curtosis delas fuentes es el mismo; cuando la curtosis de las fuentes es positiva el contraste (3.54) debeser maximizado y cuando es negativa debemos minimizarlo. No obstante, es importantenotar que (3.54) no siempre es un contraste para cualquier tipo de no linealidad.Para poder implementar la restricci�on Ry = I, Cardoso y Laheld, al igual que Comonen [18], dividen el sistema de separaci�on en una etapa de blanqueo y una etapa deseparaci�on con una matriz unitaria, tal y como se muestra en la �gura 3.7. Vamos arepresentar por la matriz V de dimensi�on N �N a la etapa de blanqueo que transforma
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Figura 3.7: Sistema de separaci�on de dos etapas.el vector de observaciones x = As, con matriz de correlaci�on Rx, en el vector z = VTxcon matriz de correlaci�on igual a la identidad Rz = I. Una de las ideas que resultannovedosas en el trabajo de Cardoso y Laheld es que los coe�cientes de la matriz V sonactualizados utilizando el algoritmo de decorrelaci�on presentado en la secci�on 3.2 y quereproducimos aqu�� de nuevo por convenienciaV(n+ 1) = V(n)� �V(n)(z(n)zT (n)� I) (3.55)Como ya explicamos, este es un algoritmo de tipo gradiente relativo lo cual va a serextremadamente �util en los desarrollos posteriores. Adicionalmente, el algoritmo exhibela propiedad de equivarianza y su convergencia ser�a independiente de la forma de la matrizde mezcla.La decorrelaci�on por s�� sola no garantiza la recuperaci�on de las fuentes. Por esta raz�on,las observaciones decorreladas, z, son procesadas por una segunda etapa que vamos arepresentar por una matriz U de dimensi�on N � N . Imponiendo la condici�on de que Usea una matriz unitaria se garantiza que la salida y = UTx siempre cumple la restricci�onRy = I.El siguiente paso es adaptar la matriz U con el objetivo de optimizar el contraste(3.54). Para ello, podr��an utilizarse m�etodos de ortogonalizaci�on (como rotaciones planas[72]) pero en [13] se opta por utilizar un algoritmo de gradiente relativoU(n+ 1) = U(n)� �U(n)UT (n)r̂UJ= U(n)� �U(n)UT (n)x(n)fT (y(n))= U(n)� �U(n)y(n)fT (y(n)) (3.56)donde f(y) = [h0(y1); :::; h0(yN)]T es un vector de funciones no lineales de y. En cadaiteraci�on de este algoritmo se obtiene una matriz U� �UE que cumple lo siguiente(U� �UE)T (U� �UE) = I� �E � �ET + �2ETE (3.57)



50CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESSi suponemos que el t�ermino �2ETE es despreciable podemos concluir que la matriz Uobtenida en cada iteraci�on ser�a unitaria s�olo cuando se veri�ca la condici�on E = �ET(U + �EU)T (U+ �EU) = I () E = �ET (3.58)Por tanto, la matriz U ser�a unitaria si es actualizada con una matriz antisim�etrica E . Porlo que el algoritmo �nalmente considerado para actualizar la matriz U es el siguienteU(n + 1) = U(n)� �U(n) �y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)� (3.59)Esta regla de adaptaci�on no preserva exactamente la propiedad de ortogonalidad sino s�olohasta el primer orden en �. Sin embargo, esta di�cultad desaparece cuando se consideranla etapa de blanqueo y separaci�on conjuntamente.El haber utilizado algoritmos de gradiente relativo tiene como principal ventaja elpoder agrupar en una �unica recursi�on los algoritmo (3.55) y (3.59) propuestos paracada una de las etapas del sistema de separaci�on. En efecto, si tenemos en cuenta queW = VU son los coe�cientes conjuntos de las etapas de blanqueo y de separaci�on,podemos multiplicar (3.55) y (3.59) y obtener la recursi�on que describe la evoluci�on deestos coe�cientesW(n+ 1) = V(n+ 1)U(n+ 1)= �V(n)� �V(n)(z(n)zT (n)� I)��U(n)� �U(n) �y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)��= V(n) �I� �(z(n)zT (n)� I)�U(n) �I� � �y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)��= V(n)U(n)UT (n) �I� �(z(n)zT (n)� I)�U(n) �I� � �y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)��= V(n)U(n) �I� �(y(n)yT (n)� I)��I� � �y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)�� (3.60)Desarrollando el producto y despreciando los t�erminos multiplicados por �2 obtenemos laexpresi�on del algoritmo EASIW(n+ 1) = W(n)� �W(n) �y(n)yT (n)� I+ y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)�(3.61)Es interesante notar que el algoritmo EASI es equivariante: si multiplicamos (3.61)por AT obtenemos que la evoluci�on de los coe�cientes de mezcla/separaci�on no dependede los par�ametros que hayan intervenido en la mezcla de las fuentesGT (n+ 1) = GT (n)� �GT (n) �y(n)yT (n)� I+ y(n)fT (y(n))� f(y(n))yT (n)� (3.62)



3.6. EL ALGORITMO EASI 51Esta propiedad hace que el algoritmo EASI sea especialmente atractivo para situacionesen las que la matriz de mezcla est�a mal condicionada.3.6.1 Estabilidad del algoritmo EASIEn esta secci�on estudiaremos la estabilidad del algoritmo EASI (3.61) en los puntos dondese consigue la separaci�on de las fuentes. Realizar este an�alisis considerando la expresi�ondel algoritmo en funci�on de los pesos del sistema de separaci�on W no es sencillo. Sinembargo, la complejidad se reduce notablemente si observamos la relaci�on existente entrelos coe�cientes W y la matriz de amplitudes G = WTA. Si A es una matriz invertiblede rango completo entonces existe una correspondencia uno a uno entre G y W, lo quepermite realizar el estudio de los puntos de equilibrio a partir de la evoluci�on deG. En [13]se ha presentado un an�alisis de la estabilidad utilizando el criterio de Liapunov comentadoen el cap��tulo 2. Aqu��, sin embargo, presentaremos un estudio de la estabilidad en baseal signo de los autovalores de la matriz jacobiana.Como ya se ha comentado anteriormente, la evoluci�on de G =WTA viene dada por(3.62). Sus puntos de equilibrio se corresponden con las ra��ces de la ecuaci�on diferencialordinaria asociada a la recursi�on anteriordGTdt = �GT �E[yyT ]� I+ E[yfT (y)]� E[f(y)yT ]� = 0 (3.63)donde 0 es una matriz toda cero. En el caso N = 2 se obtiene un sistema de cuatroecuacionesF11 = dg11dt = �g11(E[y21]� 1)� g21 (E[y2y1] + E[y2f(y1)]� E[f(y2)y1])F12 = dg12dt = �g12(E[y21]� 1)� g22 (E[y2y1] + E[y2f(y1)]� E[f(y2)y1])F21 = dg21dt = �g11 (E[y2y1] + E[y1f(y2)]� E[f(y1)y2])� g21(E[y22]� 1)F22 = dg22dt = �g12 (E[y2y1] + E[y1f(y2)]� E[f(y1)y2])� g22(E[y22]� 1) (3.64)Este sistema de ecuaciones tiene m�ultiples soluciones, de las cuales son deseadas�unicamente aquellas en las que cada salida extrae una �unica fuenteSol. 1 y1 = �1s1 y2 = �2s2 (3.65)Sol. 2 y1 = �1s2 y2 = �2s1 (3.66)El estudio de la estabilidad del algoritmo en estos puntos es an�alogo, por lo quecentraremos nuestra atenci�on en el primero: g11 = �1, g12 = g21 = 0 y g22 = �2.Obviamente, las salidas (3.65) ser�an estad��sticamente independientes por lo que la mayor��a



52CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESde los t�erminos en (3.64) ser�an ceroF11 = ��1(E[�21s21]� 1)F12 = F21 = 0F22 = ��2(E[�22s22]� 1) (3.67)Recordemos que estamos suponiendo que las fuentes tiene potencia unidad ya que cambiosen el valor de la potencia pueden ser incluidos dentro de la matriz de mezcla. Bajoesta hip�otesis es inmediato comprobar que las ecuaciones (3.67) se anulan cuando lasamplitudes son iguales a uno, i.e., �21 = �22 = 1. En particular, existe una soluci�on en elpunto donde las salidas recuperan exactamente las fuentes sin cambiar su amplitudG = I) y1 = s1; y2 = s2 (3.68)Este punto ser�a estable si todos los autovalores de la matriz jacobiana recogida en elap�endice D tienen parte real negativaH = 26664 �2 0 0 00 �1� E[f 0(s1)] + E[f(s2)s2] �1� E[f(s1)s1] + E[f 0(s2)] 00 �1� E[f(s2)s2] + E[f 0(s1)] �1� E[f 0(s2)] + E[f(s1)s1] 00 0 0 �2 37775 (3.69)La matriz H tiene cuatro autovalores: e1 = e2 = e3 = �2 y e4 = K1 + K2 siendoKi = E[sif(si)] � E[f 0(si)]. Es evidente que todos los autovalores tendr�an parte realnegativa si se veri�ca la siguiente condici�onK1 +K2 < 0) E[s1f(s1)]� E[f 0(s1)] + E[s2f(s2)]� E[f 0(s2)] < 0 (3.70)Por tanto, para que los puntos donde se lleva a cabo la separaci�on sean atractores delalgoritmo EASI, la no-linealidad f(:) debe ser elegida de forma que se cumpla la condici�on(3.70). si �1=p2pi 0 1=p2pip(si) pi 1� 2pi piTabla 3.3: Distribuci�on de probabilidad discreta empleada para veri�car las condicionesde estabilidad del algoritmo EASI.A continuaci�on ilustraremos estos resultados considerando una no-linealidad de laforma f(yi) = tanh(yi) y un entorno formado por dos fuentes discretas que tienen ladistribuci�on mostrada en la tabla 3.3, que ya hemos empleado anteriormente. Para estecaso Ki viene dada por la siguiente expresi�onKi = q2pi tanh 1p2pi!+ 2pi tanh2  1p2pi!� 1 (3.71)



3.7. ALGORITMOS DEMAXIMIZACI �ON DE LA TRANSFERENCIA DE INFORMACI �ON 53Evaluando (3.71) para distintos valores de pi se han obtenido los resultados recogidos en latabla 3.4 donde ki denota la curtosis de las fuentes. La regi�on de estabilidad impuesta porla condici�on (3.70) es la mostrada en la �gura 3.8 (izquierda). Como puede observarse, elalgoritmo es estable si las fuentes en el entorno tienen curtosis positiva (p < 0:167) perosu empleo es muy limitado para aplicaciones donde todas las fuentes del entorno tienecurtosis negativa (p > 0:167). Esta limitaci�on puede ser superada f�acilmente observandoque la elecci�on de la no-linealidad f(y) = � tanh(y) tiene como regi�on de estabilidadla complementaria a la obtenida para f(y) = tanh(y) como se reeja en la �gura 3.8(derecha). pi ki K0.05 7 -0.58560.10 2 -0.37180.15 0.333 -0.20960.20 -0.5 -0.08130.25 -1 0.02280.30 -1.33 0.10880.35 -1.57 0.18100.40 -1.75 0.24250.45 -1.889 0.29550.50 -2 0.3416Tabla 3.4: Estad��sticos de las fuentes empleadas para veri�car las condiciones deestabilidad del algoritmo EASI para f(y) = tanh(y).Como aplicaci�on de la no-linealidad f(y) = � tanh(y) hemos considerado la separaci�onde dos se~nales con p = 0:5 (caso binario) mezcladas utilizando la siguiente matriz malcondicionada A = " 1:01 11:01 1:01 # (3.72)En la fase de separaci�on se ha empleado un sistema MIMO con dos entradas y dossalidas cuyos coe�cientes (aleatoriamente inicializados) fueron actualizados utilizando elalgoritmo EASI con � = 10�2. La �gura 3.9 muestra la evoluci�on de las amplitudesG = WTA. Como puede verse el algoritmo ha separado las fuentes y ha alcanzado losvalores te�oricos G =WTA = I.3.7 Algoritmos de maximizaci�on de la transferenciade informaci�onUno de los paradigmas del aprendizaje supervisado en redes neuronales es el principio depreservaci�on de la informaci�on (infomax) propuesto por Linsker [29]. De acuerdo con este



54CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORES

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

prob.

pr
ob

.

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

prob.

pr
ob

.

Figura 3.8: Condiciones de estabilidad del algoritmo EASI para f(y) = tanh(y)(izquierda) y f(y) = � tanh(y) (derecha).
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Figura 3.9: Evoluci�on de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmoEASI empleando f(y) = � tanh(y).
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(A) 11+e�yi
(B) tanh(yi)
(C) R yi�1 e(t2�1)2=2dt
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Figura 3.10: Ejemplos de funciones de activaci�on.principio, los par�ametros de una red neuronal se ajustan con el objetivo de maximizar latransferencia de informaci�on entre la entrada y la salida. Se conjetura que determinadosmecanismos de aprendizaje de los seres vivos funcionan de esta manera.El algoritmo de Bell y Sejnowski [4] es un algoritmo de gradiente que maximiza latransferencia de informaci�on entre la entrada y la salida de una red neuronal no linealde una sola capa que tenga el mismo n�umero de entradas que de salidas. Se suponeque la red es activada por las observaciones x para producir el vector de estados deactivaci�on, y = WTx, donde W es una matriz cuadrada N � N que contiene los pesossin�apticos. Posteriormente, la salida �nal es una funci�on no lineal del estado u = h(y).En redes neuronales las funciones de activaci�on que se pueden utilizar son muy diversas.Cuando se manejan muestras de se~nales continuas se suele pedir que sean monotonamentecrecientes, acotadas e invertibles. En la �gura 3.10 se muestran algunos ejemplos: lasno-linealidades (A) y (B) son dos funciones com�unmente usadas en la construcci�on deredes neuronales arti�ciales [40] (sigmoide y tangente hiperb�olica) mientras que (C) surgecomo una aplicaci�on del criterio de �ltrado adaptativo conocido como Constant Modulus(CM)[53].El algoritmo de Bell y Sejnowski persigue la maximizaci�on de la transferencia deinformaci�on entre la entrada x y la salida despu�es de la no linealidad u. Si llamamos



56CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESH(u) a la entrop��a de u y H(ujx) a la incertidumbre sobre u que no es resuelta alobservar x entonces podemos escribir (ver ap�endice C) la informaci�on mutua, I(u;x),como I(u;x) = H(u)�H(ujx) (3.73)Ahora bien, como estamos suponiendo que el comportamiento de la red es determinista(por ejemplo, la red no introduce ruido), el t�erminoH(ujx) es cero y la informaci�on mutuacoincide con la entrop��a de la salida I(u;x) = H(u) (3.74)A continuaci�on vamos a expresar la entrop��a de la salidaH(u) en funci�on de la entrop��ade la entrada H(x). La entrop��a de u se de�ne comoH(u) = �E[ln (p(u))] (3.75)donde p(u) es la funci�on densidad de probabilidad de u. Como las funciones de activaci�onhi(yi); i = 1 � � �N son invertibles, podemos escribir la f.d.p. de la salida u en funci�on dela f.d.p. del estado y como sigue [65]p(u) = p(y)QNi=1 h0i(yi) (3.76)Por tanto,H(u) = �E[ln p(u)] = �E "ln p(y)QNi=1 h0i(yi)!# = H(y) + E "ln NYi=1 h0i(yi)!# (3.77)donde H(y) es la entrop��a del estado y. A su vez, de la relaci�on lineal entre las salidas ylas observaciones y =WTx resulta que p(y) = p(x)= det(WT ) [65] y, por tanto, podemosexpresar H(y) comoH(y) = �E "ln p(x)det(WT )!# = H(x) + ln(det(WT )) (3.78)donde H(x) es la entrop��a de la entrada x. Finalmente, sustituyendo (3.78) en (3.77) seobtiene que H(u) = H(x) + ln(det(WT )) + E "ln NYi=1 h0i(yi)!#= H(x) + ln(det(WT )) + NXi=1E[ln(h0i(yi))] (3.79)Esta expresi�on nos indica que la incertidumbre sobre la salida de la red u es la misma queexiste sobre la entrada x m�as un conjunto de t�erminos que dependen de los pesos de la red



3.7. ALGORITMOS DEMAXIMIZACI �ON DE LA TRANSFERENCIA DE INFORMACI �ON 57neuronal. El t�ermino H(x) que aparece en la expresi�on anterior puede eliminarse ya queno depende de W con lo que podemos establecer que la maximizaci�on de la informaci�onmutua I(u;x) equivale a maximizar la siguiente funci�on de costeJMI(W) def= ln(det(WT )) + NXi=1E[ln(h0i(yi))] (3.80)El siguiente paso es obtener un algoritmo adaptativo que maximice JMI(W). Paraello se puede utilizar un algoritmo de gradiente de m�axima pendiente [4] o un algoritmode gradiente relativo [1, 53]. A partir de las derivadas dadas en el ap�endice A es sencilloobtener que el gradiente de (3.80) es el siguienterWJ = rW �ln(det(WT ))�+rW  NXi=1E[ln(h0i(yi))]!= adj(WT )det(WT ) � E[xgT (y)] =W�T � E[xgT (y)] (3.81)donde g(y) = [�h001(y1)=h01(y1); � � � ;�h00N (yN)=h0N(yN)]T es un vector de no linealidadesque depende de la funci�on de activaci�on que se est�e utilizando (la tercera columna dela �gura 3.10 recoge algunas posibilidades). Finalmente, estimando las esperanzas queaparecen en (3.81) con una �unica muestra se obtienen las siguientes reglas de aprendizaje:� Algoritmo de gradiente ascendente de m�axima pendiente:W(n+ 1) =W(n) + � �W(n)�T � x(n) gT (y(n))� (3.82)� Algoritmo de gradiente relativo: se obtiene a partir del anterior multiplicando elfactor de incremento en (3.82) por WWTW(n+ 1) = W(n) + �W(n)WT (n) �W(n)�T � x(n) gT (y(n))�= W(n) + �W(n) �I� y(n)gT (y(n))� (3.83)Bell y Sejnowski [4] conjeturan que el algoritmo (3.82) es �util para separaci�on ciega defuentes si se interpreta la entrada x como las observaciones, la parte lineal de la red Wcomo el sistema de separaci�on y el estado y =WTx como las salidas que deben recuperarlas fuentes. Su conjetura se basa en que la expresi�on (3.77) de la informaci�on mutua entreu y x, y que reproducimos a continuaci�on,I(u;x) = H(u) = �E "ln p(y)QNi=1 h0i(yi)!# (3.84)



58CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESse puede interpretar como la distancia de Kullback-Leibler entre la f.d.p. de la salida p(y)y una f.d.p. de referencia p̂(y) = QNi=1 h0i(yi). Si ahora escogemos cada no linealidad deforma que h0i(:) se corresponda con la f.d.p. de cada fuente, entonces p̂(s) es la f.d.p. delas fuentes y al maximizar I(u;x) se est�a forzando a que y tenga la misma f.d.p. quelas fuentes. En [59] se llega a esta misma elecci�on de las no linealidades partiendo delprincipio de reducci�on de la redundancia entre las salidas cuyo objetivo es extraer lascaracter��sticas estad��sticamente independientes que mejor representan a las entradas.Del razonamiento anterior Bell y Sejnowski deducen que para llevar a cabo laseparaci�on de las fuentes las no linealidades deben escogerse de forma que sean lasfunciones de distribuci�on de las fuentes. No obstante, al no realizar un estudio de laestabilidad de los algoritmos resultantes, numerosas cuestiones permanecen sin resolver.Por ejemplo, la elecci�on de las no linealidades como funciones de distribuci�on de las fuentesen absoluto garantiza que no existan otros m�aximos no deseados que puedan da~nar laconvergencia del algoritmo. M�as a�un, las distribuciones de las fuentes es una informaci�onque en muchas situaciones pr�acticas es desconocida. Por otro lado, si en el algoritmo seutilizan unas no linealidades distintas de las funciones de distribuci�on de las fuentes, noest�a claro bajo qu�e condiciones los puntos donde se consigue la separaci�on son atractoresdel algoritmo. En la siguiente subsecci�on se presenta un an�alisis de la estabilidad delalgoritmo (3.83) en el que se da una respuesta a algunas de estas cuestiones.Es interesante notar la relaci�on que existe entre los algoritmos (3.82) y (3.83) y otrospresentados anteriormente. En primer lugar, el algoritmo de m�axima pendiente (3.82)tiene ciertas semejanzas con el algoritmo p-vector dado en la ecuaci�on (2.32): cuando elsistema separa las fuentes sin incorporar ninguna amplitud (WTA = I) el primer t�erminoen (3.82) conduce aW�T = A. Adem�as el t�ermino �xgT (y) puede entenderse como unageneralizaci�on del t�ermino �xyT que aparece en el algoritmo p-vector. Por otro lado, elalgoritmo de gradiente relativo (3.83) se corresponde con la recursi�on (3.35) para el casof(y) = y y � = I.Un caso particular de (3.80) que admite una interesante interpretaci�on es el que resultade elegir la no linealidad (C) de la �gura 3.10 como funci�on de activaci�on de la redneuronal [16]. Para este caso la maximizaci�on de la transferencia de la informaci�on (3.80)es equivalente a minimizar la siguiente funci�on de costeJCM(W) = 12 NXi=1E h(y2i � 1)2i� ln(det(W)) (3.85)Obs�ervese que el primer t�ermino de esta funci�on de coste es una extensi�on para sistemasMIMO de un criterio ampliamente utilizado en igualaci�on ciega conocido con el nombre deConstant Modulus [38] cuyo algoritmo de gradiente asociado se denomina CMA (ConstantModulus Algorithm). De los estudios de estabilidad realizados acerca de este algoritmo ensistemas MISO (Multiple Input Single Output) se sabe que converge a aquellas situacionesen las que se extrae una �unica fuente. Sin embargo, la minimizaci�on del primer sumandoen (3.85) es por s�� sola insu�ciente ya que varias salidas pueden extraer la misma fuente.



3.7. ALGORITMOS DEMAXIMIZACI �ON DE LA TRANSFERENCIA DE INFORMACI �ON 59Esta situaci�on indeseada es penalizada por el segundo t�ermino ya que la dependenciaentre columnas de W da como resultado un valor negativo muy grande de ln(det(W)).Alternativamente, este t�ermino ha sido sustituido en [14, 36] por la suma de los valoresabsolutos de las correlaciones entre las salidas.3.7.1 Estabilidad del algoritmo de Bell y SejnowskiEl algoritmo basado en estad��sticos de orden superior propuesto por Amari y Cichocki(3.35) tiene la misma expresi�on que la versi�on relativa del desarrollado por Bell y Sejnowski(3.83) considerando la maximizaci�on de la transferencia de informaci�on en una redneuronal. Ambos actualizan los pesos mediante la siguiente regla de aprendizajeW(n+ 1) =W(n) + �W(n) �I� y(n)gT (y(n))� (3.86)donde � es el par�ametro de paso y g(:) es un vector formado por una transformaci�onno-lineal de la salida cuya forma concreta depende del algoritmo bajo estudio. Enparticular, en aquellos que maximizan la transferencia de informaci�on, la no-linealidadg(yi) = �h00(yi)=h0(yi) se determina a partir de la primera y segunda derivada de lafunci�on de activaci�on de una red neuronal. En este apartado consideraremos el caso enque todas las no linealidades son id�enticas hi(:) = h(:). En [2] se ha realizado un primeran�alisis de la estabilidad de (3.86) del cual se deducen algunas condiciones su�cientes quegarantizan la correspondencia entre los atractores del algoritmo y los puntos de separaci�on.Estas condiciones son m�as restrictivas que las que obtendremos a continuaci�on. Parte deeste an�alisis ha sido presentado en [27].En esta secci�on analizaremos la estabilidad del algoritmo (3.86) en los puntos donde selleva a cabo la separaci�on considerando la evoluci�on de los coe�cientes del sistema conjuntode mezcla-separaci�on obtenida multiplicando la recursi�on (3.86) por la transpuesta de lamatriz de mezclaGT (n + 1) = GT (n) + �GT (n) �I� y(n)gT (y(n))� (3.87)La ODE asociada a (3.87) es la siguientedGTdt = GT �I� E[ygT (y)]� (3.88)Esta ecuaci�on tiene m�ultiples ra��ces que se corresponden con los puntos estacionarios delalgoritmo. De ellas son deseadas aquellas en las que cada salida extrae una �unica fuente.En particular, para el caso de dos fuentes y dos salidas existen dos puntosSol. 1 y1 = �1s1 y2 = �2s2 (3.89)Sol. 2 y1 = �1s2 y2 = �2s1 (3.90)El estudio para cualquiera de las dos soluciones es an�alogo por lo que centraremosnuestra atenci�on en la primera. Haciendo uso de la independencia estad��stica de las



60CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORESfuentes obtenemos que (3.88) se anula cuando los par�ametros �i satisfacen las siguientesigualdades �1E[s1g(�1s1)] = 1�2E[s2g(�2s2)] = 1 (3.91)El siguiente paso consiste en estudiar los autovalores de la matriz formada por las primerasderivadas de la ecuaci�on diferencial ordinaria. Considerando las expresiones recogidas enel ap�endice D se obtiene que esa matriz tiene la siguiente formaH = 266664 �1� �21�1 0 0 00 ��22m1 ��2�1 00 ��1�2 ��21m2 00 0 0 �1� �22�2 377775 (3.92)donde �1 = E[s21g0(�1s1)] �2 = E[s22g0(�2s2)]m1 = [g0(�1s1)] m2 = [g0(�2s2)] (3.93)La matriz (3.92) tiene cuatro autovalores dos de los cuales ser�an negativos si se cumplela siguiente condici�on �2i�i > �1 i = 1; 2 (3.94)Adicionalmente, podemos garantizar que la parte real de los otros dos autovalores ser�anegativa si la matriz central de (3.92) tiene traza real negativa y determinante real positivolo que nos conduce a plantear las siguientes condiciones de estabilidadmi > 0; i = 1; 2 (3.95)�21�22m1m2 > 1 (3.96)Por tanto, aquellas no-linealidades g(yi) que veri�quen las condiciones (3.91), (3.94),(3.95) y (3.96) ser�an adecuadas para efectuar separaci�on ciega de fuentes ya que lospuntos de separaci�on ser�an atractores de (3.87).A continuaci�on ilustraremos estos resultados considerando una no-linealidad de laforma g(yi) = 2 tanh(yi) que resulta de utilizar la funci�on de activaci�on h(yi) = tanh(yi)en una red que maximiza la transferencia de informaci�on. En este caso, la funci�on decoste (3.80) toma la siguiente formaJMI(W) = NXi=1E[ln(1� tanh2(yi))] + ln(det(WT )) (3.97)



3.7. ALGORITMOS DEMAXIMIZACI �ON DE LA TRANSFERENCIA DE INFORMACI �ON 61si �1=p2pi 0 1=p2pip(si) pi 1� 2pi piTabla 3.5: Distribuci�on de probabilidad discreta utilizada para veri�car las condicionesde estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski.Es imposible resolver (3.91) de forma general para encontrar los valores de las amplitudes�i en los puntos donde se consigue la separaci�on. Por ello, a continuaci�on supondremosun entorno concreto con fuentes de naturaleza discreta distribuidas como se muestra enla tabla 3.5.Bajo estas consideraciones, la ecuaci�on (3.91) y los promedios (3.93) toman la siguienteforma 2�q2pi tanh �p2pi! = 1 (3.98)�i = 2 1� tanh2  �p2pi!! (3.99)mi = �4pi tanh2  �p2pi!+ 2 (3.100)Resolviendo num�ericamente la ecuaci�on (3.91) para distintos valores de pi, se han obtenidolos valores de �i mostrados en la tabla 3.6. Esta tabla tambi�en recoge los valores de �iy mi obtenidos a partir de (3.99) y (3.100) y el valor de la curtosis ki para distintasprobabilidades. De los valores en esta tabla se deduce que las condiciones (3.94) y (3.95)se veri�can independientemente del valor de pi ya que �i y mi son siempre positivos.pi ki �i �i mi0.0500 7 1.5868 0.0004 1.80000.1000 2 1.1323 0.0499 1.61000.1500 0.333 0.9678 0.2205 1.46610.2000 -0.5 0.8910 0.4256 1.37020.2500 -1 0.8483 0.6104 1.30520.3000 -1.33 0.8214 0.7649 1.25900.3500 -1.57 0.8030 0.8924 1.22460.4000 -1.75 0.7897 0.9978 1.19830.4500 -1.889 0.7796 1.0859 1.17740.5000 -2 0.7717 1.1604 1.1604Tabla 3.6: Par�ametros de estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski parag(y) = 2 tanh(y).La gr�a�ca 3.11 muestra la regi�on de estabilidad impuesta por la condici�on (3.96).Puede observarse que la estabilidad del algoritmo est�a garantizada si todas las fuentes
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Figura 3.11: Condiciones de estabilidad del algoritmo de Bell y Sejnowski parag(y) = 2 tanh(y).
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Figura 3.12: Evoluci�on de las ganancias del sistema separador ajustado con el algoritmode Bell y Sejnowski empleando g(y) = 2 tanh(y).



3.8. MAXIMIZACI �ON DE LA VEROSIMILITUD 63en el entorno tienen curtosis positiva (p < 0:167). Por otro lado, el algoritmo no esasint�oticamente estable en la mayor��a de los casos en los que alguna de las fuentes tienecurtosis negativa (p > 0:167), por lo que el empleo de g(y) = 2 tanh(y) en aplicacionesde comunicaciones es muy limitada. Tambi�en es interesante notar que existen ciertascombinaciones de fuentes super-gaussianas y sub-gaussianas para las cuales se cumple lacondici�on (3.96). Por ejemplo, el algoritmo es estable si las observaciones son mezclasde dos fuentes, una de ellas sub-gaussiana con curtosis k1 = �1:75 (p1 = 0:4) y otrasuper-gaussiana con curtosis k2 = 2 (p = 0:1). Para esta situaci�on, la �gura 3.12 muestrala evoluci�on de las amplitudes del sistema G = WTA obtenidas con la siguiente matrizmal condicionada A = " 1:01 11:01 1:01 # (3.101)En esta simulaci�on se ha utilizado un sistema MIMO de dos entradas y dos salidas cuyoscoe�cientes (aleatoriamente inicializados) han sido actualizados empleando el algoritmo(3.83) con � = 5 � 10�4. Puede observarse como el algoritmo ha convergido a loscoe�cientes �optimos �i calculados num�ericamente: �1 = 0:7897 y �2 = 1:1323 lo querefuerza nuestros resultados anal��ticos.3.8 Maximizaci�on de la verosimilitudLos criterios de separaci�on ciega presentados anteriormente intentan encontrar un vectory que tenga una f.d.p. lo m�as parecida posible al vector de fuentes s. En esta secci�on nosplanteamos un enfoque alternativo que consiste en determinar el estimador de m�aximaverosimilitud de los par�ametros que han intervenido en la mezcla Â, de forma queÂ�1As = s [10, 11].Recordemos que el modelo de mezcla que estamos utilizando supone que lasobservaciones son mezclas lineales de las fuentes x = As donde tanto A como s sondesconocidas, las f.d.p. px(xjA) y ps(s) son tambi�en desconocidas. Establezcamos ahorael siguiente modelo de las observaciones x = Âŝ (3.102)donde ŝ es un vector de fuentes hipot�eticas con una f.d.p. conocida pŝ(ŝ) y Â es unaestimaci�on del sistema de mezcla que escogeremos de acuerdo al principio de m�aximaverosimilitud tal y como se explica a continuaci�on.Consideremos que disponemos de L realizaciones independientes de las observacionesx(1); :::;x(L). Al ser las observaciones estad��sticamente independientes entre s��, su f.d.p.puede ser escrita de la siguiente formapx(x(1); :::;x(L)jÂ) = LYi=1 px(x(i)jÂ) (3.103)
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Figura 3.13: Modelo del sistema de mezcla/separaci�on para el criterio de m�aximaverosimilitud.Tomando logaritmos y dividiendo por el n�umero de muestras obtenemos la verosimilitudlogar��tmica (log-likehood) normalizadaL(Â) = 1L log LYi=1 px(x(i)jÂ)! = 1L LXi=1 log(px(x(i)jÂ)) (3.104)Si el n�umero de observaciones es grande, L!1, la funci�on L(Â) tiende a su esperanzaL(Â)! E[L(Â)] = Z px(xjA) log(px(xjÂ))dx = Z px(xjA) log px(xjÂ)px(xjA)px(xjA) ! dx= �K(px(xjA); px(xjÂ))�H(x;A) (3.105)donde K(�; �) denota la divergencia de Kullback-Leibler y H(x;A) es la incertidumbresobre las observaciones que no depende de Â. Por ello, maximizar L(Â) es equivalente aminimizar la distancia de Kullback-Leibler entre px(xjA) y px(xjÂ). En otras palabras,el estimador de m�axima verosimilitud de A ser�a una matriz Â que minimice la siguientefunci�on de coste JMV (Â) def= K(px(xjA); px(xjÂ)) (3.106)El razonamiento anterior nos conduce a plantear el sistema inversor (del modelo reale hipot�etico) mostrado en la �gura 3.13. Como puede verse, al procesar el vector deobservaciones hipot�etico x = Âŝ con un sistema inversor representado por la matriz Â�1



3.8. MAXIMIZACI �ON DE LA VEROSIMILITUD 65se obtiene exactamente el vector de fuentes ŝ cuya f.d.p. viene dada por la siguienteexpresi�on p(ŝ) = px(xjÂ)j det(Â�1)j (3.107)Por otro lado, al aplicar el vector de observaciones real al mismo sistema inversor Â�1 seobtiene una salida y = Â�1As cuya f.d.p. es, en general, distinta a la de las fuentesp(Â�1As) = px(xjA)j det(Â�1)j (3.108)Sustituyendo (3.107) y (3.108) en la funci�on de coste (3.106) resulta lo siguienteJMV (Â) = K(px(xjA); px(xjÂ)) = K(p(y); p(ŝ)) (3.109)Como consecuencia, al maximizar JMV (Â) estamos forzando que un vector y = Â�1Astenga componentes independientes.Es importante hacer notar que el criterio de m�axima verosimilitud es equivalente al dem�axima transferencia de informaci�on de la secci�on 3.7. En efecto, anteriormente hemosdeterminado que la informaci�on mutua entre la salida u = f(y) y las observaciones xviene dada por la expresi�on (3.77) y que repetimos a continuaci�onI(u;x) = �E "ln p(y)QNi=1 h0i(yi)!# (3.110)Si elegimos como no-linealidades hi(yi) las f.d.p. de las fuentes hipot�eticas ŝi que,recordemos, son independientes entre s��pŝ(y) = NYi=1 h0i(yi) (3.111)y sustituimos (3.111) en (3.110) obtenemos la siguiente expresi�on de la informaci�on mutuaI(u;x) = �E "ln py(y)QNi=1 pŝ(y)!# (3.112)Como consecuencia, tambi�en la maximizaci�on de la informaci�on mutua conduce a laminimizaci�on de la distancia de Kullback-Leibler entre la f.d.p. de las salidas y =WTx yla f.d.p. conjunta de las fuentes hipot�eticas. De la discusi�on anterior podemos deducir quetanto el criterio de m�axima verosimilitud como el de maximizaci�on de la transferencia deinformaci�on tienen como objetivo encontrar una salidas estad��sticamente independientes.Como se muestra en la �gura 3.14, el papel de la matriz W es el mismo que el deÂ. Adicionalmente, este es el mismo objetivo que persiguen los criterios basados enestad��sticos de orden superior.
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Figura 3.14: Comparaci�on entre el criterio de m�axima transferencia de informaci�on y elde m�axima verosimilitud.3.9 ConclusionesEn este cap��tulo se han revisado varios m�etodos de separaci�on ciega de fuentes. Hemoscomenzado exponiendo las limitaciones de los algoritmos de decorrelaci�on para resolver elproblema de separaci�on bajo nuestras hip�otesis de trabajo. Conscientes de esta limitaci�on,H�erault y Jutten propusieron aprovechar la informaci�on contenida en los estad��sticos deorden superior de las se~nales. El sistema de separaci�on que utilizan estos autores esligeramente diferente al que hemos presentado en el cap��tulo anterior ya que se consideranrealimentaciones entre las salidas de los combinadores lineales. Los pesos son ajustadoscon una recursi�on que incorpora funciones no-lineales y que persigue la independenciaestad��stica de las salidas. La principal ventaja de este m�etodo es su sencillez pero, encontrapartida, el an�alisis presentado en este cap��tulo revela que su convergencia dependede diversos factores como las caracter��sticas de las se~nales y las no-linealidades empleadas.A partir del algoritmo de H�erault-Jutten han sido propuestos diversos m�etodos deseparaci�on que tambi�en utilizan estad��sticos de orden superior. En particular, Cichockiy Undebauen han propuesto de forma heur��stica una modi�caci�on del algoritmo deH�erault y Jutten para actualizar los coe�cientes del sistema MIMO presentado en elcap��tulo 1. Este algoritmo admite una interesante interpretaci�on utilizando conceptosde Teor��a de la Informaci�on. En concreto, puede entenderse como un algoritmo quemaximiza la transferencia de informaci�on en una red neuronal monocapa. En este cap��tulo



3.9. CONCLUSIONES 67hemos analizado la estabilidad de este algoritmo y hemos obtenido algunas condicionessu�cientes que garantizan que los puntos donde se consiguen la separaci�on son atractoresdel algoritmo.Otro de los criterios que han centrado nuestro inter�es ha sido el propuesto por Comonbajo el nombre contraste. B�asicamente, un contraste es una funci�on de coste que cumpleciertas restricciones que garantizan la correspondencia entre sus m�aximos y los estados deseparaci�on. La mayor��a de los contrastes propuestos hasta la fecha utilizan cumulantes deorden superior. En particular, en este cap��tulo hemos presentado y analizado una funci�onde coste de�nida a partir de cumulantes de orden cuatro de las salidas. La maximizaci�onde esta funci�on se realiza bajo la restricci�on de que las salidas tengan potencia igual ala unidad lo que trae consigo la necesidad de un sistema separador de dos etapas: laprimera ajusta W y la segunda blanquea las salidas. El an�alisis de la estabilidad quehemos presentado revela la inexistencia de puntos indeseados en esta funci�on de coste.A partir de las funciones de contraste, Cardoso y Laheld han propuesto un algoritmoconocido como EASI. Este ingenioso algoritmo se caracteriza por no necesitar ningunaetapa de blanqueo y, por tanto, su implementaci�on es m�as sencilla que los basadosen contrastes. Adem�as, es un algoritmo de tipo relativo y, por ello, es adecuadopara situaciones donde la matriz de mezcla est�a mal condicionada. En este cap��tulohemos analizado su estabilidad y hemos deducido algunas condiciones que garantizan laconvergencia a las soluciones deseadas.Por �ultimo, hemos abordado la separaci�on de las fuentes empleando estimadoresde m�axima verosimilitud de la matriz de mezcla. Aunque el planteamiento pareceinicialmente distinto al de los otros m�etodos estudiados existe una clara relaci�on entreellos ya que todos buscan salidas estad��sticamente independientes entre s��.



68CAP�ITULO 3. REVISI �ON Y APORTACIONES A APROXIMACIONES ANTERIORES



Cap��tulo 4Nuevos criterios para separaci�onciega de fuentes
4.1 Introducci�onEste cap��tulo tiene por objeto presentar una nueva familia de criterios estad��sticos para laseparaci�on de fuentes no-gaussianas a partir �unicamente de mezclas lineales e instant�aneasde ellas. La idea de nuestra aproximaci�on es adaptar los coe�cientes del sistema separadorde acuerdo a la maximizaci�on de una nueva funci�on de coste que surge como extensi�onde un criterio para igualaci�on ciega propuesto en [69] por Shalvi y Weinstein. El criteriopropuesto por estos autores ha demostrado ser adecuado para extraer una se~nal de inter�escancelando las interferencias. Sin embargo, resulta insu�ciente para conseguir separaci�onya que la adaptaci�on de los combinadores lineales se realiza de forma individual y, porello, puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente.Para superar la limitaci�on del criterio de Shalvi y Weinstein en el presente cap��tuloproponemos a~nadir un conjunto de cumulantes cruzados que penalicen la dependenciaestad��stica entre las salidas que aparece cuando la misma fuente es extra��da por varioscombinadores. Una de las principales ventajas de nuestra aproximaci�on es que loscoe�cientes del sistemas de separaci�on pueden ajustarse de forma adaptativa utilizando unsencillo algoritmo de gradiente cuya estabilidad ha sido analizada para el caso general desistemas de mezcla y separaci�on con N entradas y N salidas. El estudio permite establecerlas condiciones bajo las cuales los puntos donde se consigue la separaci�on se correspondencon m�aximos de la funci�on de coste y, por tanto, son atractores del algoritmo. La funci�onde coste contiene otros puntos estacionarios pero tambi�en se demuestra que son m��nimos opuntos silla lo que se traduce en puntos inestables a los que nunca converger�a el algoritmo.Como alternativa al empleo del cumulante de cuarto orden como t�ermino cruzadoproponemos a~nadir la correlaci�on entre las salidas o una funci�on logar��tmica deldeterminante de la matriz de separaci�on. Al igual que en la aproximaci�on anterior,los coe�cientes del sistema separador son ajustados utilizando algoritmos de gradiente.69



70CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTESDesafortunadamente, estos algoritmos son muy dif��ciles de analizar y, hasta la fecha, nohemos sido capaces de estudiar de forma completa su estabilidad.Este cap��tulo est�a estructurado como sigue. En la secci�on 4.2 proponemos las nuevasfamilias de funciones de coste. En la secci�on 4.3 presentamos algoritmos de gradientepara ajustar los coe�cientes del sistema separador de acuerdo a la maximizaci�on de lasfunciones de coste. En la secci�on 4.4 analizamos la estabilidad de uno de estos algoritmos.La secci�on 4.5 recoge los resultados de diversas simulaciones realizadas por ordenador,los cuales muestran el comportamiento de los algoritmos y rati�can la validez de nuestroestudio. Finalmente, la secci�on 4.6 recoge las conclusiones m�as importantes.4.2 Criterios para separaci�on de mezclasinstant�aneasA principios de esta d�ecada, Shalvi y Weinstein [68, 69] propusieron un criterio deigualaci�on ciega que utiliza momentos de segundo orden y cumulantes de cuarto orden. En[69] los coe�cientes de un sistema Multiple Input Single Output (MISO) son adaptadosutilizando un algoritmo de gradiente que maximiza una funci�on de coste que tiene lasiguiente forma Ji = jKyij � f(E[jyij2])= ���E[jyij4]� 2E2[jyij2]� jE[y2i ]j2���� f(E[jyij2]) (4.1)donde Kyi denota la curtosis de la salida yi y f(:) es una funci�on continua, real y derivablef : < ! < elegida de forma que el siguiente conjunto de funciones tengan un �unico m�aximoen x > 0 pi(x) = j�ijx2 � f(x); i = 1; :::; N (4.2)donde �i = Ksi=E2[jsij2] denota la curtosis normalizada de la fuente si. En [69] sedemuestra que los �unicos atractores de un algoritmo de gradiente que maximice (4.1) secorresponden con la extracci�on de una �unica se~nal contenida en las observaciones x = As.Adem�as se demuestra que los puntos estacionarios de la funci�on de coste donde se cancelantodas las fuentes o se extrae una combinaci�on lineal de ellas son puntos de ensilladura om��nimos y, por tanto, un algoritmo de gradiente nunca converger�a a ellos.El criterio (4.1) puede tomar formas muy diversas dependiendo de la elecci�on de lafunci�on f(:). En particular, consideraremos el siguiente polinomio de segundo ordenf(x) = �x2 � 2�x+ 1 (4.3)Sustituyendo (4.3) en (4.2) es inmediato comprobar que cada funci�on pi(:) tiene un �unicom�aximo en xi = ��� j�ij ; i = 1; :::; N (4.4)



4.2. CRITERIOS PARA SEPARACI �ON DE MEZCLAS INSTANT�ANEAS 71Adicionalmente, para que pi(:) tenga una �unico m�aximo en xi > 0 debemos elegir lospar�ametros � y � de forma que se cumplan las siguientes condiciones� > j�ij; i = 1; :::; N; � > 0 (4.5)Como puede apreciarse, la elecci�on del par�ametro � depende del valor de la curtosis delas fuentes. Esta condici�on no limita en absoluto la aplicabilidad del criterio ya que no esnecesario conocer el valor exacto de los �i. Solamente debemos tener una idea del rangoen el que est�an comprendidos y, en cualquier caso, siempre podemos escoger un par�ametro� su�cientemente grande.Una particularizaci�on muy interesante de (4.3) resulta de considerar que todas lasfuentes en el entorno son complejas, circulares y de curtosis negativa (�i 2 (�2; 0)). Paraesta aplicaci�on los par�ametros � = 2 y � = 1 satisfacen las condiciones (4.5) y dan lugaral siguiente criteriomaxwi Ji = � �E[jyij4]� 2E[jyij2] + 1� = �E[jjyij2 � 1j2] (4.6)donde el t�ermino E[y2i ] ha sido eliminado de la expresi�on como consecuencia de la simetr��acircular asumida en las fuentes. La maximizaci�on de (4.6) es el bien conocido criterioConstant Modulus propuesto inicialmente por Godard [38] para encontrar los coe�cientesdel igualador en un receptor de comunicaciones y, recientemente, empleado en separaci�onciega de fuentes [36, 53].La propiedad del criterio de Shalvi y Weinstein de extraer una �unica se~nal cancelandolas se~nales interferentes nos puede conducir a plantear un criterio de separaci�on consistenteen ajustar los coe�cientes de un sistema MIMO mediante la maximizaci�on de la suma defunciones Ji dadas en (4.1)maxW J = NXi=1 Ji = NXi=1 �jKyij � f(E[jyij2])� (4.7)La �gura 4.1 muestra el esquema de un sistema separador cuyos par�ametros se ajustanutilizando un algoritmo de gradiente que maximiza (4.7). Como puede verse, cadacombinador lineal es adaptado de forma individual sin considerar lo que sucede en losdem�as. Esta falta de cooperaci�on puede conducir a una situaci�on donde la misma fuentesea extra��da por varios combinadores. Este problema puede ser evitado a~nadiendo a (4.7)la suma de cumulantes cruzados de cuarto orden entre las salidas del sistema separadorT1 = � NXi=1 NXj=1i6=j jKyiyj j= � NXi=1 NXj=1i6=j ���E[jyij2jyjj2]� E[jyij2]E[jyjj2]� jE[yiyj�]j2 � jE[yiyj]j2��� (4.8)
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Figura 4.1: Sistema MIMO ajustado con el criterio de Shalvi y Weinstein.donde  es un par�ametro real positivo. La funci�on de coste (4.8) ser�a negativa cuandoalg�un par de salidas yi y yj extraigan la misma fuente y se anular�a cuando todas lassalidas sean estad��sticamente independientes por lo que parece una buena candidata paraconseguir la separaci�on de las fuentes. Sin embargo, debemos notar que tambi�en se anular�acuando las salidas yi; i = 1; :::; N cancelen todas las fuentes, por lo que la maximizaci�onde (4.8) es por s�� sola insu�ciente para conseguir la separaci�on a no ser que se introduzcanrestricciones sobre el sistema de separaci�on como las propuestas en [52, 60].En el presente trabajo proponemos incorporar en una �unica funci�on de coste lascaracter��sticas de las funciones (4.7) y (4.8) comentadas anteriormente. Nuestro criteriode optimizaci�on es el siguientemaxW J1(W) = J + T1 = NXi=1 �jKyij � f(E[jyij2])��  NXi=1 NXj=1i6=j jKyiyj j (4.9)La funci�on de coste que acabamos de de�nir nos recuerda al contraste (3.40) presentadoen el cap��tulo anterior. Sin embargo, la inclusi�on de la funci�on f(:) hace innecesarias lasrestricciones sobre las salidas, lo que se traduce en una menor complejidad del sistemaseparador al eliminarse los AGCs que normalizan la potencia de las salidas. Adem�as elan�alisis de los puntos estacionarios de la funci�on de coste (4.9) es notablemente m�as simpleque el de (3.37).Siguiendo con la idea de utilizar el criterio de Shalvi y Weinstein en separaci�on ciega de



4.3. ALGORITMOS ADAPTATIVOS 73fuentes, se ha pensado penalizar la dependencia entre las salidas utilizando otros t�erminoscruzados:� La primera alternativa consiste en a~nadir la correlaci�on cruzada entre las salidas[23] T2 = � NXi=1 NXj=1i6=j jE[yiy�j ]j2 (4.10)Este t�ermino es negativo cuando existe una dependencia estad��stica entre las salidasy se anula cuando las salidas extraen fuentes diferentes. El criterio de separaci�onque resulta de emplear este t�ermino cruzado es el siguientemaxW J2(W) = J + T2 = NXi=1 �jKyij � f(E[jyij2])��  NXi=1 NXj=1i6=j jE[yiy�j ]j2 (4.11)� Al observar los criterios de maximizaci�on de la informaci�on presentados en elcap��tulo anterior, parece l�ogico pensar en emplear como t�ermino cruzado una funci�onlogar��tmica que penalice la dependencia entre las �las de W que se produce cuandovarias salidas extraen la misma fuenteT3 = ln(det(jWHj)) (4.12)El criterio que resulta de a~nadir este t�ermino a (4.7) es la siguientemaxW J3(W) = J + T3 = NXi=1 �jKyij � f(E[jyij2])�+ ln(det(jWHj)) (4.13)4.3 Algoritmos adaptativosUna de las principales ventajas de nuestra aproximaci�on es que la matriz de separaci�on�optima puede ser calculada utilizando un sencillo algoritmo de gradiente estoc�astico de laforma W(n+ 1) =W(n) + �r̂WJk(n) (4.14)donde � es un valor real que determina la velocidad de convergencia del algoritmo yr̂WJk(n) es una estimaci�on del gradiente de la funci�on de coste (J1, J2 o J3) respecto ala matriz W que denotaremos rWJk. Como las funciones de coste con las que estamostrabajando dependen de la matriz W, el gradiente rWJk es una matriz formada por losvectores gradiente respecto a cada columna de WrWJk = [rw1Jk:::rwNJk]



74CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTESCada uno de estos vectores gradiente complejo se de�ne comorwiJk = @Jk@w�ij �����Nj=1 i = 1; :::; NUn estudio riguroso de este operador, as�� como algunas de sus principales propiedadespuede ser consultado en [7]. Como las funciones de coste que hemos propuesto son lasuma de dos t�erminos, podemos descomponer el gradiente en dos partesrWJk = rWJ +rWTk (4.15)Para determinar las expresiones de cada vector gradiente supondremos que la curtosisde todas las fuentes tienen el mismo signo � y que �este es conocido por el sistema deseparaci�on. En este caso se obtienerWJk = 2664 2�(E[xy�1jy1j2]� 2E[xy�1]E[jy1j2]� E[xy1]E[y�12])�rw1f(E[jy1j2])...�(E[xy�N jyN j2]� 2E[xy�N ]E[jyN j2]� E[xyN ]E[y�N 2])�rwNf(E[jyN j2]) 3775(4.16)donde rwif(E[jyij2]) depende de la elecci�on de f(:). En particular, si consideramos quef(:) es el polinomio de segundo orden dado en (4.3) y que repetimos a continuaci�onf(x) = �x2 � 2�x+ 1 (4.17)obtenemos rwif(E[jyij2]) = 2E[y�i x](�E[jyij2]� �) (4.18)Sustituyendo (4.18) en (4.16) y reemplazando los promedios por sus estimaciones,podemos escribir el gradiente comor̂WJ(n) = 2x(n)ĉT (n) (4.19)donde la matriz ĉ(n) tiene la siguiente formaĉ(n) = 2664 �(y�1(n)jy1(n)j2 � 2y�1(n)Ê[jy1j2]� y1(n)Ê[y�12])� y�1(n)(�Ê[jy1j2]� �)...�(y�N(n)jyN(n)j2 � 2y�N(n)Ê[jyN j2]� yN(n)Ê[y�N 2])� y�N(n)(�Ê[jyN j2]� �) 3775(4.20)Los promedios en (4.20) pueden ser calculados iterativamente con algoritmos de ventanaexponencial como los siguientesÊ[jyij2] = (1� �l) Ê[jyij2] + �l jyi(n)j2Ê[y�i 2] = (1� �l) Ê[y�i 2] + �l y�i (n)2 (4.21)Por otro lado, los diferentes t�erminos cruzados utilizados en (4.9), (4.11) y (4.13) danlugar a los siguientes algoritmos de gradiente.



4.3. ALGORITMOS ADAPTATIVOS 754.3.1 Algoritmo IEl algoritmo de gradiente para la funci�on de coste (4.9) puede expresarse como sigueW(n+ 1) =W(n) + �x(n)(ĉT (n)� �ĉT1 (n)) (4.22)donde un factor 2 ha sido incluido dentro del par�ametro �, ĉ(n) viene dado por (4.20) yĉ1(n) es una estimaci�on del gradiente del t�ermino cruzado (4.8)rWT1 = �2� 26664 PNj=1j 6=1 (E[xy�1jyjj2]� E[xy�1]E[jyjj2]� E[xy�j ]E[y�1yj]� E[xyj]E[y�1y�j ])...PNj=1j 6=N (E[xy�N jyjj2]� E[xy�N ]E[jyjj2]� E[xy�j ]E[y�Nyj]� E[xyj]E[y�Ny�j ]) 37775Estimando los promedios se obtiene la expresi�on de la matriz c1(n) en (4.22)ĉ1(n) = 266664 PNj=1j 6=1 (y�1(n)jyj(n)j2 � y�1(n)Ê[jyjj2]� y�j (n)Ê[y�1yj]� yj(n)Ê[y�1y�j ])...PNj=1j 6=N (y�N(n)jyj(n)j2 � y�N(n)Ê[jyjj2]� y�j (n)Ê[y�Nyj]� yj(n)Ê[y�Ny�j ]) 377775(4.23)Los promedios en (4.23) pueden ser calculados iterativamente utilizando (4.21) y lossiguientes algoritmos Ê[y�i yj] = (1� �l) Ê[y�i yj] + �l y�i (n)yj(n)Ê[y�i y�j ] = (1� �l) Ê[y�i y�j ] + �l y�i (n)y�j (n)donde �l es un n�umero real positivo menor que 1.Al emplear este algoritmo, los vectores wi del sistema separador son actualizadosutilizando informaci�on proveniente de los otros conformadores como puede verse en la�gura 4.2. Esta cooperaci�on entre los elementos de proceso es la clave para conseguir laseparaci�on de las fuentes.4.3.2 Algoritmo IIEl algoritmo de gradiente para maximizar (4.11) puede expresarse como sigueW(n+ 1) =W(n) + �x(n)(ĉT (n)� ĉT2 (n)) (4.24)donde un factor 2 ha sido incluido dentro de �, ĉ(n) viene dado por (4.20) y ĉ2(n) es unaestimaci�on del t�ermino cruzado (4.10) dado por la siguiente expresi�onrWT2 = �2 26664 PNj=1j 6=1 E[xy�j ]E[y�1yj]...PNj=1j 6=N E[xy�j ]E[y�Nyj] 37775 (4.25)
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Figura 4.2: Sistema MIMO adaptado considerando la dependencia entre sus salidas.Estimando los promedios se obtiene lo siguienteĉ2(n) = 266664 PNj=1j 6=1 y�j (n)Ê[y�1yj]...PNj=1j 6=N y�j (n)Ê[y�Nyj] 377775 (4.26)donde Ê[y�i yj] = (1� �l) Ê[y�i yj] + �l y�i (n)yj(n) (4.27)Si comparamos (4.23) y (4.26) podemos concluir que la estimaci�on de los momentoscruzados requiere menor n�umero de operaciones. Esta importante ventaja del empleode (4.26) se ve reducida por la complejidad de realizar un an�alisis de la estabilidad delalgoritmo adaptativo. En la secci�on E.2 del ap�endice E se presenta un an�alisis parasistemas separadores 2 � 2 en el que se demuestra que la condici�on  > maxi(j�ij)garantiza que los �unicos atractores del algoritmo sean los puntos donde se consigue laperfecta separaci�on de las fuentes. Esta demostraci�on, sin embargo, es extremadamentedif��cil de generalizar al caso de sistemas N �N .



4.4. AN�ALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I 774.3.3 Algoritmo IIILa maximizaci�on de la funci�on de coste (4.13) conduce al siguiente algoritmo de gradienteW(n+ 1) =W(n) + �(x(n)ĉT (n) + ĉ3(n)) (4.28)donde ĉ(n) viene dado por (4.20) y ĉ3(n) se corresponde con el gradiente de la funci�onlogar��tmica (4.12) respecto a la matriz de separaci�on Wĉ3(n) = rW ln(j det(WH(n))j) =W�H(n) (4.29)Este algoritmo requiere la inversi�on de la matriz pesos, lo cual puede resultar costoso y,adem�as, limita la aplicaci�on de (4.28) a sistemas con el mismo n�umero de entradas quede salidas, i.e., M = N .4.3.4 Algoritmo IVPara ajustar los coe�cientes del sistema separador mediante la maximizaci�on de lasfunciones de coste propuestas anteriormente tambi�en pueden emplearse algoritmos degradiente relativo. Esta aproximaci�on tiene especial inter�es como alternativa al algoritmo(4.28) ya que evita invertir la matriz de coe�cientes. Multiplicando la recursi�on (4.28)por WWH se obtiene la siguiente expresi�onW(n+ 1) = W(n) + �W(n)WH(n)(x(n)ĉT (n) +W�H(n))= W(n) + �W(n)(y(n)ĉT (n) + I) (4.30)Este algoritmo, al igual que (4.28), pueden emplearse solamente cuando la matriz deseparaci�on es cuadrada, i.e., la dimensi�on del vector de observaciones coincide con el desalidas.Es interesante notar que, a diferencia de los algoritmos propuestos anteriormente, larecursi�on (4.30) es equivariante ya que si multiplicamos (4.30) por la matriz de mezclatraspuesta obtenemos que la evoluci�on de los coe�cientes del sistema de mezcla/separaci�onno depende de los par�ametros AATW(n+ 1) = ATW(n) + �ATW(n)(y(n)ĉT (n) + I)GT (n+ 1) = GT (n) + �GT (n)(y(n)ĉT (n) + I) (4.31)Esta propiedad hace que el algoritmo (4.30) sea especialmente atractivo para situacionesdonde la matriz de mezcla est�a mal condicionada.4.4 An�alisis de estabilidad del algoritmo ILos problemas de optimizaci�on presentados anteriormente consisten en la maximizaci�onde una funci�on de coste no cuadr�atica de la matriz de coe�cientes. Esto signi�ca que



78CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTESlos coe�cientes �optimos del sistema separador no se corresponden con la soluci�on de unsistema de ecuaciones lineales; m�as a�un, la super�cie de error asociada a cada funci�on decoste puede contener m�aximos indeseados que da~nen la convergencia de los algoritmos degradiente.A continuaci�on determinaremos los atractores del algoritmo I dado por (4.22)propuesto para maximizar la funci�on de coste J1. Primero encontraremos los puntosestacionarios de la funci�on de coste resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta deanular las primeras derivadas y, posteriormente, analizaremos el car�acter de�nido negativode la matriz hessiana para determinar cu�ales de ellos son m�aximos. Supondremos el casogeneral de N fuentes no gaussianas, estad��sticamente independientes, estacionarias, demedia cero y varianza unidad. Las observaciones son mezclas lineales de las fuentesx = As siendo A una matriz M � N de rango completo. Como sistema separadorconsideraremos una matriz de dimensi�on M � N con coe�cientes complejos y salidasy =WHx.Realizar el estudio de la estabilidad respecto a la matriz de coe�cientesW es un trabajoarduo ya que deber��amos considerar M �N (M � N) variables complejas. El an�alisis sesimpli�ca notablemente expresando la funci�on en t�erminos de la matriz G =WHA en laque el elemento gij representa la amplitud con la que la salida i extrae a la fuente j. Ladimensi�on de esta matriz se reduce a N2 variables. Debemos hacer notar que este an�alisises estrictamente v�alido solamente cuando existe una correspondencia uno a uno entre Gy W, i.e., cuando A es una matriz cuadrada invertible.Para expresar la funci�on de coste J1 en t�erminos de la matriz de amplitudes Gutilizaremos la relaci�on lineal que existe entre las salidas del sistema de separaci�on ylas fuentes yi = NXl=1 gilsl; i = 1; :::; N (4.32)Teniendo en cuenta las hip�otesis sobre las fuentes y utilizando las propiedades de loscumulantes recogidas en el ap�endice B, podemos expresar los estad��sticos que aparecenen la funci�on de coste J1 de la siguiente formaE[jyij2] = NXl=1 jgilj2E[jsij2] = NXl=1 jgilj2Kyiyi = NXl=1Ksljgilj4 = NXl=1 �ljgilj4Kyiyj = NXl=1Ksljgilj2jgjlj2 = NXl=1 �ljgilj2jgjlj2 (4.33)donde �l = Ksl=E2[jslj2] es el cumulante de cuarto orden normalizado de la fuente sl.



4.4. AN�ALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I 79Sustituyendo (4.33) en (4.9) obtenemos lo siguiente (G) 4= J1(W) = NXi=1  NXl=1 j�ljjgilj4 � f(jjgijj2)!�  NXi;j=1i6=j NXl=1 j�ljjgilj2jgjlj2 (4.34)donde jjgijj2 = PNl=1 jgilj2.De la teor��a de sistemas din�amicos sabemos que los puntos de equilibrio del algoritmode gradiente (4.22) se corresponden con los puntos estacionarios de la funci�on de coste  .Para encontrarlos, resolveremos el siguiente sistema de N2 ecuaciones@ @gik = 2j�kjg�ikjgikj2 � g�ikf 0(jjgijj2)� 2j�kjg�ik NXj=1i6=j jgjkj2 = 0 i; k = 1; :::; N (4.35)donde f 0(:) es la primera derivada de f(:). Por otro lado, al ser H una matriz herm��tica elestudio del signo sus autovalores puede realizarse analizando el car�acter de�nido negativode la siguiente matriz de dimensi�on 2N2 � 2N2
H =

26666666666666666666664
H1111 � � � H111N H1121 � � � H112N � � � H11N1 � � � H11NN... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...H1N11 � � � H1N1N H1N21 � � � H1N2N � � � H1NN1 � � � H1NNNH2111 � � � H211N H2121 � � � H212N � � � H21N1 � � � H21NN... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...H2N11 � � � H2N1N H2N21 � � � H2N2N � � � H2NN1 � � � H2NNN... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...HN111 � � � HN11N HN121 � � � HN12N � � � HN1N1 � � � HN1NN... . . . ... ... . . . ... . . . ... . . . ...HNN11 � � � HNN1N HNN21 � � � HNN2N � � � HNNN1 � � � HNNNN

37777777777777777777775(4.36)donde Hiknp es la siguiente matriz compleja de dimensi�on 2� 2Hiknp = 24 @2 @gik@g�np @2 @g�ik@g�np@2 @gik@gnp @2 @g�ik@gnp 35 (4.37)Las segundas derivadas en (4.36) vienen dadas por las siguientes expresiones@2 @gik@g�ik = 4j�kjjgikj2 � f 0(jjgijj2)� jgikj2f 00(jjgijj2)� 2j�kj NXj=1i6=j jgjkj2@2 @gik@g�ip = �g�ikgipf 00(jjgijj2) k 6= p@2 @gik@g�nk = �2j�kjg�ikgnk i 6= n



80CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTES@2 @gik@g�np = 0 i 6= n; k 6= p@2 @gik@gik = 2j�kjg�ik2 � g�ik2f 00(jjgijj2)@2 @gik@gip = �g�ikg�ipf 00(jjgijj2) k 6= p@2 @gik@gnk = �2j�kjg�ikg�nk i 6= n@2 @gik@gnp = 0 i 6= n; k 6= p (4.38)donde f 00(:) es la segunda derivada de f(:).El sistema (4.35) es no lineal y contiene m�ultiples soluciones, de las cuales N ! secorresponden con soluciones deseadas donde la matriz de amplitudes G tiene un �unicoelemento distinto de cero por �la y columna1. El an�alisis de la estabilidad del algoritmoen todas las soluciones deseadas es an�alogo por lo que a continuaci�on centraremos nuestraatenci�on en el punto donde la matriz G es diagonalgii 6= 0 y gik = 0; i; k = 1; :::; N; i 6= kEn este caso, el sistema de ecuaciones (4.35) se reduce a las siguientes expresiones@ @gii = 2j�ijg�iijgiij2 � g�iif 0(jgiij2) = g�iip0i(jgiij2) i = 1; :::; N (4.39)@ @gik = 0 i; k = 1; :::; N; i 6= k (4.40)donde p0i(:); i = 1; :::; N es la primera derivada de pi(:). Recordemos que estamossuponiendo que cada funci�on pi(:); i = 1; :::; N tiene un �unico m�aximo en x > 0. Estoimplica que la expresi�on (4.39) se anular�a solamente cuando cada valor jgiij2; i = 1; :::; Nse corresponde con el m�aximo de pi(:); i = 1; :::; N .Para determinar si el punto donde se consigue la separaci�on es un atractor analizaremosla matriz hessiana (4.36). De (4.38) se obtiene que la mayor��a de las segundas derivadasson cero. Las �unicas que no se anulan son las siguientes@2 @gii@g�ii = 4j�ijjgiij2 � f 0(jgiij2)� jgiij2f 00(jgiij2)@2 @gik@g�ik = �f 0(jgiij2)� 2j�kjjgkkj2 i 6= k@2 @gii@gii = 2j�ijg�ii2 � g�ii2f 00(jgiij2) (4.41)1El n�umero de soluciones deseadas N ! no considera el signo (o fase) de las amplitudes no nulas.



4.4. AN�ALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I 81Teniendo en cuenta la forma que (4.39) se anula en el punto de separaci�on, podemosescribir las ecuaciones (4.41) como sigue@2 @gii@g�ii = @ @gii 1g�ii + jgiij2(2j�ij � f 00(jgiij2)) = jgiij2p00i (jgiij2)@2 @gikg�ik = @ @gii 1g�ii � 2j�ijjgiij2 � 2j�kjjgkkj2 = �2j�ijjgiij2 � 2j�kjjgkkj2 k 6= i@2 @gii@gii = g�ii2(2j�ij � f 00(jgiij2)) = g�ii2p00i (jgiij2) (4.42)Como consecuencia, todas las matrices Hijkl son cero exceptoHiiii = " jgiij2p00i (jgiij2) g2iip00i (jgiij2)g�ii2p00i (jgiij2) jgiij2p00i (jgiij2) # i = 1; :::; N (4.43)Hikik = " �2j�ijjgiij2 � 2j�kjjgkkj2 00 �2j�ijjgiij2 � 2j�kjjgkkj2 #i; k = 1; :::; N;i 6= k (4.44)La forma que toma esta matriz hessiana nos permite determinar la estabilidad del puntodonde se lleva a cabo la separaci�on analizando el car�acter de�nido negativo de cadasubmatriz Hiiii; i = 1; :::; N y Hikik; i; k = 1; :::; N; i 6= k. Para estudiar las submatricesHiiii; i = 1; :::; N; consideraremos un resultado obtenido anteriormente que indica queel gradiente (4.39) se anula �unicamente cuando cada punto jgiij2 se corresponde con unm�aximo de pi(:); i = 1; :::; N , lo cual nos permite a�rmar que los elementos en la diagonalde Hiiii son negativos. Adem�as el determinante de Hiiii es cero y, por tanto, las matrices(4.43) son de�nidas negativas. Por otro lado, la condici�on  > 0 asegura que todas lasmatricesHikik son de�nidas negativas. Como consecuencia el hessiano es de�nido negativoy el punto que estamos analizando es un m�aximo de la funci�on de coste. Estos resultadospueden ser extendidos a todas las soluciones de (4.35) correspondientes a la separaci�onde las fuentes.El estudio que acabamos de presentar nos permite a�rmar que la condici�on  > 0asegura que los puntos donde se consigue la separaci�on de las fuentes son atractores delalgoritmo de gradiente (4.22). Sin embargo, la convergencia del algoritmo hacia estospuntos puede verse da~nada por la existencia de m�aximos indeseados. En el ap�endice Ese analizan las otras soluciones del sistema de ecuaciones (4.35) y se demuestra que lacondici�on  > 1 garantiza que no son m�aximos de la funci�on de coste y, por tanto, elalgoritmo (4.22) nunca converger�a a ellos. La �gura 4.3 recoge los grupos analizados enel ap�endice E y las condiciones su�cientes que aseguran la inestabilidad del algoritmo enellos.
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Figura 4.3: Clasi�caci�on de los puntos estacionarios indeseados del algoritmo I.4.5 Resultados de simulacionesCon el objeto de ilustrar el funcionamiento de los algoritmos propuestos en la secci�on4.3 se han llevado a cabo diversas simulaciones por ordenador cuyos resultados m�asimportantes presentamos a continuaci�on. Estas simulaciones han sido divididas en dosgrupos: el primero muestra el comportamiento de los algoritmos en situaciones dondeno hay ruido y el segundo grupo abarca simulaciones realizadas para analizar el efectodel ruido blanco gaussiano sobre el rendimiento del algoritmo. En un �ultimo apartadose presentan varias simulaciones realizadas utilizando una aproximaci�on tipo bloque paramaximizar la funci�on de coste J1.4.5.1 Entornos sin ruidoEn el primer grupo de simulaciones se evaluaron las prestaciones en entornos sin ruido delos algoritmos de m�axima pendiente (4.22), (4.24) y (4.28) propuestos en este cap��tulo ydel algoritmo (3.40) presentado en el cap��tulo anterior. El algoritmo de gradiente relativoser�a abordado en una subsecci�on posterior.



4.5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 83Como medida de rendimiento se ha utilizado el ��ndice P (G) de�nido en [55]P (G) = NXi=10@ NXj=1 jgijj2maxl(jgilj2) � 11A+ NXj=1 NXi=1 jgijj2maxl(jgljj2) � 1!donde maxl(jgilj2) y maxl(jgljj2) representa los m�aximos por �la y columna,respectivamente. Este ��ndice mide la distancia entre la matriz G = WHA obtenidaen cada iteraci�on del algoritmo y una matriz G = �P que tiene una �unica componentedistinta de cero por �la y columna. Para presentar la evoluci�on del ��ndice P (G) hemospromediado 10 realizaciones independientes del experimento.Las observaciones empleadas en todas las simulaciones que constituyen este grupo soncombinaciones lineales e instant�aneas de las fuentes obtenidas con la siguiente matrizA = 26664 �1 1 1 11 �1 1 11 1 �1 11 1 1 �1 37775 (4.45)En la etapa de separaci�on se ha utilizado un sistema MIMO de cuatro entradas y cuatrosalidas cuyos coe�cientes han sido aleatoriamente inicializados. Para reducir el ruido dedesajuste hemos multiplicado por 0.6 cada 10.000 iteraciones todos los par�ametros depaso de los algoritmos (�, �l y �a en el algoritmo que maximiza el contraste y � y �l enlos algoritmo propuestos en el presente cap��tulo).En el primer experimento hemos considerado la separaci�on de las cuatro im�agenesde dimensi�on 256 � 256 mostradas en la �gura 4.4, las cuales han sido escaneadashorizontalmente para dar lugar a secuencias de longitud 65:536. Las cuatro fuentes tienencurtosis negativa con valores estimados: �1 = �2 = �4 = �2 y �3 = �0:5133. En la misma�gura pueden observarse las observaciones obtenidas utilizando la matriz de mezcla (4.45).En la �gura 4.5 puede observarse como el algoritmo I ha conseguido recuperar lasfuentes. Comparemos los resultados obtenidos en esta simulaci�on con las conclusiones delan�alisis de la estabilidad del algoritmo (4.24) presentado en la secci�on 4.4. El an�alisispredice que los atractores de este algoritmo son los m�aximos de las funciones pi(:) dadospor la expresi�on (4.4), es decir, ser�an matrices de amplitudes de la forma Go = �oPsiendo P una matriz de permutaci�on y �o la siguiente matriz diagonal�o = 26664 �0:5270 0 0 00 �0:5270 0 00 0 �0:5065 00 0 0 �0:5270 37775 (4.46)Por otro lado, despu�es de procesar todas las observaciones se ha alcanzado la siguientematriz de amplitudes
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Fuentes

Observaciones

Figura 4.4: Separaci�on de im�agenes: fuentes y observaciones.



4.5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 85Algoritmo I

Figura 4.5: Separaci�on de im�agenes: se~nales recuperadas con el algoritmo I.Algoritmo II

Figura 4.6: Separaci�on de im�agenes: se~nales recuperadas con el algoritmo II.
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Figura 4.7: Separaci�on de im�agenes: se~nales recuperadas con el algoritmo III.
G = 266664 0:0005 0.5285 �0:0036 �0:0009�0:0247 0:0213 0.5552 �0:00450.5283 0:0003 0:0071 �0:0008�0:0009 �0:0011 0:0037 0.5285 377775 (4.47)Como puede observarse, esta matriz es muy cercana a la �optima, lo cual refuerza la validezde nuestro an�alisis.Las �guras 4.6 y 4.7 muestran las se~nales recuperadas utilizando, respectivamente, losalgoritmos II y III. Estos algoritmos tambi�en han separado adecuadamente las fuentes.Para �nalizar este primer experimento mostramos en la �gura 4.8 la evoluci�on del ��ndicede rendimiento P (G) para los cuatro algoritmos considerados. Como puede observarse,el algoritmo I y el que maximiza la funci�on de contraste son los que presentan un mejorcomportamiento en el entorno que estamos considerando. Los par�ametros utilizados eneste grupo de simulaciones son los presentados en la tabla 4.1.En el segundo experimento hemos considerado la separaci�on de tres se~nales de voz(s1; s2 y s4) y una de m�usica (s3) mostradas en la �gura 4.9. En este caso, todas las se~nalestienen curtosis positivas siendo sus valores estimados: �1 = 7:25, �2 = 4:36, �3 = 2:76y �4 = 2:70. En la misma �gura se muestran las observaciones obtenidas utilizando lamatriz de mezcla A dada en (4.45). Desafortunadamente, la aplicaci�on directa de estas
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Figura 4.8: Separaci�on de im�agenes: evoluci�on del ��ndice P (G).Algoritmo Par�ametrosPaso inicial Funci�on de costeAlg:I � = 10�4, �l = 5� 10�3 � = �1, � = 20, � = 5,  = 2Alg:II � = 10�4, �l = 5� 10�3 � = �1, � = 20, � = 5,  = 10Alg:III � = 10�4, �l = 1� 10�2 � = �1, � = 20, � = 5Contraste � = 10�5, �l = 10�2, �a = 10�2 � = �1, � = 2:5Tabla 4.1: Separaci�on de im�agenes: par�ametros de los algoritmos.observaciones a cualquiera de los cuatro algoritmos produce una convergencia muy lenta:despu�es de 40.000 iteraciones no se ha conseguido realizar la separaci�on de las fuentes.Este comportamiento indeseable es debido al car�acter no estacionario de las observaciones,el cual afecta a los estad��sticos involucrados en los algoritmos estoc�asticos con los queestamos trabajando. Para mejorar el rendimiento hemos permutado aleatoriamente el��ndice de las observaciones, lo cual equivale a tomar observaciones no consecutivas enel tiempo. Al aplicar estas observaciones a los algoritmos propuestos se han conseguidorecuperar las fuentes como se muestra en la �gura 4.10.Comparemos ahora la matriz de amplitudes obtenida con el algoritmo I con la que
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Fuentes

Observaciones

Figura 4.9: Separaci�on de voz y m�usica: fuentes y observaciones.
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Figura 4.10: Separaci�on de voz y m�usica: se~nales recuperadas con los algoritmopropuestos.



90CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTESpredice el estudio de su estabilidad presentado en la secci�on 4.4. Esta �ultima es�o = 26664 �0:6262 0 0 00 �0:5655 0 00 0 �0:5385 00 0 0 �0:5376 37775 (4.48)mientras que despu�es de procesar todo el registro de observaciones (40.000 muestras) elalgoritmo ha convergido al siguiente puntoG = 266664 �0:0095 0.5581 �0:0086 0:02330.5846 0:0076 0:0020 �0:01830:0234 0:0175 �0:0048 0.5080�0:0111 0:0120 0.5628 0:0119 377775 (4.49)Como puede observarse, en este entorno la matriz que se alcanza con el algoritmo es muycercana a la te�orica.Finalmente, en la �gura 4.11 se muestra la evoluci�on del ��ndice de rendimiento P (G)obtenida con los cuatro algoritmos considerados. Es de destacar la gran similitud de laconvergencia de los tres algoritmos presentados en este trabajo y la ligera superioridadsobre el que maximiza la funci�on de contraste. En este grupo de simulaciones se hanconsiderado los par�ametros mostrados en la tabla 4.2.Algoritmo Par�ametrosPaso inicial Funci�on de costeAlg:I � = 10�4, �l = 10�2 � = 1, � = 20, � = 5,  = 2Alg:II � = 5� 10�5, �l = 10�3 � = 1, � = 20, � = 5,  = 10Alg:III � = 10�4, �l = 10�2 � = 1, � = 20, � = 5Contraste � = 10�5, �l = 10�2, �a = 10�2 � = 1,  = 2:5Tabla 4.2: Separaci�on de voz y m�usica: par�ametros de los algoritmos.4.5.2 Mezclas mal condicionadasUna de las propiedades m�as importantes del algoritmo IV que hemos propuestoanteriormente es su car�acter invariante ante cambios en la matriz de mezcla por lo que esespecialmente atractivo para realizar la separaci�on en situaciones donde la matriz A est�amal condicionada.Para ilustrar esta propiedad, en la �gura 4.12 mostramos la evoluci�on del ��ndice deseparaci�on P (G) obtenida al utilizar el algoritmo IV para separar las cuatro im�agenesde la �gura 4.4 a partir de las observaciones proporcionadas por tres sistemas de mezcla
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Figura 4.11: Separaci�on de voz y m�usica: evoluci�on del ��ndice P (G).diferentes: la matriz A dada por (4.45) y las siguiente matrices mal condicionadasA1 = 26664 1:1 1 1 11 1:1 1 11 1 1:1 11 1 1 1:1 37775 ;A2 = 26664 1:01 1 1 11 1:01 1 11 1 1:01 11 1 1 1:01 37775 (4.50)Los par�ametros del algoritmo utilizados han sido: � = �1, � = 20, � = 1, � = 2� 10�3 y�l = 2� 10�2. Como puede observarse en la �gura 4.12, la evoluci�on del algoritmo en lastres situaciones ha sido similar.4.5.3 Entornos con ruido blanco gaussianoEn las secciones anteriores hemos ignorado por completo la presencia del ruido queinevitablemente aparece en las situaciones reales. A continuaci�on presentaremos losresultados de varias simulaciones que muestran el comportamiento de los algoritmospropuestos en situaciones donde las observaciones son perturbadas por ruido blancogaussiano. El modelo que se considerar�a es el siguientex = As+ vdonde v = [v1; :::; vM ]T es un vector de dimensi�on M � 1 que contiene componentesestad��sticamente independientes e id�enticamente distribuidas; es decir, su matriz de
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Figura 4.12: Separaci�on de im�agenes: evoluci�on del ��ndice P (G) para el algoritmo IV ydistintas matrices de mezcla.autocorrelaci�on es Rv = E[vvH ] = �2vI donde �2v es la potencia del ruido y I es lamatriz identidad. En entornos con ruido resulta m�as adecuado medir el rendimiento delalgoritmo en t�ermino de la relaci�on se~nal a interferencia y ruido (SINR, del ingl�es Signalto Interference and Noise Ratio) de las fuentes sj en cada salida yiSINRij = jgijj2PNl=1l6=j jgilj2 +wHi Rvwi (4.51)Como se demuestra en [66], el valor m�aximo de este ��ndice es(SINRij)max = aHj (Rx � ajaHj )�1aj (4.52)donde Rx = E[xxH ] es la matriz de auto-correlaci�on de las observaciones.En este grupo de simulaciones hemos considerado una aplicaci�on de procesado en arraydonde las observaciones se corresponden con las muestras proporcionadas por un array deM sensores que recibe N fuentes que se propagan como ondas planas. Los sensores sonasumidos linealmente equiespaciados separados media longitud de onda lo cual se traduceen una matriz de mezcla compleja cuyos elementos tienen la siguiente formaaik = �ke�j�(i�1)sin(�k) i = 1; ::;M; k = 1; :::; N (4.53)



4.5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 93donde �k y �2k = E[jskj2] son los �angulos de llegada y la potencia de la fuente sk. Pararecuperar las fuentes se ha utilizado un sistema que procesa el vector de observaciones dedimensi�on M � 1 para producir una salida y de dimensi�on N � 1 lo cual se traduce enuna matriz W no cuadrada. Por tal motivo, solamente pueden emplearse los algoritmosI y II. Se~nal Modulaci�on Curtosis normalizada Direcci�on �2k=�2vFuente #1 4-QAM -1 �40o 0 dBFuente #2 4-QAM -1 40o 5 dBFuente #3 16-QAM -0.68 0o 10 dBTabla 4.3: Par�ametros de las fuentes utilizadas en las simulaciones del entorno con ruido.En un primer experimento hemos supuesto un entorno en el que las tres fuentesdescritas en la tabla 4.3 inciden sobre un array de 10 sensores. La �gura 4.13 muestra laevoluci�on de las SINRs obtenida utilizando el algoritmo I y el algoritmo II. Como puedeverse la SINR se aproxima al valor �optimo donde se separan las fuentes y se minimizael efecto del ruido. Los par�ametros utilizados en esta simulaci�on son los recogidos en latabla 4.4. Algoritmo Par�ametrosPaso inicial Funci�on de costeAlg:I � = 10�4, �l = 10�1 � = �1, � = 3, � = 1,  = 1:5Alg:II � = 10�4, �l = 10�1 � = �1, � = 3, � = 1,  = 1:5Tabla 4.4: Par�ametros de los algoritmos empleados en las simulaciones del entorno conruido.En un segundo experimento hemos considerado un array de 10 sensores sobre el queinciden dos fuentes por �angulos de �1 = 20o y �2 = �20o. Las tablas 4.5 y 4.6 muestran elvalor m�aximo SINR alcanzable y los SINR (promediados en 10 realizaciones) obtenidosen diferentes iteraciones (2000, 4000, 6000, 8000 y 10000) de los algoritmos I y II. Losvalores obtenidos revelan que los algoritmos han conseguido la separaci�on de las fuentespara diferentes tipos de modulaciones y SNRs de las fuentes (�2k=�2v). En todas lassimulaciones se han utilizado los par�ametros recogidos en la tabla 4.4.4.5.4 Aproximaci�on tipo bloqueComo alternativa a los algoritmos presentados en este cap��tulo se ha pensado enimplementar los criterios utilizando una t�ecnica tipo bloque como la presentada en [43]. Laidea es estimar los estad��sticos que aparecen en los algoritmos empleando L observacionesy, posteriormente, realizar la actualizaci�on de la matriz de coe�cientes. Este proceso serepite un n�umero S de veces para cada bloque. Las pruebas realizadas en este sentido
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Figura 4.13: Evoluci�on de la SINR para los algoritmos I y II.



4.5. RESULTADOS DE SIMULACIONES 95Algoritmo IFuentes SINRmax SINR promedio para diferentes iteracionesModulaci�on �2k=�2v(dB) (dB) 2000 4000 6000 8000 100004-QAM 0 10 6.7952 8.6498 9.2631 9.4401 9.605216-QAM 0 10 6.5863 8.6353 9.2085 9.4220 9.58124-QAM 0 10 7.0675 8.6512 9.2668 9.3741 9.528116-QAM 5 15 10.5891 12.6064 13.6280 13.6752 14.32984-QAM 5 15 11.5489 13.3322 14.0410 13.9827 14.459116-QAM 5 15 11.5360 12.9556 13.9999 14.0179 14.45624-QAM 0 10 8.2282 9.4584 9.4158 9.5896 9.66104-QAM 0 10 8.1184 9.3625 9.5742 9.6405 9.60644-QAM 0 10 7.4873 8.7939 9.2520 9.4480 9.42614-QAM 5 15 13.3196 14.3763 14.0854 14.1882 14.45824-QAM 5 15 12.6589 13.6800 14.2519 14.3399 14.61314-QAM 5 15 12.6855 13.4508 14.4131 14.2174 14.6274Tabla 4.5: Entornos con ruido: SINRs obtenidas con el algoritmo I.muestran que los algoritmos convergen en muy pocas iteraciones con bloques de datospeque~nos. A continuaci�on presentamos algunos de estos resultados.En un primer experimento se ha considerado la separaci�on de las cuatro im�agenesde la �gura 4.4 a partir de las observaciones mostradas en la misma �gura. El sistemaseparador ha sido ajustado utilizando el algoritmo I con los par�ametros: � = �1, � = 20,� = 5,  = 2, � = 5� 10�2. La �gura 4.14 muestra la evoluci�on del ��ndice P (G) obtenidopara distintos tama~nos de bloque L = 128, L = 256, L = 384 y L = 512. Como puedeobservarse, se ha conseguido la separaci�on en menos de S = 25 iteraciones salvo en el casode bloques de tama~no L = 128. Adem�as, las matrices de amplitudes G obtenidas sonmuy cercanas a la que predice el an�alisis de estabilidad presentado en la secci�on 4.4. Porejemplo, para un tama~no de bloque L = 256 se ha alcanzado la siguiente matriz despu�esde S = 40 iteraciones.
G = 266664 0:0050 �0:0208 �0:0449 0.53490:0026 0.5439 �0:0016 0:00020.5372 0:0036 �0:0194 0:00780:0140 0:1252 0.5491 �0:0354 377775 (4.54)En un segundo experimento se ha considerado una aplicaci�on de procesado en arraydonde se persigue separar tres se~nales complejas (dos 4-QAM y una 16-QAM) que incidensobre un array de 10-sensores por �angulos: �1 = �40o, �2 = 0oy �3 = 40o. Los coe�cientesfueron actualizados utilizando el algoritmo I con � = �1, � = 2, � = 1,  = 2 y� = 5� 10�2. En la �gura 4.15 puede observarse el ��ndice P (G) obtenido en la iteraci�onS = 40 para tama~nos de bloque desde L = 25 hasta L = 55. Al igual que en el experimento



96CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTESAlgoritmo IIFuentes SINRmax SINR promedio para diferentes iteracionesModulaci�on �2k=�2v(dB) (dB) 2000 4000 6000 8000 100004-QAM 0 10 7.0588 9.0948 9.3953 9.6728 9.759216-QAM 0 10 6.9248 8.8335 9.1750 9.4887 9.56734-QAM 0 10 7.0415 8.9414 9.5880 9.4031 9.649816-QAM 5 15 9.7420 12.3151 13.5749 14.0709 14.22664-QAM 5 15 10.9969 12.7272 13.6943 13.9481 14.459116-QAM 5 15 12.9802 13.2533 14.3521 14.194 14.78144-QAM 0 10 8.0470 9.4322 9.6835 9.8011 9.86604-QAM 0 10 7.0610 9.3833 9.6838 9.8231 9.83194-QAM 0 10 8.4426 8.9010 9.2547 9.4523 9.52774-QAM 5 15 13.6454 14.2412 14.6411 14.8307 14.70824-QAM 5 15 11.9049 13.3055 14.4597 14.2407 14.42074-QAM 5 15 12.6855 13.7953 14.0068 13.9342 14.3687Tabla 4.6: Entornos con ruido: SINRs obtenidas con el algoritmo II.anterior, se ha observado que la matriz de amplitudes alcanzada es muy cercana a la quepredice el an�alisis de la estabilidad de este algoritmo.Por �ultimo, se ha considerado separar las se~nales de voz y m�usica de la �gura 4.9utilizando esta aproximaci�on bloque. Los resultados, sin embargo, no han sido nadasatisfactorios debido a que estas se~nales son altamente no estacionarias y el signo de sucurtosis depende del bloque de datos que se procese. Esto hace imposible la aplicabilidadde estas t�ecnicas.4.6 ConclusionesEn el presente cap��tulo se ha desarrollado una familia de criterios de separaci�on quehacen uso de momentos de segundo orden y cumulantes de orden superior. Los nuevoscriterios surgen a partir de un m�etodo de �ltrado ciego propuesto por Shalvi y Weinstein aprincipios de esta d�ecada. La aplicaci�on directa de dicho criterio al problema de separaci�onresulta infructuosa ya que puede ocurrir que varias salidas extraigan la misma fuente. Enesta situaci�on indeseada aparecen dos tipos de dependencias que, como se ha visto eneste cap��tulo, son la clave para conseguir la separaci�on de las fuentes. En primer lugarexiste una dependencia estad��stica entre las salidas que se traduce en que sus estad��sticoscruzados sean distintos de cero. Y, en segundo lugar, aparece una dependencia linealentre las �las de la matriz de coe�cientes que da lugar a un determinante igual a cero.Para aprovechar estas dependencia, hemos propuesto a~nadir ciertos t�erminos cruzados alcriterio de Shalvi y Weinstein.En el criterio que ha ocupado la mayor parte de este cap��tulo hemos a~nadido un
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Figura 4.14: Evoluci�on del ��ndice P (G) para separaci�on de im�agenes utilizando unaaproximaci�on tipo bloque.conjunto de cumulantes de cuarto orden entre las salidas. Estos cumulantes son distintosde cero cuando varias salidas extraen la misma fuente y se anular�an cuando se consiguela separaci�on. Una de las ventajas de la nueva aproximaci�on es que los coe�cientesdel sistema separador pueden ajustarse utilizando un algoritmo de gradiente estoc�asticocuya convergencia ha sido estudiada en este mismo cap��tulo. El an�alisis demuestra quelos estados donde se consigue la perfecta separaci�on de las fuentes son atractores delalgoritmo. Existen otros puntos estacionarios pero tambi�en se ha demostrado que soninestables y, por tanto, el algoritmo de gradiente nunca converger�a a ellos.Otra forma de aprovechar la dependencia estad��stica entre las salidas para conseguir laseparaci�on consiste en a~nadir la correlaci�on entre las salidas, la cual �unicamente se anulacuando se consigue la separaci�on. El algoritmo de gradiente que resulta de considerareste criterio es ligeramente m�as simple que el anterior pero, desafortunadamente, s�olohemos probado su estabilidad para el caso de sistemas separadores con dos entradas y dossalidas.Por otro lado, la dependencia entre las �las de la matriz de pesos nos ha conducido aemplear una funci�on logar��tmica del determinante de la matriz de separaci�on como t�erminocruzado. La implementaci�on de este criterio con un algoritmo de m�axima pendienterequiere invertir la matriz de coe�cientes y, por ello, resulta m�as conveniente emplear unalgoritmo de gradiente relativo. Independientemente del algoritmo que se emplee, esta



98CAP�ITULO 4. NUEVOS CRITERIOS PARA SEPARACI �ON CIEGA DE FUENTES

25 30 35 40 45 50 55
−16

−15

−14

−13

−12

−11

−10

−9

−8

−7

−6

Tamano del bloque

P
(G

) 
(d

B
)

Figura 4.15: �Indice P (G) en la iteraci�on S = 40 para separaci�on de se~nales decomunicaci�on utilizando una aproximaci�on tipo bloque.aproximaci�on solamente puede ser utilizada cuando la matriz de separaci�on es cuadrada.Adicionalmente, la inexistencia de atractores indeseados es una cuesti�on que todav��a noha sido demostrada.Finalmente, hemos presentado diversas simulaciones realizadas por ordenador quemuestran un buen comportamiento de los algoritmos propuestos tanto en entornos confuentes de curtosis positiva como negativa. Adem�as revelan que las prestaciones denuestros criterios no se ven degradadas cuando las observaciones son perturbadas porruido blanco gaussiano.



Cap��tulo 5
Criterios de separaci�on para mezclasconvolutivas
5.1 Introducci�on
Los criterios de separaci�on que hemos presentado en los cap��tulos anteriores asumen quelas observaciones son mezclas lineales e instant�aneas de las fuentes. Sin embargo, enla mayor��a de las situaciones pr�acticas es m�as acertado asumir un modelo de mezclacon memoria en el que las observaciones se representan como la convoluci�on entre lospar�ametros del sistema de mezcla y las fuentes. Como se coment�o en el cap��tulo 1, elobjetivo del sistema separador es recuperar todas las fuentes eliminando la distorsi�onintroducida por el sistema de mezcla.Una gran parte de los criterios para separaci�on de mezclas convolutivas han surgidocomo extensiones de los criterios propuestos inicialmente para mezclas instant�aneas. Enparticular, en [61] se ha generalizado el algoritmo de H�erault y Jutten y en [20, 57] seha extendido la idea de funciones de contrastes. Siguiendo en esta l��nea en la secci�on5.2 extenderemos los criterios I y II propuestos en la secci�on 4.2 del cap��tulo anterior. Acontinuaci�on, en la secci�on 5.3, desarrollaremos dos algoritmos de gradiente ascendente quepermiten calcular los coe�cientes del sistema separador y en la secci�on 5.4 analizaremosla estabilidad de uno de ellos. La secci�on 5.5 recoge algunas simulaciones que ilustranel comportamiento de los algoritmos. Finalmente, la secci�on 5.6 est�a dedicada a lasconclusiones m�as importantes de este cap��tulo.99



100CAP�ITULO 5. CRITERIOS DE SEPARACI �ON PARAMEZCLAS CONVOLUTIVAS5.2 Criterios para separaci�on de mezclas convolutivasComo ya hemos comentado en el cap��tulo 1, el modelo de mezclas convolutivas asume quelas observaciones x(n) tienen la siguiente formax(n) = 1Xk=�1A(k)s(n� k) (5.1)donde fA(k)g es una secuencia de matrices de dimensi�on M �N que de�ne la respuestaal impulso y s(k) es un vector N � 1 que contiene las fuentes que, recordemos,son procesos estoc�asticos estacionarios, con distribuci�on no-gaussiana, estad��sticamenteindependientes, de media cero y varianza unidad. Adicionalmente, en este cap��tulotambi�en asumiremos que las fuentes son blancas, i.e., E[si(n)si(n + �)] = �(�). Estahip�otesis es v�alida, por ejemplo, en aplicaciones de comunicaciones donde cada s��mbolotransmitido es independiente de los anteriores y posteriores.Resolver el problema de separaci�on de fuentes a partir de observaciones de la forma(5.1) es m�as dif��cil que cuando se trabaja con mezclas instant�aneas. Obs�ervese queahora las observaciones (5.1) pueden interpretarse como la suma de in�nitos problemasde mezclas instant�aneas de la forma A(k)s(n� k)x(n) = A(0)s(n) + 1Xk=�1k 6=0 A(k)s(n� k) (5.2)Si consideramos que s(n) contienen las fuentes que se desean recuperar en el instanten y suprimimos el segundo sumando llegaremos a un problema de separaci�on de mezclainstant�aneas A(0)s(n). Por tanto, el sistema separador de mezclas convolutivas debe, porun lado, eliminar el efecto debido a la memoria del sistema mezclador y, por otro lado,separar las fuentes. Para conseguir este objetivo, las observaciones son procesadas por unsistema MIMO con memoria cuya salida podemos escribir como siguey(n) = 1Xk=�1WH(k)x(n� k) (5.3)donde fW(k)g es una secuencia de matricesM�N que representa la respuesta al impulsodel sistema.En esta secci�on proponemos seleccionar el sistema MIMO utilizando extensiones de loscriterios de separaci�on I y II que hemos presentado en el cap��tulo anterior. Recordemosque nuestra aproximaci�on para separaci�on ciega de mezclas instant�aneas ha surgido comouna generalizaci�on del siguiente criterio de igualaci�on ciegaJ = NXi=1 jKyi(0)j � f(E[jyi(n)j2])
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= NXi=1 ����E[jyi(n)j4]� 2E2[jyi(n)j2]� jE[yi(n)2]j2���� f(E[jyi(n)j2])� (5.4)Esta expresi�on es la misma que (4.7) con la salvedad de que hemos incorporado ladependencia con el tiempo. As�� Kyi(0) = cum(yi(n); y�i (n); yi(n); y�i (n)) denota la curtosisde la salida yi(n). Recordemos que f(:) es una funci�on continua, de dominio y rango real,derivable que debe ser elegida de forma que el siguiente conjunto de funciones tengan un�unico m�aximo en x > 0 pi(x) = j�ijx2 � f(x); i = 1; :::; N (5.5)donde �i = Ksi(0)=E2[jsi(n)j2] denota la curtosis normalizada de la fuente si(n).Una importante propiedad de la funci�on de coste (5.4) es que por s�� sola es capazde eliminar el efecto causado por la memoria del sistema mezclador. Un an�alisis similaral presentado en [68] demuestra que los �unicos m�aximos de (5.4) se corresponden con larecuperaci�on de las fuentes deseadas. Esta funci�on tiene otros puntos estacionarios perotambi�en se demuestra que son m��nimos o puntos sillas y, por tanto, no se correspondencon atractores de un algoritmo de gradiente. Sin embargo, como ya se ha expuestoen el cap��tulo anterior la maximizaci�on de la funci�on (5.4) es insu�ciente para llevar acabo la separaci�on ya que varias salidas pueden extraer la misma fuente. Para evitaresta situaci�on indeseada, en el cap��tulo 4 hemos a~nadido ciertos t�erminos cruzados quepenalizan la dependencia estad��stica entre salidas diferentes. En particular, el criterio Iemplea cumulantes de cuarto orden entre las salidas y el criterio II utiliza la correlaci�oncruzada.Estos criterios han demostrado ser adecuados para el caso de mezclas instant�aneas peroresultan insu�cientes cuando se trabaja con mezclas convolutivas ya que puede ocurrir quelas salidas extraigan la misma fuente con un cierto retardo � . En esta situaci�on indeseadaaparece una dependencia estad��stica entre el valor de la salida yi(n) y el de la salidayj(n+ �) que puede ser penalizada utilizando los siguientes t�erminos cruzados� Criterio I generalizado: Como primer t�ermino cruzado proponemos emplear elcumulante cruzado de cuarto orden entre yi(n) y yj(n+ �) de�nido como sigueT1G = � NXi=1 NXj=1i6=j 1X�=�1 jKyiyj (0; �)j (5.6)donde  es un valor real positivo y Kyiyj(0; �) es la curtosis entre yi(n) y yj(n + �)Kyiyj (0; �) = cum(yi(n); y�i (n); yj(n+ �); y�j (n + �))= E[jyi(n)j2jyj(n+ �)j2]� E[jyi(n)j2]E[jyj(n + �)j2]� jE[yi(n)y�j (n+ �)]j2 � jE[yi(n)yj(n+ �)]j2 (5.7)



102CAP�ITULO 5. CRITERIOS DE SEPARACI �ON PARAMEZCLAS CONVOLUTIVASEste t�ermino se anular�a �unicamente cuando las salidas yi(n) y yj(n + �) seanestad��sticamente independientes para cualquier retardo. El criterio de separaci�onque resulta de a~nadir este t�ermino cruzado a la expresi�on (5.4) es el siguientemaxW J1G(W) = J + T1G= NXi=1 �jKyi(0)j � f(E[jyi(n)j2])��  NXi=1 NXj=1i6=j 1X�=�1 jKyiyj(0; �)j(5.8)� Criterio II generalizado: Otra forma de penalizar la dependencia estad��stica entrelas salidas consiste en utilizar la correlaci�on cruzada entre ellasT2G = � NXi=1 NXj=1i6=j 1X�=�1 jE[yi(n)y�j (n + �)]j2 (5.9)El criterio de separaci�on que resulta de emplear (5.9) es el siguientemaxW J2G(W) = J + T2G= NXi=1 �jKyi(0)j � f(E[jyi(n)j2])��  NXi=1 NXj=1i6=j 1X�=�1 jE[yi(n)y�j (n + �)]j2(5.10)Otros autores [47, 64] han propuesto criterios estad��sticos similares a (5.10). Enconcreto, el criterio propuesto en [64] puede entenderse como un caso particular del(5.10) en el caso de que la funci�on f(:) se elija de forma que d�e lugar al criterioConstant Modulus.5.3 Algoritmos adaptativosLos problemas de optimizaci�on que acabamos de describir permiten calcular loscoe�cientes del sistema separador utilizando algoritmos de gradiente estoc�astico de laforma W(n+ 1) = W(n) + �r̂WJkG(n) =W(n) + � �r̂WJ(n) + r̂WTkG(n)� (5.11)donde r̂WJ(n) y r̂WTkG(n) son estimaciones de los gradientes de J dada en (5.4) y delos t�erminos cruzados empleados por los criterios de separaci�on, T1G �o T2G.



5.3. ALGORITMOS ADAPTATIVOS 103Utilizando las propiedades dadas en el ap�endice A se obtiene que el gradiente rWJviene dado por la siguiente expresi�onrWJ = 266666664 2�(E[x(n)y�1(n)jy1(n)j2]� 2E[x(n)y�1(n)]E[jy1(n)j2]�E[x(n)y1(n)]E[y�1(n)2])�rw1f(E[jy1(n)j2])...2�(E[x(n)y�N(n)jyN(n)j2]� 2E[x(n)y�N(n)]E[jyN(n)j2]�E[x(n)yN(n)]E[y�N(n)2])�rwNf(E[jyN(n)j2])
377777775 (5.12)donde � es el signo de la curtosis de las fuentes que supondremos conocido por el sistemade separaci�on. El t�ermino rwif(E[jyi(n)j2]) depende de la funci�on f(:). En particular,para el polinomio de segundo ordenf(x) = �x2 � 2�x+ 1 (5.13)obtenemos la siguiente expresi�onrwif(E[jyi(n)j2]) = 2E[y�i (n)x(n)](�E[jyi(n)j2]� �) (5.14)Sustituyendo (5.14) en (5.12) y reemplazando los promedios por sus estimaciones,podemos escribir el gradiente como siguer̂WJ(n) = 2x(n)ĉT (n) (5.15)donde

ĉ(n) = 266666664 �(y�1(n)jy1(n)j2 � 2y�1(n)Ê[jy1(n)j2]� y1(n)Ê[y�1(n)2])�y�1(n)(�Ê[jy1(n)j2]� �)...�(y�N(n)jyN(n)j2 � 2y�N(n)Ê[jyN(n)j2]� yN(n)Ê[y�N(n)2])�y�N(n)(�Ê[jyN(n)j2]� �)
377777775 (5.16)Los estimadores de los promedios en (5.16) pueden ser calculados iterativamente conlos siguientes algoritmosÊ[jyi(n)j2] = (1� �l) Ê[jyi(n)j2] + �l jyi(n)j2Ê[y�i (n)2] = (1� �l) Ê[y�i (n)2] + �l y�i (n)2 (5.17)Determinemos ahora las expresiones particulares de los gradientes de las funciones decoste (5.8) y (5.10).



104CAP�ITULO 5. CRITERIOS DE SEPARACI �ON PARAMEZCLAS CONVOLUTIVAS5.3.1 Algoritmo I generalizadoAl considerar la funci�on de coste (5.8), el algoritmo de gradiente (5.11) adquiere lasiguiente forma W(n+ 1) =W(n) + �(x(n)ĉT (n)� �ĉT1G(n)) (5.18)donde un factor 2 ha sido incluido dentro del par�ametro de paso y ĉ(n) viene dado por laexpresi�on (5.16). Utilizando las propiedades dadas en el ap�endice A se obtiene la siguienteexpresi�on del gradiente del t�ermino cruzado (5.6)rWT1G =� 2X��0 2666666664
PNj=1j 6=1 (E[x(n)y�1(n)jyj(n� �)j2]� E[x(n)y�1(n)]E[jyj(n� �)j2]�E[x(n)y�j (n� �)]E[y�1(n)yj(n� �)]� E[x(n)yj(n� �)]E[y�1(n)y�j (n� �)])...PNj=1j 6=N (E[x(n)y�N (n)jyj(n� �)j2]� E[x(n)y�N(n)]E[jyj(n� �)j2]�E[x(n)y�j (n� �)]E[y�N(n)yj(n� �)]� E[x(n)yj(n� �)]E[y�N(n)y�j (n� �)])

3777777775
� 2X��0 2666666664

PNj=1j 6=1 (E[x(n� �)y�1(n� �)jyj(n)j2]� E[x(n� �)y�1(n� �)]E[jyj(n)j2]�E[x(n� �)y�j (n)]E[y�1(n� �)yj(n)]� E[x(n� �)yj(n)]E[y�1(n� �)y�j (n)])...PNj=1j 6=N (E[x(n� �)y�N(n� �)jyj(n)j2]� E[x(n� �)y�N(n� �)]E[jyj(n)j2]�E[x(n� �)y�j (n)]E[y�N(n� �)y�j (n)]� E[x(n� �)yj(n)]E[y�N(n� �)y�j (n)])
3777777775(5.19)Sustituyendo los promedios que aparecen en la expresi�on anterior por sus estimaciones seobtiene la matriz ĉ1G(n) que aparece en (5.18)

ĉ1G(n) = x(n)X��0 26666666664
PNj=1j 6=1 (y�1(n)jyj(n� �)j2 � y�1(n)Ê[jyj(n� �)j2]�y�j (n� �)Ê[y�1(n)yj(n� �)]� yj(n� �)Ê[y�1(n)y�j (n� �)])...PNj=1j 6=N (y�N(n)jyj(n� �)j2 � y�N(n)Ê[jyj(n� �)j2]�y�j (n� �)Ê[y�N(n)yj(n� �)]� yj(n� �)Ê[y�N(n)y�j (n� �)])

37777777775
+X��0x(n� �) 26666666664

PNj=1j 6=1 (y�1(n� �)jyj(n)j2 � y�1(n� �)Ê[jyj(n)j2]�y�j (n)Ê[y�1(n� �)yj(n)]� yj(n)Ê[y�1(n� �)y�j (n)])...PNj=1j 6=N (y�N(n� �)jyj(n)j2 � y�N(n� �)Ê[jyj(n)j2]�y�j (n)Ê[y�N(n� �)yj(n)]� yj(n)Ê[y�N(n� �)y�j (n)])
37777777775(5.20)



5.3. ALGORITMOS ADAPTATIVOS 105Los estimadores de los promedios que aparecen en esta expresi�on pueden ser calculadositerativamente con algoritmos de ventana exponencial similares a los presentados en elcap��tulo anterior.Ê[y�i (n)y�j (n� �)] = (1� �l) Ê[y�i (n)y�j (n� �)] + �l y�i (n)y�j (n� �)Ê[yi(n� �)y�j (n)] = (1� �l) Ê[yi(n� �)y�j (n)] + �l yi(n� �)y�j (n) (5.21)donde �l es un n�umero real positivo menor que 1.5.3.2 Algoritmo II generalizadoEl algoritmo de gradiente correspondiente a la funci�on de coste (5.10) tiene la siguienteforma W(n+ 1) =W(n) + �(x(n)ĉT (n)� ĉT2G(n)) (5.22)donde un factor 2 ha sido incluido dentro de �, ĉ(n) viene dado por (5.16) y ĉ2G(n) esuna estimaci�on del gradiente del t�ermino cruzadorWT2G = �2X��0 26664 PNj=1j 6=1 E[x(n)y�j (n� �)]E[y�1(n)yj(n� �)]...PNj=1j 6=N E[x(n)y�j (n� �)]E[y�N (n)yj(n� �)] 37775�2X��0 26664 PNj=1j 6=1 E[x(n� �)y�j (n)]E[y�1(n� �)yj(n)]...PNj=1j 6=N E[x(n� �)y�j (n)]E[y�N(n� �)yj(n)] 37775 (5.23)Estimando los promedios que aparecen en esta expresi�on obtenemos que el vector ĉ2G(n)en (5.22) tiene la siguiente formaĉ2G(n) = x(n)X��0266664 PNj=1j 6=1 y�j (n� �)Ê[y�1(n)yj(n� �)]...PNj=1j 6=N y�j (n� �)Ê[y�N(n)yj(n� �)] 377775+ X��0x(n� �) 266664 PNj=1j 6=1 y�j (n)Ê[y�1(n� �)yj(n)]...PNj=1j 6=N y�j (n)Ê[y�N(n� �)yj(n)] 377775 (5.24)donde Ê[yi(n)y�j (n� �)] = (1� �l) Ê[yi(n)y�j (n� �)] + �l yi(n)y�j (n� �)Ê[yi(n� �)y�j (n)] = (1� �l) Ê[yi(n� �)y�j (n)] + �l yi(n� �)y�j (n) (5.25)



106CAP�ITULO 5. CRITERIOS DE SEPARACI �ON PARAMEZCLAS CONVOLUTIVASEl n�umero de operaciones necesarias para evaluar los promedios en (5.24) es notablementemenor que las involucradas en el algoritmo I generalizado, lo que se traduce en un menorcoste computacional.5.4 An�alisis de estabilidad del algoritmo IgeneralizadoAl igual que suced��a con los algoritmos para separaci�on de mezclas instant�anea propuestosen el cap��tulo anterior, los problemas de optimizaci�on que acabamos de presentar consistenen la maximizaci�on de funciones de coste que dependen de los coe�cientes del sistemaMIMO de separaci�on. Estas funciones son no cuadr�aticas y, por ello, los coe�cientes�optimos no se corresponden con la soluci�on de un sistema de ecuaciones lineales. Adem�as,la super�cie de error asociada a cada algoritmo de gradiente puede contener m�aximosindeseados que da~nen su convergencia. Por tal motivo, se hace necesario realizar unestudio de la estabilidad de los algoritmos propuestos. En esta secci�on analizaremos laestabilidad del algoritmo I generalizado. Parte de este an�alisis ha sido presentado en [24].Partiremos de la relaci�on lineal que existe entre las salidas del sistema de separaci�ony las fuentes yi(n) = NXl=1 1Xk=�1 gil(k)sl(n� k); i = 1; :::; N (5.26)el coe�ciente gij(n) representa la amplitud con la que la salidas yi(n) extrae el s��mbolosl(n� k) gij(n) = 1Xk=�1w�ij(k)aji(n� k) (5.27)Teniendo en cuenta la expresi�on (5.26) y las hip�otesis realizadas sobre las fuentes podemosexpresar los estad��sticos que aparecen en (5.8) de la siguiente formaE[jyi(n)j2] = E 24j NXl=1 1Xk=�1 gil(k)sl(n� k)j235 = NXl=1 1Xk=�1 jgil(k)j2 = jjgijj2Kyi(0) = cum(yi(n); y�i (n); yi(n); y�i (n)) = NXl=1 1Xk=�1 jgil(k)j4�slKyiyj (0; �) = cum(yi(n); y�i (n); yj(n� �); y�j (n� �)) = NXl=1 1Xk=�1 jgil(k)j2jgjl(k � �)j2�sl(5.28)donde �l es el cumulante de cuarto orden normalizado de la fuente sl. Sustituyendo (5.28)en (5.8) podemos expresar la funci�on de coste en t�erminos de las amplitudes introducidas



5.4. AN�ALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I GENERALIZADO 107por el sistema separador G(G) 4= J1G(W) = NXi=10@ NXl=1 1Xk=�1 j�ljjgil(k)j4 � f(jjgijj2)1A�  NXi;j=1i6=j NXl=1 1Xk=�1 1X�=�1 j�ljjgil(k)j2jgjl(k � �)j2 (5.29)El gradiente de la funci�on  G(G) respecto a las ganancias viene dado por la siguienteexpresi�on@ G@gik(n) = 2j�kjg�ik(n)jgik(n)j2 � g�ik(n)f 0(jjgijj2)� 2j�kjg�ik(n) NXj=1i6=j 1X�=�1 jgjk(n� �)j2i; k = 1; :::; N; n 2 (�1;1) (5.30)donde f 0(:) es la primera derivada de f(:).El sistema anterior tiene muchas soluciones de las cuales son deseadas �unicamenteaquellas donde cada salida yi(n) extrae una �unica fuente diferente. Para determinarcuales de las soluciones se corresponden con m�aximos de la funci�on de coste estudiaremosel car�acter de�nido negativo de la siguiente matriz
H = 2666666664 H1111(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � H111N(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � H11NN(l1; l2)j1l1;l2=�1... . . . ... ... . . .H1N11(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � H1N1N(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � H1NNN(l1; l2)j1l1;l2=�1... . . . ... . . . ...HNN11(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � HNN1N(l1; l2)j1l1;l2=�1 � � � HNNNN(l1; l2)j1l1;l2=�1

3777777775(5.31)donde Hiknp(l1; l2) es la siguiente matriz compleja de dimensi�on 2� 2Hiknp(l1; l2) = 24 @2 G@gik(l1)@g�np(l1) @2 G@g�ik(l1)@g�np(l2)@2 G@gik(l1)@gnp(l2) @2 G@g�ik(l2)@gnp(l2) 35 (5.32)Las segundas derivadas que aparecen en el hessiano vienen dadas por las siguientesexpresiones @2 G@gik(n)@g�ik(n) = 4j�kjjgik(n)j2 � f 0(jjgijj2)� jgik(n)j2f 00(jjgijj2)� 2j�kj NXj=1i6=j 1X�=�1 jgjk(n� �)j2



108CAP�ITULO 5. CRITERIOS DE SEPARACI �ON PARAMEZCLAS CONVOLUTIVAS@2 G@gik(n)@g�ik(m) = �g�ik(n)gik(m)f 00(jjgijj2) n 6= m@2 G@gik(n)@g�ip(m) = �g�ik(n)gip(m)f 00(jjgijj2) k 6= p@2 G@gik(n)@g�jk(m) = �2j�kjg�ik(n)gjk(m) i 6= j@2 G@gik(n)@g�jp(m) = 0 i 6= j; k 6= p@2 G@gik(n)@gik(n) = 2j�kjg�ik(n)2 � g�ik(n)2f 00(jjgijj2)@2 G@gik(n)@gik(m) = �g�ik(n)g�ik(m)f 00(jjgijj2) n 6= m@2 G@gik(n)@gip(m) = �g�ik(n)g�ip(m)f 00(jjgijj2) k 6= p@2 G@gik(n)@gjk(m) = �2j�kjg�ik(n)g�jk(m) i 6= j@2 G@gik(n)@gjp(m) = 0 i 6= j; k 6= p (5.33)donde i; j; k; p = 1; :::; N y n; p 2 (�1;1).Consideremos ahora la soluci�on deseada donde yi(n) extrae la fuentes si(n) sin ning�unretardo, i.e., gii(0) 6= 0; gii(n) = 0 n 2 (�1;1); n 6= 0y adem�as cancela las otras fuentesgik(n) = 0; i; k = 1; :::; N; i 6= k; n 2 (�1;1)Empezaremos notando que en este punto el sistema de ecuaciones (5.30) se reduce a lasiguiente expresi�on@ G@gii(0) = 2j�ijg�ii(0)jgii(0)j2 � g�ii(0)f 0(jgii(0)j2) = g�ii(0)p0i(jgii(0)j2) = 0 i = 1; :::; N@ G@gii(n) = 0 i; k = 1; :::; N; i 6= k; n 2 (�1;1); n 6= 0@ G@gik(n) = 0 i; k = 1; :::; N; i 6= k; n 2 (�1;1) (5.34)donde p0i(:); i = 1; :::; N , es la primera derivada de pi(:). Recordemos que estamossuponiendo que cada funci�on pi(:); i = 1; :::; N tiene un �unico m�aximo en x > 0. Portanto (5.34) se anular�a solamente cuando cada valor jgii(0)j2; i = 1; :::; N , se correspondacon el m�aximo de pi(:); i = 1; :::; N .



5.4. AN�ALISIS DE ESTABILIDAD DEL ALGORITMO I GENERALIZADO 109Estudiemos ahora la expresi�on de la matriz hessiana en este punto. Las �unicassegundas derivadas (5.33) que no se anulan son las siguientes@2 G@gii(0)@g�ii(0) = 4j�ijjgii(0)j2 � f 0(jgii(0)j2)� jgii(0)j2f 00(jgii(0)j2)= jgii(0)j2p00i (jgii(0)j2)@2 G@gii(m)@g�ii(m) = �f 0(jgii(0)j2) = �2j�ijjgii(0)j2 m 6= 0@2 G@gik(m)@g�ik(m) = �f 0(jgii(0)j2)� 2j�kjjgkk(0)j2= �2j�ijjgii(0)j2 � 2j�kjjgkk(0)j2 i 6= k@2 G@gii(0)@gii(0) = 2j�ijg�ii(0)2 � g�ii(0)2f 00(jgii(0)j2) = g�ii(0)2p00i (jgii(0)j2) (5.35)Como consecuencia, todas las submatrices (5.32) son cero exceptoHiiii(0; 0) = " jgii(0)j2p00i (jgii(0)j2) gii(0)2p00i (jgii(0)j2)g�ii(0)2p00i (jgii(0)j2) jgii(0)j2p00i (jgii(0)j2) # i = 1; :::; NHiiii(m;m) = " �2j�ijjgii(0)j2 00 �2j�ijjgii(0)j2 #i = 1; :::; N; l 2 (�1;1) 6= 0Hikik(0; 0) = 26664 �2j�ijjgii(0)j2�2j�kjjgkk(0)j2 00 �2j�ijjgii(0)j2�2j�kjjgkk(0)j2 37775 i; k = 1; :::; N; i 6= kPara determinar si el punto deseado es un m�aximo de la funci�on de coste, estudiaremosel car�acter de�nido negativo de cada una de las submatrices anteriores. Es inmediatocomprobar que las submatrices Hiiii(0; 0) i = 1; :::; N son de�nidas negativas ya queel gradiente (5.34) se anula �unicamente cuando cada punto jgii(0)j2 se corresponde conun m�aximo de pi(:); i = 1; :::; N . Las submatrices Hiiii(m;m) tambi�en son de�nidasnegativas. Por otro lado, la condici�on  > 0 asegura que todas las matrices Hikik(0; 0) sonde�nidas negativas. Como consecuencia, el punto que estamos analizando es un m�aximode la funci�on de coste.El estudio que acabamos de presentar indica que, al igual que suced��a con mezclasinstant�aneas, la condici�on  > 0 asegura que los puntos donde se consigue la separaci�onde las fuentes son m�aximos de la funci�on de coste. Este resultado puede ser f�acilmenteextendido a todas las soluciones de (5.30) correspondientes a la separaci�on de las fuentesrealizando transformaciones congruentes sobre la matriz hessiana. En el ap�endice F seanalizan las otras soluciones del sistema de ecuaciones (5.30) y se demuestra que la
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Figura 5.1: Clasi�caci�on de los puntos estacionarios indeseados del algoritmo Igeneralizado.condici�on  > 1 garantiza que no son m�aximos de la funci�on de coste y, por tanto,un algoritmo de gradiente ascendente nunca converger�a a ellos. Las conclusiones m�asimportantes de dicho ap�endice est�an recogidas en la �gura 5.1.5.5 Resultado de simulacionesEn las secciones precedentes se ha asumido un sistema separador no causal e in�nito. Sinembargo, en la pr�actica se recurre al empleo de sistemas causales de longitud �nita, L,cuyas salidas tienen la siguiente formay(n) = L�1Xk=0WH(k)x(n� k) (5.36)
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Figura 5.2: Respuesta al impulso del sistema de mezcla.Es bien conocido que la utilizaci�on de sistemas �nitos pueden da~nar la perfectarecuperaci�on de las fuentes [34]. Sin embargo, los resultados de distintas simulacionesrealizadas por ordenador muestran que los algoritmos propuestos anteriormente trabajanadecuadamente en estas situaciones. M�as a�un, los puntos alcanzados por los algoritmosson muy pr�oximos a los que predice el an�alisis de la secci�on 5.4.Como medida de rendimiento se ha utilizado el ��ndice P (G) de�nido en [46]P (G) = NXi=1 ������ NXj=1 1Xn=�1 jgij(n)j2maxl;n(jgil(n)j2) � 1������+ NXj=1 ����� NXi=1 1Xn=�1 jgij(n)j2maxl(jglj(n)j2) � 1�����donde maxl;n(jgil(n)j2) = maxl=1;:::;N max�1<n<1 jgil(n)j2 y maxl;n(jglj(n)j2) =maxl=1;:::;N max�1<n<1 jglj(n)j2. Para presentar la evoluci�on del ��ndice P (G) hemospromediado 10 realizaciones independientes del experimento.En todas las simulaciones se ha utilizado un sistema mezclador descrito porA(z) = " 0:8 0:50:5 �0:8 # " 0:5+z�11+0:5z�1 00 0:2+z�11+0:2z�1 #que corresponde a la respuesta al impulso presentada en la �gura 5.2. En la etapade separaci�on se ha utilizado un sistema MIMO de dos entradas, dos salidas y L = 8
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Algoritmo II generalizado
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Figura 5.3: Observaciones y salidas del primer experimento.
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Figura 5.4: Evoluci�on del ��ndice P (G) para el primer experimento.
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Figura 5.5: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separaci�on obtenida con elalgoritmo I generalizado en el primer experimento.
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Figura 5.6: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separaci�on obtenida con elalgoritmo II generalizado en el primer experimento.Algoritmo Par�ametrosPaso inicial Funci�on de costeAlg:IG � = 1� 10�3, �l = 5� 10�2 � = �1, � = 4, � = 1,  = 1:5Alg:IIG � = 1� 10�4, �l = 5� 10�2 � = �1, � = 4, � = 1,  = 1:5Tabla 5.1: Par�ametros de los algoritmos empleados en las simulaciones.etapas por observaci�on. Los coe�cientes han sido inicializados a cero excepto w11(4) =w22(4) = 1.En el primer experimento se ha considerado un entorno formado por dos se~nales 4-QAM que al pasarlas por el canal dan lugar a las observaciones mostradas en la �gura5.3. En esta �gura tambi�en se pueden observar las se~nales recuperadas empleando losalgoritmos I y II generalizados para ajustar los coe�cientes del sistema separador. Lospar�ametros utilizados est�an recogidos en la tabla 5.1. La �gura 5.4 muestra la evoluci�ondel ��ndice P (G) donde puede observarse que ambos algoritmos han recuperado las fuentes.El an�alisis de estabilidad presentado en la secci�on 5.4 predice que las fuentes ser�anextra��das con ganancias jgi1(l1)j2 = jgj2(l2)j2 = 0:333. Por otro lado, despu�es de 20.000iteraciones el algoritmo ha alcanzado los valores que se muestran en la �gura 5.5. Comopuede verse existe un �unico valor signi�cativo que, adem�as, es muy cercano al te�orico. Enla �gura 5.6 puede observarse como el algoritmo II tambi�en ha separado las fuentes.
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Figura 5.7: Observaciones y salidas del segundo experimento.
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Figura 5.8: Evoluci�on del ��ndice P (G) para el segundo experimento.En un segundo experimento se han considerado dos fuentes: s1 con modulaci�on16-QAM y una se~nal s2 con modulaci�on 4-QAM. Al hacer pasar estas se~nales por elcanal (5.37) se han obtenido las observaciones mostradas en la �gura 5.7. Esta �guratambi�en muestra las se~nales recuperadas al procesar estas observaciones con sistemasseparadores adaptados con los algoritmos I y II generalizados (los par�ametros empleadosson los mostrados en la tabla 5.1). Para este entorno tambi�en se ha obtenido un buencomportamiento de los algoritmos como reeja en el ��ndice P (G) en la �gura 5.8.Comparemos ahora las ganancias jgij(n)j2 obtenidas utilizando el algoritmo I despu�esde 20:000 iteraciones con los te�oricos. El an�alisis de estabilidad predice la siguientesamplitudes: jgi1(l1)j2 = 0:3012 y jgi2(l2)j2 = 0:333. Por otro lado, en la simulaci�on sehan obtenido los valores mostrados en la �gura 5.9. Como puede verse, al igual que en elexperimento anterior, son muy cercanos a los te�oricos. Finalmente, la �gura 5.10 muestracomo el algoritmo II generalizado tambi�en ha recuperado las fuentes.5.6 ConclusionesEn este cap��tulo se ha abordado el problema de separaci�on de fuentes a partir de mezclasconvolutivas. Este problema aparece, por ejemplo, cuando varias se~nales que se propaganpor un medio abierto sufren distorsiones que se traducen en la recepci�on simult�anea devarias versiones retardadas de las mismas.La recuperaci�on de las fuentes es un problema m�as complejo que en el caso de mezclasinstant�aneas debido a que ahora el sistema adem�as de separar las fuentes debe eliminar el
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Figura 5.9: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separaci�on obtenida con elalgoritmo I generalizado en el segundo experimento.efecto de otras versiones retardadas de las fuentes. Sin embargo, en general, los criterios deseparaci�on de mezclas instant�aneas pueden extenderse al caso convolutivo. En concreto,en este cap��tulo hemos generalizado los criterios I y II presentados en el cap��tulo anterior.La generalizaci�on ha surgido a partir de la dependencia estad��stica que aparece entrelas salidas cuando varias salidas extraen la misma fuente. Al igual que en el caso demezclas instant�aneas, los criterios de separaci�on se de�nen como el criterio de Shalvi yWeinstein para igualaci�on m�as un t�ermino cruzado. La principal diferencia con el casode mezclas instant�aneas radica en que varias salidas pueden extraer la misma fuente condiferentes retardos y, por ello, el t�ermino cruzado debe ser extendido para penalizar estassituaciones indeseadas.Los dos problemas de optimizaci�on presentados en este cap��tulo pueden serimplementados utilizando algoritmos de gradiente estoc�astico cuya complejidad esnotablemente superior al caso de mezcla instant�anea. La estabilidad de uno de estosalgoritmos ha sido estudiada en este mismo cap��tulo obteni�endose ciertas condiciones queaseguran la correspondencia entre la perfecta separaci�on de las fuentes y los atractoresdel algoritmo. Existen otros puntos estacionarios pero tambi�en se ha demostrado que soninestables y, por tanto, el algoritmo de gradiente nunca converger�a a ellos.
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Figura 5.10: Respuesta conjunta del sistema de mezcla/separaci�on obtenida con elalgoritmo II generalizado en el segundo experimento.



Cap��tulo 6Conclusiones y l��neas futuras detrabajo
6.1 ConclusionesEn la presente tesis doctoral se aborda el problema de recuperar un conjunto de se~nalesoriginales (fuentes) a partir �unicamente de observaciones de mezclas lineales de ellas. Esteproblema se conoce con el nombre de separaci�on ciega de fuentes y resulta de enormeinter�es en procesado de se~nal por dos razones. La primera es que en muchas aplicacionespr�acticas debe llevarse a cabo la separaci�on de mezclas lineales de se~nales y la segunda esque el problema puede resolverse utilizando una cantidad de informaci�on a priori m��nima:la invertibilidad del sistema de mezcla y la independencia mutua y la distribuci�on no-gaussiana de las fuentes.Se ha contemplado que la mezcla pueda ser de dos tipos: instant�anea o convolutiva.En el primer caso, la mezcla no tiene memoria y las se~nales observadas en un determinadoinstante son una suma ponderada de las fuentes en ese mismo instante. Por el contrario,la mezcla convolutiva tiene memoria y las observaciones son mezclas de las fuentes eninstantes anteriores y posteriores al instante presente. Independientemente del tipo demezcla, las fuentes pueden ser recuperadas ajustando los par�ametros de un sistema MIMOcon el objetivo de que cada salida extraiga una �unica fuente diferente. Una manerapr�actica y e�ciente de calcular el sistema de separaci�on �optimo es mediante un algoritmoadaptativo y esos algoritmos constituyen el objeto de estudio de esta tesis.A lo largo de los �ultimos a~nos han sido propuestos numerosos algoritmos adaptativospara separaci�on ciega de fuentes pero pocos son los trabajos que garantizan la estabilidadde las recursiones propuestas. Parte de esta tesis se centra en el estudio de la estabilidad dealgunos de esos algoritmos para el caso de mezclas instant�aneas, lo cual nos ha permitidodeterminar condiciones su�cientes que garantizan que los puntos donde se consigue laperfecta recuperaci�on de las fuentes sean atractores de las recursiones.En esta tesis tambi�en se ha desarrollado una nueva familia de algoritmos para119



120 CAP�ITULO 6. CONCLUSIONES Y L�INEAS FUTURAS DE TRABAJOseparaci�on ciega de fuentes. Entre las aportaciones m�as importantes debemos destacarel haber analizado la estabilidad de uno de los algoritmos para el caso general de Nfuentes complejas y sistemas separadores de N entradas y N salidas. El estudio garantizaque los �unicos atractores del algoritmo son los puntos donde se consigue la perfectarecuperaci�on de las fuentes. Finalmente, estos resultados han sido extendidos al casode mezclas convolutivas.A continuaci�on se comentan m�as detalladamente las conclusiones y aportaciones m�asimportantes de este trabajo.6.1.1 Revisi�on y aportaciones a anteriores aproximacionesUna de las contribuciones de esta tesis es el estudio de la estabilidad de varios algoritmosadaptativos para separaci�on de mezclas instant�aneas propuestos previamente por diversosautores. Estos algoritmos han surgido a partir de consideraciones de muy diversa ��ndole(heur��sticas, maximizaci�on de la transferencia de informaci�on, estimaci�on de m�aximaverosimilitud, etc.) pero todos ellos tienen en com�un el emplear estad��sticos de ordensuperior ya que, como se ha descrito en el cap��tulo 3, los algoritmos que buscan ladecorrelaci�on de las salidas resultan insu�cientes para conseguir la separaci�on. El empleode estos estad��sticos se traduce en la aparici�on de no-linealidades en las recursiones quedi�culta notablemente el an�alisis de su estabilidad. Por ello, en el cap��tulo 3 hemosconsiderado �unicamente el caso de sistemas separadores con dos entradas y dos salidas.El primer algoritmo estudiado se debe a H�erault y Jutten quienes propusieronutilizar un sistema separador cuya salida es realimentada a la entrada. La existenciade realimentaciones complica la implementaci�on software del algoritmo ya que se hacenecesario realizar la inversi�on de la matriz de coe�cientes. Para evitar esta operaci�on,Cichocki y Undebauen realizaron una sencilla modi�caci�on del algoritmo que permitellevar a cabo la separaci�on utilizando una estructura sin realimentaciones. En esta tesisse ha analizado la estabilidad de ambos algoritmos y se han obtenido ciertas condicionessu�cientes que deben cumplir las no-linealidades para garantizar que los puntos donde seconsigue la separaci�on sean atractores.Otro de los criterios que han centrado nuestro inter�es se debe a Comon quien introdujoel t�ermino de contraste para designar a ciertas funciones de coste que cumplen una seriede condiciones que garantizan la correspondencia entre sus m�aximos y los estados deseparaci�on. Esta aproximaci�on permite conseguir la separaci�on ajustando los coe�cientesdel sistema MIMO mediante algoritmos de gradiente ascendente. En esta tesis se hapresentado el algoritmo correspondiente a una funci�on de contraste y se ha analizadosu estabilidad para sistemas separadores con dos entradas y dos salidas. El estudioha consistido en determinar todos los puntos estacionarios de la funci�on de coste y,posteriormente, se ha estudiado el car�acter de�nido negativo de la matriz hessiana. Comoconclusi�on, se ha obtenido una condici�on poco restrictiva que garantiza que �unicamentelos puntos donde se lleva a cabo la separaci�on son m�aximos y, por ello, el algoritmo



6.1. CONCLUSIONES 121de gradiente siempre converger�a a una soluci�on deseada. Extender estos resultados alcaso general de sistemas separadores N �N es un trabajo arduo que todav��a no ha sidorealizado.A partir de las funciones de contraste, Cardoso y Laheld han propuesto un algoritmoconocido como EASI cuyo comportamiento resulta ser independiente de la matriz demezcla y, por ello, es especialmente atractivo para situaciones donde la mezcla est�a malcondicionada. Al igual que las aproximaciones anteriores, el an�alisis del algoritmo EASIrevela que la elecci�on de las no-linealidades juega un papel crucial en su estabilidad.6.1.2 Nuevos criterios de separaci�onOtra de las contribuciones de esta tesis radica en presentar una nueva familia de algoritmospara separaci�on de fuentes que se basa en la maximizaci�on de funciones de coste no-linealesque se componen de la suma de dos t�erminos. El primero de ellos es una extensi�on de uncriterio de igualaci�on ciega propuesto por Shalvi y Weinstein a principios de esta d�ecada.Estos autores han demostrado que al adaptar los pesos del sistema separador utilizandodicho criterio se consigue que cada salida extraiga una �unica fuente. Sin embargo, sumaximizaci�on resulta insu�ciente para llevar a cabo la separaci�on ya que puede ocurrirque varias salidas extraigan simult�aneamente la misma fuente. Esta situaci�on indeseadase traduce en la aparici�on de ciertas dependencias en el sistema separador (dependenciaestad��stica entre las salidas del sistema y dependencia lineal entre las �las de la matriz deseparaci�on) las cuales pueden aprovecharse para conseguir la separaci�on de las fuentes.La dependencia estad��stica puede ser penalizada utilizando un segundo t�ermino quecontiene algunos estad��sticos cruzados entre las salidas. En el criterio que ha centrado lamayor parte del cap��tulo 4 se ha empleado como t�ermino cruzado la suma de cumulantescruzados de cuarto orden entre las salidas. Para esta elecci�on, se ha demostrado que lospuntos donde se consigue la perfecta separaci�on de las fuentes son m�aximos de la funci�onde coste. Existen otros puntos estacionarios pero tambi�en se ha obtenido que son m��nimoso puntos de ensilladura y, por tanto, un algoritmo de gradiente nunca converger�a a ellos.Este estudio ha sido realizado para el caso m�as general de se~nales complejas y sistemasseparadores con N entradas y N salidas.El segundo criterio propuesto emplea como t�ermino cruzado la correlaci�on entre lassalidas. La funci�on de coste que resulta es m�as sencilla que la anterior ya que involucraun menor n�umero de momentos estad��sticos pero, en contrapartida, solamente se hademostrado la inexistencia de m�aximos indeseados para el caso de sistemas separadorescon dos entradas y dos salidas.En el �ultimo criterio presentado se ha aprovechado la dependencia lineal entre las�las del sistema separador que aparece cuando varias salidas extraen la misma fuente.Se ha propuesto utilizar como t�ermino cruzado una funci�on logar��tmica de la matrizde separaci�on. La implementaci�on de esta aproximaci�on empleando un algoritmo dem�axima pendiente requiere realizar la inversi�on de la matriz de coe�cientes. Tal y como se



122 CAP�ITULO 6. CONCLUSIONES Y L�INEAS FUTURAS DE TRABAJOdemuestra en el cap��tulo 4 esta limitaci�on se supera empleando un algoritmo de gradienterelativo. Adicionalmente, esta opci�on resulta ser invariante a cambios en la matriz demezcla y puede ser utilizada en entornos donde la mezcla est�a mal condicionada.Con el objeto de mostrar el comportamiento de los algoritmos propuestos se hanllevado a cabo simulaciones por ordenador. Se ha contemplado la separaci�on de se~nalesde voz y m�usica (caracterizadas por una curtosis positiva) y de im�agenes (fuentes concurtosis negativa). Los resultados obtenidos muestran que todos los criterios propuestosllevan a cabo la separaci�on y, adem�as, corroboran las conclusiones obtenidas en el an�alisisde su estabilidad. Tambi�en se han realizado algunas simulaciones considerando que lasobservaciones est�an perturbadas por ruido blanco gaussiano. Al igual que antes, se haconseguido la separaci�on de las fuentes.Finalmente, se ha discutido la forma de extender al caso de mezcla convolutiva loscriterios que emplean la dependencia estad��stica entre las salidas. La diferencia principalcon el caso de mezcla instant�anea radica en que ahora varias salidas pueden extraer lamisma fuente en distintos instantes de tiempo y, por ello, se hace necesario extenderlos t�erminos cruzados. Se han derivado dos algoritmos de gradiente para conseguir loscoe�cientes �optimos y se ha analizado la estabilidad de uno de ellos. El an�alisis demuestraque, para sistemas separadores no-causales e in�nitos, el algoritmo es estable en lospuntos de separaci�on y no contiene atractores indeseados. Las simulaciones realizadas porordenador muestran que los resultados te�oricos son muy cercanos a los que se obtienencuando se emplean sistemas causales de longitud �nita.6.2 L��neas futuras de investigaci�onPosibles direcciones hacia las que encaminar posteriores investigaciones son las siguientesSeparaci�on de mezclas convolutivas en el dominio de la frecuenciaOtra manera de abordar la separaci�on de mezclas convolutivas es trabajar en el dominio dela frecuencia utilizando un esquema separador como el mostrado en la �gura 6.1. En unaprimera etapa se calcula la DFT (Discrete Fourier Transform) de las observaciones. Deesta forma se consigue transformar el problema de mezcla convolutiva en L problemas demezclas instant�aneas. Posteriormente, se pueden utilizar algoritmos como los presentadosen el cap��tulo 3 y 4 de esta tesis para ajustar los coe�cientes del sistema separador paracada una de las L frecuencias. Finalmente, se realiza la transformada de Fourier inversapara recuperar las se~nales en el dominio temporal.La aplicaci�on directa de los algoritmos para separaci�on de mezclas instant�aneas, sinembargo, resulta insu�ciente para realizar la separaci�on de mezclas convolutivas ya quela reconstrucci�on de la se~nal requiere resolver las indeterminaciones inherentes a ellos:cambio del orden y de la amplitud de las se~nales recuperadas.
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Figura 6.1: Sistema separador de mezclas convolutivas en el dominio de la frecuencia.Alternativa a PCAEl An�alisis de Componentes Principales (PCA, del ingl�es Principal Component Analysis)es una t�ecnica estad��stica que permite representar la informaci�on recogida en un grupoinicial de M variables mediante un n�umero menor N (N < M) de nuevas variablesdenominadas componentes principales. Esta t�ecnica es de gran utilidad en aplicacionesde extracci�on de caracter��sticas principales, comprensi�on de datos, etc.. Sin embargo, losalgoritmos basados en PCA emplean estad��sticos de segundo orden y, por ello, resultaninsu�cientes para realizar la separaci�on de fuentes.Como alternativa a PCA, Comon ha introducido el concepto de ICA (IndependentComponent Analysis) para designar a criterios que permiten descomponer una se~nal encomponentes estad��sticamente independientes [18]. Como se ha visto en esta tesis, laship�otesis de independencia estad��stica de las fuentes y la distribuci�on no gaussiana de lasmismas son su�cientes para resolver el problema de separaci�on empleando esta t�ecnica.Sin embargo, el campo de aplicaci�on de los algoritmos ICA no se reduce a la separaci�on defuentes. En particular, nos planteamos aplicarlos como alternativa a PCA para compresi�onde datos ya que es de esperar que si los datos de entrada cumplen las hip�otesis quehemos establecido para el problema de separaci�on de fuentes entonces estos algoritmosextraer�an componentes independientes que, te�oricamente, contienen toda la informaci�on



124 CAP�ITULO 6. CONCLUSIONES Y L�INEAS FUTURAS DE TRABAJOde los datos. Sin embargo, en la pr�actica nos encontramos con datos de entrada queno cumplen nuestras hip�otesis de trabajo como, por ejemplo, las observaciones puedencorresponderse a mezclas no-lineales de las fuentes.Estudio del efecto del ruidoEn la mayor parte de esta tesis se han considerado modelos libres de ruido, lo cual nosucede en la pr�actica. Los resultados de algunas simulaciones recogidas en el cap��tulo 4parecen indicar que los algoritmos basados en el criterio de Shalvi y Weinstein presentanun comportamiento �optimo en el sentido de que maximizan la relaci�on se~nal a ruido o,equivalentemente, minimizan el error cuadr�atico medio entre las fuentes y las salidas. Esteimportante resultado est�a todav��a pendiente de ser demostrado anal��ticamente. Existentrabajos al respecto [36] realizados eligiendo la no-linealidad que aparece en el criterio IIde forma que el primer t�ermino de la funci�on de coste se corresponda con el ConstantModulus.Desarrollo de algoritmos basados en cicloestacionariedadSe ha pensado en desarrollar criterios de separaci�on especialmente dedicados a aplicacionesde comunicaci�on que incorporen el car�acter cicloestacionario que tienen la mayor partede las se~nales utilizadas [37]. Como una primera aproximaci�on en [25] se ha extendido alproblema de separaci�on de fuentes un criterio propuesto inicialmente para conformaci�onde haz adaptativa en [15, 45]. Este criterio ha mostrado ser adecuado para abordar elproblema de mezclas instant�aneas pero todav��a no ha sido estudiado su comportamientopara el caso de mezclas convolutivas.



Ap�endice ADe�niciones de derivadas defuncionesEn los estudios de la estabilidad de los algoritmos presentados en esta tesis se han calculadolas derivadas de funciones escalares respecto a vectores o matrices. Este ap�endice recogelas de�niciones de estas derivadas as�� como algunos resultados que han sido utilizados encap��tulos anteriores.A.1 De�niciones de derivadas realesLa derivada de una funci�on escalar J de variable vectorial o matricial real se de�ne comosigue� De�nici�on 1: Sea J = J(x) una funci�on real de variable vectorial de dimensi�onN � 1 real, la derivada de J respecto a x es el vector columna@J(x)@x = 26664 @J(x)@x1...@J(x)@xN 37775 (A.1)� De�nici�on 2: Sea J = J(X) una funci�on escalar de variable matricial X dedimensi�on P � N real. La derivada de J respecto a la matriz X es la matrizde dimensi�on P �N dada por@J(X)@X = 26664 @J(X)@x11 � � � @J(X)@x1N... . . . ...@J(X)@xP1 � � � @J(X)@xPN 37775 (A.2)125



126 AP�ENDICE A. DEFINICIONES DE DERIVADAS DE FUNCIONESEjemplos:Sea A una matriz cuadrada de dimensi�on M �M y X una matriz de dimensi�on M � P .Entonces� Si J(X) = XTA, se tiene que @J(X)@X = AT (A.3)� Si J(A) = det(A), se tiene que@J(A)@A = adj(AT ) (A.4)donde adj(:) representa la matriz adjunta.Prueba:Dada una matriz cuadrada de dimensi�on M �M , si para cada elemento aij; i; j =1; :::; N se denota Aij su cofactor correspondiente, se tiene que [3]det(A) = NXk=1 aikAik (A.5)Entonces @ det(A)@aij = @@aij  NXk=1 aikAik! = Aij (A.6)Por tanto, teniendo en cuenta la de�nici�on de derivada de una funci�on escalarrespecto a una matriz obtenemos@ det(A)@A = 2664 A11 A12 � � � A1N... ... . . . ...AN1 AN2 � � � ANN 3775 = adj(A)T (A.7)� Si A es sim�etrica y J(X) = ln(det(XTAX)) con XTAX no singular, se tiene que@J(X)@X = 2det(XTAX)AXadj(XTAX) = 2AX(XTAX)�1 (A.8)Prueba:Aplicando la regla de la cadena@J(X)@X = @ ln(det(XTAX))@ det(XTAX) = @ det(XTAX)@X= 1det(XTAX)2AX adj(XTAX) = 2AX(XTAX)�1 (A.9)donde se ha utilizado (A.6) y A�1 = adj(A)= det(A).



A.2. DEFINICIONES DE DERIVADAS COMPLEJAS 127� Si A es sim�etrica y J(X) = tr(XTAX) entonces@J(X)@X = 2AX (A.10)Prueba:La funci�on J(X) puede escribirse de la siguiente formaJ(X) = tr(XTAX) = NXi=1 xTi Axi (A.11)donde xi es la i��esima columna de X. Utilizando la de�nici�on de derivada de unafunci�on escalar de variable matricial, obtenemos lo siguiente@J(X)@X = 2[Ax1; :::;AxN ] = 2AX (A.12)A.2 De�niciones de derivadas complejasLa derivada de una funci�on escalar J de variable vectorial o matricial compleja se de�nencomo sigue� De�nici�on 1: Sea J = J(z) una funci�on real de variable compleja de dimensi�onN � 1, z = [z1; :::; zN ]T = [x1 + jy1; :::; xN + jyN ]T , se de�ne la derivada de Jrespecto a z como el vector columna@J(z)@z = 26664 @J(z)@z1...@J(z)@zN 37775 = 12 26664 @J(z)@x1 � j @J(z)@y1...@J(z)@xN � j @J(z)@yN 37775 (A.13)y de forma similar su derivada conjugada es@J(z)@z� = 26664 @J(z)@z�1...@J(z)@z�N 37775 = 12 26664 @J(z)@x1 + j @J(z)@y1...@J(z)@xN + j @J(z)@yN 37775 (A.14)� De�nici�on 2: Sea J = J(Z) una funci�on escalar de variable compleja matricial Z dedimensi�on P�N . La derivada de J respecto a la matriz Z es la matriz de dimensi�onP �N dada por@J(Z)@Z = 26664 @J(Z)@z11 � � � @J(Z)@z1N... . . . ...@J(Z)@zP1 � � � @J(Z)@zPN 37775= 12 26664 @J(Z)@x11 � � � @J(Z)@x1N... . . . ...@J(Z)@xP1 � � � @J(Z)@xPN 37775� j2 26664 @J(Z)@z11 � � � @J(Z)@z1N... . . . ...@J(Z)@zP1 � � � @J(Z)@zPN 37775 (A.15)



128 AP�ENDICE A. DEFINICIONES DE DERIVADAS DE FUNCIONESDe acuerdo con estas de�niciones el operador gradiente complejo con respecto al vectorz = [z1; :::; zN ]T se de�ne como rz = [@=@z�1 ; :::; @=@z�N ]T .Ejemplos:Sean c y w dos vector N � 1 y R es una matriz N �N herm��tica. Entonces@@w� (wTc) = @@w� (cTw) = 0 (A.16)@@w� (wHRw) = Rw (A.17)@@w� (wHc) = c (A.18)



Ap�endice BRevisi�on de estad��sticos de ordensuperiorComo se ha visto a lo largo del presente trabajo, la separaci�on ciega de fuentes se puederesolver recurriendo al uso de estad��sticos de orden superior (HOS, del ingl�es Higher OrderStatistics). A continuaci�on, comentaremos brevemente las de�niciones y propiedades delos HOS. Una exposici�on m�as detallada al respecto puede ser consultada en [62, 65, 73].B.1 De�niciones de HOSSean x = [x1; x2; :::; xM ]T y w = [w1; w2; :::; wM ]T dos colecciones de variables aleatoriasreales. El cumulante de orden k de estas variables se de�ne como los coe�cientes asociadosal polinomio de orden k en serie de Taylor, con respecto a w, de la funci�on generadora�(w) = ln(�(w)) (B.1)donde �(:) es la funci�on caracter��stica conjunta de las variables aleatorias x�(w) = E[exp(jwTx)] (B.2)y su desarrollo en serie de Taylor proporciona los momentos de x. En base a esta de�nici�on,se puede establecer la siguiente relaci�on entre los cumulantes de segundo, tercer y cuartoorden de una variable x (de media cero) y sus momentoscum(x1; x2) = E[x1x2]cum(x1; x2; x3) = E[x1x2x3]cum(x1; x2; x3; x4) = E[x1x2x3x4]� E[x1x2]E[x3x4]� E[x1x3]E[x2x4]� E[x1x4]E[x2x3](B.3)Si las variables no tienen media cero, debe sustituirse xi por xi�E[xi] en las expresionesanteriores. En este trabajo tienen especial inter�es el cumulante cruzado de cuarto orden129
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Figura B.1: Comparaci�on de distribuciones con la gaussianaentre dos variables x1 y x2, que denotaremos Kx1x2 ; y el cumulante de cuarto orden(curtosis) de x1, que denotaremos Kx1 . A partir de (B.3) obtenemos las expresiones deambos cumulantesKx1x2 = cum(x1; x2; x1; x2) = E[x21x22]� 2E2[x1x2]� E[x21]E[x22]Kx1 = cum(x1; x1; x1; x1) = E[x41]� 3E2[x21] (B.4)Otras de�niciones importantes son las de momentos y cumulantes de un procesoestacionario. Si suponemos que x es una se~nal estacionaria real que tiene momentoshasta orden k, entoncesmxk(�1; �2; :::�k�1) = mk[x(n)x(n + �1):::x(n + �k�1)] (B.5)representa la funci�on momento de orden k de la se~nal y depende solamente delas diferencias �1; �2; :::; �k�1. Claramente, la funci�on momento de orden dos es laautocorrelaci�on E[x(n)x(n + �)]. Los cumulantes de orden k > 2 de una se~nal aleatoriaestacionaria no gaussiana pueden escribirse de la siguiente formacumxk(�1; �2; :::�k�1) = mxk[x(n)x(n + �1):::x(n + �k�1)]�mGk [x(n)x(n + �1):::x(n + �k�1)](B.6)donde mGk es el momento de orden k de una se~nal gaussiana que tiene la misma media ysecuencia de correlaci�on que x. Obviamente, si x tiene distribuci�on gaussiana todos suscumulantes de orden superior a dos ser�an nulos, cumxk(�1; �2; :::�k�1) = 0.La de�nici�on (B.6) nos permite interpretar los cumulantes de orden superior a dos comouna medida de la distancia entre la distribuci�on de una variable aleatoria no gaussianacon respecto a la gaussiana. En particular, la curtosis mide el mayor o menor grado deapuntamiento de la distribuci�on. Las se~nales con curtosis positivas reciben el nombre



B.2. PROPIEDADES DE LOS CUMULANTES 131de supergaussianas y las de curtosis negativas de subgaussianas. En la �gura B.1 seha representado una distribuci�on gaussiana, una supergaussiana y una subgaussiana.La supergaussiana corresponde a una distribuci�on X 2 de Pearson con cuatro grados delibertad (curtosis te�orica positiva Kx = 3) y, como puede observarse, su distribuci�ones m�as apuntada que la gaussiana. Por otro lado, la distribuci�on subgaussiana es unavariable uniforme (curtosis te�orica Kx = �1:2) cuya distribuci�on es m�as achatada que lagaussiana.Son numerosos los algoritmos de deconvoluci�on [8] y de separaci�on que empleanmomentos de orden superior [2, 13, 14, 17] y cumulantes de orden superior [18, 22, 52, 55,60]. A la hora de utilizar cualquiera de ellos debe tenerse en cuenta varios factores. Enprimer lugar, los momentos de orden superior de un proceso gaussiano no son cero y loscumulantes s��. En segundo lugar, sea cual sea el orden del cumulante, el cumulante de lasuma de cada uno de los procesos aleatorios estad��sticamente independientes es igual a lasuma de los cumulantes de cada uno por separado, lo cual no es cierto para los momentos.Como consecuencia, las expresiones que resultan de utilizar cumulantes son m�as f�acilesde manejar que las de los momentos. Por otro lado, los momentos de orden superior son,en general, m�as f�aciles de estimar que los cumulantes.B.2 Propiedades de los cumulantesLas propiedades m�as importante de los cumulantes son las siguientes� Propiedad 1: Los cumulantes de cantidades escaladas son iguales al producto detodos los factores de escala por el cumulante de las cantidades sin escalarcum(�1x1; :::; �NxN ) =  NYi=1�i! cum(x1; :::; xN) (B.7)donde �i; i = 1; :::; N son constantes y xi; i = 1; :::; N son variables aleatorias.� Los cumulantes son sim�etricos en sus argumentoscum(x1; :::; xN ) = cum(xi1 ; :::; xiN ) (B.8)donde (i1; :::; iN ) es una permutaci�on de los ��ndices 1; :::; N .� Propiedad 2: Los cumulantes son ciegos a constantes aditivas, es decir, si � es unaconstante cum(� + x1; :::; xN) = cum(x1; :::; xN) (B.9)� Propiedad 3: Los cumulantes de las sumas de variables independientes yi; i =1; :::; N y xi; i = 1; :::; N es igual a la suma de los cumulantes de cada variablecum(x1 + y1; :::; xN + yN) = cum(x1; :::; xN) + cum(y1; :::; yN) (B.10)



132 AP�ENDICE B. REVISI �ON DE ESTAD�ISTICOS DE ORDEN SUPERIOR� Propiedad 4: El cumulante cruzado de variables aleatorias independientes xi; i =1; :::; N y yi; i = 1; ::; N es cerocum(x1; ::; xN ; y1; :::; yN) = 0 (B.11)



Ap�endice CRevisi�on de Teor��a de la Informaci�on
Este ap�endice recoge diversos conceptos de teor��a de la informaci�on los cuales han sidoutilizados en el cap��tulo 3 para derivar algoritmos de separaci�on ciega de fuentes. Unarevisi�on m�as detallada puede ser consultada en [30].Sea x una variable aleatoria que toma valores discretos xk en un alfabeto X conprobabilidad p(xk), P p(xk) = 1. El valor de p(xk) expresa la probabilidad de que ocurraun determinado valor xk pero tambi�en nos est�a indicando la cantidad de informaci�onque se adquiere cuando ese valor es observado. Por ejemplo, el valor p(xk) = 1 indicaque sabemos con absoluta certeza el valor que va a ocurrir y, por tanto, al observarlono adquirimos ninguna informaci�on. Si tenemos dos posibles valores x1 con probabilidadp(x1) y x2 con probabilidad p(x2) > p(x1), entonces es mayor la incertidumbre sobre elevento x = x1 que sobre x = x2 y, por ello, tambi�en es mayor la informaci�on que seadquiere cuando �este ocurre. Como consecuencia, podemos establecer que la cantidad deinformaci�on adquirida al observar xk est�a relacionada con la inversa de su probabilidad. Esusual medir la cantidad de informaci�on adquirida despu�es de observar un evento x = xk,con probabilidad p(xk), como una funci�on logar��tmicaI(xk) = log 1p(xk)! = � log(p(xk)) (C.1)donde la base del logaritmo es arbitraria. La cantidad media de informaci�on de x recibeel nombre de entrop��a y se de�ne como sigueH(x) = E[I(xk)] = �Xx2X p(x) log(p(x)) = �E[log p(x)] (C.2)La entrop��a es igual a cero s�olo si la variable aleatoria x describe un proceso determinista yaque se conoce a priori el valor que va a ocurrir y toma su valor m�aximo cuando la variablealeatoria es uniforme ya que todos los valores x = xk tienen la misma probabilidad.133
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H(x,y)

H(x)
H(y)

H(y|x)I(x,y)H(x|y)

Figura C.1: Relaci�on entre la entrop��a de dos variables aleatorias y la informaci�on mutua.En algunos casos es interesante medir la cantidad de informaci�on que una variablealeatoria y contiene sobre otra variable aleatoria x. Consideremos que tenemos un sistemacuya entrada x toma valores en un alfabeto X y su salida y es una versi�on perturbada dex que toma valores en otro alfabeto Y. La cuesti�on que nos planteamos ahora es cuantainformaci�on adquirimos sobre x cuando observamos la salida del sistema. Para contestara esta interrogante primero de�niremos el concepto de entrop��a conjunta H(x; y) comosigue H(x; y) = �Xx2X Xy2Y p(x; y) log(p(x; y)) = �E [log(p(x; y))] (C.3)donde p(x; y) es la probabilidad conjunta de ambas variables aleatorias. Ahora, como semuestra en la �gura C.1, podemos de�nir la incertidumbre sobre la entrada que permanecesin resolver despu�es de observar la salida de la siguiente formaH(xjy) = H(x; y)�H(y) (C.4)An�alogamente, la cantidad de incertidumbre sobre la salida que no es resuelta al observarla entrada viene dada por H(yjx) = H(x; y)�H(x) (C.5)Es interesante notar que esta �ultima expresi�on nos da informaci�on sobre la perturbaci�onque ha experimentado la entrada del sistema x.Otro problema que aparece con frecuencia es medir la distancia entre dos distribucionesp(x) y q(x). Para ello, en este trabajo utilizaremos la divergencia de Kullback-LeiblerK(p; q), tambi�en llamada entrop��a relativa o entrop��a cruzada, de�nida como sigueK(p; q) = Xx2X p(x) log p(x)q(x)! = E "log p(x)q(x)!# (C.6)



C.1. MINIMIZACI �ON DE LA DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER 135Esta cantidad es no negativa tomando el valor cero cuando las distribuciones coincidenq(x) = p(x). Adem�as, no es sim�etrica K(p; q) 6= K(q; p) por lo que no puede considerarseuna medida de distancia en un sentido estricto.La divergencia de Kullback-Leibler suele ser utilizada para estudiar la independenciaestad��stica entre varias variables. Si la probabilidad conjunta entre x y y es p(x; y) entoncessabemos que si son estad��sticamente independientes se cumple que p(x; y) = p(x)p(y).Por tanto, la dependencia estad��stica puede ser medida como la \distancia" entre laprobabilidad conjunta y el producto de las probabilidades individualesI(x; y) = K(p(x; y); p(x)p(y)) = Xx2X Xy2Y p(x; y) log p(x; y)p(x)p(y)! (C.7)Esta medida recibe el nombre de informaci�on mutua y es siempre no negativa anul�andosecuando las variables son estad��sticamente independientes ya que log(p(x; y)=p(x)p(y)) =0. En la �gura C.1 puede verse que la informaci�on mutua y las entrop��as de�nidasanteriormente est�an relacionadas por la siguiente expresi�onI(x; y) = H(x)�H(xjy) (C.8)Como H(x) nos indica la incertidumbre sobre la entrada del sistema x que existe antesde observar la salida y y H(xjy) representa la incertidumbre sobre x que permanecesin resolver despu�es de observar y, entonces I(x; y) debe representar la cantidad deincertidumbre sobre la entrada que es resuelta al observar la salida. De forma an�alogapodemos escribir la informaci�on mutua en funci�on de la entrop��a de la salida H(y) y deH(yjx) I(x; y) = H(y)�H(yjx) (C.9)Las de�niciones anteriores de entrop��as e informaci�on mutua pueden plantearse paravariables aleatorias continuas sustituyendo los sumatorios por integrales y la funci�on deprobabilidad discreta p(x) por la funci�on de densidad f(x). En la tabla C.1 se resumenlas de�niciones anteriores y se indica su equivalente continuo.C.1 Minimizaci�on de la divergencia de Kullback-LeiblerEn esta secci�on obtendremos la expresi�on del algoritmo de decorrelaci�on presentado enel cap��tulo 3 a partir de la minimizaci�on de la divergencia de Kullback-Leibler entre lasfunciones densidad de probabilidad de dos variables gaussianas. Antes de ello, convieneintroducir los siguiente teoremas.Teorema C.1 Si Rx = E[xxT ] es la matriz de autocorrelaci�on de N variables aleatoriasx, entonces E[xTRx�1x] = N
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Variable discreta Variable continuaEntrop��aH(x) = �Px2X p(x) log(p(x)) h(x) = � RX f(x) log(f(x))dxEntrop��a conjuntaH(x; y) = �Px2X Py2Y p(x; y) log(p(x; y)) h(x; y) = � RX RY f(x; y) log(f(x; y))dydxEntrop��a condicionadaH(xjy) = �Px2X Py2Y p(x; y) log(p(yjx)) h(xjy) = � Rx2X Ry2Y p(x; y) log(p(yjx))dydxDivergencia de Kullback-LeiblerK(p; q) = Px2X p(x) log �p(x)q(x)� K(f; g) = Rx2X f(x) log �f(x)g(x)� dxInformaci�on mutuaI(x; y) = Px2X Py2Y p(x; y) log � p(x;y)p(x)p(y)� I(x; y) = RX RY f(x; y) log � f(x;y)f(x)f(y)� dydxTabla C.1: Entrop��as e informaci�on mutua para variables discretas y continuas.



C.1. MINIMIZACI �ON DE LA DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER 137Demostraci�on:Para demostrar este teorema expresaremos la inversa y el determinante de la matriz R(con t�erminos rij = E[xixj]) en funci�on de sus cofactores Rij [72]:R�1 = adj(R)det(R) (C.10)det(R) = NXj=1 rijRij (C.11)donde adj(R) es la matriz adjuntaadj(R) = 266664 R11 R21 � � � RN1R12 R22 � � � RN2... ... . . . ...R1N R2N � � � RNN 377775 (C.12)Utilizando estas de�niciones podemos escribirE[xTR�1x] = E[xTadj(R)x]det(R) = E hPNi=1PNj=1 xixjRijidet(R)= PNi=1PNj=1E[xixj]Rijdet(R) = PNi=1PNj=1 rijRijdet(R)= PNj=1 det(R)det(R) = N (C.13)Con lo que queda demostrado el teorema.Teorema C.2 Sea y un vector de N variables aleatorias continuas gaussianas de mediacero y autocorrelaci�on E[yyT ] = WTRxW y sea s un vector de N variables aleatoriasgaussianas de media cero y autocorrelaci�on E[ssT ] = I. La divergencia de Kullback-Leiblerentre las f.d.p de ambas distribuciones viene dada porK(fy; fs) = 12tr(WTRxW)� 12 ln(det(WTRxW))� N2 (C.14)y es siempre no negativa anul�andose cuando Ry = I.Demostraci�on:La funci�on de densidad de probabilidad fy y fs vienen dadas por las siguientes expresionesfs(y) = 1q(2�)N exp��12yTy� (C.15)fy(y) = 1q(2�)N det(Ry) exp��12yTRy�1y� (C.16)



138 AP�ENDICE C. REVISI �ON DE TEOR�IA DE LA INFORMACI �ONDividiendo (C.15) entre (C.16) obtenemos lo siguientefy(y)fs(y) = 1qdet(Ry) exp��12yTRy�1y + 12yTy� (C.17)Por tanto, la divergencia de Kullback-Leibler puede escribirse de la siguiente formaK(fy; fs) = E "ln fy(y)fs(y)!# = �12 ln(det(Ry)) + E ��12yTRy�1y + 12yTy�= �12 ln(det(Ry))� 12E[yTRy�1y] + 12E[yTy] (C.18)Utilizando el teorema C.1 presentado en este mismo ap�endice podemos escribir K(fy; fs)de la siguiente formaK(fy; fs) = �12 ln(det(Ry))� N2 + 12E[yTy] (C.19)Utilizando E[yTy] = tr(WTRxW) y Ry = WTRxW podemos expresar la distancia deKullback-Leibler de la siguiente formaK(fy; fs) = 12tr(WTRxW)� 12ln(det(WTRxW))� N2 (C.20)Ahora probaremos que (C.20) es no negativa. Llamaremos �i a los N autovalores dela matriz de correlaci�on de las salidas Ry. Por tanto, la traza y el determinante de Rypueden escribirse como sigue det(Ry) = NYi=1�itr(Ry) = NXi=1 �i (C.21)Sustituyendo estas expresiones en (C.20) obtenemos lo siguienteK(fy; fs) = 12 NXi=1 �i � N2 � 12 ln( NYi=1�i)= 12  NXi=1 �i �N � NXi=1 ln(�i)! = 12 NXi=1  (�i) (C.22)donde  (�i) = �i � 1� ln(�i). Cada funci�on  (�i) es no negativa ya que �i � 1 � ln(�i).Adem�as toma el valor cero cuando �i = 1, i.e., cuando Ry = I.



C.1. MINIMIZACI �ON DE LA DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER 139C.1.1 Algoritmo de gradiente relativoConsideremos un vector s de N fuentes gaussianas de media cero y varianza unidad.Supondremos que las fuentes son estad��sticamente independientes entre s�� lo que setraduce en que s tenga una matriz de autocorrelaci�on diagonal Rs = I. Estas fuentesson mezcladas por el sistema A para dar lugar al vector de observaciones x = Asque, a su vez, ser�a procesado por el sistema W para dar lugar al vector de salidasy = WTx = WTAs. Obviamente, al ser las observaciones y las salidas combinacioneslineales de se~nales gaussianas de media nula, entonces ambas tambi�en tendr�an distribuci�ongaussiana y media cero. Las correspondientes matrices de autocorrelaci�on sonRx = E[xxT ] = ARsAT = AAT (C.23)Ry = E[yyT ] =WTRxW =WTAATW (C.24)que, en general, ser�an distintas de Rs y, como consecuencia, las f.d.p. fx y fy ser�andistintas de fs. En ausencia de una mayor cantidad de informaci�on, es evidente que,desde un punto de vista estad��stico, una condici�on necesaria para recuperar las fuentes esseleccionar W para que fy sea igual a fs. Esto se puede conseguir utilizando el conceptode divergencia de Kullback-Leibler que mide la distancia entre dos funciones densidad deprobabilidad. La expresi�on de la divergencia de Kullback-Leibler entre fy y fs viene dadapor el teorema C.2K(fy; fs) = 12tr(WTRxW)� 12 ln(det(WTRxW))� N2 (C.25)El teorema C.2 demuestra que la funci�on (C.25) es siempre no negativa y se anula cuandolas salidas tienen la misma distribuci�on que las fuentes (son gaussianas de media cero ymatriz de autocorrelaci�on igual a la identidad).La minimizaci�on de (C.25) puede llevarse a cabo con un algoritmo de gradiente relativo.La expresi�on del gradiente que se obtiene utilizando las derivadas matriciales dadas en elap�endice A es la siguienterWK(fy; fs) = 12rWtr(WTRxW)� 12rW ln(det(WTRxW))= RxW�RxW(WTRxW)�1 (C.26)la cual, al multiplicar porWWT y considerando (C.24), permite obtener la versi�on relativaWWTrWK(fy; fs) = WWT (RxW)�WWT �RxW(WTRxW)�1�= W �WTRxW � I� =W(E[yyT ]� I) (C.27)Utilizando una sola muestra para estimar los estad��sticos que aparecen en (C.27) se obtieneel algoritmo de gradiente relativo resultanteW(n+ 1) = W(n)� �W(n)WT (n)crWK(n)= W(n)� �W(n)(y(n)yT (n)� I) (C.28)



140 AP�ENDICE C. REVISI �ON DE TEOR�IA DE LA INFORMACI �ONEsta expresi�on se corresponde con el algoritmo de decorrelaci�on (3.1) presentado en elcap��tulo 3.



Ap�endice DJacobiano de los algoritmos delcap��tulo 3Este ap�endice recoge las expresi�on de los jacobianos utilizados para analizar la estabilidadde los algoritmos presentados en el cap��tulo 3.D.1 Jacobiano del algoritmo de H�erault y JuttenComenzaremos obteniendo las expresiones de las primeras derivadas de la ecuaci�ondiferencial ordinaria (ODE) asociada al algoritmo (3.6) propuesto por H�erault y Jutten,las cuales han sido utilizadas en el an�alisis de estabilidad presentado en la secci�on 3.3.1.El estudio de la estabilidad del algoritmo (3.6) ha sido realizado considerando unared neuronal recursiva de dos entradas y dos salidas. Para este caso, las salidasy = (I+ ŴT )�1x (con ŵii = 0) de la red vienen dadas por las siguientes expresionesy1 = x1 � ŵ12x21� ŵ12ŵ21 y2 = x2 � ŵ21x11� ŵ12ŵ21 (D.1)En el caso N = 2, en la secci�on 3.3.1 se ha determinado que la ODE del algoritmo esF12 = dŵ12dt = E[f(y2)g(y1)]F21 = dŵ21dt = E[f(y1)g(y2)] (D.2)Con el objeto de encontrar la expresi�on de la matriz jacobiana formada por las primerasderivadas de (D.2) primero determinaremos las derivadas de las salidas y1 y y2 dadas en(D.1) con respecto a ŵ12 y ŵ21@y1@ŵ12 = � y21� ŵ12ŵ21 ; @y1@ŵ21 = y1ŵ121� ŵ12ŵ21@y2@ŵ12 = y2ŵ211� ŵ12ŵ21 ; @y2@ŵ21 = � y11� ŵ12ŵ21 (D.3)141



142 AP�ENDICE D. JACOBIANO DE LOS ALGORITMOS DEL CAP�ITULO 3Utilizando la regla de la cadena y las derivadas (D.3) se obtienen las siguientes derivadasde las ecuaciones diferenciales (D.2)@F12@ŵ12 = E[f 0(y2)g(y1)y2]ŵ211� ŵ12ŵ21 � E[f(y2)g0(y1)y2]1� ŵ12ŵ21@F12@ŵ21 = �E[f 0(y2)g(y1)y1]1� ŵ12ŵ21 + E[f(y2)g0(y1)y1]ŵ121� ŵ12ŵ21@F21@ŵ12 = �E[f 0(y1)g(y2)y2]1� ŵ12ŵ21 + E[f(y1)g0(y2)y2]ŵ211� ŵ12ŵ21@F21@ŵ21 = E[f 0(y1)g(y2)y1]ŵ121� ŵ12ŵ21 � E[f(y1)g0(y2)y1]1� ŵ12ŵ21 (D.4)En el punto donde se consigue la separaci�on de las fuentes, las salidas y1 = �1si; y2 =�2sj; i 6= j son estad��sticamente independientes. Adicionalmente, si las fuentes tienendistribuci�on sim�etrica con momentos impares cero y las no-linealidades son impares,entonces muchos de los momentos estad��sticos que aparecen en las expresiones anterioresse anulan, siendo los �unicos elementos no cero los siguientes@F12@ŵ12 = �2E[g0(�1si)]E[f(�2sj)sj]@F21@ŵ21 = �1E[g(�1si)si]E[f 0(�2sj)]@F21@ŵ12 = �2E[f 0(�1si)]E[g(�2sj)sj]@F21@ŵ21 = �1E[f(�1si)si]E[g0(�2sj)] (D.5)donde  = � 11�ŵ12ŵ21 . Finalmente, agrupando estas derivadas en una matriz, obtenemosque el jacobiano asociado a (D.2) es el siguienteH = 264 @F12@ŵ12 @F12@ŵ21@F21@ŵ12 @F21@ŵ21 375 =  264 �2m�1g0 ��2f �1��1g m�2f 0�2m�1f 0 ��2g �1��1f m�2g0 375 (D.6)donde m�1f 0 = E[f 0(�1si)]; m�2f 0 = E[f 0(�2sj)];m�1g0 = E[g0(�1si)]; m�2g0 = E[g0(�2sj)];��1f = E[sif(�1si)]; ��2f = E[sjf(�2sj)];��1g = E[sig(�1si)]; ��2g = E[sjg(�2sj)] (D.7)



D.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CONTRASTE DE MOREAU Y MACCHI 143D.2 Puntos estacionarios del contraste de Moreau yMacchiA continuaci�on determinaremos la naturaleza de los puntos estacionarios del contraste Jcpresentado en la secci�on 3.5. El an�alisis consistir�a en estudiar el car�acter de�nido negativode la matriz hessiana formada por las segundas derivadasH = 24 @2�@g212 @2�@g12@g21@2�@g21@g12 @2�@g221 35 (D.8)donde @2�@2g12 = 12g212(jKs1j+ jKs2j) + 2�g221(jKs1j+ jKs2j)� 4jKs1j � 2�jKs2j@2�@2g21 = 12g221(jKs1j+ jKs2j) + 2�g212(jKs1j+ jKs2j)� 4jKs2j � 2�jKs1j@2�@g12g21 = 4�g12g21(jKs1j+ jKs2j) (D.9)En la secci�on 3.5 se han determinado los siguientes grupos de puntos estacionarios:� Soluci�on deseada: g11 = g21 = 0. La matriz hessiana evaluada en esta soluci�on tienela siguiente formaH = " �4jKs1 j � 2�jKs2j 00 �4jKs2 j � 2�jKs1j # (D.10)Para � > 0 los elementos de la diagonal ser�an negativos y el punto ser�a un m�aximo.� Soluci�on indeseada tipo I: una salida extrae una �unica fuente y la otra extrae unacombinaci�on lineal. El estudio para las dos soluciones dadas en la secci�on 3.5 essim�etrico por lo que nos centraremos en el siguiente puntog12 = 0; g221 = �jKs1j+ 2jKs2j2(jKs1j+ jKs2j) (D.11)Esta soluci�on ser�a valida �unicamente cuando � < 2 ya que en otro caso g221 > 1 y,por tanto, g222 = 1 � g221 ser�a negativo. Consideremos que � < 2 y analicemos lamatriz hessiana H obtenida sustituyendo (D.11) en las expresiones de las segundasderivadas (D.9) H = " (�2 � 4)jKs1j 00 4�jKs1j+ 8jKs2j # (D.12)La condici�on � > 0 es su�cientes para asegurar que el punto no es un m�aximode la funci�on de coste ya que la matriz H tiene t�erminos positivos en su diagonal.Adicionalmente, si � < 2 entonces el primer elemento en la diagonal ser�a negativoy el punto ser�a de ensilladura.



144 AP�ENDICE D. JACOBIANO DE LOS ALGORITMOS DEL CAP�ITULO 3� Soluci�on indeseada tipo II: Ambas salidas extraen una combinaci�on lineal de lasfuentes g212 = jKs1jjKs1j+ jKs2j ; g221 = jKs2jjKs1j+ jKs2j (D.13)Evaluando las segundas derivadas en esta soluci�on obtenemos la siguiente matrizH = " 8jKs1j �g12g21(jKs1j+ jKs2j)�g12g21(jKs1j+ jKs2j) 8jKs2j # (D.14)La matriz H tiene t�erminos positivos en la diagonal y, por tanto, el punto no ser�aun m�aximo de la funci�on de coste. Estudiemos ahora el determinante de la matrizdet(H) = 16jKs1jjKs2j(4� �2) (D.15)El punto ser�a de ensilladura cuando � > 2 y un m��nimo cuando � < 2.� Puntos en la frontera: Los grupos de soluciones anteriores no abarcan la existenciade puntos estacionarios en la frontera, i.e, cuando g212 = 1 �o g221 = 1. El estudio deambos es an�alogo por lo que nos limitaremos al caso g221 = 1 y supondremos g212 6= 1ya que este caso ha sido analizado en el grupo de soluciones deseadas. En este puntola funci�on de coste depende de un �unico coe�ciente�(g12) = �(1� g212)2 + 1� �(1� g212)� jKs1j+ g412jKs2j (D.16)La primera y segunda derivada de esta funci�on es@�@g12 = �4g12(g212 � 1) + 2�g12� jKs1j+ 4g312jKs2j@2�@g212 = �12g212 � 4 + 2�� jKs1j+ 12g212jKs2 j (D.17)Existe un punto estacionario cuando g12 = 0, i.e., cuando ambas salidas extraenla fuente s1. Para determinar su naturaleza estudiaremos el signo de la segundaderivada @2 @2g12 = 2jKs1j(�� 2) (D.18)Obviamente para que la funci�on de coste no tenga un m�aximo indeseado en estepunto es su�ciente con elegir � > 2. Finalmente, debemos hacer notar que laprimera derivada tambi�en se anula eng212 = jKs1j(2� �)2(jKs1j+ jKs2j) (D.19)Sin embargo, la condici�on � > 2 asegura que no es una soluci�on v�alida ya queg212 < 0.



D.3. JACOBIANO DEL ALGORITMO EASI 145D.3 Jacobiano del algoritmo EASIEsta secci�on recoge las primeras derivadas de la ecuaci�on diferencial ordinaria asociadaal algoritmo EASI (3.61), las cuales han sido utilizadas en el an�alisis de estabilidadpresentado en la secci�on 3.6.1.Recordemos que el estudio de la estabilidad ha sido realizado para el caso de un sistemade separaci�on con dos entradas y dos salida. Para este caso, la ODE del algoritmo vienedada por las siguiente cuatro ecuacionesF11 = dg11dt = �g11(E[y21]� 1)� g21 (E[y2y1] + E[y2f(y1)]� E[f(y2)y1])F12 = dg12dt = �g12(E[y21]� 1)� g22 (E[y2y1] + E[y2f(y1)]� E[f(y2)y1])F21 = dg21dt = �g11 (E[y2y1] + E[y1f(y2)]� E[f(y1)y2])� g21(E[y22]� 1)F22 = dg22dt = �g12 (E[y2y1] + E[y1f(y2)]� E[f(y1)y2])� g22(E[y22]� 1) (D.20)Derivando estas expresiones respecto a los coe�cientes de la matriz de pesos obtenemoslo siguiente@F11@g11 = �E[y21] + 1� 2g11E[y1s1]� g21 (E[y2s1] + E[y2f 0(y1)s1]� E[f(y2)s1])@F11@g12 = �2g11E[y1s2]� g21 (E[y2s2] + E[y2f 0(y1)s2]� E[f(y2)s2])@F11@g21 = �E[y2y1]� E[y2f(y1)] + E[f(y2)y1]� g21 (E[s1y1] + E[s1f(y1)]� E[f 0(y2)s1y1])@F11@g22 = �g21 (E[s2y1] + E[s2f(y1)]� E[f 0(y2)s2y1])@F12@g11 = �2g12E[y1s1]� g22 (E[y2s1] + E[y2f 0(y1)s2]� E[f(y2)s1])@F12@g12 = �E[y21] + 1� 2g12E[y1s2]� g22 (E[y2s2] + E[y2f 0(y1)s2]� E[f(y2)s2])@F12@g21 = �g22 (E[s1y1] + E[s1f(y1)]� E[f 0(y2)s1y1])@F12@g22 = �E[y2y1]� E[y2f(y1)] + E[f(y2)y1]� g22 (E[s2y1] + E[s2f(y1)]� E[f 0(y2)s2y1])@F21@g11 = �E[y1y2]� E[y1f(y2)] + E[f(y1)y2]� g11 (E[s1y2] + E[s1f(y2)]� E[f 0(y1)s1y2])@F21@g12 = �g11 (E[s2y2] + E[s2f(y2)]� E[f 0(y1)s2y2])@F21@g21 = �g11 (E[y1s1] + E[y1f 0(y2)s1]� E[f(y1)s1])� E[y22] + 1� 2g21E[y2s1]



146 AP�ENDICE D. JACOBIANO DE LOS ALGORITMOS DEL CAP�ITULO 3@F21@g22 = �g11 (E[y1s2] + E[y1f 0(y2)s2]� E[f(y1)s2])� 2g21E[y2s2]@F22@g11 = �g12 (E[s1y2] + E[s1f(y2)]� E[f 0(y1)s1y2])@F22@g12 = �E[y1y2]� E[y1f(y2)] + E[f(y1)y2]� g12 (E[s2y2] + E[s2f(y2)]� E[f 0(y1)s2y2])@F22@g21 = �g21 (E[y1s1] + E[y1f 0(y2)s1]� E[f(y1)s1])� 2g22E[y2s1]@F22@g22 = �g12 (E[y1s2] + E[y1f 0(y2)s2]� E[f(y1)s2])� E[y2] + 1� 2g22E[y2s2]En el punto donde cada salida extrae una �unica fuente, la mayor��a de las derivadasanteriores son cero. En particular, si consideramos el punto G = I y las hip�otesis sobrelas fuentes (independencia estad��stica, potencia unidad y media cero) obtenemos que lasderivadas no-nulas son las siguientes@F11@g11 = �2@F12@g12 = �1� E[f 0(s1)] + E[f(s2)s2]@F12@g21 = �1� E[f(s1)s1] + E[f 0(s2)]@F21@g12 = �1� E[f(s2)s2] + E[f 0(s1)])@F21@g21 = �1� E[f 0(s2)] + E[f(s1)s1]@F22@g22 = �2 (D.21)Finalmente, podemos escribir la matriz formada por las primeras derivadas como sigue
H = 26666666666664

@F11@g11 @F11@g12 @F11@g21 @F11@g22@F12@g11 @F12@g12 @F12@g21 @F12@g22@F21@g11 @F21@g12 @F21@g21 @F21@g22@F22@g11 @F22@g12 @F22@g21 @F22@g22
37777777777775= 26664 �2 0 0 00 �1� E[f 0(s1)] + E[f(s2)s2] �1� E[f(s1)s1] + E[f 0(s2)] 00 �1� E[f(s2)s2] + E[f 0(s1)] �1� E[f 0(s2)] + E[f(s1)s1] 00 0 0 �2 37775



D.4. JACOBIANO DEL ALGORITMO DE BELL Y SEJNOWSKI 147D.4 Jacobiano del algoritmo de Bell y SejnowskiEsta secci�on recoge las expresiones de las primeras derivadas de la ecuaci�on diferencialordinaria (ODE) asociada al algoritmo (3.86). Para el caso de dos fuentes y dos salidas,la ecuaci�on diferencial ordinaria asociada al algoritmo esdGTdt = GT �I� E[ygT (y)]� = 0 (D.22)da lugar a cuatro ecuacionesF11 = dg11dt = g11(1� E[y1g(y1)])� g21E[y2g(y1)]F12 = dg12dt = g12(1� E[y1g(y1)])� g22E[y2g(y1)]F21 = dg21dt = g21(1� E[y2g(y2)])� g11E[y1g(y2)]F22 = dg22dt = g22(1� E[y2g(y2)])� g12E[y1g(y2)] (D.23)Derivando estas expresiones respecto a los coe�cientes de la matriz G obtenemos losiguiente@F11@g11 = 1� E[y1g(y1)]� g11E[s1g(y1)]� g11E[y1g0(y1)s1]� g21E[y2g0(y1)s1]@F11@g12 = �g11E[s2g(y1)]� g11E[y1g0(y1)s2]� g21E[y2g0(y1)s2]@F11@g21 = �E[y2g(y1)]� g21E[s1g(y1)]@F11@g22 = �g21E[s2g(y1)]@F12@g11 = �g12E[s1g(y1)]� g12E[y1g0(y1)s1]� g22E[y2g0(y1)s1]@F12@g12 = 1� E[y1g(y1)]� g12E[s2g(y1)]� g12E[y1g0(y1)s2]� g22E[y2g0(y1)s2]@F12@g21 = �g22E[s1g(y1)]@F12@g22 = �E[y2g(y1)]� g22E[s2g(y1)]@F21@g11 = �E[y1g(y2)]� g11E[s1g(y2)]@F21@g12 = �g11E[s2g(y2)]@F21@g21 = 1� E[y2g(y2)]� g21E[s1g(y2)]� g21E[y2g0(y2)s1]� g11E[y1g0(y2)s1]



148 AP�ENDICE D. JACOBIANO DE LOS ALGORITMOS DEL CAP�ITULO 3@F21@g22 = �g21E[s2g(y2)]� g21E[y2g0(y2)s2]� g11E[y1g0(y2)s2]@F22@g11 = �g12E[s1g(y2)]@F22@g12 = �E[y1g(y2)]� g12E[s2g(y2)]@F22@g21 = �g22E[s1g(y2)]� g22E[g0(y2)s1]� g12E[y1g0(y2)s1]@F22@g22 = 1� E[y2g(y2)]� g22E[s2g(y2)]� g22E[y2g0(y2)s2]� g12E[y1g0(y2)s2]En la secci�on 3.7.1 hemos obtenido que la ODE se anula en el punto donde cadasalida extrae una �unica fuente, y1 = �1s1 y y2 = �2s2, cuando se cumplen las siguientescondiciones �1E[s1g(�1s1)] = 1�2E[s2g(�2s2)] = 1 (D.24)Utilizando las hip�otesis sobre las fuentes (independencia estad��stica, media cero ypotencia unidad) y las expresiones (D.24) se obtiene que las �unicas derivadas no-nulasson las siguientes @F11@g11 = �1� �21E[s21g0(�1s1)]@F12@g12 = ��22E[g0(�1s1)]@F12@g21 = ��2E[s1g(y1)] = ��2�1@F21@g12 = ��1E[s2g(y2)] = ��1�2@F21@g21 = ��21E[g0(�2s2)]@F22@g22 = �1� �22E[s22g0(�2s2)] (D.25)Finalmente, podemos escribir la matriz formada por las primeras derivadas como sigue
H = 26666666666664

@F11@g11 @F11@g12 @F11@g21 @F11@g22@F12@g11 @F12@g12 @F12@g21 @F12@g22@F21@g11 @F21@g12 @F21@g21 @F21@g22@F22@g11 @F22@g12 @F22@g21 @F22@g22
37777777777775



D.4. JACOBIANO DEL ALGORITMO DE BELL Y SEJNOWSKI 149
= 266664 �1� �21�1 0 0 00 ��22m1 ��2�1 00 ��1�2 ��21m2 00 0 0 �1� �22�2 377775 (D.26)donde �1 = E[s21g0(�1s1)] �2 = E[s22g0(�2s2)] (D.27)m1 = E[g0(�1s1)] m2 = E[g0(�2s2)] (D.28)



150 AP�ENDICE D. JACOBIANO DE LOS ALGORITMOS DEL CAP�ITULO 3



Ap�endice EPuntos estacionarios de los criteriosI y II
E.1 Puntos estacionarios del criterio IEn esta secci�on completaremos el estudio de la naturaleza de los puntos estacionariosde la funci�on de coste (4.9) propuesta en el cap��tulo 4 para separaci�on ciega de fuentes.Recordemos que en la secci�on 4.4 hemos expresado la funci�on de coste J1(W) en t�erminosde la matriz de ganancias G y hemos determinado las ecuaciones que deben satisfacersus puntos estacionarios. Adem�as, hemos probado que los puntos donde las fuentes sonperfectamente separadas se corresponden con m�aximos de la funci�on de coste.A continuaci�on encontraremos las otras soluciones del sistema de ecuaciones (4.35)y determinaremos algunas condiciones su�cientes que garantizan que estos puntos no secorresponden con m�aximos de la funci�on de coste. Un criterio que ser�a de gran utilidadpara nuestro objetivo se basa en determinar los signos de los t�erminos en la diagonal deH y el de los determinantes de las matrices centrales de dimensi�on 2 � 2: el punto noser�a un m�aximo si alguno de los t�erminos en la diagonal es positivo o el determinante dealguna matriz central es negativo [72].Las soluciones indeseadas del sistema de ecuaciones (4.35) pueden ser clasi�cadas en
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152 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y IIlos siguientes tres grupos� Grupo 1: Alguna salida cancela todas las fuentes y alguna fuente es cancelada portodas las salidas, lo que equivale a una matrizG con al menos una �la y una columnatoda ceros. En particular, consideramos la situaci�on mostrada en la �gura E.1 (A)donde la salida yn cancela todas las fuentes y la fuente sk es cancelada por todaslas salidas gni = 0 i = 1; :::; N; gik = 0 i = 1; :::; NEvaluando las segundas derivadas de la funci�on de coste (4.38) se obtiene el siguientet�ermino de la diagonal de la matriz hessiana@2 @gnk@g�nk = �f 0(0) (E.1)Recordemos que una de las premisas de nuestro criterio de separaci�on es la existenciade un �unico m�aximo x > 0 en las funciones pi(x) = j�ijx2 � f(x) y, por tanto, enx = 0 se cumple p0i(0) = �f 0(0) > 0. Como consecuencia, la matriz hessiana tieneelementos positivos en su diagonal y los puntos en este grupo no son m�aximos de lafunci�on de coste.� Grupo 2: Todas las salidas extraen una �unica fuente y varias salidas extraen la mismafuente. En este caso cada �la de la matriz G tiene una �unica entrada distinta decero y alguna columna tiene varias entradas no nulas. Consideraremos la matriz Gmostrada en la �gura E.1 (B) donde la fuente sl es extra��da por las salidas yp y yngpl 6= 0; gnl 6= 0; gpj = gnj = 0 j 6= lAdicionalmente, como estamos suponiendo que el n�umero de fuentes es igual aln�umero de salidas, debe cumplirse que alguna fuente sq sea cancelada por todaslas salidas, i.e., giq = 0 ; i = 1; :::; N . Evaluando el sistema (4.35) en este puntoobtenemos lo siguiente@ @gpl = 2j�ljg�pljgplj2 � g�plf 0(jgplj2)� 2j�ljg�pl NXj=1j 6=p jgjlj2 = 0@ @gnl = 2j�ljg�nljgnlj2 � g�nlf 0(jgnlj2)� 2j�ljg�nl NXj=1j 6=n jgjlj2 = 0 (E.2)Obviamente para que las soluciones en este grupo sean puntos estacionarios de lafunci�on de coste debe cumplirse lo siguientef 0(jgplj2) = 2j�lj(jgplj2 �  NXj=1j 6=p jgjlj2)f 0(jgnlj2) = 2j�lj(jgnlj2 �  NXj=1j 6=n jgjlj2) (E.3)



E.1. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO I 153A continuaci�on demostraremos que la matriz hessiana evaluada en este punto no esde�nida negativa. Para ello estudiaremos el signo de dos t�erminos en la diagonal deH obtenidos sustituyendo (E.3) en (4.38)@2 @gpq@g�pq = �f 0(jgplj2) = �2j�lj(jgplj2 �  NXj=1j 6=p jgjlj2)= �2j�lj(jgplj2 � jgnlj2) + 2j�lj NXj=1j 6=p;n jgjlj2 (E.4)@2 @gnq@g�nq = �f 0(jgnlj2) = �2j�lj(jgnlj2 �  NXj=1j 6=n jgjlj2)= �2j�lj(jgnlj2 � jgplj2) + 2j�lj NXj=1j 6=p;n jgjlj2 (E.5)Inspeccionando estas expresiones, podemos concluir que la condici�on  > 1 aseguraque alguna de las derivadas (E.4) o (E.5) es positiva. Por tanto, la matriz hessianacontiene entradas positivas en su diagonal y el punto no es un m�aximo de la funci�onde coste.� Grupo 3: Alguna salida extrae una combinaci�on lineal de varias fuentes, lo cualimplica que alguna de las �las de la matriz G tiene varias entradas no nulas. Enparticular, asumiremos la situaci�on mostrada en la �gura E.1 (C) donde la salidayp extrae una combinaci�on lineal de las fuentes sk y sn,gpk 6= 0; gpn 6= 0El sistema de ecuaciones (4.35) nos indica que los puntos estacionarios deben cumplirlas siguientes igualdades@ @gpk = 2j�kjg�pkjgpkj2 � g�pkf 0(jjgpjj2)� 2j�kjg�pk NXj=1j 6=p jgjkj2 = 0@ @gpn = 2j�njg�pnjgpnj2 � g�pnf 0(jjgpjj2)� 2j�njg�pn NXj=1j 6=p jgjnj2 = 0 (E.6)Para demostrar que este punto no es un m�aximo de la funci�on de coste es su�cientecon estudiar la siguiente matriz 2� 2Hpkpn = 264 @2 @gpk@g�pk @2 @gpk@g�pn@2 @g�pk@gpn @2 @gpn@g�pn 375 (E.7)



154 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y IIcuyos elementos se obtienen evaluando (4.38) en el punto que estamos analizando@2 @gpk@g�pk = @ @gpk 1g�pk + jgpkj2 �2j�kj � f 00(jjgpjj2)�= jgpkj2 �2j�kj � f 00(jjgpjj2)�@2 @gpk@g�pn = �g�pkgpnf 00(jjgpjj2)@2 @gpn@g�pn = @ @g�pn + jgpnj2 �2j�nj � f 00(jjgpjj2)�= jgpnj2 �2j�nj � f 00(jjgpjj2)� (E.8)Sustituyendo en (E.7) resulta una matriz que tiene la siguiente formaHpkpn = " jgpkj2 (2j�kj � f 00(jjgpjj2)) �g�pkgpnf 00(jjgpjj2)�gpkg�pnf 00(jjgpjj2) jgpnj2 (2j�nj � f 00(jjgpjj2)) #Puede probarse f�acilmente que aquellos puntos donde se cumplaf 00(jjgpjj2) < 2j�kj o f 00(jjgpjj2) < 2j�nj (E.9)dan lugar a una matriz Hpkpn con t�erminos positivos en su diagonal y, por tanto,no es de�nida negativa. Para determinar la naturaleza de Hpkpn en los otros casos,estudiaremos su determinantedet(Hpkpn) = 2jgpkj2jgpnj2 �2j�kjj�nj � j�kjf 00(jjgpjj2)� j�njf 00(jjgpjj2)�= 2j�kjj�njjgpkj2jgpnj2  2� f 00(kgpjj2)j�nj � f 00(jjgpjj2)j�kj ! (E.10)Es evidente que (E.10) es negativo cuandof 00(jjgpjj2) � 2j�kj y f 00(jjgpjj2) � 2j�nj (E.11)Como consecuencia, H no es de�nida negativa y los puntos en este grupos no sonm�aximos de la funci�on de coste.E.2 Puntos estacionarios del criterio IIEl objetivo de esta secci�on es determinar la naturaleza de los puntos estacionarios dela funci�on de coste (4.11) propuesta en el cap��tulo 4. Por simplicidad, el estudio ser�arealizado para dos fuentes s1 y s2 suponiendo que no existe ruido y que el sistema deseparaci�on est�a formado por dos combinadores lineales cuyos vectores de coe�cientesrepresentaremos por w1 y w2 [21].



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO II 155Comenzaremos expresando la funci�on de coste J2 en t�erminos de 4 variables complejasgij = wHi aj, que expresan la respuesta del combinador i-�esimo a la fuente sj. Las salidasde los combinadores pueden escribirse como la suma de las fuentes ponderadas por unacierta ganancia del combinador y1 = g11s1 + g12s2 (E.12)y2 = g21s1 + g22s2 (E.13)Al ser las fuentes estad��sticamente independientes con potencia unidad, el momento desegundo orden y la curtosis de las salidas sonE[jyij2] = jjgijj2 = jgi1j2 + jgi2j2 (E.14)Kyi = jgi1j4�1 + jgi2j4�2 (E.15)donde �i = Ksi=E2[jsij2] es la curtosis normalizada de si. Adem�as, el t�ermino cruzadoentre dos salidas diferentes es de la formaE[y1y�2] = g11g�21 + g12g�22 (E.16)Sustituyendo (E.14), (E.15) y (E.16) en (4.11) la funci�on de coste puede expresarserespecto a gij 2(G) 4= J2(W) = jg11j4j�1j+ jg12j4j�2j � f(jjg1jj2) + jg21j4j�1j+ jg22j4j�2j � f(jjg2jj2)� 2 �jg11j2jg21j2 + jg12j2jg22j2 + g11g�12g�21g22 + g�11g12g21g�22�De esta forma, se reduce la dimensi�on del sistema de ecuaciones que debe resolverse paraobtener los puntos estacionarios de la funci�on. Ahora s�olo es necesario estudiar un sistemade cuatro ecuaciones@ 2@g11 = 2jg11j2g�11j�1j � g�11f 0(jjg1jj2)� 2 �g�11jg21j2 + g�12g�21g22� = 0@ 2@g12 = 2jg12j2g�12j�2j � g�12f 0(jjg1jj2)� 2 �g�12jg22j2 + g�11g21g�22� = 0@ 2@g21 = 2jg21j2g�21j�1j � g�21f 0(jjg2jj2) + 2 �g�21jg11j2 + g�11g12g�22� = 0@ 2@g22 = 2jg22j2g�22j�2j � g�22f 0(jjg2jj2)� 2 �g�22jg12j2 + g11g�12g�21� = 0 (E.17)donde f 0(x) = df(x)=dx es la primera derivada de f(x).Por otro lado, el an�alisis de la naturaleza de los puntos estacionarios puede llevarse acabo estudiando la matriz hessiana H formada por las segundas derivadas de  2 respectoa gij. Estas derivadas son@2 2@g11@g�11 = 4jg11j2j�1j � f 0(jjg1jj2)� jg11j2f 00(jjg1jj2)� 2jg21j2 (E.18)



156 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y II@2 2@g11@g�12 = �g11�g12f 00(jjg1jj2)� 2g�21g22 (E.19)@2 2@g11@g�21 = �2g�11g21 � 2g�12g22 (E.20)@2 2@g11@g�22 = 0 (E.21)@2 2@g11@g11 = 2g�211j�1j � g�211f 00(jjg1jj2) (E.22)@2 2@g11@g12 = �g�11g�12f 00(jjg1jj2) (E.23)@2 2@g11@g21 = �2g�11g�21 (E.24)@2 2@g11@g22 = �2g�12g�21 (E.25)@2 2@g12@g�12 = 4jg12j2j�2j � f 0(jg1jj2)� jg12j2f 00(jjg1jj2)� 2jg22j2 (E.26)@2 2@g12@g�21 = 0 (E.27)@2 2@g12@g�22 = �2g�12g22 � 2g�11g21 (E.28)@2 2@g12@g12 = 2g�212j�2j � g�212f 00(jg1jj2) (E.29)@2 2@g12@g21 = �2g�11g�22 (E.30)@2 2@g12@g22 = �2g�12g�22 (E.31)@2 2@g21@g�21 = 4jg21j2j�1j � f 0(jjg2jj2)� jg21j2f 00(jjg2jj2)� 2jg11j2 (E.32)@2 2@g21@g�22 = �g21�g22f 00(jg21j2 + jg22j2)� 2g�11g12 (E.33)@2 2@g21@g21 = 2g�221j�1j � g�221f 00(jjg2jj2) (E.34)@2 2@g21@g22 = �g�21g�22f 00(jjg2jj2) (E.35)@2 2@g22@g�22 = 4jg22j2j�2j � f 0(jjg2jj2)� jg22j2f 00(jg2jj2)� 2jg12j2 (E.36)@2 2@g22@g22 = 2g�222j�2j � g�222f 00(jg2jj2) (E.37)donde f 00(x) es la segunda derivada de la funci�on f(x).



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO II 157El sistema de ecuaciones (E.17) es no lineal y tiene muchas soluciones queclasi�caremos en seis grupos� Soluci�on deseada: Cada combinador extrae una fuente diferente. Dentro de estegrupo existen dos solucionesg11 6= 0; g12 = 0; g21 = 0; g22 6= 0 (E.38)g11 = 0; g12 6= 0; g21 6= 0; g22 = 0 (E.39)El estudio para ambas soluciones es similar por lo que s�olo presentaremos el delprimero. En este punto las primeras derivadas nos indican lo siguiente1g�11 @ 2@g11 = 2jg11j2j�1j � f 0(jg11j2) = 0, p01(jg11j2) = 0 (E.40)1g�12 @ 2@g22 = 2jg22j2j�2j+ f 0(jg22j2) = 0, p02(jg22j2) = 0 (E.41)donde se ha utilizado el resultado p0i(x) = 2j�ijx� f 0(x). N�otese que jg11j2 coincidecon el m�aximo de p1(x) y jg22j2 coincide con el m�aximo de p2(x).Para determinar si este punto es un m�aximo de la funci�on de coste analizaremos elcar�acter de�nido negativo de la siguiente matrizH = 26664 H1111 0 0 00 H1221 0 00 0 HT1221 00 0 0 H2222 37775 (E.42)donde H1111 = 24 @2 2@g11@g�11 @2 2@g11@g11@2 2@g�11@g�11 @2 2@g11@g�11 35 ;H1221 = 24 @2 2@g12@g�12 @2 2@g12@g21@2 2@g�12@g�21 @2 2@g21@g�21 35 ; (E.43)
H2222 = 24 @2 2@g22@g�22 @2 2@g22@g22@2 2@g�22@g�22 @2 2@g22@g�22 35 (E.44)Para determinar el car�acter de la matriz H habr��a que estudiar el signo de losdeterminantes de todas las matrices superiores izquierdas. Sin embargo, por laforma de H, basta con determinar si las matrices H1111, H1221 y H2222 son de�nidasnegativas.



158 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y IIUtilizando (E.40) y p001(x) = 2j�1j � f 00(x), los t�erminos (E.18) y (E.22) puedenescribirse de la siguiente manera@2 2@g11@g�11 = 1g�11 @ 2@g11 + 2jg11j2j�1j � jg11j2f 00(jg11j2)= jg11j2p001(jg11j2) (E.45)@2 2@g11@g11 = 2g�211j�1j � g�211f 00(jg11j2)= g�211p001(jg11j2) (E.46)De esta manera, la matriz H1111 tiene la formaH1111 = " jg11j2p001(jg11j2) g�211p001(jg11j2)g211p001(jg11j2) jg11j2p001(jg11j2) #Siguiendo un procedimiento an�alogo, podemos escribir la matriz H2222 comoH2222 = " jg22j2p002(jg22j2) g�222p002(jg22j2)g222p002(jg22j2) jg22j2p002(jg22j2) #Anteriormente obtuvimos que jg11j2 coincide con el m�aximo de p1(x) y que jg22j2coincide con el m�aximo de p2(x). Esto implica que los t�erminos de la diagonalde ambas matrices son negativos. Por otro lado, es inmediato comprobar que eldeterminante de las matrices es cero. Todo ello nos permite a�rmar que las matricesson de�nidas negativas.Ahora estudiaremos el car�acter de la matriz H1221. Despejando f 0(:) de (E.40)podemos escribir@2 2@g12@g�12 = �f 0(jg11j2)� 2jg22j2 = 2jg11j2j�1j � 2jg22j2 (E.47)De igual modo, despejando f(:) de (E.41) obtenemos@2 2@g21@g�21 = �f 0(jg22j2)� 2jg11j2 = 2jg22j2j�2j � 2jg11j2 (E.48)Utilizando los dos resultados anteriores y (E.30) podemos escribir la matriz H1221como H1221 = " �2jg11j2j�1j � 2jg22j2 �2g�11g�22�2g11g22 �2jg22j2j�2j � 2jg11j2 #La condici�on  > 0 es su�ciente para asegurar que los t�erminos de la diagonal seannegativos. Adem�as, inspeccionando la forma del determinante de esta matrizdet(H1221) = 4jg11j2jg22j2j�1jj�2j+ 4jg11j4j�1j+ 4jg22j4j�2j



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO II 159se obtiene que la condici�on  > 0 garantiza que el determinante es positivo y, porello, esta matriz es de�nida negativa.Como ya se ha indicado, al ser las submatrices H1111, H1221 y H2222 de�nidaspositivas se cumple que H es de�nida positiva y el punto considerado es un m�aximode  2.� Soluci�on indeseada tipo I: Los combinadores cancelan las dos fuentes, esto esg11 = 0; g12 = 0; g21 = 0; g22 = 0Evaluando las segundas derivadas en este punto, se obtiene que los �unicos t�erminosdistintos de cero de H est�an en la diagonal y tienen la forma@2 2@gij@g�ij = �f 0(0)Por de�nici�on pj(x) = j�jjx2 � f(x); j = 1; :::; L y, por ello, se cumple@2 2@gij@g�ij = p0j(0)Al tener pj(x) un �unico m�aximo en x > 0, entonces p0j(0) > 0. Por tanto, el hessianoes de�nido positivo y el punto es un m��nimo de la funci�on de coste.� Soluci�on indeseada tipo II: Uno de los combinadores cancela las dos fuentes y elotro extrae una. N�otese que en este caso s�olo uno de los combinadores funcionacorrectamente. Este grupo engloba las siguientes cuatro solucionesg11 6= 0; g12 = 0; g21 = 0; g22 = 0g11 = 0; g12 6= 0; g21 = 0; g22 = 0g11 = 0; g12 = 0; g21 6= 0; g22 = 0g11 = 0; g12 = 0; g21 = 0; g22 6= 0La naturaleza del hessiano para las cuatro soluciones es la misma por lo que noslimitaremos a presentar el an�alisis de la primera de ellas. Para estudiar la naturalezade este punto haremos uso de un resultado que a�rma que una matriz de�nidanegativa no puede contener elementos positivos en la diagonal [72]. Consideremosel siguiente t�ermino de la diagonal de H@2 2@g22@g�22 = �f 0(0)



160 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y IISiguiendo un an�alisis similar al presentado en la soluci�on indeseada tipo I se obtieneque @2 2@g22@g�22 = p02(0) > 0de lo que se deduce que H es no de�nida positiva y el punto no es un m�aximo de 2.� Soluci�on indeseada tipo III: Uno de los combinadores extrae una mezcla de las dosfuentes y el otro cancela las dos fuentes. Dentro de este grupo existen dos solucionesg11 6= 0; g12 6= 0; g21 = 0; g22 = 0g11 = 0; g12 = 0; g21 6= 0; g22 6= 0El an�alisis de ambas es similar por lo que s�olo presentaremos el primero de ellos.Para esta soluci�on las primeras derivadas implican1g�11 @ 2@g11 = 2jg11j2j�1j � f 0(jjg1jj2) = 01g�12 @ 2@g12 = 2jg12j2j�2j � f 0(jjg1jj2) = 0Para conocer el car�acter del hessiano en este punto estudiaremos los determinantesde las matrices superiores izquierdas. La primera matriz est�a formada por un �unicoelemento@2 2@g11@g�11 = 1g�11 @ 2@g11 + 2jg11j2j�1j � jg11j2f 00(jjg1jj2) = jg11j2p001(jjg1jj2)(E.49)donde se ha utilizado el resultado p00i (x) = 2j�ij � f 00(x). Si p001(jjg1jj2) > 0 entonces(E.49) es positivo y el hessiano tiene un t�ermino positivo en su diagonal. Como seha mencionado anteriormente, esto implica que H no es de�nida negativa.Supongamos ahora que p001(jjg1jj2) < 0 y estudiemos el determinante de la siguientematriz superior izquierda de HH1112 = 24 @2 2@g11@g�11 @2 2@g11@g�12@2 2@g�11@g12 @2 2@g12@g�12 35El segundo t�ermino de la diagonal de H tiene la forma@2 2@g12@g�12 = 1g�12 @ 2@g12 + 2jg12j2j�2j � jg12j2f 00(jjg1jj2)= jg12j2p002(jjg1jj2) (E.50)



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO II 161Utilizando (E.49), (E.50) y (E.19) la matriz H1 puede escribirse comoH1112 = " jg11j2p001(jjg1jj2) �g�11g12f 00(jjg1jj2)�g11g�12f 00(jjg1jj2) jg12j2p002(jjg1jj2) #Esta matriz puede descomponerse como una transformaci�on congruente CHBCsiendo las matrices C y B las siguientesC = " g11 00 g12 # ; B = " p001(jjg1jj2) �f 00(jjg1jj2)�f 00(jjg1jj2) p002(jjg1jj2) #Por la ley de inercia bastar�a estudiar el car�acter de la matriz B. Las segundasderivadas de pi(:) evaluadas en el punto jg11j2 + jg12j2 tienen la formap001(jjg1jj2) = 2j�1j � f 00(jjg1jj2) (E.51)p002(jjg1jj2) = 2j�2j � f 00(jjg1jj2) (E.52)Despejando f 00(:) de (E.51) se tienef 00(jjg1jj2) = p001(jjg1jj2) + 2j�1j (E.53)y sustituyendo en (E.52) resultap002(jjg1jj2) = �p001(jjg1jj2) + 2j�1j � 2j�2j (E.54)Utilizando (E.53) y (E.54), la matriz B puede ser escrita comoB = " p001(jjg1jj2) �p001(jjg1jj2) + 2j�1j�p001(jjg1jj2) + 2j�1j �p001(jjg1jj2) + 2j�2j � 2j�1j #Calculando su determinante se obtienedet(B) = 2p001(jjg1jj2)(j�1j+ j�2j)� 4j�1j2Recordemos que se est�a suponiendo que p001(jjg11jj2) < 0 y, por ello, resulta obvioque el determinante es negativo, det(B) < 0. Por tanto, el hessiano no es de�nidonegativo y el punto considerado no es m�aximo de la funci�on  2.� Soluci�on indeseada tipo IV: Los dos combinadores extraen la misma fuente y amboscancelan la otra. En este grupo nos encontramos con los siguientes puntosg11 6= 0; g12 = 0; g21 6= 0; g22 = 0g11 = 0; g12 6= 0; g21 = 0; g22 6= 0



162 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y IIEl an�alisis de ambas soluciones es similar por lo que s�olo presentaremos elcorrespondiente a la primera de ellas. En este punto las primeras derivadas implican1g�11 @ 2@g11 = 2jg11j2j�1j � f 0(jg11j2)� 2jg21j2 = 0, f 0(jg11j2) = 2jg11j2j�1j � 2jg21j2 (E.55)1g�21 @ 2@g21 = 2jg21j2j�1j � f 0(jg21j2)� 2jg21j2 = 0, f 0(jg11j2) = 2jg21j2j�1j � 2jg11j2 (E.56)Utilizando estos resultados obtenemos las siguientes expresiones@2 2@g12@g�12 = �f 0(jg11j2) = 2jg11j2j�1j � 2jg21j2 (E.57)@2 2@g22@g�22 = �f 0(jg21j2) = 2jg21j2j�1j � 2jg11j2 (E.58)Es inmediato demostrar que la condici�on  > j�1j es su�ciente para que (E.57) �o(E.58) sean positivos. Bajo esta condici�on el hessiano de  2 tiene elementos positivosen su diagonal y el punto bajo estudio no es un m�aximo de la funci�on de coste.� Soluci�on indeseada tipo V: Ambos combinadores extraen una combinaci�on de lasfuentes, esto es g11 6= 0 g12 6= 0 g21 6= 0 g22 6= 0Para determinar si el hessiano es de�nido negativo estudiaremos la siguientesubmatriz superior izquierda de HH1112 = 24 @2 2@g11@g�11 @2 2@g11@g�12@2 2@g�11@g12 @2 2@g12@g�12 35Utilizando las segundas derivadas y p00i (x) = 2j�1j � f 00(x) podemos escribir lost�erminos de la diagonal como@2 2@g11@g�11 = 1g�11 @ 2@g11 + 2jg11j2j�1j � jg11j2f 00(jjg1jj2) + 2 g11g�12g�21g22jg11j2= jg11j2p001(jjg1jj2) + 2 g11g�12g�21g22jg11j2 (E.59)@2 2@g12@g�12 = 1g�12 @ 2@g12 + 2jg12j2j�2j � jg12j2f 00(jjg1jj2) + 2 g�11g12g21g�22jg12j2= jg12j2p002(jjg1jj2) + 2 g�11g12g21g�22jg12j2 (E.60)



E.2. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO II 163Los t�erminos de la diagonal de una matriz hessiana son reales [72] por tantog11g�12g�21g22 = g�11g12g21g�22 = jg11jjg12jjg21jjg22j es real. Ahora, utilizando (E.59),(E.60) y (E.19), y realizando algunas operaciones sencillas, la matriz H1112 puedeser escrita de la siguiente formaH1112 = " jg11j2p001(jjg1jj2) �g�11g12f 00(jjg1jj2)�g11g�12f 00(jjg1jj2) jg12j2p002(jjg1jj2) #+2 24 jg11jjg12jjg21jjg22jjg11j2 �g�21g22�g21g�22 jg11jjg12jjg21jjg22jjg12j2 35La primera matriz a la derecha de la igualdad es igual a la presentada en el estudio dela soluci�on indeseada tipo III donde se ha probado que es no de�nida negativa. Porotro lado, la condici�on  > 0 garantiza que la segunda matriz es de�nida positiva yaque contiene elementos negativos en su diagonal y su determinante es igual a cero.Como consecuencia, la matriz H1112 no es de�nida negativa y el punto que estamosanalizando no es m�aximo de  2.Del an�alisis anterior se obtiene que los m�aximos de la funci�on de coste  2 coincidencon los estados en los que cada combinador del sistema de separaci�on extrae una fuentediferente. Adem�as, tambi�en se deduce que  > max(�i); i = 1; :::; L garantiza que lafunci�on no contiene m�aximos no deseados.



164 AP�ENDICE E. PUNTOS ESTACIONARIOS DE LOS CRITERIOS I Y II



Ap�endice FPuntos estacionarios del criterio IgeneralizadoEn este ap�endice estudiaremos la naturaleza de los puntos estacionarios indeseados de lafunci�on de coste (5.8) propuesta en el cap��tulo 5 para separaci�on ciega de fuentes a partirde mezclas convolutivas. Previamente, en la secci�on 5.4, hemos expresado la funci�on decoste J1G(W) en t�erminos las ganancias G y hemos determinado las primeras derivadas.Las soluciones indeseadas del sistema de ecuaciones (5.30) pueden ser clasi�cadas entres grupos an�alogos a los estudiados para el caso de mezclas lineales instant�aneas� Grupo 1: Alguna salida cancela todas las fuentes y alguna fuente es cancelada portodas las salidas. Consideraremos que la salida yp cancela todas las fuentes y quela fuente sl es cancelada por todas las salidas, i.e.,gpi(n) = 0 i = 1; :::; N; n 2 (�1;1) gil(n) = 0 i = 1; :::; N; n 2 (�1;1)Evaluando las segundas derivadas de la funci�on de coste (5.33) se obtiene el siguientet�ermino de la diagonal de la matriz hessiana@2 G@gpl(n)@g�pl(n) = �f 0(0) (F.1)Recordemos que una de las premisas de nuestro criterio es la existencia de un �unicom�aximo x > 0 en las funciones pi(x) = j�ijx2�f 0(x). Por tanto, en x = 0 se cumpleque p0i(0) = �f 0(0) > 0. Como consecuencia la matriz hessiana tiene elementospositivos en su diagonal y los puntos en este grupo no son m�aximos de la funci�onde coste.� Grupo 2: Todas las salidas extraen una �unica fuente y varias salidas extraen lamisma fuente. Consideraremos que la fuente sl es extra��da por las salidas yp y ym,i.e., gpl(n1) 6= 0; gml(n2) 6= 0165



166AP�ENDICE F. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO I GENERALIZADOy gpj(n) = 0; j = 1; :::; N; n 2 (�1;1) j 6= lgmj(n) = 0; j = 1; :::; N; n 2 (�1;1) j 6= lLa diferencia entre este grupo de soluciones y el grupo 2 del an�alisis presentadoen el ap�endice E radica en que ahora puede ocurrir que las salidas extraigan unacombinaci�on lineal de los s��mbolos de las fuentes.Evaluando el sistema de ecuaciones (5.30) en este punto obtenemos lo siguiente@ G@gpl(n1) = 2j�ljg�pl(n1)jgpl(n1)j2 � g�pl(n1)f 0(jjgpjj2)� 2j�ljg�pl(n1) NXj=1Xk1 jgjl(k1)j2 = 0 (F.2)@ G@gml(n2) = 2j�ljg�ml(n2)jgml(n2)j2 � g�ml(n2)f 0(jjgmjj2)� 2j�ljg�ml(n2) NXj=1Xk2 jgjl(k2)j2 = 0 (F.3)donde el sumatorio con sub��ndice k1 en (F.2) engloba a todos los retardos con quelas salidas yj extraen la fuente sl excepto yp(n1). Por otro lado el sumatorio consub��ndice k2 engloba a todos los retardos con que la fuente sl es extra��da por lassalidas yj excepto gml(n2).Obviamente para que las soluciones en este grupo sean puntos estacionarios de lafunci�on de coste debe cumplirse lo siguientef 0(jjgpjj2) = 2j�lj(jgpl(n1)j2 �  NXj=1Xk1 jgjl(k1)j2)f 0(jjgmjj2) = 2j�lj(jgml(n1)j2 �  NXj=1Xk2 jgjl(k2)j2) (F.4)Adicionalmente, como estamos suponiendo que el n�umero de fuentes es igual aln�umero de salidas debe cumplirse que alguna fuente sq sea cancelada por todas lassalidas, i.e., giq(n) = 0 ; i = 1; :::; N n 2 (�1;1)Estudiemos los siguientes t�erminos de la diagonal de la matriz hessiana@2 G@gpq(m1)@g�pq(m1) = �f 0(jjgpjj2) = �2j�lj(jgpl(n1)j2 �  NXj=1Xk1 jgjl(k1)j2)
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= �2j�lj(jgpl(n1)j2 � jgml(n2)j2) + 2j�lj NXj=1Xk3 jgjl(k3)j2(F.5)@2 G@gmq(n2)@g�mq(n2) = �f 0(jjgmjj2) = �2j�lj(jgml(n2)j2 �  NXj=1Xk2 jgjl(k2)j2)= �2j�lj(jgml(n2)j2 � jgpl(n1)j2) + 2j�lj NXj=1Xk3 jgjl(k3)j2(F.6)Donde el sumatorio con��ndice k3 abarca a todas las ganancias con las que es extra��dala fuente sl excepto gpl(n1) y gml(n2). Inspeccionando estas expresiones, podemosconcluir que la condici�on  > 1 asegura que alguno de los t�erminos (F.5) o (F.6) enla diagonal del hessiano es positivo. Como consecuencia, el punto no es un m�aximode la funci�on de coste.� Grupo 3: Alguna salida extrae una combinaci�on lineal de varias fuentes (o de lamisma fuente). En particular, asumiremos que la salida yp extrae una combinaci�onlineal de las fuentes sl y sm,Existe n1; n2 tal que gpl(n1) 6= 0; gpm(n2) 6= 0A diferencia del caso equivalente para mezclas instant�aneas, ahora puede ocurrirque las fuentes sean extra��das por yp con diferentes retardos.El sistema de ecuaciones (5.30) nos indica que los puntos estacionarios deben cumplirlas siguientes igualdades@ G@gpl(n1) = 2j�ljg�pl(n1)jgpl(n1)j2 � g�pl(n1)f 0(jjgpjj2)� 2j�ljg�pl(n1) NXj=1Xk1 jgjl(k1)j2 = 0 (F.7)@ G@gpm(n2) = 2j�mjg�pm(n2)jgpm(n2)j2 � g�pm(n2)f 0(jjgpjj2)� 2j�mjg�pm(n2) NXj=1Xk2 jgjn(k2)j2 = 0 (F.8)donde el sumatorio con ��ndice k1 en (F.7) abarca a todas las ganancias con que lassalidas yj; j = 1; :::; N , extraen la fuente sl excepto gpl(n1) y el sumatorio con ��ndicek2 en (F.8) abarca a todas las ganancias con que las salidas yj; j = 1; :::; N , extraenla fuente sm excepto gpl(n2).



168AP�ENDICE F. PUNTOS ESTACIONARIOS DEL CRITERIO I GENERALIZADOPara demostrar que este punto no es un m�aximo de la funci�on de coste es su�cientecon estudiar la siguiente matriz 2� 2Hplpn(n1; n2) = 264 @2 G@gpl(n1)@g�pl(n1) @2 G@gpl(n1)@g�pm(n2)@2 G@g�pl(n1)@gpm(n2) @2 G@gpm(n2)@g�pm(n2) 375 (F.9)cuyos elementos se obtienen evaluando (5.33) en el punto que estamos analizando@2 G@gpl(n1)@g�pl(n1) = @ G@gpl(n1) 1g�pl(n1) + jgpl(n1)j2 �2j�lj � f 00(jjgpjj2)�= jgpl(n1)j2 �2j�lj � f 00(jjgpjj2)�@2 G@gpl(n1)@g�pm(n2) = �g�pl(n1)gpm(n2)f 00(jjgpjj2)@2 G@gpm(n2)@g�pm(n2) = @ G@g�pm(n2) 1g�pm(n2) + jgpm(n2)j2 �2j�mj � f 00(jjgpjj2)�= jgpm(n2)j2 �2j�mj � f 00(jjgpjj2)� (F.10)Sustituyendo en (F.9) resulta una matriz que tiene la siguiente formaHplpm(n1; n2) = " jgpl(n1)j2 (2j�lj � f 00(jjgpjj2)) �g�pl(n1)gpm(n2)f 00(jjgpjj2)�gpl(n1)g�pm(n2)f 00(jjgpjj2) jgpm(n2)j2 (2j�mj � f 00(jjgpjj2)) #Aquellos puntos donde se cumplaf 00(jjgpjj2) < 2j�lj o f 00(jjgpjj2) < 2j�mj (F.11)dan lugar a una matriz Hplpm(n1; n2) con t�erminos positivos en su diagonal y, portanto, no es de�nida negativa. Para determinar la naturaleza de Hplpm(n1; n2) enlos otros casos, estudiaremos su determinantedet(Hplpm(n1; n2)) = 2jgpl(n1)j2jgpm(n2)j2 �2j�ljj�mj � j�ljf 00(jjgpjj2)� j�ljf 00(jjgpjj2)�= 2j�ljj�mjjgpl(n1)j2jgpm(n2)j2  2� f 00(kgpjj2)j�lj � f 00(jjgpjj2)j�mj !(F.12)Es evidente que el determinante (F.12) es negativo cuandof 00(jjgpjj2) � 2j�lj y f 00(jjgpjj2) � 2j�mj (F.13)Como consecuencia, H no es de�nida negativa y los puntos en este grupos no sonm�aximos de la funci�on de coste.



Ap�endice G
Notaci�on y abreviaturas empleadas
G.1 Notaci�on
Representaci�on Signi�cado EjemplosLetra min�uscula normal Variable escalar o entera n, t, i, �Letra min�uscula negrilla Vector columna x, s, yLetra may�uscula normal Constante entera M;NLetra may�uscula negrilla Matriz A, �Sub��ndices Elemento de un vector si, xio columna de una matrizSuper��ndice � Conjugado de un complejo w�iSuper��ndice T Traspuesto wT , WTSuper��ndice H Traspuesto conjugado wH , WHSuper��ndice �1 Inversa de una matriz A�1r: Operador gradiente rw, rWtr(:) Traza de una matriz tr(W)det(:) Determinante de una matriz det(W)diag(.) Diagonal de una matriz diag(A)E[:] Operador esperanza E[si]cum(:) Cumulante de una se~nal cum(yi; y�i ; yi; y�i )169



170 AP�ENDICE G. NOTACI �ON Y ABREVIATURAS EMPLEADASG.2 AbreviaturasAGC Adaptive Gain ControlCDMA Code Division Multiple AccessCM Constant ModulusCMA Constant Modulus Algorithmf.d.p. Funci�on densidad de probabilidadDSSS Direct-Sequence Spread-SpectrumEASI Equivariant Adaptive Separation via IndependenceGHA Generalized Hebbian AlgorithmHOS Higher Order StatisticsICA Independent Component AnalysisIIR In�nite Impulse ResponseLMS Least Mean SquaresMIMO Multiple Input Multiple OutputMISO Multiple Input Single OutputMMSE Minimum Mean Square ErrorODE Ordinary Di�erential EquationPCA Principal Component AnalysisQAM Quadrature Amplitude ModulationSINR Signal to Interference plus Noise RatioSNR Signal to Noise Ratio
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